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Noterne bestar saledes af to kapitler: PAK: Projektive Algebraiske Kurver og

ROM: Ringe Og Moduler, der er inddelt i afsnit: PAK0, PAK 1, PAK 2, ...

og ROM 1,

ROM?2, ... , hvoraf PAKO er en indledning, der senere bliver overfladig. Den n’te side i
afsnit i PAKm (henholdsvis ROM m) betegnes PAK m.n (henholdsvis ROM m.n). Dele
af teksten pa en side kan maerkes med (%), hvor * er et tal, bogstav eller andet sym-
bol, og henvisning til (%) pa side PAKm.n (henholdsvis ROM m.n) sker ved PAK m.n(x)
(henholdsvis ROM m.n(x)), idet “overfladige” dele af henvisningen udelades, sa alle hen-

visninger er sa “lokale” som muligt: Pa side PAK 1.2 henviser

ROM 4.5(a) til ROM 4.5(a)
4.5(a) til PAK4.5(a)

5(a) til PAK 1.5(a)

(a) til PAK 1.2(a)
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NOGLE STIKORD

addition pa kubisk kurve PAK 9.4(4)
Additivitet PAK 7.2(A)

affin del af projektiv kurve PAK 6.3(2)
affin kurve PAK 4.1(6)

affin linie PAK 5.1(4)

affin nulpunktsmaengde V(f) PAK4.1(1)
affin plan A2 PAK 1.2(7)

algebra over C ROM 2.4(9)

annullator ROM 2.3(1)

associerede elementer PAK 3.4(6)
asymptote PAK 5.6(5)

Begyndelsespunkt PAK 7.1(B)
begyndelsespunktet O PAK 5.1(1)
Bezout’s Seetning PAK 8.1(6)

billede ROM 1.6(7)

brgklegeme ROM 3.3(4)

brgkmodul ROM 3.1(3)
Brgkmodullemmaet ROM 3.4(1)
Brgkringlemmaet ROM 3.5(1)

C—algebra ROM 2.4(9)

cykel PAK9.1(1)

cyklisk modul ROM 1.4(6), ROM 2.3(2)
Dehomogenisering PAK 7.1(D)
dehomogenisering PAK 3.2(4), PAK 3.3(8)
Den kinesiske Restklassesaetning ROM 5.4(7)
Den udvidede Dimensionssaetning ROM 2.5(3)
Desargues’ Trekantsseetning PAK 1.5(2)
Dimensionssaetningen ROM 2.4(10)
direkte sum ROM 1.7(7)

discrete valuation ring ROM 4.5(5)
diskret valuationsring (= DVR) ROM 4.5(5)
Dualitetsprincippet PAK 1.3(3)

DVR ROM 4.5(5)

Endelighed PAK 7.1(E)
Endelighedslemmaet ROM 5.1(6)

endeligt frembragt ideal PAK 6.1(2)
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endeligt frembragt modul ROM 1.4(4)

enhed (= invertibelt element) ROM 1.2(1)
ensviklede trekanter PAK 2.2(7)

Euklidisk integritetsomrade ROM 4.5(2)
evalueringsafbildningen ! PAK 6.1(3)
evalueringsfunktionen €% PAK 6.1(4)

exakt folge ROM 2.4(3)

faktoriel ring (= UFD) PAK 3.4(9), ROM 4.5(4)
forsvinding i uendelig PAK 4.4(3)
funktionslegemet for P2 PAK 6.2(3)

feelles komponent PAK 4.2(4), ROM 5.1(1)
Falles tangent PAK 7.1(F)

generel position PAK 1.5(8)

glat i punkt PAK6.7(2)

grad af en cykel PAK9.1(1)

graden deg f PAK 3.1(1)

grundlegemet C PAK 1.1(1)

Hilbert’s Basissaetning ROM 4.2(5)
homogenisering PAK 3.2(4), PAK 3.3(8)
homogent polynomium PAK 3.2(1)

homogent polynomium og linezr afbildning PAK 3.5(8)
homomorfier ROM 1.6(3)

Homomorfiseetningen ROM 2.2(1)

hovedideal PAK 3.4(5), ROM 1.2(3)
hovedidealomrade (= PID) ROM 4.5(3)

ideal ROM 1.2(3)

Idealet PAK 7.2(T)

ikke—nuldivisor (= regulaert element) ROM 1.2(1)
ikke-singulaert punkt PAK 6.7(2)

ikke—trivielt polynomium PAK 3.1(1)

implicit given funktion PAK 6.8(4)

induceret afbildning P2 — P2 PAK 2.1(2), PAK 2.2(3)
induceret homomorfi ROM 3.3(5)
integritetsomrade ROM 1.2(2)

irreducibel kurve PAK 4.2(2)

irreducibelt polynomium PAK 3.4(9), PAK 3.5(2), PAK 3.5(4)
invertibelt element (=enhed) ROM 1.2(1)
isomorfi ROM 1.6(3)
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Isomorfiseetningen ROM 2.2(3)

kerne ROM 1.6(7)

Kinesisk Restklassessetning ROM 5.4(7)
kommutativ gruppe ROM 1.1(2)

kommutativ ring ROM 1.1(3)

komponent PAK 4.2(4)

Komponenter PAK 7.2(K)

konstantled PAK 3.1(1)

koordinatskift, der bevarer O PAK 5.1(2)
koordinatskifte af projektiv kurve PAK 4.5(1)
kubisk kurve PAK 8.2(5), PAK 8.3(1)

kurve gennem punkt PAK 4.1(6), PAK 4.4(5)
kurvemultiplicitet PAK 5.5(2), PAK 5.5(7)
kvadratisk led PAK 3.1(1)

kvadrik PAK 6.9(1)

legeme ROM 1.2(2)

linie i projektiv plan PAK 1.1(7)

linie i rummet PAK 1.1(4)

linien i uendelig £, PAK 1.2(8)

linier i den affine plan PAK 1.3(1)

lineser afbildning PAK 2.1(1)

linesert led PAK 3.1(1)

led af n’te grad PAK 3.1(1)

lokal ring ROM 3.6(3)

lokal ring i et punkt Op(A2) PAK 6.1(9)

lokal ring i et punkt Op(C) PAK6.2(4), PAK 6.3(1)
lokal ring i et punkt Op(F') PAK6.1(9), PAK 6.2(2)
lokal ring i et punkt Op(f,g) ROM5.1(4)

lokal ring i et punkt Op(P2) PAK 6.2(4)
lokalisation ROM 3.6(10)
maksimalideal ROM 2.7(2)
Maksimalidealkorollaret ROM 3.6(1)
Maksimalidealszetningen ROM 3.5(6)
matrix PAK2.1(1)

Max Noether’s Seetning PAK 9.2(4)
modul ROM 1.2(5)

Modulo PAK 7.2(M)

modulo ROM 2.1(1)
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multiplicitet af kurve i punkt PAK 5.5(2), PAK 5.5(7)
multiplicitet for tangent PAK 5.1(5), PAK 5.4(1)
Multiplicitetssaetningen PAK 6.5(1)
multiplikativt system ROM 3.1(1)

n’te gradsleddet PAK 3.1(1)

n’te led PAK 3.1(1)

Nakayama’s Korollar ROM 4.4(8)
Nakayama’s Lemma ROM 4.4(7)

Noether, Emmy ROM4.1(1)

Noether’s anden Isomorfiseetning ROM 2.2(8)
Noether’s forste Isomorfiseetning ROM 2.2(9)
noethersk modul ROM 4.3(7)

noethersk ring ROM 4.1(2)

nuldivisor ROM 1.2(1)

nulpolynomiet 0 PAK 3.1(1)
Nulpunktslemmaet ROM 5.4(1)

Orden PAK 7.2(0O)

orden ord f PAK 3.1(1)

ordning af cykler PAK9.1(1)

Pappos’ Seetning PAK 1.3(7)

partiel afledet PAK 6.7(5)

Pascal’s Seetning PAK 9.2(6)

PID ROM 4.5(3)

polynomial funktion PAK 3.1(1)

polynomium i to variable PAK 3.1(1)
polynomium i tre variable PAK 3.3(8)
Positivitet PAK 7.1(P)

Positivitet, affint tilfeelde PAK 7.2(Q)
primelement PAK 3.4(9)

primideal PAK 3.4(10), ROM 2.7(1)

principal ideal domain ROM 4.5(3)

produkt af ideal og undermodul ROM 1.5(2)
produkt af idealer ROM 1.6(1)

produkt af ringe ROM 5.1(5)

projektiv kurve PAK 4.4(5)

projektiv linie PAK 5.1(4)

projektiv nulpunktsmeengde W(h) PAK 4.3(2)
projektiv plan P2 PAK 1.1(5)
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projektivt koordinatskift P2 — P2 PAK 2.2(3)
proportionale vektorer PAK 1.1(3)

punkt pa kurve PAK4.1(6), PAK 4.4(5)

punkt pa linie PAK 1.5(6)

r—dobbelt tangent PAK 5.1(5), PAK 5.4(1)
Regularitetssaetningen PAK 6.8(1)

Regulaere punkter PAK 7.1(R)

reguleert element (= ikke—nuldivisor) ROM 1.2(1)
reguleert punkt PAK 6.7(2)

restklasse ROM 2.1(1)

restklassemodul ROM 2.1(1)
Restklassemodullemmaet ROM 2.2(5)
restklassehomomorfi ROM 2.1(1)

restklassering ROM 2.6(1)

Restklasseringlemmaet ROM 2.7(4)

rummet C* PAK 1.1(2)

sekskant PAK 1.3(6)

snitcykel PAK 9.1(3)

snitmultiplicitet PAK 7.1(1)
Snitmultiplicitetssaetningen PAK 7.1(3)

stilopgave om DVR og reguleere punkter PAK 6.9(7)
stilopgave om multipliciteter og tangenter PAK 5.7(1)
stilopgave om Multiplicitetsseetningen PAK 6.9(6)
stilopgave om noetherske ringe ROM 4.6(2)
stilopgave om snitmultipliciteter PAK 7.7(2)
Symmetri PAK 7.2(S)

tangent af multiplicitet » PAK 5.1(5), PAK 5.4(1)
tangent til kurve PAK 5.1(5), PAK 5.4(1)

tredie skaeringspunkt pa kubisk kurve PAK 9.3(3)
trediegradsled PAK 3.1(1)

udprikket rum C3 = C? \ {0} PAK1.1(2)

Udvidet Dimensionssaetning ROM 2.5(3)

UFD PAK 3.4(9), ROM 4.5(4)

undermodul ROM 1.3(2)

undermodul af restklassemodul ROM 2.1(2)
undermodul frembragt af delmeengde ROM 1.4(2)
unique factorization domain PAK 3.4(9), ROM 4.5(4)
Veerdier PAK7.1(V)

Zorn’s Lemma ROM 3.5(7)
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NOGLE SYMBOLER

(A) PAK7.2(A)
(B) PAK7.1(B)
(D) PAK7.1(D)
(E) PAKT7.1(E
(F) PAK7.1(F
(I) PAK7.2(T)
(K) PAK7.2(K)
(M) PAK 7.2(M)
(0) PAK7.2(O
(P) PAKT7.1(P
(Q) PAK7.2(Q
(R) PAKT7.1(R
(S) PAKT7.2(S)
(V) PAK7.1(V)

C PAK1.1(1)

C* PAK1.1(2)

C3 =C3\ {0} PAK1.1(2)
P2 PAK1.1(5
u = (uy:uz:u3
A2 PAK1.2(7)

C™ PAK1.5(7)

(y1,¥2) = (y1:y2:1) PAK1.2(7)
Lo PAK1.2(8)

Clx1,22) PAK3.1(1)
Clx1, 22, 3] PAK3.3(8)

f* PAK3.2(4), PAK 3.3(8)

f« PAK3.2(4), PAK 3.3(8)
deg f PAK3.1(1)

ord f PAK3.1(1)

V(f) PAK4.1(1)

V(F) £ V(f)

W(h) PAK4.3(2)

W(C) PAK4.4(5)

Co PAK4.5(1)

a(W(C)) PAK4.5(2)

O =(0,0) = (0:0:1) PAK5.1(1)
mp(C) PAK5.5(7)

e® PAK6.1(3)

Kerel! PAKG6.1(3)

€S PAK®6.1(4)

)
)

—

~— ~—

~— —

PAK 1.1(5)
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Kere% PAKG6.1(4)
mp PAK6.1(4)
Op(AZ) PAK6.1(9)

Mp(AZ) PAK6.1(9)

Op(f) PAK6.2

Op(F) PAKG6.2

Mp(F) PAKG.2

Op(P%) PAK6.2(4)

Mp(P2) PAKG6.3

Tp(C) PAKG6.3

Op(C) PAK6.3

Mp(C) PAKG6.3

Op(f.g) ROM5.1(4)

Op(C,D) PAKT7.1(1)

Op(C) PAK6.2(4)

mp(f.g) PAKT1(1)

mp(F.G) PAK7.1(1)

mp(C, D) PAK7.1(1)

ZP@% mp(C, D) PAKS8.1(6), PAK9.1(3)
ZF¢ PAK9.1(1)

Z®8) PAK9.1(1)

S pepz n(P)P PAK9.1(1)

(Py)Py+ -+ +n(Py,)P, PAKO9.1(1)

degn PAK9.1(1)

n=<n' PAK9.1(1)

n <n' PAK9.1(1)

C.D PAK9.1(3)

PAQ PAK9.3(4)

Tpo PAK9.3(3)

Upo PAKO.4(4)

Px@Q PAK9.4(4)

+P PAK9.5?

spanp W ROM 1.4(2)

Ker¢o ROM 1.6(7)

Imp ROM1.6(7)

[m]gz ROM2.1(1)

M/H ROM2.1(1)

Spec R ROM 2.7(1)

Max R ROM2.7(2)
S—*M ROM 3.1(3)



MAT 3AG: PROJEKTIVE ALGEBRAISKE KURVER PAK 0.1

0. INDLEDNING

Dette er en kort beskrivelse af et af hovedresultaterne i Matematik 3AG.

Lad C veere en plan algebraisk kurve af grad m, det vil sige, at der findes et poly-
nomium i to variable p(z,y) = > 1", Z;‘:O ai—j;x" Iyl af grad m (dvs. der findes j,
$& am—j; # 0)', sa C er nulpunktmengden for p, hvilket vil sige, at C bestar af ne-
top de punkter (z,y) i planen, som opfylder p(x,y) = 0. Kort taler man om kurven
C : p(x,y) = 0, hvor ligningen eventuelt omformes til et mere velkendt udseende. F.eks.
er enhedscirklen en andengradskurve, nemlig C : 22 + y? = 1 (svarende til polynomiet
f(z,y) = 1 — 2% — y? i to variable). Et andet eksempel er, at grafen for polynomiet
h(x) = 423 — 3z (i én variabel) er trediegradskurven D : y = 423 — 3z (svarende til poly-
nomiet g(x,y) = 3x + y — 423 i to variable). I dette eksempel med to kurver af grader 2
og 3 er der 6 skeeringspunkter, sml. figur (1) nedenfor. Det er ikke noget tilfzselde:

Bezout’s saetning. Hvis C' og D er plane algebraiske kurver af grader henholdsvis m
og n og uden felles komponent, da skerer C og D hinanden i netop mn punkter.

(1) (2) (3) (4)

Kurverne skal vaere uden faelles komponenter, for at faellesmaengden er endelig. F.eks.
er foreningmzenden C' U D en kurve med ligning (1 — 22 — y?)(3x + y — 423) = 0, og den
har to komponenter C' og D, sa feellesmaengden med f.eks. kurven D er ikke endelig.

Tilsyneladende er Bezout’s saetning ikke opfyldt i figurerne (2) — (4). Parabelen E :
y = 22 er med i alle tre figurer, den har grad 2. De andre kurver er fgrstegradskurver,
nemlig linierne: F':y=—1, G:x=00g H : y = 0. I hvert af de tre tilfeelde burde de
to kurver altsa have 2 skaeringspunkter, men det er tilsyneladende ikke tilfaeldet i noget

af dem. Det vil vise sig, at de 2 skaeringspunkter er der alligevel, nar man:

(a) kigger ordentlig efter;
(b) ikke er snsevertsynet;
(c) teeller korrekt.

At “kigge ordentlig efter” betyder, at man f.eks. i (2) (selviglgelig) ogsa skal betragte
de komplekse skaeringspunkter; der er netop 2 skaeringspunkter, som der skal veere, nemlig
(—i,—1) og (i, —1). (I formuleringen af Bezout’s ssetning kunne man have praeciseret, at
kurverne er komplekse kurver.)

For “ikke at veere snaevertsynet” skal man f.eks. i (3) ud over skeeringspunktet (0,0)
ogsa betragte skaeringspunktet i “retningen” (0, 1) (dvs. i lodret retning) i det “uendelig
fjerne”, og herved er der netop 2 skaeringspunkter. Dette med “retningen” i det “uendelig
fjerne” bliver praeciseret om lidt ved at indfgre den projektive plan (og i formuleringen
kunne man have navnt, at kurverne er projektive plane kurver).

Hvis man skriver p(z,y) = Zh’j ahjxhyj, daerm =sup{n|3Ih,jE€Z: ap; #0ANh+j=n}
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Ogsa i 1(4) er der 2 skeeringspunkter; skeeringspunktet (0,0) skal blot teelles dobbelt
svarende til, at 0 er dobbeltrod i polynomiet h(x) = 2. Det galder altsd om at “telle
korrekt”, dvs. benytte de snitmultipliciteter, der bliver indfgrt senere (og dette kunne
have vaeret neevnt i formuleringen).

Den projektive plan. I denne forbindelse kaldes planen C? den affine (komplekse) plan
og betegnes AZ. For "ikke at veere sneevertsynet” skal man udvide A% med alle mulige
“retninger” (xo,%o), hvor (xo,y0) € C*\ {(0,0)}.

Mere pracist er den projektive (komplekse) plan maengden af linier i C3 gennem
(0,0,0), og den betegnes PZ. Da en linie gennem (0,0, 0) er bestemt ved en retningsvek-
tor, kan ethvert element i PZ repreesenteres ved et talsaet (zo,yo,20) € C*\ {(0,0,0)},
og (xo : Yo : 20) betegner linien gennem (0, 0,0) med retningsvektor (zo,yo, 20). Da to
retningsvektorer bestemmer samme linie, netop nar de er proportionale, gaelder der, at
(1 :y1: 21) = (x2 : Y2 : 22), netop hvis der findes ¢ € C, sa (z1,y1,21) = c(x2, Y2, 22).
Elementerne (g : yo : 20) i P% kaldes punkter.

Den affine plan A2 identificeres med en delmaengde af PZ ved at identificere (zo, yo) €
AZ med (zg : yo : 1) € P4. De gvrige punkter i P2, punkterne i uendelig, har formen
(w0 : yo : 0), hvor (zg,y0) € C?\ {(0,0)}; disse punkter er “retningerne i det uendeligt
fjerne”.

De kurver, der hidtil er neevnt, f.eks. kurverne C' : 22 +y? = 1 og D : y = 423 —
3z, kaldes fra nu af affine kurver. De tilsvarende projektive kurver far man ved at
homogenisere: C : 22 +y?> = 2% og D : yz?> = 42® — 3x22. (Man ganger hvert led
med potenser af z, sa de alle far samme grad, hhv. 2 og 3.) En generel affin m’te

gradskurve C' : p(z,y) = 0 med p(z,y) = > ., Z;:O a;—; ;2" 7y? homogeniseres til

m ?

C : p(z,y,2) = 0, hvor p(z,y,2) = > im0 (D=0 a;—; ;& IyI)z™~" der er et homogent
polynomium af grad m (alle led har samme grad).

For et ikke-trivielt homogent polynomium p i tre variable og et punkt (x¢ : yo : 29) € IP)%
med repraesentant (o, Yo, z0) kan man ikke tale om veerdien af p(z¢ : yo : 20), fordi den
afthaenger af valg af repraesentanten. Men man kan godt tale om, at p(xg : yo : z0) er nul;
det er nemlig uathaengigt af valg af repraesentant. (Her kraeves lidt eftertanke!) I figur
1(3) optreeder B : y — 22 = 0 og G : x = 0, der homogeniserer til hhv. £ : yz — 22 = 0
og G : z = 0. Punktet (0 : 1 :0) fra den projektive plan tilhgrer begge disse kurver
(svarende til at kurverne gar gennem “retningen” (0,1) i det “uendelig fjerne”).

Nar C er en projektiv kurve givet ved p(z,y,z) = 0, da fas den tilsvarende affine
kurve ved ligningen p(z,y,1) = 0; altsa ved at seette z lig 1. Den affine del af kurven
22 4+ y? — 22 = 0 har ligningen 22 + y? — 1 = 0, som fremstiller enhedscirklen.

Koordinatskift. En isomorfi ¢ : C> — C3 inducerer en veldefineret afbildning ¢’ :
P%Z — P2 ved at lade ¢'(z : y : z) € P4 veere repraesenteret af ¢(z,y, 2). (Der er lidt at
overveje her: o(z,y, z) # (0,0,0), og hvis (1 : y1 : 21) = (z2 : Y2 : 22), dvs. (21,1, 21) 0g
(2,Y2, 22) er proportionale, da er ¢(x1,y1,21) 0og ¢ (2, Y2, 22) 0gsa proportionale, dvs.
de repreesenterer samme punkt i PZ.) Man siger, at ¢’ er et projektivt koordinatskift.
Hvis yderligere p er et homogent polynomium af grad m i tre variable, da er po (¢’)~!
ligeledes et homogent polynomium af grad m. Hvis C' er den projektive kurve bestemt
ved p, da er billedet ¢’ (C) af C ved ¢’ igen en projektiv kurve af grad m, nemlig bestemt
ved polynomiet po ()7L,
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Projektive koordinatskift er fordelagtige, (1)
nar man skal "kigge ordentlig efter” og "ikke
veere snaevertsynet”. Betragt f.eks. kurverne
E:y=220gG: 2 =0 fra figur 1(3).
Ved koordinatskiftet ¢'(z : y : 2) = (z :
S~y +2): 3(y+2) gar E og G over i
kurverne henholdsvis ¢/ (E) : 224+y%—22 =0
og @' (G):x=0(da (@) Hw:y:2)=(x:
—y+2z:y+z)). De affine dele af disse kurver
er vist pa figur (1) ovenfor. Nu kan man “se” det “uendelig fjerne”skeeringspunkt!
Koordinatskiftet ¢'(z 1y : 2) = (—%(y+2) : @ : $(y —2)) forer kurverne E : y = 2? og
F :y = —1 fra figur 1(2) over i kurver med ligningerne hhv. z? + 4% — 22 = 0 og = = 0;
altsa de samme kurver som ovenfor, sml. figur (1) ovenfor. Nu er de 2 “imaginaere”
skaeringspunkter blevet “synlige”!
Kurverne fra 1(2) og 1(3) kan altsa koordinatskiftes over i samme kurver. Det er
igvrigt ikke noget tilfeelde! Det vil fremga af naeste afsnit, at kurverne i figur 1(4) ikke
kan koordinatskiftes over i kurver med 2 forskellige skaeringspunkter, og dermed kan

kurverne fra 1(4) ikke koordinatskiftes over i kurverne fra (1) ovenfor.

Snitmultipliciteter. Fgrst omtales snitmultipliciteten mq ¢y(C, D) i punktet (0,0) for
affine kurver C og D. Polynomiumsringen Clz, y| er et vektorrum over C, og (z,y) er et
maximalideal i denne ring. Nar man lokaliserer? C[z,y| i maximalidealet (x,y), far man
en ring R, som ogsa er et vektorrum over C. Lad C' og D vere givet ved polynomierne
p og q, og lad (p, q)R veere idealet i R frembragt af p og q. Hvis C og D ikke har feelles
komponent, da kan man bevise, at restklasseringen R/(p, ¢) R har endelig dimension som
vektorrum over C. Snitmultipliciteten defineres ved m g o)(C, D) = dim¢ R/(p, q)R.

For vilkarlige projektive plane kurver C' og D og et punkt P € PZ veelges et ko-
ordinatskift ¢, sa ¢'(P) = (0 : 0 : 1). (Dette er altid muligt!) Det viser sig, at
m,0)(¢'(C), ¢'(D)) ikke afheenger af valget af ¢’, og snitmultipliciteten i P for C og
D defineres ved mp(C, D) = mg,0)(¢'(C), ¢'(D)). Hvis P ¢ CND, daer mp(C, D) =0,
og derfor har det mening at betragte summen » pepz p(C, D).

Nu er vi forberedt til en praecis formulering af seetningen.

Bezout’s sztning. Hvis C og D er projektive komplekse plane kurver af grader hen-
holdsvis m og n og uden felles komponent, da gelder:

Z mp(C, D) =mn.

PePp?
Beviset kraever indgaende forstaelse af snitmultipliciteterne mp(C, D), og dermed de

ringteoretiske konstruktioner, der fgrer frem til ringen og vektorrummet R/(p, q)R, og
som derfor beskrives i dette kursus.

2Lokalisering er en proces, der beskrives i kurset.
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1. LINIER I DEN PROJEKTIVE PLAN

(1) Grundlegemet. I dette kursus benyttes de komplekse tals legeme C. Det er nemlig
straks vigtigt at kunne dividere med tal forskellige fra 0, sml. allerede (s) nedenfor.
Endvidere udnyttes, at C er algebraisk afsluttet (dvs. ethvert ikke-konstant polynomium
i én variabel har en rod), saledes at f.eks. kurverne i 0.1(2) har skeeringspunkter. Endelig
bliver der til tider brugt, at C har karakteristik 0 (dvs. de hele tals ring Z er en delring
af C). Faktisk gaelder samtlige resultater i dette kursus over ethvert algebraisk afsluttet
legeme af karakteristik 0.

(2) Rummet. I det 3-dimensionale komplekse rum C3 betegnes elementerne — dvs.
vektorerne — med understregning: z = (21,72, 23), mens elementerne i C? skrives som
talpar: (z1,2). Specielt skrives nulvektorerne i C* og C? som henholdsvis 0 og (0, 0).
Ofte betragtes det udprikkede ram C3 = C?\ {0}, og nogle gange ogsa den udprikkede
plan C2 = C?\ {(0,0)}.
To vektorer u,v € (Cg’5 er proportionale, netop nar der findes a € C, sa u = av. Bemeerk,
at i bekraeftende fald er a # 0. Proportionalitet er en @kvivalensrelation:
(r) w=1u;
(s) u=av = wv=al'u;og
(t) u=av AN v=bw = u=(abw.
HEkvivalensklassen repraesenteret af u = (uy,us,us) € Cg betegnes kort med u og mere
udfgrligt som (ug:up:u3z); altsa u = (u1:uz:ug), og for alle u,v € C3 geelder:

(3) u=v < u og v er proportionale.

(4) Linier i rummet. Enhver vektor u € (Cg udspzender i C? en linie gennem 0, nemlig
linien { au | a € C}. Vektorerne u og v i Cg udspeender samme linie, netop nar u og v er
proportionale, altsa netop nar u = v, dvs. netop nar (uq:us:us) = (v1:v2:03).

(5) Den projektive plan. Meangden af linier i rummet C* gennem 0 betegnes P2 og
kaldes den projektive plan (over C), og er det samme som meengden af sekvivalensklasser
under proportionalitet. Elementerne i P2 kaldes punkter, betegnes derfor kort som u med

u = (u1,uz,u3) € C3 og mere udferligt som et projektivt koordinatset (uy :ug:usz). En
omformulering af (3) giver, at der for alle u,v € C? geelder:

(6) u#v <&  settet (u,v) af vektorer i C° er linesert uafheengigt

(7) Linier i den projektive plan. For a = (a1, az,a3) € C3 har det mening at definere:
ﬁgz {ge ]P)(ZC | a1x1 + aoxo + azxrs = O}

Hvis nemlig z = y, altsa (z1, 72, 23) = c(y1, Y2, y3) for et c € C, da geelder ayx1 + asws +

aszxs = 0, netop hvis a1y + a2y2 + asys = 0.
For a = (ay:az:a3) € PZ har det nu mening at definere:

ﬁg:{gepé|CLl£Cl—|—CL2.’B2—|—CL3£C3:O}.

Hvis nemlig @ = b, da er £, og L} ens, idet der findes d € C, sa (a1, a2, a3) = d(by, bs, b3),
og for € C? haves dermed: a2z + asxs + azxz = 0, netop hvis byx1 + baxg + b3zs = 0.

Man siger, at £, er linien givet ved ligningen a1x1 + azx2 + azxs = 0, eller blot linien
givet ved punktet g_.
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(1) Seetning. For ethvert a € PZ bestdr linien L, af uendelig mange punkter.

(2) Bevis. Da a # 0 har 1 x3-matricen (a; as ag) rang 1. Lgsningsrummet til det
homogene linegre ligningssystem ajx; + asxs + azzrs = 0 (med én ligning og tre variable)
har derfor dimension 3 — 1 = 2. Velg to lgsninger u = (uy,us, u3) og v = (v1,v2,v3),
sa saettet (u,v) er linesert uathsengigt. Set w, = u + tv = (u1, u2,u3) + t(vy, v, v3) for
t € C, og bemaerk, at w, er en Igsning til ligningsystemet, dvs. det tilsvarende projektive
punkt w ] tilhgrer £,. For ¢t # t' er w, og w, ikke proportionale, og dermed galder
w, #w o Maengden { w, | t € C} er derfor uendelig, og da den er indeholdt i Lg, er det
gnskede bevist. [

(3) Seetning. Hvis punkterne a og b i PZ er forskellige, da har linierne L, og Ly, netop
ét punkt felles. B -

(4) Bewvis. Idet a # b, giver 1(6), at szttet (a,b) er lineeert uathengigt i C3, og dette
medfgrer at 2 x 3-matricen
ap az ag
<b1 ba ba)

har rang 2. Lgsningsrummet til det homogene lineaere ligningssystem:

a1x1 + azxatazrs =0

(%) _
blﬁL’l + ngg +b3$3 =0
har derfor dimension 3 —2 = 1. Lad z = (x1,22,23) € C3 veere en lgsning til (%), og
dermed tilhgrer z = (z1:22:23) feellesmaengden L, N Ly, som saledes bestar af mindst ét
punkt.

Lad nu 2" = (2} : 25 :23) ogsa tilhgre L4 N Ly, dvs. 2’ = (27,25, 25) € C3 er ligeledes
en lgsning til () og er dermed proportional med lgsningen z; altsa ' = x. Hermed er
det gnskede bevist: £, N Ly = {z}. O

(5) Korollar. Huis linierne L, og Ly, i P er ens, da er punkterne aogbi PZ ens.
(6) Bewvis. Dette fas ved at sammenholde (1) med (3). O

(7) Den affine plan. Delmaengden af PZ bestdende af punkter med projektive koordi-
natseet u = (uq : ug : ug) med ug # 0 betegnes A% og kaldes den affine plan (over C).
Bemaerk, at hvis us # 0 er opfyldt for ét projektivt koordinatseet (uq :us:ug) for et punkt
i PZ, da er det opfyldt for ethvert projektivt koordinatsaet for dette punkt

Ethvert punkt i A% kan repraesenteres ved et projektivt koordinatszet af formen (y; :
y2:1). Planen C? identificeres med AZ ved at sette (y1,y2) = (y1:y2:1).

(8) Linien i uendelig. Bemeerk, at linien £(g.0.1) givet ved punktet (0 : 0 : 1) netop
bestar af punkterne med projektivt koordinatsaet (zq:24:0) med (z1,z2) € C2. Linien
L 0:0:1) er dermed netop komplementarmeengden PZ\ AZ til den affine plan, og den kaldes
linien i uendelig og betegnes kort L.,. Punktet z = (z1:22:0) pa Lo kaldes punktet i
uendelig i retningen (x1,x2). For a = (a1:a2:a3) € P geelder:

(9) L :EOO <~ a1 =0 A ay=0.

|12

(10) Opgave. Hvad er L4 N Loo?
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(1) Linier i den affine plan. Hvis a € PZ har (a1,a2) # (0,0), da er £, N AZ netop

linien i C? givet ved ligningen: ayx; + asxs + a3 = 0, og enhver linie i C? er af denne
form.

(2) Opgave. Lad der vere givet to forskellige linier i C? ved ligningerne:

L: ajx1 +agsxs+a3=0
M : b1$1+b2£€2+b3:0.

Altsa L = Lo N AZ og M = Ly N AZ. Antag, at LoNLy= {z}. Bevis, at der gaelder:

€L, <& L og M erparallelle.

3

(3) Dualitetsprincippet. For alle g,z € PZ galder:

cel, &

1=
e

€L,

|12

Begge sider af biimplikationspilen er nemlig ensbetydende med aix; + asxs + azxs = 0.
Nu fglger fgrste — men maske lidt banale — anvendelse af dette dualitetsprincip; nemlig
et dualt resultat til 2(3).

(4) Saetning. Hvis a,b € PZ er forskellige, da findes netop en linie gennem a ogb.

(5) Bevis. For x € P2 giver dualitetsprincippet, at

a,beL, & geﬁgmﬁg.

Det gnskede fplger nu af 2(3). O

(6) Sekskanter. I enhver — gerne “krollet” — sekskant (P, Pa, P3, Py, Ps, Ps) er der 3 par
af modstaende sider:

nemlig parrene (Mg, Mys), (Mas, Mse) og (Msa, Mg1), hvor M; ;41 er (hele) linien gen-
nem P; og P;j;1 (ikke kun liniestykket). (Her regnes indekser modulo 6.) For enhver
sekskant i PZ kan man altsa tale om de modstaende siders skeeringspunkter, og der er
tre saidanne i PZ, sml. 2(3), idet de modstaende sider forudsaettes at veere forskellige.

(7) Pappos’ Ssetning. Lad Ly og Ly vere 2 forskellige linier i P2 med fellespunkt R.
Lad der vere givet en sekskant (Py,---,Ps), sa P1,P3,Ps € L1 \ {R} o9 Py, Py, Ps €
Ly \ {R}. Da ligger de modstaende siders skeringspunkter pa linie. Sml. figur 4(1).
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(1) Figur til Pappos’ Satning.

C22356

C21245

(2) Kommentarer. Pa figur (1) er skeeringspunktet mellem M; ;41 og M;43 ;44 betegnet
Qi,i+1,i+3,i+4 (0g indekser regnes stadig modulo 6). Pastanden i Pappos’ Seetning er altsa,
at Q1245, Q2356 0g Q3461 ligger pa linie.

Pappos’ Seetning bevises senere. Fgrst dualiseres den; dette er en mere subtil anven-
delse af dualitetsprincippet.

(3) Seetning. Lad Ly og Ly vere 2 forskellige punkter i P2, og lad R betegne linien
gennem dem. Lad Py, P3 og Ps, henholdsvis P>, Py og Pgs, vere indbyrdes forskellige
linter gennem henholdsvis L1 og Lo, sdledes at alle 6 linier er forskellige fra R. Lad M;;
betegne skaeringspunktet mellem P; og Pj, og lad Q;j1; betegne linien gennem M;; og My,.
Da findes et punkt S i PZ, som Q1245, Q2356 09 Q3461 gdr gennem.

(4) Figur.
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(1) Bevis. Lad L) og L vaere linierne givet ved (projektive koordinatseet for) punkterne
Ly og Lo, lad R’ vaere punktet, der giver linien R, og lad P/ veere punktet, der giver
linien P;. Iflg. dualitetsprincippet og forudsasetningerne gaelder, at P;, P, P € L} \ {R'}
og Py, P, P, € L, \ {R'}, og disse punkter er indbyrdes forskellige, sa de udger en
sekskant. Siderne i denne, M;, ;, er linierne givet ved skeeringspunkterne M;;,1, sa
de modstaende siders skeeringspunkter, Q)o45, Q5356 08 Q44615 € netop punkterne, der

giver linierne Q1245, Q2356 0 W3461- Da Qloy5, Qo356 08 Q3461 ligger pa en linie S’ (ifl.
Pappos’ Saetning), gar Q1245, Q2356 0g Q3461 gennem punktet S (der giver linien S’) O

(2) Desargues’ Trekantssaetning. Lad Ly, Ly og L3 veere 3 indbyrdes forskellige linier,
der gar gennem punktet R. Antag Py, P{ € L1 \ {R}, P, Py € Lo\ {R} og Ps, Pj € L3\
{R}. Lad Q;,+1 betegne skeringspunktet mellem siden P;P;iiq (i trekanten (Py, P2, P3))
og siden P{P] , (i trekanten (P[, Py, P3)). Da ligger Q12, Q23 0g Q31 pa linie

3) Opgave. Tegn (2).

4) Opgave. Bevis (2), nar beviset for 3(7) er gennemfgrt i naeste afsnit.

6) Seetning om punkter pé linie. Forg,b,c € PZ betragtes settet (a, b, c) af vektorer

(
(
(5) Opgave. Dualisér (2), tegn og bevis.
(
i C3. Der gelder:

a,b,c ligger pd linie < (a,b,c) er lineert afhengigt.

(7) Bevis. Betragt 3 x3—matricen D:

al a9 as
D=0t b b3|eCi.
C1 Co C3

(Her — og i det fglgende — betegner C* maengden af mxn—matricer.) Det gnskede folger
af biimplikationskaeden:

a,b,c ligger palinie < 3JzePi:agbcel, < 3IX eCI\{O}:DX =0,
& rgD <3 & rxkkernei D er linezert athaengige
& (a,b,¢) er linezert afhaengigt.
€1

Herer X|= | z2 | € C3 sojlen svarende til z € C* og z € PZ. O
T3

(8) Definition. Punkterne u,v,w,z € IP’(% er i generel position, netop hvis ikke tre af
dem ligger pa linie.
(9) Opgave. Bevis at fglgende er ensbetydende for u,v,w,z € P2.

(i) u,v,w og x er i generel position.

(7i) For enhver ikke-triviel lineser relation au + bv + cw + dz = 0 geelder, at alle
koefficienterne a, b, ¢, d er ulig nul.

(10) Opgave. Hvad betyder det, at linierne L, M, N, P er i generel position?
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2. PROJEKTIVT KOORDINATSKIFT

(1) Linezere afbildninger og matricer. Lad p: C* — C? veere en lineser afbildning,
og lad Q € C3 vaere den naturlige matriz for 0, dvs. matricen for ¢ mht. den (szedvanlige)
naturlige basis; der gaelder altsa for alle z,y € C3, at

y=¢@ < Y =0X

med notation fra 1.5(7).

(2) Induceret afbildning. Lad ¢: C> — C3 vare en isomorfi. Bemaerk, at p(z) # 0,
hvis z # 0 og 2 € C?, dvs. ¢ afbilder C3 ind i C3. Hvisnu g = 2’ i PZ, dvs. z = cz' for
et c € C, daer p(z) = cp(z'), og dermed giver ¢(z) og p(z’) samme punkt i PZ, nemlig
p(z) = p(a’) . Tsomorfien ¢ inducerer derfor en veldefineret afbildning ¢ : PZ — P2 ved

at szette p(z) = y, nar y = ¢(z); altsa p(z) = (z).

(3) Eksempel. Lad ¢ have naturlig matrix

1 0 0
Q=03 3
0 5 3
Da er o(z) = (z1 : —3@2 + 533 : 322 + 373) = (221 : —x2 + T3 : T2 + x3). Specielt

er E(O_z 0:1)=(0:1:1)0g¢0:1:0)=(0:—1:1),dvs. punktet (0,0) i AZ
bliver afbildet i (0,1) € AZ, mens punktet i uendelig i retningen (0, 1) bliver afbildet i
(0,-1) € AZ.

(4) Seetning. Huis p,1): C3 — C3 erisomorfier, da inducerer den sammensatte isomorfi
P o netop den sammensatte afbildning ¢ o ; altsa 1 o p =1 o .

Identitets-isomorfien idgs : C* — C3 inducerer den identiske afbildning id]p(%: Pz —
P(% ; altsa ides = id]p% .

(5) Bevis. For z € €3, y = p(z) og 2 = (y) har vi z = $(y) = ble@) = (Lo Y(@).
Endvidere giver z = (¢ o )(z), at 2 o(z), og forste pastand er bevist.

Anden pastand er (ogsa) oplagt: idcs(z) = ides(z) =2z, [

(6) Korollar. Lad ¢: C3 — C? wveere en isomorfi. Den inducerede afbildning p: Pz —

P2 er da bijektiv med invers induceret af o=1, dvs. (p)™" = @71

(7) Bevis. (4) giver

1

10£:<p 1O£:idc3:idpé og poy

AN

:£O£_1:id(c3:id]p(2:. U
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(1) Saetning. Lad ¢: C3 — C3 veere en isomorfi. Hvis a er et punkt i P2, da er billedet
o(L 2) af linien £ igen en linie, nemlig linien Eb, hvor b € PZ er givet ved B = A_Q ™1,
idet A_ og B_ er raekkerne (dvs. 1x3 matmceme} svarende til henholdsvis a og b, og
Q € C3 er den naturlige matriz for ®.

(2) Bevis. Kaeden

reLly, & A X =0 & B (QX)=0 & o(z)€ly

giver p(L,) = Ly. O

(3) Projektivt koordinatskift. En afbildning o : P2 — P2 kaldes et projektivt koordi-
natskift, netop hvis den er induceret af en isomorfi ¢ : C* — C? (dvs. o = o).

(4) Seetning. Antag, at punkterne z,y,z € PZ ikke ligger pd linie, og at punkterne
2y, 2 € PZ heller ikke ligger pd linie. Der findes da et projektivt koordinatskift a, sd

(5) Bevis. Vektorsaettet (z,y, 2) er iflg. 1. 5(6) linezert uafhaengigt og der findes derfor en
linezer afbildning ¢ : C* — €3, s4 olz) =12/, py) =y og ¢(z) = 2. Sattet (2,y, 2')
udspaender C? (da det er linezert uafhaenglgt og bestar af tre vektorer) og derfor er ¢
surjektiv og dermed ogsa injektiv, dvs. en isomorfi. Seet a = . U

v w2’ € P oer i generel

(6) Opgave. Antag, at punkterne w,v,w,z € PZ og
position, sml. 1.5(8). -

Bevis, at der findes netop et projektivt koordinatskift «, der forer de forstnaevnte fire
punkter over i de sidstnaevnte.

1=

(7) Ensvinklede trekanter. Betragt de to trekanter ABC og AB'C":

B/

A C C’

og liniestykkeleengderne b = |AB|, b/ = |AB’'|, ¢ = |AC| og ¢’ = |AC"|.
Der gaelder b/c = b'/c/, netop hvis linierne BC' og B'C’ er parallelle (dvs. trekanterne
ABC og AB'C" er ensvinklede).
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(1) Beuvis for Pappos’ Saetning 1.3(7).
Tilfelde 1°: Hvis punkterne (1245, Q2356 0g R ikke ligger pa linie, da kan man efter
et projektivt koordinatskift antage, at Q1245 0g Q2356 tilhgrer Lo, og at R tilhgrer AZ:

altsa at M7o og Mys er parallelle, at Moz og Msg er parallelle (sml. evt. 1.3(2) ), og at Ly
og Lo skaerer hinanden i det affine punkt R [og vi gnsker at bevise, at ogsa Q3461 ligger
pa Lo, dvs. at Mszy og Mg er parallelle]. St p; = |RP;|. Da M og Mys, hhv. Mss og
Mg, er parallelle, har vi fra 2(7), at

PL_ D5 ypy, 2206
b2 P4 b3 b5

Heraf fas: p1ps = paps = pspe, dvs. ps/ps = p1/ps; altsa at M3y og Mgy er parallelle —
som gnsket.

Tilfelde 2°: Hvis punkterne (Q1245, Q2356 0g R ligger pa linie, da kan man efter et
projektivt koordinatskift antage, at Q1245 0g Qo356 tilhgrer L., og dermed tilhgrer R
ogsa L. Det overlades til laeseren at tegne figuren i dette tilfaelde samt at bevise det
gnskede. [

(2) Opgave. Bestem linierne ¢(L(1.0.0)), ¢(L(0:1:0)) 08 ©(Loo) for ¢ som i 1(3). Tegn de
affine dele af de seks her nzvnte linier samt de affine blandt punkterne i 1(3). Bemaerk,
at

Q' =

oo
I
— — O
— — o

(3) Opgave. I den projektive plan P2 er der givet en trekant med hjgrner a; = (1:0:0),
as = (0:1:0) og a3 = (0:0:1). Tegn den affine del af denne trekant. -

Bestem by, by og b3 i PZ, s& Ly, en den modstaende linie til hjgrnet a; i trekanten,
dvs. linien gennem @; 1 0g a;11 for alle i, idet der regnes modulo 3.

Bestem projektivt koordinatskift «: IED(QC — IP’(QC , som afbilder trekanten over i den affine
trekant med hjgrner A; = (1,0), A2 = (0,1) og A3 = (0,0). Den naturlige matrix @ for
en tilhgrende isomorfi p: C3 — C3 gnskes angivet. Tegn den affine trekant.

Bestem ¢1 , ¢z 0g ¢3 1 PZ, s& L., = p(Ly,) for alle i. Er det her ngdvendigt at benytte
2(1)?
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3. POLYNOMIER

(1) Polynomier i to variable. Med C|z1, 23] betegnes maengden af komplekse poly-
nomier i de to variable x1 og xo. Til ethvert f € Clxy,xs] findes altsa endelig mange
aij €C,sa f=3, . aijxﬁx%. Dette er en formel sum, men ofte betragtes f € Clzy, x2]
konkret som en polynomial funktion f: C* — C, dvs. til f findes endelig mange a;; € C,
sa f(x1,22) = 32, aijxix‘g for alle (z1,72) € C2, og f(x1,z2) omtales som et poly-
nomium.

Med polynomiers addition og multiplikation udggr C[z1, x2] en kommutativ ring. Be-
tragt polynomiumsringen C[z1] i variablen z7, og dan polynomiumsringen over denne i
variablen xo. Herved fas ringen C[x1][x2], hvis elementer er endelige summer af formen

>0 a;;xl )z = Eijaijxﬁxé, og ringene C|z1][z2] og Clz1,z2] identificeres. Heraf
folger specielt, at C[x1, x5 er et integritetsomrade.
Nar summen f(z1,22) =3, ; a;; iz} skrives ledvis, fas

f(@1,22) =aoo + (1021 + ao122) + (a202] + a117122 + ag2r3)
+ (CLgo.CC% —|— CLQﬂB%CEQ —|— CL12.’B1.’B§ —|— aogxg)
+...
+ (anox + a(n_l)lx’f_lmg 4+ al(n_l)xlxg_l + agnh) .
Nulte led er konstantleddet, fgrste led det lineere led, andet led er det kvadratiske led,
tredie led er trediegradsleddet, ... , n’te led er n’te gradsleddet.
Nulpolynomiet er konstanten nul o (defineret ved o(z1,z2) = 0 for alle (z1,x5) € C?).

De gvrige polynomier er de ikke-trivielle polynomier.

Graden deg f af f € Clxy,xs] er

deg f =sup{i+j|a; #0}.

Graden af nulpolynomiet er —oo, da sup @ (per definition) er —oo, mens graden af et
ikke-trivielt polynomium er et ikke-negativt helt tal (dvs. tilhgrende Ny); altsa deg f €
No U {—o0}. Polynomiet f er ikke-konstant, netop hvis deg f > 0.

Ordenen ord f af f € Clzy, o] er

ord f =inf{i+j|a;; #0} € NoU {oo}.

Ordenen af nulpolynomiet er oo (da inf @ = 00), mens ordenen af et ikke-trivielt poly-
nomium er et ikke-negativt helt (endeligt) tal.

(2) Eksempler. For a,b,c,d € Clzy, xo] givet ved:

a(zy,x0) = w9 — 22 b(x1,z2) = 27 — 75 ;

c(xy,29) = :1:% — x% + :1:‘;’ og d(z1,x2) = x] — x5 + x5

geelder: dega = 2 degb =2 degec =3 degd =4
orda =1 ordb =2 ordc =2 ordd = 2.
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(1) Homogene polynomier. For f € Clxy, 23] og n € Ny siges f at veere homogent
af grad n, netop hvis alle led har grad n; altsa netop hvis der findes cg,cq,...,¢c, € C,
sd f(w1,22) = Y1, ciziah . Specielt er nulpolynomiet homogent af alle grader! Et
polynomium f # o er konstant, netop hvis det er homogent af grad 0, og generelt er det
homogent, netop hvis ord f = deg f. I eksempel 1(2) er netop b homogent.

Hvis f,g € C[zy, x| er homogene af grad henholdsvis n og s, da er produktet fg et
homogent polynomium af grad n + s.

Nar f € C[xy, x2] er ikke-trivielt og har m = ord f og n = deg f, da kan f skrives som
sum af homogene polynomier: f = f,, +---+ f,, hvor hvert f; er homogent af grad ¢
(evt. nulpolynomiet). Hvis omvendt f = f,.+- -+ fs er en sum af homogene af indbyrdes
forskellige grader, da er ord f = inf{i € Ng | f; #0} og deg f =sup{i € No | f; #0}.

(2) Seetning. For alle f,g € Clxy, 23] gelder ord(fg) = ord f + ordg og deg(fg) =
deg f +degg.

(3) Bevis. Antag, at f og g er ikke-trivielle (thi ellers er de to ligheder trivielt opfyldt),
og seet m =ord f, n =deg f, r = ord g og s = degg. Da kan f og g skrives som summer
af homogene: f = f,, + -+ fn 0g g = g + -+ + g5, og multiplikation giver en sum
fo9=fmgr+---+ (Zhﬂ.:i fngj) +- -+ fngs af homogene polynomier. Da C[z1, z2] er et
integritetsomrade, er polynomierne f,, g, og f,gs ikke-trivielle og af graderne henholdsvis
m+1r og n+s,saord(fg) =inf{i € No | (fg); # 0} = m + r tilsvarende deg(fg) =
n+s. U

(4) Homogenisering og dehomogenisering; 1 og 2 variable. Ethvert polynomium
f € Clx1] i én variabel af grad m kan homogeniseres til et homogent polynomium f* €
Clx1, z2] 1 to variable af grad m: Hvis f(x1) = ag + a121 + -+ - + amz]?, da er

* m—1 m—1 m
[*(z1,2) = apzd + a1x125' " 4 -+ amo12] T T2 + @’

Omvendt kan ethvert homogent polynomium h € Clz1, x| i to variable dehomogenis-
eres til et polynomium h, € C[x;] i én variabel, nemlig h,(z1) = h(x1,1) € Clzy].

(5) Eksempler. Hvis f(z1) = 1+ 221 + 327, daer f*(x1,22) = 23 + 22122 + 327 . Hvis
h(xq,x2) = 2329 + 2323 + 2125 (der er homogent), da er hy(z1) = 23 + 23 + 1 .

(6) Saetning. Der gelder (fg)* = f*g* for alle f, g € Clx].

(7) Bevis. [Vignsker at bevise (fg)*(x1,22) = f*(x1,22)g" (21, x2) for alle (z1,x2) € C* ]
Lad f og g veere givet ved henholdsvis f(z1) = >"ja;z} og g(z1) = > = bjr] med
am # 0 0g b, # 0 (og dermed deg f = m og degg =n). Vi har

m—+n
(fo)(@) = > | D aibj | o} og
h=0 \it+j=h
m—+n
(fo) (i, ma) = > | D aiby | afag™ "

h=0 \it+j=h

m n
- Zalelxg‘_’> Zb]x{xg J

i=0 =0
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(1) Divisorer. For polynomier h,p € Clxy,z2] siges p at veere en divisor i (eller ga
op i) h, hvis der findes ¢ € C[x1,x3], sa h = pq, og i sa fald skrives p | h. Til ethvert

h € Clz1, z2] findes r € Ny og k € Clzy, x2], sa h(z1, z2) = zhk(z1, z2), 0og sa x4 ikke er

divisor i k. F.eks. er x323 + x123 = 23(2% + 2122).

(2) Saetning. Hvis k € Clxy,z2] er homogent og ikke har xo som divisor, da gelder
(ko)* = k.

(3) Bevis. Idet n = degk, findes cg, c1,...,cn € C, sa k(x1,12) = coxh+croixh 4+
cnxl ; her er ¢, # 0 (da x4 ikke gar op i k). Polynomiet k. (z1) = co + c121 + - - - + 2}
har grad n (da ¢, # 0), og derfor har vi

n

(k)" (z1,22) = Zczxﬁmg_l =k(zy,20). O
i=0

(4) Eksempel. Betragt h(z1,z2) = z122, der er homogent. Her er h.(z1) = 1 og
(he)*(z1,22) = 21 # h(x1,22) (men xo | h(x1, x2)).
(

5) Saetning. FEthvert homogent polynomium h € Clxy,z2] i to variable af grad n € N
er produkt af n homogene forstegradspolynomier: der findes a1, ,an1,a12, - ,Gn2 €
C, sa h(x1,72) = (1171 + a12%2) - - (An1T1 + Ana®2).

(6) Bevis. Veelgr € Ny og k € Clxy, xa], sa h(x1,x2) = xhk(z1, 22), 0og x2 ikke gar op i k.
Algebraens Fundamentalsaetning anvendt pa k, € Clxy] giver aj1,- -, Gm1, 012, , Gm2
iC, saki(z1) = (a1171 + a12) - - - (am1®1 + Gm2). Seetningerne 3(2) og 2(6) giver nu det
gnskede:
h(xy,x2) = xbk(xy, x2)

= x5(ki(21))"

= azS((auxl +a12) - (amizy + amQ))*

=z5(a1121 + a12)" - (@m121 + ame)”

= z5(a1171 + a1222) - - - (Am1Z1 + amat2)

= (a1171 + a1222) - - - (@121 + Amare) (021 + 22)" . O

(7) Opgave. Galder (f*), = f for alle f € C[x1]?

(8) Homogenisering og dehomogenisering; 2 og 3 variable. Ethvert polynomium

m
f(fL‘l,CL’Q) = Z Z aijxix‘; - C[IEl,CL’Q]
h=0 \i+j=h

i to variable af grad m homogeniseres til det homogene polynomium

m
[H (@1, 20, 23) = Z Z aijrial | e € Clay, 29, 23] (= Cloy, x2)[3])
h=0 \i+j=h

i tre variable og af grad m.

Ethvert homogent polynomium h € Clx1,x3, 23] 1 tre variable dehomogeniseres til et
polynomium h, (x1,z2) = h(z1,z2,1) € Clzy, x2].

Beviserne for de naeste to seetninger er analoge til 2(7) og (3), henholdsvis.
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(1) Seetning. For alle f,g € Clxy,xs] gelder (fg)* = f*g*. O
)

(2) Seetning. Hvis k € Clxy, z2,x3] er homogent og ikke har x3 som divisor, da gelder
(ko )*=k. O

(3) Opgave. Gealder (hk), = hik, for alle h, k € Clzy, z2,x3]?

(4) Opgave. Bevis, at ikke alle homogene h € C[zy,xs, 23] er produkt af homogene
fgrstegradspolynomier. Betragt f.eks. h(wz1,x2,x3) = 23 — xox3, antag h = fg, hvor f og
g er begge er homogene af grad 1, og udnyt h, = f.gs«, der er et produkt af polynomier
af grad hgjst 1, til en modstrid, sml. (11) nedenfor.

(5) Hovedidealer. For f € Clxy,z2] betegner (f) hovedidealet frembragt af f; altsa
(f)=A{af|ae€Clxy,x9]}. For f,g € Clxy, x| gaelder

(6) flg = (f)2(9).

Et polynomium u er et invertibelt element (eller en enhed) i ringen Clzq,z2], hvis og
kun hvis u er en ikke-triviel konstant, dvs. u € C\ {o}. To polynomier f,g € Clz1, x2]
frembringer samme hovedideal, netop hvis de er associerede; altsa

(7) (f)=(9) = FceC\{o}: f=cg.

Bemeerk i gvrigt, at der geelder

(8) (f)=(9) = degf=degg AN ordf =ordyg.

(9) Irreducible polynomier. Et polynomium p € C[zy,x3] kaldes irreducibelt, nar
p ¢ C, dvs. p er ikke er konstant, og der geelder

Va,be Clxy,x2]: p=ab = acC Vv beC.

Da C[xy,x2] er en faktoriel ring, dvs. UFD, altsa unique factorization domain, findes
der til ethvert ikke-trivielt f € C[xy1,x3] et m € Ny og irreducible py, ..., pm, € Clxy, 2],
sa f =p1-- - pm, og denne faktorisering er entydig paneer rackkefglge og associering: Hvis
ogsa f = q1---q, med qi,...,q, € Clzy,2s] irreducible, da er n = m, og ¢;’erne kan
omnummereres, sa (¢;) = (p;) for alle 7.

Endvidere folger, at ethvert irreducibelt p € Clzq,x2] er et primelement i ringen
Clx1, x2], dvs.

Va,b € Clry,x2]: plab = pla V p|b,

og dermed galder for alle p € Clzq, 22, at
(10)  p er et irreducibelt polynomium <= (p) er et primideal i C[xy,x2].

Til implikationen mod venstre blev benyttet, at ethvert primelement er irreducibelt.
Hvis f € Clx1,z2] er linezert, dvs. deg f = 1, da er f irreducibelt, sml. 2(2). Hvis
h € C[z1, 2] er homogent og af grad mindst 2, da er h ikke irreducibelt, sml. 3(5).

(11) Opgave. Bevis, at polynomiet 2 — x5 er irreducibelt.
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(1) Opgave. Antag, at m,n € N ikke har feelles primdivisor og m > n. Bevis, at
polynomiet z7* — cx er irreducibelt for alle ¢ € C\ {0} (f.eks. ved at udnytte og bevise,
at hvis f € C[x1,x2] har deg f < m, og der findes d € C\ {0}, sa f(dt™,t"™) = 0 for alle
teC,daer f=0).

(2) Irreducible homogene polynomier. Teorien for irreducible polynomier i tre vari-
ble — altsa for irreducible elementer i ringen C[x1, x5, 23] — er helt analog med den i
4(9)&(10) beskrevne vedrgrende to variable — dvs. ringen C[zy, z2]. Specielt kan ethvert
ikke-trivielt f € Clxy, xo, 3] skrives som produkt af irreducible, og denne fremstilling er
entydig paneer raekkefplge og associering. Ifplge 2(2) geelder for f, g, h € Clx1, z2, 23], at

(3) h=fg A h er homogent = f og g er homogene.

Heraf fglger, at ethvert ikke-trivielt homogent polynomium er produkt af irreducible ho-
mogene polynomier.

(4) Lemma. Hwvis f tilhorer Clxy1,x2|, da gelder
(5) ferirreducibelt <= f* er irreducibelt.
Hvis h € Clx1, 29, 23] er homogent og uden x3 som divisor, da gelder

(6) h er irreducibelt <= h, er irreducibelt.

(7) Bevis. Forst bevises “<=” i (5). Antag, at f er reducibel: f = ab med a,b € C[zy, z2]
ikke-konstante. 4(1) giver f* = a*b*, som viser, at f* er reducibel, da a* og b* ikke er
konstante.

Nu folger “=” i (6) af det lige beviste, da (h)* = h ifolge 4(2).

Dernaest bevises “<” i (6). Antag, at h er reducibel: h = fg med f,g € Clxy,x2]
ikke-konstante. Da x3 ikke er divisor i h, kan den heller ikke vaere divisor i f eller g, og
derfor er f, og g« ikke-konstante. Da h, = f.g«, er h, reducibel.

Nu folger “=" i (5) direkte, da (f*). = f. O

(8) Homogene polynomier og lineszre afbildninger. Lad h € Clxy, x5, 23] veere
et homogent polynomium af grad n, og lad ¢ = (11,2, ¥3): C3? — C3 vaere en lineser

afbildning bestdende af de linezere funktioner 11,4, 13: C3 — C; for z = (1,72, 23) €
C? geelder altsé ¢ (z) = (Y1(z), ¥2(x),¥3(z)). For hvert i er ¢;(x1, 2, 23) et homogent
polynomium af grad 1, og dermed er

(h o) (w1, 22, 3) = h(¥1(71, 22, 73), ¥2(21, T2, T3), P3(21, T2, 3))

et homogent polynomium af grad n (eventuelt nulpolynomiet).

(9) Eksempel. For det homogene polynomium h(z1,xa, 73) = 23 — xow3 € Clxy, T2, 73]
og den linezere afbildning : C3 — C? givet ved Y(x1, 22, 23) = (T1, —T2 + T3, 22 + 73)
geelder (ho)(xy,x9,23) = 3 — (22 + x3) (22 + x3) = 7 + 23 — 23

(10) Opgave. Bestem h og 1 som i (8) med h # o og 1) # o (idet 0: C* — C? er
nulafbildningen), sa h o ¢ = o.



3. POLYNOMIER PAK 3.6

(1) Seetning. Hwvis h € Clxy,x9,x3] er et homogent polynomium, der ikke er trivielt
(dvs. h # 0), 0og v: C3 — C3? er en isomorfi, da er polynomiet h o ) ikke-trivielt.

(2) Bevis. Dette folger af: (ho1))o y_l =ho (o 9_1) =h#o0. O

(3) Seetning. Huis ¢: C3 — C3 er en isomorfi, og h € Clxy, 2o, 23] er et irreducibelt
homogent polynomium, da er polynomiet h o v irreducibelt.

(4) Bevis. Dette folger af, at der gaelder (fg)otp = (for))(goy) for f, g € Cla1,xo,x3]. O

(5) Lemma. Antag, at ¢,7): C3 — C? er isomorfier, der inducerer ens koordinatskift i
PZ . Da findes c € C, sd ¢ = c.
(6) Bevis. Antagelsen ¢ = ¢ betyder, at for alle u € CJ er vektorerne ¢(u) og ¥(u)

proportionale. Lad nu (61, es, 63) veere en basis for C3 (f.eks. den naturlige basis). Velg
for hvert i et ¢; € C, sa p(e;) = civ(ei). Seet w = e; + ez +e3, og veelg ¢ € C, sa
p(w) = cp(w). Vi har

crp(er) + catb(e2) + estp(es) = pler) + ¢le2) + ple
= cp(er) + cp(ea) + cyp(es)

(7)

Da ¢ er en isomorfi, er (¢ (e1),(ez2),1(e3)) er en basis for C?, og (7) giver derfor, at
rou=

c1 = ¢, cg = c og c3 = c. Heraf fas fo vier + vaes + v3es € C3,

p(v) =vip(er) +vap(e2) +vsp(es)  =vici(er) + vecay(ea) + vacs(es)
= vicp(er) + vac(ez) + v3cy(es) = c(viy(er) + varp(e2) + vsth(es))
=cy(v);

altsa p=cyp. O

(8) Kommentar. Det naeste resultat er vigtigt ved koordinatskifte af projektive kurver,
sml. 4.5(1).

(9) Korollar. Hvis @, 1: C3 — C3 er isomorfier, der inducerer ens koordinatskift i P2
09 h € Clz1,x2,x3] er homogent, da er hovedidealerne (h o ') og (ho g_l) i ringen
Clz1, z2, z3] ens.

(10) Bevis. Ifplge (5) findes ¢ € C, s& ¢ = c1p, og dermed geelder ho ™t = ¢ tho g_l;
altsa (hop™') = (hoy™'). O



MAT 3AG: PLANE ALGEBRAISKE KURVER PAK 4.1
4. KURVER

(1) Affin nulpunktsmaengde. Lad f(z1,z2) veere et komplekst polynomium i to vari-
able. Den affine nulpunktsmeangde for f er

V(f) = {(p1.p2) € AZ | f(p1,p2) =0}.

Hvis ¢ € C[z1,z2] er konstant og ikke o, da er V(c) = &, mens V(o) = AZ. Ordet
“affin” udelades ofte, nar det ikke giver anledning til misforstaelser. Hvis to polynomier
er associerede, da har de samme nulpunktsmeengde, dvs. (sml. 3.4(7))

(2) ()= = V(H=V(g).
a (fg)(p1,p2) = f(p1,p2)9(p1,p2) (per definition), har vi
(3) V(fg)=V(f)uV(g).

(4) Seetning. Hvis f € Clxy,x2] itkke er konstant, da er V(f) en uendelig mangde.

(5) Bevis. Idet f(z1,22) = 3, ; aijrtx) med a;; € C betragtes graden deg, f af f som
polynomium kun i ; samt graden deg, f af f som polynomium kun i zs, dvs.

deg; f =sup{ie Ny |3 jeNy:a;; #0} samt

6
(6) degy f =sup{jeNy|IieNp:a;; #0}.

Da f ikke er konstant er disse grader ikke begge nul; antag f.eks. n = deg, f > 0. Vi kan
altsa skrive f pa folgende made

f(z1,22) = po(z1) + p1(z1)z2 + - + pu(x1)75 € Cl21][T2]

med p;(z1) € Clz1] og pn(z1) # 0. Da p, kun har endelig mange nulpunkter, findes en
uendelig delmaengde A af C, sa p,(a) # 0 for alle a € A. Til ethvert a € A veelges et
nulpunkt b, for n’te grads polynomiet

f(a,xz2) = po(a) + pi(a)rs + - - + pn(a)zy € Clza];

dvs. b, € C veelges sa f(a,b,) = po(a) + p1(a)b,

) -+ pp(a)b? = 0. Dermed indeholder
V(f) den uendelige meengde { (a by) |lae A}.

_|_
U
(6) Affine kurver. En plan affin algebraisk kurve er et hovedideal (f) frembragt af et
ikke-konstant polynomium f € C[x, z2] og illustreres ved nulpunktsmeengden V(f) (og
(2) viser, at dette har mening). Kurverne (z1) og (z3) er forskellige (da polynomierne x;
og =2 ikke er associerede), men har ens nulpunktsmaengde, nemlig { (0,¢c) | c € C}. Ofte
underforstas ordene “plan” og “algebraisk”, og man taler blot om affine kurver. For affin

kurve (f) og affint punkt P = (p1, p2) € AZ, der tilhgrer V(f), siges P at ligge pd kurven
(f), eller man siger, at kurven (f) gar igennem P, og dette skrives ogsa f(P) = 0.
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(1) Eksempler. De fire affine kurver (a), (b), (¢) og (d) givet ved

a(zy,z9) = .73% — T9 , b(xy,22) = .73% — :1;% ,
c(xr,2) = 2 — a3 +x] og d(x1,w2) =} — a3,

gar alle gennem e (0,0) og illustreres ved

\J X <K

(a) =(zf —x2)  (O)=(2f—23) ()=(2F—a3+a}) (d)=(af—a})

(2) Irreducible affine kurver. En affin kurve (f) kaldes irreducibel, nar (f) er et
primideal, dvs. netop nar polynomiet f er irreducibelt, sml. 3.4(10).

(3) Opgave. Hvilken af kurverne i (1) ovenfor er ikke irreducibel? Bevis, at de andre er
det.

(4) Feelles komponenter. Den affine kurve (h) siges at veere faelles komponent for de
affine kurver (f) og (¢g), nar (f) C (h) og (g) C (h), dvs. netop nar h | f og h | g.
To forskellige irreducible kurver har ikke faelles komponent.

(5) Eksempel. Idet f = x5 — 22 — 23 + 2225, g = w3 — 23 — 2229 — 23 + 27 + 2223 og

h = x5 — 2%, er kurven (h) fzlles komponent for kurverne (f) og (9), da f = (1 — x2)h
og g = (1— a3 —22)h.

N

(1 = z2)(z2 — 1)) (1= af — 23) (22 — 1))

(6) Opgave. Har kzlr)verne 327 + briwe + 225 = 0 og 2% + mywa — 223 = 0 faxlles
komponent? Sml. 3.3(5).

(7) Lemma. Antag, at h,k € Clzy,x2,x3] er homogene, at (h) = (k), dvs. h og k
frembringer samme hovedideal i Clx1, 2, 23], og at p,q € Cg harp=q i PZ. Da gelder

h(p1,p2,p3) =0 <= k(q1,q2,93) =0.
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(1) Bewvis. Antagelserne giver c¢,d € C, sa h = ck og p = dq. St n = degk (=
degh), og veelg ayyy € C for u,v,w € Ng med u + v + w = n, sa k(xy,z2,23) =
Y tvtwen GuvwiTiry . Da har vi

h(p1,p2,p3) = ck(p1,p2, p3)

w, v, W
=cC § QyvwP1P2P3
ut+vt+w=n

= Y twnlda)" (dee)" (das)"

ut+vt+w=n
=cd" Z Ayvw Q%ngg’j}

ut+vt+w=n

- Cdnk(‘]l? q2, QS) s
hvoraf det gnskede fglger. [J

(2) Projektiv nulpunktsmaengde. Antag, at h € Clz1, x5, 23] er et homogent poly-
nomium. Lemma 2(7) viser, at det har mening at seette

W(h) - {2296 IED(% | h(p17p27p3) - O}a

og at der geelder W(k) = W(h), hvis k € C[zy, z2, 23] 0og (h) = (k).
(3) Eksempler. W(z}) = Lo for 7 € N, og W(a1z1 + aszs + azzs) = L, for a € PZ.
(4) Eksempler. For a, b, c og d i eksempel 2(1) geelder

a*(x1, 22, x3) = 22 — To73 , b* (1, 20, 3) = 27 — 23 ,
c*(x1, 20, 3) = xix3 — x523 + 25 og d*(x1,x0,73) = 5 — xix3,
og dermed
W(a*) =V(a) U{(0:1:0)} (dvs. W(a*) N Lo = {(0:1:0)});
W) =V(b) U{(1:1:0),(1: =1:0)} (dvs. W(b*)N Lo = {(1:1:0),(1:—1:0)});
W(c*)=V(e)U{(0:1:0)} (dvs. W(c")N Lo ={(0:1:0)});
W(d*) =V(d)u{(0:1:0)} (dvs. W(d*) N Lo ={(0:1:0)}).

(5) Seetning. For enhver affin kurve (f) gelder W(f*)NAZ = V(f).

(6) Bevis. For (p1,p2) = (p1 : p2 : 1) € A2 har vi f*(p1,p2,1) = (f*)«(p1,p2) =
f(p1,p2). O

(7) Bemzerkning. Lad f € Clzy, zo] veere ikke-trivielt, seet m = ord f og n = deg f, og
skriv f som sum f = f,, + fin41 + -+ + fn—1 + fn af homogene polynomier af grader
m,m+1,....,n—1,n. Daer

f*(.’Ifl,CL’Q,CL’S) -

fm(w1,x2)x§‘m + fm+1(2131,$2)$§ mel g fn—1(z1,22)z3 + fr(z1, 22) .

(8)

Endvidere viser 3.3(5), at der findes aj1,a12,...,an1,an2 € C, sa

(9) fn(ﬂfl,wz) = (allwl + 012$2) s (an1$1 + anzwz) .



4. KURVER PAK 44

(1) Seetning. Lad (f) vere en affin kurve af grad n, og lad ai1,a12,...,6,1,0,2 € C
give en faktorisering af hgjestegradsleddet f, :

fo(z1,22) = (a1121 + a1222) - - - (@j121 + ajox2) - - (An121 + An2x2) .
Da gelder

W(f*)N Lo ={(—a12:a11:0),...,(—aj2:a41:0),...,(—an2:a,1:0)}.
(2) Bevis. For P = (p1:p2:0) € L giver 3(8) og faktoriseringen af f,, , at

5 (P1:02,0) = fn(p1,22)0" " + frng1(p1,p2)0" " o+ fui1(P1,p2)0 + fu(p1, p2)
= fn(p17p2)
= (a11p1 + a12p2) - - - (@j1p1 + ajop2) - - - (An1P1 + an2p2) -

Hvis P yderligere tilhgrer W(f*), dvs. f*(p1,p2,0) = 0, da viser dette, at der findes
et j, sa ajip1 + ajope = 0, dvs. sa (p1,p2) er proportional med (—aj2,a;1), og dermed
P = (p1:p2:0) = (—az:a1:0). Nu er inklusionen C bevist.

Den omvendte inklusion folger ogsa af udtrykket for f*(p1,p2,0) ovenfor. [

(3) Forsvinding i uendelig. Med notation fra (1) ovenfor, siger man, at den affine
kurve (f) forsvinder i uendelig i retningerne (—a12,a11), ..., (—aj2,aj1), ..., (—an2, an1).
Bemaerk, at der hgjst er n = deg f forskellige retninger.

(4) Eksempel. I eksempel 2(1) forsvinder kurverne (a), (¢) og (d) i uendelig i retningen
(0,1), altsa i lodret retning, mens kurven (b) forsvinder i uendelig i retningerne (1,1) og
(1,-1).

(5) Projektive kurver. En plan projektiv algebraisk kurve er et hovedideal C = (h) i
ringen Clx1, zo, x3] frembragt af et ikke-konstant homogent polynomium h € Clzq, x2, x3]
og illustreres ved den affine del af nulpunktsmeengden W(h). Ordene “plan” og “alge-
braisk” udelades for det meste, sa man taler blot om projektive kurver, og W(h) betegnes
ofte W(C).

Lad nu C' = (h) veaere en projektiv kurve. Da alle frembringere for hovedidealet C' har
samme grad, taler man om graden deg C' af kurven C, og denne grad er positiv, da h
ikke er konstant. Lad yderligere P = p € PZ vaere et projektiv punkt, der tilhgrer W(C).

Man siger, at P ligger pd kurven C, eller at kurven C gdr igennem P, og dette skrives
ogsa h(P) = 0.

(6) Opgave. Bevis, at W(C') er uendelig for enhver projektiv kurve C.
(7) Eksempler. De 4 projektive kurver A, B, C og D givet ved de homogene polynomier

=N

a*(z1, 9, x3) = 2] — Tax3 , b* (1,22, x3) = 7 — 23 ,

c* (21, T2, 23) = xiw3 — 2303 + 25 og d*(11,x0,13) =1
der fas ved homogenisering af polynomierne fra eksempel 2(1), illustreres pa samme

made som dér, sml. 3(5). Kurverne A, C og D gar gennem punktet (0:1:0) € L,
mens W(B) N Lo ={(1:1:0),(1:—-1:0)}, sml. 3(4). Punkterne i uendelig er sprogligt
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beskrevet i 4(4) og studeres grundigere ved at udfgre projektive koordinatskift, der nu
beskrives.

(1) Koordinatskifte af projektive kurver. Lad C = (h) veere en projektiv kurve af
grad n, og lad a: P2 — PZ veere et projektivt koordinatskift. Lad ¢: C* — C? veere en
isomorfi, der inducerer a, dvs. ¢ = a. Ifslge 3.5(8) og 3.6(1) er hgf_l et ikke-trivielt
homogent polynomium af grad 'r; og derfor er (hog_l) en projektiv kurve af grad n. Hvis
ogsé 1: C* — C? er en isomorfi, der inducerer «, da viser 3.6(9), at (hop™!) = (hog_l).
Den Erojektive kurve (ho £—1> betegnes C,. Bemerk, at deg C, = deg C'.

(2) Saetning. Huis C er en projektiv kurve, og ac: ]P’?C — ]P’?C er et projektivt koordinatskift,
da gelder

(3) Bevis. Antag forst, at p tilhgrer W(C), dvs. p € C3 og h(p) = 0. Da (hop™)(p(p)) =
h(p) = 0, har vi a(p) = ¢(p) € W(hop™!) = W(Cy).

Antag dernaest,_at gﬁ@rer W(Cy), dvs. ¢ € C3 og (ho e t)(g) = 0.
¢~ 1(g) har vi h(p) = (_h op 1) (g) =0, dvs. p € W(C), og dermed ¢ = ¢(p) = (}_?) €
a(W((C)). O

(4) Eksempel. Lad de projektive kurver F = (e) og G = (g) veere givet ved

e(x1, w2, x3) = af — 2wz 0g g(x1,22,23) = 21;
de illustreres som 0.1(3). Betragt koordinatskiftet o = ¢: P& — PZ med isomorfien
: C* — C3 givet ved p(z) = (z1, — 322 + 133, 372 + 3x3) som i eksempel 2.1(3). Da

o (z) = (21, —wo+x3, T2+x3), sml. opgave 2.3(2), er B, = (21423 —x3), sml. cksempel
3.5(9), sa W(E,) N AZ = V(2% + 2% — 1), dvs. enhedscirklen. Endvidere er

U=1(0:1:0) Ga

0 = (0,0)

a(U) = (0,-1)

Dette beskriver, hvordan 0.1(3) fgres over i 0.3(1), hvor man kan se begge skaerings-
punkterne mellem E og G.

(5) Eksempel. Betragt de projektive kurver E = (22 — xox3) og F = (z2 + x3), der
illustreres som 0.1(2), samt koordinatskiftet 3(z) = (z2 + 3 : 2iz1 : —z2 + 3). Da
man let efterviser, at 37 !(z) = (—ixe:21 — x3: 21 + 73), giver nogle f udregninger, at
Es = (23 + 23 — 2%) og F3 = (z1). Kurverne E og F skerer hinanden i P = (—i, —1)
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(=(=i:—1:1)) og Q@ = (i,—1), og der geelder S(P) = (0:2:2) = (0:1:1) = (0,1) og

. 3Q) = (0.-1)

Dette beskriver, hvordan 0.1(2) fores over i 0.3(1) med begge skeeringspunkterne.
(1) Opgave. Begrund, at 2.2(1) er et specialtilfaelde af 5(2).

(2) Opgave. Betragt de to projektive kurver C' = (¢*) og D = (d*), hvor c(x1,22) =
1 —z129 0g d(z1,22) = 1 4+ 21 (21 — 22). Bestem W(C)N Ly og W(D)N L, og tegn de
affine reelle dele af C' og D.

(3) Opgave. Betragt de tre projektive kurver F = (z122 — 23), G = (71) og H =
(z2). Tegn de affine reelle dele af disse kurver. Bestem feellesmeengderne W(F) N W(G),
W(G)NW(H) og W(H) NW(F).

Begrund, at a(z) = (2z3: —x1 + x2: 1 + x2) definerer et projektivt koordinatskift
a: P2 — P%. Bestem kurverne F,, G, og H,. Tegn de affine reelle dele af disse kurver,
og angiv faellesmaengderne W(F,) N W(G,), W(G,) NW(H,) og W(H,) N W(F,).

(4) Opgave. Lad C og L vere projektive kurver uden falles komponent og af grader
henholdsvis n og 1. Bevis, at W(C) N W(L) bestar af hgjst n punkter (ved f.eks. at
koordinatskifte L over i L, og udnytte 4.4(1) ). (Dette er et specialtilfaelde af Bezout’s
seetning, som er nevnt — men ikke bevist — pa side 0.3.)

(5) Opgave. Bevis, at W(h) N AZ = V(h,) for enhver projektiv kurve (h). (Tag hensyn
til, at z3 kan veere divisor i h.)

(6) Irreducible projektive kurver. En projektiv kurve (h) kaldes irreducibel, nar (h)
er et primideal, dvs. netop nar polynomiet h er irreducibelt.

Den projektive kurve (z3) er irreducibel med nulpunktsmeengde L.,. Mere generelt
er a1r1 + asxo + agxws for ethvert a € IP’% en irreducibel projektiv kurve med nulpunkts-
maengde L. -

(7) Saetning. Huis C' er en irreducibel projektiv kurve forskellig fra (x3), da findes irre-
ducibel affin kurve (f), sa C = (f*) og W(C) N AZ =V(f) .

(8) Bevis. Idet C' = (h) for homogent h € Clzy,z9, 3], gar x3 ikke op i h (thi ellers
er (h) = (z3), da h er irreducibel). Ifglge 3.4(2) er h = (h.)*, og ifslge 3.5(6) er h.
irreducibelt, sa fgrste pastand er bevist (med f = h,), og den anden fglger af 3(5). O

(9) Eksempel. Antag, at m,n € N ikke har falles primdivisor og m > n. Da er den
projektive kurve (z1* — z5x3' ") irreducibel, sml. 3.5(1)&(5).
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(1) Opgave. Betragt det homogene polynomium
h = x?xg + x?mS — x‘llxg + xi’xQ:vg — xlxgxg + xng € Clxy, x2, x5,

og st f = hy. Angiv f samt m = ord f og n = deg f. Opskriv f som sum af homogene
polynomier: f = f,, +---+ f,. Bestem samtlige linesere faktorer i f,, ogi f,. Bestem
W(h)N L -

Betragt isomorfien p: C* — C3 givet ved ¢(z1, T2, x3) = (73,22, 21). Seet k = hop™
og g = k.. Angiv g samt r = ordg og s = degg. Opskriv g som sum af homogene
polynomier: g = g, + --- + gs. Bestem samtlige linesere faktorer i g, og i gs. Bestem
W(k)N L -

Er der noget system i leddenes raekkefglge i angivelsen af polynomiet A ovenfor?

1






MAT 3AG: PLANE ALGEBRAISKE KURVER PAK 5.1
5. TANGENTER
(1) Begyndelsespunktet (0:0:1) € PZ betegnes O og tilhgrer den affine plan:

O = (0,0) = (0:0:1) € C* = A2 C P%.

(Og O er altsa ikke nulvektoren 0 € C3, der ikke svarer til noget punkt i P%.)

En affin kurve (f) gar gennem O, netop hvis ord f > 0, altsa netop nar f er uden
konstantled. Specielt gar en lineser affin kurve (¢) gennem O, netop hvis £ er homogent,
altsa netop nar der findes a1,as € C, sa £ = a1x1 + asxo. For ethvert a € IP’(QC tilhgrer O
linien £, , netop hvis g tilhgrer L. -

(2) Koordinatskift, der bevarer O. Lad a: P2 — PZ vere et koordinatskift, der
afbilder O i O. Velg en isomorfi p: C3> — C3, der inducerer a, dvs. ¢ = a. Da
a(0) = 0 = (0:0:1), findes ¢ € C\ {0}, sa ©(0,0,1) = (0,0, ¢c), sa vi kan gerne antage
©(0,0,1) = (0,0, 1), og dermed ogsa ¢~ 1(0,0,1) = (0,0, 1). Den naturlige matrix for ¢!
har derfor formen N -

ajp aiz 0

agy agze 0

azr asz 1

Heraf fglger, at g_l(g) = (91, 92,93 + x3), hvor g; = a;1x1 + a;2x2 er homogene linezre
polynomier i de to variable x1 og x2. Der geelder derfor

(3) eop ' =e(g1,g2) for e € Clzy,z2] homogent.

Bemeerk, at polynomiet e her kun er i de to variable x; og x5, men det tilhgrer selviglgelig
ogsa Clx1, z2, z3], s& sammensatningen e o £—1 har mening.

(4) Linier. Nar (¢) er en linezer affin kurve, altsa ¢ € Clzq, 2] og degl = 1, omtales
(¢) ofte som en affin linie. Tilsvarende omtales en lineser projektiv kurve ({), altsa
¢ € Clxy,x9,x3] og ord = degl = 1, ofte som en projektiv linie. For r > 1 omtales (¢")
ikke som en linie.

For en projektiv linie L = (a1x1 + a2x2 + aszxs) benyttes ofte betegnelsen £, (og der
geelder jo W(L) = £, ). Hvis a: P2 — P2 er et projektivt koordinatskift, da betegnes

linien L, ofte a(Ly) (og der geelder jo W(La) = a(Ly), sml. 4.5(2)).

(5) Tangent til kurve i O. Lad L = ({) veere en affin linie, og lad F' = (f) veere

en affin kurve med m = ord f og lavestegradsled f,,; altsa f = ZH—jZm a;;xizh og
fm = Eiﬂ.:m aijx’im% # o. Da siges L at vaere tangent til F' i O, netop hvis ¢ er
divisor i f,,, . Ifolge 3.3(5) er f,, produkt af m linesere homogene polynomier; idet der
tages hensyn til, at en lineser faktor kan optraede mere end én gang, fas f,, = ¢, --- €],
hvor ¢y, ...,4, € Clx1,x2] er indbyrdes ikke—associerede (sml. 3.4(7) ) homogene linezre
polynomier, hvor antallet v af lineaere faktorer tilhgrer N, hvor multipliciteterne rq,...,r,
tilhgrer N, og hvor r; + --- 4+ 1, = m. Linien L er saledes tangent til F' i O, netop
hvis L = (¢;) for et i. (Her blev benyttet, at linesere polynomier er irreducible, og at
faktoriseringen i irreducible polynomier er entydig.) Man siger, at (¢;) er tangent til (f)
i O med multiplicitet r;, og nar r; > 2, siger man ogsa, at (¢;) er r;—dobbelt tangent til F

i O.
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At ry +---4+1r, = m = ord f betyder, at kurven (f) har netop ord f tangenter i O,
nar disse regnes med multiplicitet.

Lad nu L = (¢) veere en projektiv linie, og lad C' = (h) veere en projektiv kurve. Da
siges L at veere tangent til C' i O, netop hvis (£,) er tangent til (h,) i O. Endvidere
defineres multipliciteten af (¢) som tangent til den projektive kurve C' i O som veerende
lig med multipliciteten af (£,) som tangent til den affine kurve (h,) i O. For r € N kan
dette sammenfattes som

Ui | han <= L er tangent til C i O.
L er tangent til C' i O

af multiplicitet mindst r.

(1) 07 b {

Her er m = ord hy, 0g h.,, er lavestegradsleddet i h,. Endvidere er ¢] = (£,)", som er
lig med (7). .

(2) Eksempler. De fire affine kurver (x3 — x2); (23 — 23); (z3 — 23 + 23) samt (23 — z3)
i eksempel 4.2(1) har tangenter i O henholdsvis (z2); (x1 — z2) og (x1 + z2); (x1 — 2)
og (z1 + x2) samt (z2) som dobbelttangent.

o

Kurve: (2% — 2) (27 — 23) (27 — 23 + 27) (21 — 23),

Tangent(er): (22) (1 — x2), (1 + x2) (1 — z2), (z1 + x2) (z2), (z2).

De fire projektive kurver (2% — zox3); (23 — 23); (v3xs — 2323 + 23) samt
i eksempel 4.4(7) har tangenter i O henholdsvis (z2); (x1 — z2) og (x1 + =2
og (z1 + x2) samt (z2) som dobbelttangent, og dette illustreres som ovenfor.

(
v} — 23x3)
(

~— —

(3) Komponent, der ikke gar gennem O. Betragt projektiv kurve (h) med komponent
(f), der ikke gar gennem O; altsa h = fk, hvor f,k € Clxq,z2,x3] er homogene, og
f(O) # 0. Da ord f, = 0, kan konstantleddet i f, antages at veere 1, dvs. f.o = 1. Da
h, = fiks, har h, og k, samme orden m og samme lavestegradsled h.,, = kim,. Derfor
gaelder for enhver projektiv linie L, at

L er tangent til (h) i O <= L ertangenttil (k) i O,

og multipliciteten af L som tangent til (h) i O er lig med multipliciteten af L som tangent
til (k) i O.

(4) Seetning. Lad L vere en projektiv linie, og lad C vere en projektiv kurve. For
ethvert koordinatskift a: P4 — P2 med a(O) = O gelder da:

L ertangent til C' i O <= L, ertangent til C, 1 O,

og multipliciteten af L som tangent til C' 1 O er lig med multipliciteten af L, som tangent

til Cy 1 O.
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(1) Bevis. Forst antages, at (z3) ikke er komponent i C. Velg ¢, h € C[x1, x2, x3] homo-
gene, sa L = (¢) og C = (h), seet f = h,, bemaerk f* = h ifglge 3.4(2). Seet m = ord f
og n = deg f, og skriv f = f,, + - -+ f» som sum af homogene led. Med betegnelser fra
1(2) giver 4.3(8)

(how M) (@) = fm(91,92)(g5 +23)" ™ + -+ fac1(91,92) (g5 + z3) + fulg1, 92)
hvor hvert f;(g1,g2) € C[x1, x2] er homogent af grad i. Ved dehomogenisering fas

(ho o™ M)u(@1,22) = fm(91,92) (g3 + )" + -+ fr_1(g1,92) (95 + 1) + fu(91, 92) ,

der ved udvikling af (g3 + 1)* ses at have orden m og lavestegradsled f,,(g1,g2), som er
lig med f, 0 o=t (ifolge 1(3)). Da h, = f giver dette:

(2) (ho @ Nm= hum o "
For h = (" (og m = r) giver dette:
(27) (L7 o g_l)* =/ o cp_l.

For p,q € C[x1, x2] geelder folgende formel for produkter af polynomier

(pg) o™t =(pop Ngop™),

og dermed ogsa det nzeste lighedstegn

(i)oo' =l oo )(gop ) =(op )] (gop™');

det sidste lighedstegn folger af (2) og (27).
Det lige beviste giver den fgrste biimplikation i kaeden

Vo= (Lo ™) [ (ho@ ™ um;

0] | hom <= KIOE_I | hem 0 @~
den anden folger af (2) og (2’). Da Lo = (£op 1) og C,, = (ho 1), er det gnskede nu
bevist, nar L, ikke er komponent i C'. N N

Dernaest antages, at h = fk med f = 2%, r € N og k € Clz1, x2, 23] homogent uden 3
som divisor. Kurven (f) gar ikke gennem O, og det ggr (f o o~ 1) derfor heller ikke. Da
(hop™ ™) = (fop 1) (koyp™?), folger det gnskede af det allerede beviste sammenholdt
med 2(3). O B

(3) Korollar. Lad L vere en projektiv linie, lad C' vere en projektiv kurve, lad P vere
et punkt i P2, og lad (3,7: P4 — PZ% vere projektive koordinatskift med B(P) = O og
v(P) = O. Der gelder da:

Lg ertangent til Cg @ O <= L, ertangenttil Cy 1 O,

og multipliciteten af Lg som tangent til Cg 1 O er lig med multipliciteten af L, som
tangent til C,, i O.
(4) Bevis. Lad ¢, 1p: C* — C? veere isomorfier med 3 = p og v = ¢, og saet o =yo 571,

som er det projektive koordinatskift induceret af ¢ o o1, sml. 2.1(4)&(6). Bemaeerk, at
a(0) = O. Velg linesert homogent ¢ € Clz1, z2,x3], sa L = (£). Der galder da:

(Lg)a = ((Lop ™o (o) ) ={oyp™")=L,.
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Tilsvarende fas (Cg)q = C,. Anvendes 2(4) pa linien Lg og kurven Cg, opnas det
gnskede. [

(1) Tangent til kurve i vilkarligt punkt. Lad L veere en projektiv linie, lad C veere en
projektiv kurve, lad P vezere et punkt i P2, og lad r tilhgre N. Da siges L at veere tangent
til C' 1 P med multiplicitet r, netop hvis L, er tangent til C, i O med multiplicitet r for
ét projektivt koordinatskift a: P2 — PZ med «(P) = O, og 3(3) viser, at det dermed
geelder for alle sadanne .

Lad nu L = () veere en affin linie, lad F' = (f) veere en affin kurve, og lad p = (p1, p2)
veere et punkt i C* = AZ. Da siges L at vaere tangent til C i P med multiplicitet r,
netop hvis den projektive linie (£*) er tangent til den projektive kurve (f*) i punktet
p = (p1:p2:1) med multiplicitet r.

(2) Saetning. Lad L vere en projektiv linie, lad C vere en projektiv kurve, lad P vere
et punkt i P%, og lad o: P — PZ veere et projektivt koordinatskift. Der geelder da:

L er tangent til C i P <= L, ertangent tii C, i a(P),

og multipliciteten af L som tangent til C 1 P er lig med multipliciteten af L, som tangent

til Co 1 a(P).

(3) Bevis. Veelg et projektivt koordinatskift 3: P2 — PZ med B(a(P)) = O. Sammen-
seetningen 3 o a: P2 — PZ er et projektivt koordinatskift med (8 o a)(P) = O, sa det
gnskede folger af definitionen, da (Ly)s = Lgoa 08 (Ca)g = Cgoa- 1

(4) Eksempel. Betragt den projektive kurve A = (23 — x,25), som gar gennem punktet
U = (0:1:0), der tilhgrer L, . Lad det projektive koordinatskift a: P2 — PZ veere givet
ved az1:29:w3) = (21:23:22). Der geelder a~! = «a, og « bringer kurven, punktet og
linien over i henholdsvis kurven A, = (2% — z575) = A, punktet O og linien (z3), som
er tangent til A i O med multiplicitet 1. Derfor er L er tangent til A i (0:1:0) med
multiplicitet 1.

(5) Eksempel. Betragt den projektive kurve B = (2% + 23 — 23), der gar gennem
punkterne P = (0,—1) = (0: —1:1) og @ = (0,1) = (0:1:1). Betragt ogsa linierne
L = (z2 + z3) og M = (w2 — z3). De projektive koordinatskift 3,v: P2 — P2 givet
ved f(x1 129 1 x3) = (1 : w2 + x3 : x3) 0g V(w1 : w2 : w3) = (w1 : X2 — x3 : x3) er hi-
nandens inverse. (3 sender kurven B, linien L og punktet P over i henholdsvis kurven
Bs = (2% + (x5 — x3)? — 22), punktet 3(P) = O og linien Lg = (z2). Tilsvarende sendes
B, Q og M ved vy over i B, = (23 + (z3+x3)* — %), punktet v(Q) = O og M, = (x3). Da
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linien (x2) er tangent til bade Bg og B, i O (med multiplicitet 1), er L og M tangenter
til B'i henholdsv1s P og @ (begge med multiplicitet 1)

O QT

(1) Kommentar. Ovennaevnte indikerer, at det her indfgrte tangentbegreb er det samme
som det (fra analysen) kendte. Dette uddybes yderligere i nzeste afsnit.

(2) Kurvemultiplicitet i O. Lad F' = (f) vere en affin kurve. Multipliciteten af F i
O er tallet mp(F) =ord f € Ny.

I eksempel 2(2) er kurvemultipliciteterne i O henholdsvis 1, 2, 2 og 2.

Lad nu C = (h) veere en projektiv kurve. Multipliciteten af C i O er tallet mp(C) =
mo(h,) =ordh,. € Ny.

I eksempel 4(4) er mp(Aq) = 1. I eksempel 4(5) er mp(Bg) =1 og mp(B,) = 1.

Der geelder:

O ligger pa C <= mp(C)>0
mo(C) = antal tangenter til C'1 O regnet med multiplicitet.

(3) Lemma. Lad C vere en projektiv kurve. Da gelder mo(C) = mo(Cy,) for ethvert
koordinatskift a: PZ2 — P2Z med a(O) = O.

(4) Bevis. Veelg h € Clzq, x2, x3] homogent, sa C' = (h), og sset m = ord h, som i 3(1),
hvor det er bevist, at m = ord(hop™!),. Dette giver det gnskede, da Cy = (hop™!). O

(5) Lemma. Lad C vere en projektiv kurve, lad P tilhore PZ, og lad 3,~: P2 — P2
veere projektive koordinatskift med 3(P) = O og v(P) = O. Da er mop(Cg) = mo(Cy).

(6) Bevis. Betragt a =y o 37! som i 3(4), og udnyt (3). 0O

(7) Kurvemultiplicitet i vilkarligt punkt. Lad C vaere en projektiv kurve, og lad P
veere et punkt i PA . Multipliciteten af C i P er tallet mp(C') = mo(C,,) for ét — og derfor
ifslge (5) for alle — projektive koordinatskift a: P4 — PZ med a(P) = O. Der gelder:

P ligger pa C <= mp(C)>0
mp(C) = antal tangenter til C'i P regnet med multiplicitet.

For affin kurve F = (f) og punkt P € AZ sattes mp(F) = mp(C), hvor C = (f*) er
den tilsvarende projektive kurve.

I eksempel 4(4) er my(A) = mp(As) = 1. I eksempel 4(5) er mp(B) = mp(Bg) =1
og mg(B) =mo(B,) =1.
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(1) Opgave. Lad C vere en projektiv kurve, lad P tilhgre P2, og lad a: P2 — PZ veere
et projektivt koordinatskift. Bevis, at mp(C) = mqy(p)(Ca).

(2) Opgave. Betragt den affine kurve F = (f) = (22 —23+23) fra 2(2). Bestem samtlige
tangenter til (f*) i punktet U = (0:1:0) (der jo ligger pa Lo, ) og tallet my (f*).

(3) Opgave. Betragt den affine kurve G = (g) = (71 + 2 — x3) (der er graf for tredie-
gradspolynomiet (t+1)t(t—1) ). Bestem samtlige tangenter til (¢*) i punktet U = (0:1:0)
og tallet my (g*).

(4) Eksempel. Betragt den projektive kurve C = (2% — 23 — 23), der gir gennem

punkterne P = (1:—-1:0) og @ = (1:1:0), der tilhgrer L, , samt linierne L;.1.0)
og L(_1.1.0). Det projektive koordinatskift §: P& — PZ, (@1 :22:23) — (23: 22 : 21),
har 6=! = § og bringer kurven C, punkterne P og () samt linierne L1:1:0) 08 L(—1:1:0)
over i henholdsvis Cs = (2% + 2% — 22), §(P) = (0,—1) og §(Q) = (0, 1), samt linierne
6(L:1:0) = (22 + x3) 0g 6(L(~1.1.0)) = (w2 — x3). Disse linier er tangenter til Cs i
henholdsvis (0, —1) og (0,1) ( begge med multiplicitet 1). Derfor er £.1.0y 0g L(—1:1:0)
tangenter til C' i henholdsvis (1: —1:0) og (1:—1:0) (begge med multiplicitet 1).

6(Q)
c C 14 5(5(—1:1:0))
Cs
C(—1:1:0) ['(1:1:0)
. 0(L11.
5P (L1:1:0))

(5) Asymptoter. Den affine linie L = (ajz1 + asxs + a3) er asymptote til den affine
kurve F' = (f) med multiplicitet r, netop hvis £, er tangent til (f*) i (—az:a;:0) med

multiplicitet 7.
I eksempel (4) er linierne L£(1.1.0y 0g £(—1.1:0) begge asymptoter til (3 — 22 — 1) med
multiplicitet 1.

(6) Opgave. Betragt den affine kurve (c¢) = (1 + 2122 — 2322). Sammenlign V(c) N R?
med grafen for funktionen w: R\ {0,1} — R defineret ved w(t) = (¢(t — 1))_1.

(7) Opgave. Betragt kurven (c) fra (6). Bestem mangden W(c*) N L . Bestem for
ethvert P € W(c*) N L4 samtlige tangenter til (¢*) i punktet P. Angiv samtlige assymp-
toter til (¢). Tegn kurven.

(8) Opgave. Udfgr samme program som i (7) for (d) = (v — z129 + 23).

(9) Opgave. Udfgr samme program som i (7) for enhedscirklen (e) = (2% + 23 — 1).
(Husk, at vi arbejder over C.)
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(1) Stilopgave. Multipliciteter og tangenter. Lad C = (h) veere en projektiv kurve, og

lad L = (¢) veere en projektiv linie.

(a) Angiv definitionen af multipliciteten af C' i begyndelsespunktet O, og angiv definitio-

nen af multipliciteten af L som tangent til C'i O. Hvis definitionerne gives ved henvisning

til tilsvarende definitioner for affine kurver, gnskes disse affine definitioner ogsa angivet.
Angiv et resultat, der giver den praecise sammenhaeng mellem multipliciteten af C' i O

og antallet af tangenter til C' i O.

(b) Lad nu a: P2 — PZ veere et projektivt koordinatskift med a(O) = O.

Formulér et resultat, der sammenligner multipliciteterne i O af kurverne C' og C|, .

Formulér et resultat, der sammenligner multipliciteterne af linierne L og L, som tan-
genter til henholdsvis kurverne C og C,, i O.

Bevis begge disse resultater. Uden yderligere kommentarer kan anvendes, at et sadant
koordinatskift er induceret af en isomorfi ¢p: C3 — C3 af formen

(%) Y(x) = (a1171 + a1222, 42171 + a22T2, a3121 + 3222 + T3) .

(c) Lad nu P veere et vilkarligt punkt i PZ.

Formulér et resultat, der muligggr definition af multipliciteten af C'i P, og et resultat,
der muligggr definition af multipliciteten af L som tangent til C' i P.

Angiv disse definitioner.

Bevis ovenngevnte resultat.

(d) Antag nu, at a: PZ — P2 er et vilkarligt projektivt koordinatskift.

Formulér et resultat, der sammenligner multipliciteten af C' i punktet P med multi-
pliciteten af C,, i a(P).

Formulér et resultat, der sammenligner multipliciteten af L som tangent til C'i P med
multipliciteten af L, som tangent til Cy, 1 a(P).

Bevis det sidste af disse resultater.






MAT 3AG: PROJEKTIVE ALGEBRAISKE KURVER PAK 6.1
6. LOKAL RING I PUNKT

(1) Kommentar. Dette afsnit handler om, at en kurves geometriske egenskaber i
“naerheden” af et punkt kan beskrives ved algebraiske egenskaber ved en bestemt ring, der
indfgres nedenfor, men fgrst bringes lidt ngdvendig notation samt et par smaresultater (i
form af opgaver).

(2) Endeligt frembragte idealer. For elementer ay,...,a, € R betegner (ay,...,a,)
idealet i R frembragt af aq,...,a,; altsa

(al,...,an)d:efspanR{al,...,an}:Ra1—|—~-—l—Ran,

hvis elementer er linearkombinationer af aq, . . ., a,, med koefficienter fra den underliggende
ring R. For n =1 (og a1 = a) genfindes hovedidealet (a) = Ra, og for n = 2 (og a1 = a,
as = b) haves idealet (a,b) = Ra + Rb. Notationen (ai,...,a,), og dermed specielt
notationerne (a) og (a, b), forudszetter saledes, at den underliggende ring fremgar af den
gvrige ssmmenhaeng, som f.eks. er tilfzeldet ved restklasseringen R/(aq,...,a,), specielt

restklasseringene R/(a) og R/(a,b). Nar der er mulighed for forveksling, benyttes en

mere udferlig betegnelse: R(ay,...,ay) &t (a1,...,an).

(3) Opgave. Lad a € R vere givet. Bevis (f.eks. ved polynomiers division med rest),
at der til ethvert p € R[z] findes ¢ € R[z] og r € R, sa p = (x — a)q + r. Betragt
evalueringsafbildningen e : R[x] — R givet ved p — p(a). Bevis, at den er en surjektiv
ringhomomorfi med Kere® = (z — a) (dvs. hovedidealet i R[z] frembragt af elementet

z —a € R[z]), og at e inducerer en isomorfi R[z]/(z — a) — R.

(4) Opgave. Betragt for P = (a1,a2) € A% evalueringsfunktionen eS: Clzy,m2] — C
givet ved f — f(P) = f(a1,a2), og seet

(5) mp L Kerel = { f € Clay,20] | fF(P)=0}.

o)

Begrund, at €% inducerer en isomorfi C[z1, 29]/mp — C. Bevis:

(6) mp = (71 — a1, T2 — az),
(7) mp € Max C[zq, 2] (C SpecClxy, 2] ).

Lad yderligere F' = (f) veere en affin kurve. Begrund, at der gzelder:
(8) F gar gennem P <= (f)Cmp.
(9) Lokal ring i et punkt; affint tilfselde. Lad P = (a1, as) vaere et punkt i den affine
plan AZ . Nar ringen Clzy, z2] lokaliseres i primidealet mp fas brokringen

Op(A2) &= Clay, @almp = { f/5 | f,5 € Cla1, 2] As(P)#0},

som ifplge ROM 3.7(1) er lokal med maksimalidealet

Mp(A2) & (mp)mp = { f/s | f,s € Clar,x2) A F(P)=0 A s(P)#0}.
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Den kaldes den lokale ring for AZ i punktet P; den indeholder integritetsomradet
Clz1, z2]; og den er en delring af dettes brgklegeme C(xl, x3), sml. ROM 3.3(4).
For f € Clz1,22] (C Op(AZ)) betragtes restklasseringen:

def
Op(f) = Op(AZ)/(f).
(Her er (f) hovedidealet i Op(AZ) frembragt af f.) Hvis f = gh med g, h € C[zy, 2] og
h(P) # 0, da er h et invertibelt element i ringen Op(A2), sa f og g frembringer samme
hovedideal i denne ring. Altsa:

(1) f=gh N h(P)#0 = Op(f)=0rp(g).

Restklasseringen Op(f) = Op(A2)/(f) er ikke triviel, netop hvis (f) C mp; altsa netop
hvis f(ay,a2) = 0.
For en affin kurve F' = (f) seettes:

def

Op(F) = Op(f) = Op(AZ)/(f) .

Advarsel: I de to linier ovenfor har notationen (f) to forskellige betydninger: fgrst beteg-
ner den hovedidealet C[z1, z2]f i C[z1,x2] og dernaest hovedidealet Op(A2)f i Op(AZ);
her fremgar dette selvfglgelig af den gvrige sammenhaeng, men ofte benyttes de udfgrlige
betegnelser henholdsvis C[z1, z2]f og Op(A2)f.
Hvis F ikke gar gennem P, da er Op(F') = 0, og vi seetter Mp(F) = )
def

Hvis F' gar gennem P, da er Op(F') en lokal ring med maksimalidealet M p(F) =
Mp(AZ)/(f); den kaldes den lokale ring for kurven F i punktet P. Brgkringlemmaets
isomorfi ROM 3.5(2) giver:

(2) Op(F) = (C[x1,:v2]/(f))m,P,

hvor m’, & mp/(f) € Max (Clz1, z2]/(f)).

(3) Funktionslegemet for PZ. Brgklegemet C(x1,z2,23) for Clz,xs, x3] bestar af
brgker h/s med h,s € Clxy, 22, 23] 0g s # 0. Betragt delmeengden:

C(P2) &t {h/s € C(z1,22,23) | h,s € C[xy,x2, 3] homogene af samme grad } .

Dette er et dellegeme af C(z1, s, z3); f.eks. er h/s + k/t = (th+ sk)/(st) € C(PZ) for
h/s,k/t € C(PZ), og det kaldes funktionslegemet for PZ: for f = h/s € C(PZ) gives en
funktion f: PZ\ W(s) — C ved f(a) = h(a)/s(a), og dette er en korrekt definition: hvis
a ="b, og dermed a = cb for et ¢ € C, da er h(a)/s(a) = c?h(b)/c?s(b) = h(b)/s(b), idet
d = deg h = deg s.

(4) Lokal ring i et punkt; projektivt tilfaelde. Lad P veere et punkt i den projektive
plan PZ | og betragt folgende delmeaengde af funktionslegemet:

Op(P2) <= {h/s € C(P2) | s(P) #0}

(sml. evt. 4.2(7) vedrgrende s(P) # 0). Det eftervises direkte, at Op(P2) er en delring af
C(PZ): 0,1(=1/1) € Op(P2) og —f, f + g, fg € Op(P2) for f,g € Op(P%); og Op(PZ)
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er saledes selv en ring. Betragt nu et elementet t/s € Op(P2Z) (og i denne notation
underforstas her — og i det folgende — at ¢, s € C[zy, x9, 23] er homogene af samme grad
og s(P) # 0). Elementet ¢/s er invertibelt i Op(P%), netop hvis ¢(P) # 0. ROM 3.6(6)
giver derfor, at Op(P2) er en lokal ring med maksimalideal:

Mp(P2) £ (/s € Op(P2) | h(P) =0 A s(P)#0}.

Ringen Op(PZ) kaldes den lokale ring for PZ i punktet P.
For projektiv kurve C' = (¢) (med ¢ € C[z1, 22, x3] homogent og ikke—konstant) szettes

Ip(C) & {h/s € Op(PL) | h € Clay, 22, 73] ¢ };

Op(C) == Op(P2)/Zp(C) .

Elementerne i Zp(C) har saledes formen ac/s med a,s € C[xi,x2, 3] homogene af
passende grader (dvs. dega + degc = deg s eller a = 0) og med s(P) # 0. Det eftervises
let, at Zp(C) er et ideal i Op(P2), sd den anden definition ovenfor har altsd mening og
giver en kommutativ ring, som dog kan vaere den trivielle, idet der gaelder:

(1) P ligger pa C <= ZIp(C)C Mp(P2).

Hvis ¢(P) = 0, har vi nemlig for ac/s € Zp(C), at (ac)(P) = a(P)c(P) = 0 og dermed
ac/s € Mp(P2). Hvis omvendt ¢(P) # 0, da har vi 1 = ¢/c € Zp(C).
Hvis kurven C' gar gennem punktet P, da er Op(C') en lokal ring med maksimalideal:

def

Mp(C) = Mp(P2)/Zp(C),

og ringen Op(C) kaldes den lokale ring for kurven C' i punktet P.

Hvis kurven C ikke gar gennem P, da er Op(C) = 0, og vi seetter Mp(C) )

(2) Affin del af projektiv kurve. Lad C' = (c¢) veere en projektiv kurve. Hvis W(C) #
L, da er polynomiet ¢, ikke konstant, sa (c,) er en affin kurve; den betegnes C. , og fra
4.6(5) vides, at W(C) N AZ = V(C.).

(3) Seetning. Lad P = (ay,az) tilhgre AL . Der er da en ringisomorfi:

Op(P2) = Op(A2)
h/s v+ hy/s..

Hvis C er en projektiv kurve gennem P, da inducerer v en ringisomorfi:

(4) Op(C) % Op(C,),

og for ethvert n € Ny er der en isomorfi af vektorrum over C:

(5) Mp(C)" JMp(C)"T 2 Mp(CL)" JMp(C)"
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(1) Bevis. Forst bemarkes, at P = (aj:a2:1) € A2 C PZ, og at s.(P) = s.(a1,a2) =
s(ai,az,1) # 0, da s(P) # 0, og dette giver s, € Clz1,z2] \ mp.

Dernaest bemaerkes, at da dehomogeniseringen Clx1, 22, 23] — Clz1, 23], h — h, er en
ringhomomorfi, er det let at eftervise, at definitionen v(h/s) = h./s. er korrekt, og at v
er en ringhomomorfi.

Hvis v(h/s) = 0, da er h, = 0 (idet Op(AZ) er et integritetsomrade), og dermed
h = 0 (idet h er homogen og h = x5(h,.)* for passende r € Ny ). Homomorfien v er
saledes injektiv. For at indse, at den ogsd er surjektiv, betragt f/g € Op(AZ) med

f.g € Clz1,x2] og g(P) # 0, og bemeerk (zf*)/(z5'g*) € Op(P2) for m 9 deg f og
n < degg samt /g =v((25f7)/(@F'g")).

Nu har vi bevist, at v: Op(P%) — Op(A2) er en isomorfi. Da den afbilder ide-
alet Zp(C) (C Op(PZ)) pa idealet Op(AZ)c, (C Op(AZ)) inducerer den en isomorfi
v: Op(P2)/Zp(C) — Op(AZ)/(cs) som gnsket.

Isomorfien 3(5) folger nu af (3) nedenfor. [

(2) Opgave. Lad (R, M) og (R, M) veere lokale ringe, og lad n: R — R vare en
ringisomorfi. Bevis n(M™) = M™ for alle n € Ny, og etablér en R-isomorfi?

(3) Mn/Mn—H ~ Mvn/ﬂn—kl )

(4) Seetning. Lad P vere et punkt i lP’%, og lad «: IP’?C — ]13’(2C veere et projektivt koordi-
natskift. Der er da en ringisomorfi:

Op(PZ) — Ou(p)(PR),
som for enhver projektiv kurve C' gennem P inducerer en ringisomorfi:

(5) Op(C) = Oa(p)(Ca).

og for ethvert n € Ny er der en isomorfi af vektorrum over C:

(6) Mp(C)"JMp(C)"™ 2 Mopy(Ca)™ [Ma(p)(Ca)"

(7) Bevis. Velg isomorfi p: C? - C3 saa= . Betragt afbildningen @: Clxy, x2, 3] —
Cla1, z2, 23] defineret ved $(h) = ho ™! den er en ringhomomorfi, der er bijektiv
(med invers defineret ved k& — ko ¢); @ er altsa en ringisomorfi. Da den afbilder et
homogent polynomium over i et homogent polynomium af samme grad, inducerer den
en ringisomorfi &: C(PZ) — C(P2) givet ved a(h/s) = (ho @™ 1)/(so p™!), og dette
afhaenger ikke af valg af ¢ med ¢ = a. Delringen Op(PZ) af C(PZ) bliver ved & afbildet
pa ringen Oy (p) (PZ). Dette giver den forste isomorfi i seetningen, og den inducerer den
anden, da &(Zp(C)) = Zy(p)(Ca). (6) folger nu af (3). O

3R er en R-modul ved R-multiplikationen r7 def n(r)7, og M™ bliver herved en R—undermodul af R.
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(1) Multiplicitetsssetningen. Lad P vere et punkt i PZ, og lad C' vere en projektiv
kurve. Der gelder da:

dim(Mp(C)" /Mp(C)" ™) = mp(C) for n>mp(C).

(2) Bevis. Hvis P ikke ligger pa C, da er Mp(C) =0 og mp(C) = 0, sa ligheden bliver
0 =0, og den geelder derfor for alle n > 0.

Antag fra nu af, at P ligger pa C. Velg projektivt koordinatskift a: P% — P2, sa
a(P) = O. Ifglge 4(6) og 5.6(1) har vi henholdsvis:

Mp(C) M p(C)" = Mo (Co)" /Mo (Co)

) mp(C) = mo(Cy) .

Lad F = (f) veere den affine del af C,,. 3(5) og definitionen af multiplicitet af projektiv
kurve i punktet O giver nu henholdsvis:

(4) Mo(Ca)" [Mo(Ca)"™ = Mo (F)" [ Mo(F)"
mo(Co) = mo(F).

Idet G &L Clz1, 1], er Op(AZ) = Gu,. Efter den neste keede af ligheder folger
begrundelse for hver enkelt af dem.

Mo(F)" 2 (Mo (A2)/()"
O (Mo (A2)" + () /(f)
5 L (mo)mo)™ + (N))/(f)
D (m0™)mo + (N))/(f)
E (m0™)mo + (GPmo) /(G f)mo
D (o™ + CFmo /(G o -
(a) folger af definitionen af (O (F') og) Mo (F).
(b) folger af ROM 3.4(10).
(c) folger af definitionen af (Op(A2) og) Mo (A2).
(d) folger af ROM 3.4(8).
(e) folger af: (f) = O0(A2)f = G f = (Gf)mo-
(f) ved inspektion.

Nu fglger en kaede af isomorfier af vektorrrum over C efterfulgt af begrundelser.

Mo(F)" JMo(F)" & (0™ + G F)mo /(G o)/ (10" + G feno /(G Pme)
(h)

I

(mo™ + Gf)mo/(m0n+1 +Gfmo

(mo™ +Gf)/(mo"* +Gf)),..

(6)

—~
——
~—

12

—~
(3
~

1%

(mo™ + Gf)/(mo" ™ + Gf).
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(g) folger af 5(5).

(h) folger af Restklassemodullemmaets isomorfi ROM 2.2(6).
(i) folger af Brgkmodullemmaets isomorfi ROM 3.4(2).

(j) folger af isomorfien ROM 3.7(6).

Ifplge 5(3)(4)(6) er det nu tilstrackkeligt at bevise:

(1) dim ((mo” + Gf)/(mo" ! + Gf)) =mo(F) for n>mo(F).

def

Seet m = mo(F), dvs. m = ord f ifslge definitionen af multiplicitet. For g € G og
n € Ny har vi fra ROM 1.2(4) (sml. ogsa ROM 1.6(2) ), at

geEmMp"” <= ordg>n.

Da ord(gf) = ord g + m, fas heraf for n > m, at

(2) gf emp” <= gemp" ™"

For n > m viser implikationen “<” i (2), at en afbildning ¢: G/mp"™ ™ — G/mp"
defineres korrekt ved ¢([g]mon-m) = [9f]mon; den er oplagt en G-homomorfi, og den er
injektiv pga. implikationen “=" i (2). Endvidere er Imp = (mp"™ + Gf)/mo™.

En afbildning ¢: G/mp"™ — G/(mo™ + Gf) er korrekt defineret ved ¢([g]mon) =
[Glmon+ar, da me™ C mp™ + Gf. Dette er en G-homomorfi, som er surjektiv med
Kery = (mp™ + Gf)/mo™.

I alt er der for n > m etableret en exakt fglge af G-homomorfier:

(3) 0— G/mo™ ™ % G/mo™ L G/(mo™ + Gf) — 0.

Denne fglge skal benyttes til at udregne dim (G /(mo™ + G f)) Fgrst bemaerkes, at
der gzelder:

(4) dim(G/mp") = (n;— 1) for alle n>0.
Elementerne [z} )] m,n» med i + j < n udger nemlig en basis for vektorrummet G/mo”,
og antallet af par (i,7) € Ny x Ny med i + j < n er netop (n—2|— 1).

dim (G/(mo™ + Gf)) & dim(G/mo™) — dim(G/mo™ ™)

() 1)
(1)

(k) ifplge den udvidede dimensionssaetning ROM 2.5(3) anvendt pa den exakte folge (3).
(m) folger af (4).
(n) folger ved direkte udregning.
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Betragt fglgen
(1) 0= (mo"+Gf)/(mo™" +Gf) = G/(mo™" + Gf) & G/(mo" +Gf) — 0

med inklusionshomomorfien ¢ og homomorfien 7 er defineret ved 7([glmon+ti1Gs) =

[9)mon+Gf (0og denne definition er korrekt, da mp™ ™ + Gf Cmp™ + Gf ). Det er klart,

at 7 er surjektiv, og at Kerm = (mo" + Gf)/(mo" ™ +Gf). Folgen (1) er saledes exakt.
Den gnskede formel 6(1) folger nu:

dim ((mo"” + Gf)/(mo™ + Gf)) 2 dim (G/(mo™ + Gf)) — dim (G/(mo" + Gf))

9 1) - (Z’) —mn+(73)

()

(p) ifelge Den udvidede Dimensionssaetning ROM 2.5(3) anvendt pa den exakte folge (1).
(q) folger af 6(5).

(r) folger ved udregning. 0O

(

2) Reguleere punkter. For punkt P og affin eller projektiv kurve C' defineres:

P er et requlert punkt pa C PN mp(C) =1;

altsa netop hvis der — talt med multiplicitet — er netop én tangent til C' i P (og dette
medfgrer, at P ligger pa C'). Nar P er et regulert punkt pa C, siger man ogsa, at P er
ikke—singulert pa C, og at C er glat i P.

For projektivt punkt P, projektiv kurve C' og projektivt koordinatskift o : ]13’(2C — IP’(QC
geelder ifplge 5.6(1), at

P er et reguleert punkt pa C <= «(P) er et reguleert punkt pa C, .

I eksempel 5.4(4) er U et reguleert punkt pa kurven A, og i 5.4(5) er punkterne P og @
regulzere pa kurven B.

(3) Bemaerkning. Hvis P er et reguleert punkt pa C, da har C' netop én komponent
gennem P, sml. den naeste opgave.

(4) Opgave. Bevis, at hvis en projektiv kurve C' = (c¢) bestar af to komponenter D
og E, dvs. projektive kurver D = (d) og E = (e) med (¢) = (de), da geelder mp(C) =
mp (D) +mp(E) for ethvert P € PZ. (Udnyt f.eks. 5.6(1) for passende «.)

(5) Partielle afledede. Ethvert f € C[zy,x2] har to partielle afledede:
pdet Of -y det Of
1 81’1 & 2 6$2 '
(6) Lemma. Huis begyndelsespunktet O tilhorer den affine kurve G = (g), da gelder
O errequlert pa G <= g1 (0O)#0 VvV g5(0) #0;
0g i bekreftende fald er tangenten til G i O netop linien (g1(0)x1 + g5(0)x2).
(7) Bevis. Antag, at g = ajpx1 + ap1z2 + Zi+j22 aijxﬁx%; der er intet konstantled, da
g(0) = 0 ifplge forudseetning. Der gaeelder mo(G) = 1, netop hvis a9 # 0 eller ag; # 0,

og i bekaeftende fald er tangenten til G i O netop (ajpr1 + agix2). Tilbage er blot at
bemeerke, at ¢1(0) = a1p og g4(0O) = ag1. O
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(1) Regularitetsssetningen. Folgende er ensbetydende for punkt P = (a1, a2) pa affin
kurve F' = (f).

(1) P er regulert pa F.
(i1) Fi(P) £ 0 eller f4(P) #0.
(ii1) Op(F) er en DVR.
I bekraeftende fald er tangenten til F i P netop ( f{(P)(z1 — a1) + f5(P)(z2 — a2) ).
(2) Bevis. “(i) < (ii)": Ved ¢(z) def (x1 — a1x3, 29 — agrs, x3) defineres en lineser

afbildning ¢: C3 — C3, der er bijektiv med f‘l(g) def (1 + a1x3, T2 + asxs, x3). Det

inducerede projektive koordinatskift « def @ har a(P) = O og sender den projektive

kurve C 22 (f*) over i kurven C,, hvis affine del G & (Cq)« er givet ved polynomiet

9 = f(w1+a1, 22+ ). Der gawlder g1 (0) = f{(P), g4(0) = f(P) og mo(G) = mp(F),
s& “(i) < (i1)” folger af 7(6). Idet L = (f{(P)(z1 — arzs) + f4(P)(x2 — asxs) ), er den
affine del af L, givet ved polynomiet gj(O)x1 + g5(O)x2, sa 7(6) giver ogsa pastanden
om tangenten.

“(i) = (di1)": Ifolge 7(3) har F' netop én komponent gennem P, sa ifglge 2(1) kan
vi gerne antage, at polynomiet f er irreducibelt og derfor frembringer et primideal i
Clz1, z2], sml. 3.4(10). Da Clzq,z2]/(f) saledes er et integritetsomrade, viser 2(2) og
ROM 3.3(4), at Op(F') er det samme. Da dim (MP(F)/MP(F)Q) = 1 ifplge Multi-
plicitetsseetningen 5(1), er Mp(F)/Mp(F)? frembragt af ét element som C—vektorrum
— og dermed ogsa som Op(F)-modul; der findes altsa et t € Mp(F), sa

Mp(F)/Mp(F)* = Op(F)[t| ppry2 = ((t) + Mp(F)?) /JMp(F)?,

og dermed M p(F) = (t)+ Mp(F)*. Ifplge Nakayama’s Korollar ROM 4.4(8) (med M =
Mp(F), N = (t) og M = Mp(F)) medforer dette, at Mp(F) = (t), og ROM4.5(6)
giver, at Op(F) er DVR.

“(#9i) = (1)7: Veelg t € Mp(F), s& Mp(F) = (t), og dermed M p(F)" = (t") for alle
n € Ny . Dette medfgrer, at:

Mp(F)" [Mp(F)"™ = (") + Mp(F)") /JMp(F)" T,

som er frembragt af elementet [t"],, p(F)n+1 SOm Op(F)-modul — og dermed ogsa som
vektorrum over Op(F)/Mp(F), sml. opgave ROM 2.6(2), og dermed som C-vektorrum
ifplge opgave (3) nedenfor, dvs. dim (Mp(F)n/Mp(F)n+1) = 1. Multiplicitetssaetningen
5(1) giver nu mp(F') = 1 som gnsket. [J

(3) Opgave. Bevis, at Op(F)/Mp(F) = C, nar P er et punkt pa den affine kurve F.

(4) Seetningen om implicit given funktion (kendt fra Matematik 1) medfgrer, at en
kurve i en omegn af et reguleert punkt er givet som grafen af den ene variabel (dvs. z;
eller z5) som C*°—funktion af den anden, og Regularitetssaetningen (1) ovenfor viser, at
kurvens (Matematik 3AG)-tangent i punktet er netop denne grafs (Matematik 1)-tangent
i punktet.

(5) Linier. Ethvert punkt pa en projektiv linie er reguleert.
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(1) Kvadrikker. For enhver kvadrik K = (k) i PZ (dvs. deg K = 2) geelder:
K er reducibel <= dP e W(K): P er ikke reguleert pa K.

“=": Antag k = ¢m med ¢ og m linesere. For P € W({) N W(m), der ikke er tom,
sml. evt. 1.2(3), er P ikke-reguleert punkt pa K ifplge 7(3).

“<": Bemeerk forst, at vi gerne kan antage, at O er et ikke-regulaert punkt pa K, og
dermed ord k, = mo(K) > 2, dvs. k, = agox% + ay1x120 + aogx%. Da saledes k = k.
er et homogent polynomium af to variable, giver 3.3(5), at det er produkt af linesere
polynomier og dermed reducibelt.

(2) Eksempel. Lad p € C[z;] veere et polynomium (af én variabel) og grad 3, saet

f def x5 — p € Clz1, 2], og betragt den affine kurve F ot (f). Da f3 = 2z, er alle

(a1,a2) € V(F) med as # 0 regulezere pa F. For P = (a,0) gaelder P € V(F'), netop hvis
p(a) = 0; og da f{(P) = —p'(a), er P reguleert pa F, netop hvis a ikke er multipel rod
i p. Hvis saledes p er uden multiple rgdder, da er alle punkter pa kurven F' reguleere. |
alle tilfeelde har kurver af denne type hgjst ét ikke-reguleert punkt.

(3) Opgave. Lad f veere som i (2) ovenfor. Bevis, at punktet (0:1:0) er reguleert pa
den projektive kurve (f*). (Udnyt f.eks. passende projektivt koordinatskift.)

(4) Opgave. Bestem samtlige ikke-reguleere punkter pa de projektive kurver (a*), (b*),
(c*), (d*), (e*) og (f*) givet ved:

0 %= 23— (21 + Dy (z1 —1); b= af — (a1 + 1)a;
cd:efx:f-l-x%; dd:efo_(x1+1)x1(x1_1);
et (1 + Dy (21 —1); f = (21 + Dzo(z1 —1).

(Punkterne pa L, kraever speciel opmaerksomhed!)
Mon en projektiv trediegradskurve kan have netop to ikke-regulaere punkter?

(5) Opgave. Lad P vaere et punkt pa en irreducibel projektiv trediegradskurve C. Bevis,
at mp(C) < 2.

(6) Stilopgave. Multiplicitetssetningen.
(a) Formulér Multiplicitetssaetningen.

(b) Bevis Multiplicitetsssetningen. De enkelte trin i beviset bgr fremsta klart. Hvis
der undervejs udnyttes resultater, der har et specielt navn, da gnskes dette benyttet ved
henvisning; resultater uden specielt navn kan blot udnyttes uden henvisning; de udnyttede
resultater skal saledes ikke formuleres.

(7) Stilopgave. DVR og regulere punkter.
(a) Angiv definitionen af begrebet “DVR”.

(b) Formulér et interessant resultat, der viser, at visse lokale ringe er DVR, og giv et
bevis for dette resultat. Hvis Nakayama’s Lemma udnyttes, gnskes det formuleret (men
ikke bevist). De enkelte dele af beviset bgr fremsta klart.

(c) Angiv definitionen af regularitet af et punkt pa en kurve.

(d) Formulér og bevis Regularitetsseetningen. Hvis der i beviset udnyttes et resultat om
regulariteten af begyndelsespunktet, da gnskes dette resultat savel formuleret som bevist.
Hvis Nakayama’s Korollar udnyttes, gnskes det formuleret (men ikke bevist). De enkelte
dele af beviset bgr fremsta klart.
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MAT 3AG: PROJEKTIVE ALGEBRAISKE KURVER PAK 7.1

7. SNITMULTIPLICITETER

(1) Snitmultiplicitet.

mp(f.9) 4 Qim Op(f.g) for PcAZ og f,g¢€ Clry,rz] (sml evt. ROM5.1(4));
mp(F.G) S mp(f.g) for P e Al ogaffine kuver F=(f) og G=(g); og
mp(C, D) 4 dim Op(C.,D) for P cPZ og projektive kurver C' og D, idet
Op(C. D) = Op(P2)/(Zp(C) + Ip(D)).

(2) Benaevnelser. Det naeste resultat indeholder vigtige egenskaber ved snitmulti-
pliciteter. Disse egenskaber benaevnes med udvalgte stikord, og der henvises ofte blot

til stikordets begyndelsesbogstav (eller lignende) i parentes og uden sidetal, men skrevet
med fed type.

(3) Snitmultiplicitetsseetningen. For P € PZ og projektive kurver C og D gelder
(B), (D), (V), (P), (E), (F) og (R) nedenfor.

egyndelsespunkt. Lad o: — vere projektivt koordinatskift, f.eks. et, der
B)B del kt. Lad IP’(% ]P’(QC ektivt koord: ki k d
forer punktet P over i begyndelsespunktet O. Der geelder da:

mp(C', D) = ma(p)(Ca . Da) .

(D) Dehomogenisering. For P € AZ gelder:

mp(C, D) = mp(C* ° D*> .

(V) Veerdier.
0§mp(C'.D) SOO

(P) Positivitet.

0<mp(C,D) <= P ligger pa bade C og D.

(E) Endelighed.

mp(C,D)<oo <= C og D eruden felles komponent gennem P .

(F) Feelles tangent.

mp(C, D) >mp(C)mp(D);
mp(C,D)=mp(C)mp(D) <= C og D er uden felles tangent i P .

(R) Regulere punkter.

P er requlert pa bade C' og D, og

C.D)=1 <+
mp ) { C og D eruden felles tangent i P .
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For P € A% og f, g € Clz1, z2] geelder (Q), (I), (S), (M), (K), (A) og (O) nedenfor.
(Q) Positivitet, affint tilfaelde.

0<mp(f.g) <= [f(P)=0 A g(P)=0.

(I) Idealet. Tallet mp(f,g) afhenger kun af idealet Op(AZ)(f, g):
Hvis Op(A2)(f,9) = Op(AZ)(h, k) med h,k € Clz1,x2], da gelder:

mp(f.g) =mp(h, k).

(S) Symmetri.
mp(f.g) =mp(g.f).

(M) Modulo. Tallet mp(f.g) afhaenger kun af restklassen [f]) af f modulo (g),
henholdsvis restklassen [g] sy af g modulo (f):
For h € Clzy, z2] geelder:

mp(f.g9) =mp(f+hg.g), henholdsvis mp(f,g) =mp(f.g+hf).

(K) Komponenter. Tallet mp(f,g) afhenger kun af komponenter gennem P:
Hvis f = ab og g = ¢d med a,b, c,d € Clxy,z2], b(P) # 0 og d(P) # 0, da gelder:

mp(f.g9) =mp(a,c).
(A) Additivitet. For h € Clzy,z] gelder:
mp(f.gh) =mp(f.g)+mp(f.h) og mp(fh.g)=mp(f.9)+mp(h.g).
(0) Orden. For u € Clz1] og w € Clas] gelder:

mo(f.u) = (ord f(0,22)) (ordu), mo(f.w)= (ord f(z1,0))(ordw),
mo(u.g) = (ordu)(ordg(0,22)), mo(w.g) = (ordw)(ordg(z1,0)).

(1) Kommentar. Fgr beviset for Snitmultiplicitetsssetningen bringes et resultat om
udregning af snitmultipliciteter, et eksempel og to lemmaer.

(2) Udregning. Snitmultipliciteten mp(C', D) kan altid udregnes:

Veaelg forst projektivt koordinatskift o med a(P) = O, og udnyt (B).

Dehomogenisér dernaest, og udnyt (D).

Herefter er det mo(f, g), der skal bestemmes for f,g € Clxy, x2].

Hvis f € C[z] (svarende til deg, f = 0 — med notation fra 4.1(6) — eller f = 0), da
kendes mo(f , g) fra (O). Tilsvarende for f € Clzs], g € C[z1] eller g € C[x].

Endelig kan zo—graden (eller x1—graden) af et af polynomierne f eller g reduceres:

Antag f.eks. d def deg, f > € def deg, g:

f=aqzd+- - +arxa+ag med ag,...,a1,a9 € Clzy] og ag #0;
g="bexs+ - +byxa+by med be,...,b1,b9 € Clx1] og b. #0.
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St h 2L p ef — adxg €g, og bemeaerk, at:

mo(f.9) &) mo (befog) —mo(be. g)
L mo(h. g) - molbe . g)

D 11o(h. g) — (ordb,) (ord g(0, z2)) ,

samt at deg, h < d = deg, f.

(1) Eksempel. Betragt de affine punkter P def (1,1) og @ def (—1,—1) € AZ, der ligger

pa cirklen C' def (22 + 2% — 222) og pa hyperbelen H 4ot (w122 — 23):

Vi udregner nu mp(C', H) med henvisninger til Snitmultiplicitetssaetningen og udnyt-

telse af det projektive koordinatskift a givet ved a(zy:xo:23) = 4ot (x1 — x3:29 — T3:73),
og som har a1 (x1:m9:23) = (71 + x3: 72 + T3:73).

mo + 221 + 23 4 220 — 2(x120 + X + T2) o 1T + T1 + X0)

mp(C . H) = mp((a? + 2% — 222) . (x17 — 22))
D) o (w1 + 23)% + (2 + 23)2 — 222) , (w1 + 23) (22 + 23) — 22))
D no((zr +1)2 4 (22 + 1)2 =2 (21 + D(@a + 1) — 1)
mo(:z: + 221 4 23 + 229 . 1172 + T1 + T2)
(]
(

— Inop (xl — .’172) e L1To + X1 + .’172)

A
(—)Qmo( 1 — T4 T1%2 + T1 + T2)

By .1

= 2.
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Til neestsidste lighed blev brugt, at O er reguleert pa bade (x1 —x2) og (122 + 1 +22)
med tangent henholdsvis (z1 — z2) og (1 + x2), og disse er forskellige. Den i 2(2) skit-
serede algoritme kunne ogsa have vaeret benyttet her. Hovedformalet med at praesentere
denne algoritme er dog blot at vise, at udregning af snitmultipliciteter altid er mulig. Til
praktiske formal er der ofte genveje — specielt ved udnyttelse af Bezout’s Seetning i naeste
afsnit.

(1) Lemma. Set G def Clx1, 2], antag P € A% og [ € mp (€ MaxG), og set A 4ot

G/G(f), mp' def mp/G(f) og B dof Op(f). For ethvert g € G er der da isomorfier af
(Cfvektorrum

Op(feg) = (A/gA)mp = B/gB.

(Her er A og B ogsa G-moduler, og gA def {ga|a € A} og gB def {gb|be€ B} er
idealer i henholdsvis A og B.)

(2) Bevis. Saet Q = def Op(AZ) = Gu,, der er en G-modul, og bemeerk, at B = Q/Q(f) =

Q/fQ, samt at gB = (fQ + gQ)/fQ, som er et ideal i B. Vi har:

Or(f.9)=Q/Q(f.9) =Q/(fQ+9Q)
=~ (Q/fQ)/((fQ+9Q)/fQ) = B/¢B
= Amp’/gAmP’ = (A/gA)mP

Her kommer fgrste isomorfi fra Restklassemodullemmaet, den anden er induceret af iso-
morfien 6.2(2) B = Ay, mens den sidste er fra Brgkmodullemmaet. [J

(3) Lemma. Huis f,g € G def Clxy,x2] er primiske, dvs. uden felles komponenter, da
geelder der for alle h € G, at:

ghe G(f) = hedG(f).

(4) Bewvis. Antag, at gh = kf for et £k € G. Da G er UFD, kan f og g skrives som
produkt af primfaktorer: der findes u,v € Ny, a1,...,a4;b1,...,b, € N og irreducible
DPls--sDusqay---,qw € G, sa f=pit---plv og g = qll’1 ---q%. Da f og g er uden felles
komponent, geelder (p;) # (g;) for alle i og j. Ligningen qll’1 cooqPvh = kpit - ple giver
(pa grund af entydigheden af primfaktorfremstillinger), at primfaktorpotenserne i f gar
op i h, og dermed gar f op i h — som gnsket. [J

(5) Bewis for Snitmultiplicitetssatningen 1(3). Veelg ¢, d € Clx1,x2, 23] med C' = (c) og
D = (d).

(B): Isomorfien a: Op(PZ) — Oqp)(PZ) fra 6.4(4) afbilder idealet Zp(C) 4+ Zp(D)
pa Zo(py(Ca) + Zo(py(Da) og inducerer derfor en isomorfi Op(C', D) = Oy (p)(Cq o Do),
hvilket giver det gnskede.

(D): Isomorfien v: Op(P2) — Op(A2) fra 6.3(3) afbilder idealet Zp(C) + Zp(D) pa
Op(AZ)(cy,d.) og inducerer derfor en isomorfi Op(C', D) = Op(c. . d.), hvilket giver
det gnskede.

(V) er oplagt ifplge definitionen.

(P) folger af (B), (D) og (Q).
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(Q) folger af:
Op(AZ)(f,9) CMp(AZ) < [f(P)=0 A g(P)=0.

(E) “=7: Vi kan gerne antage P = O. Antag, at H = (h) er en faelles komponent
for C' og D gennem O, og vi kan gerne antage, at H er irreducibel, og dermed G(h,) €

Spec G for G 22 Clz1,x2]. DaZp(C)+Zo(D) C Zo(H), har vi surjektiv ringhomomorfi
Oo(C,D) — Op(H), og dermed

(1) mo(C.D)=dimOp(C.D)=dimOp(H).

Vi har ogsa
Oo(H) = Oo(H.) = Op(AZ)/Op(AE)(hs) 2 G/G(h.)

og dermed:
(2) dim Op (H) > dim (G/G(h.)) .

For alle P € V(h,) har vi G(h.) C mp € Max G, og dermed mp/G(h,) € Max G/G(h.),
som derfor er uendelig ifglge 4.1(4), s& ROM 5.4(6) giver dim (G/G(h.)) = co. Sammen-
holdes dette med (2) og (1), fas det gnskede.

(F)’s bevis udskydes til senere.

(R) folger let af bl.a. (F).

(TI) er oplagt udfra definitionen.

(S) og (M) folger direkte af (I).

(K): Ifplge (S) er nok at bevise Op(ab, g) = Op(a, g), nar b(P) # 0. Da b saledes er

invertibel 1 @ def Op(AZ), har vi:

def

B = Op(ab) = Q/abQ = Q/aQ = Op(a),
og to anvendelser af 4(1) giver:
Op(ab,g) = B/gB =2 Op(a.g).

(A): Ifglge (S) er det tilstraekkeligt, at bevise formlen:
(3) mP(f-gh>:mP(fog)+mP(foh>
for f,g,h e G def Clxy, z2).

Ifplge (K) kan vi gerne antage, at samtlige primfaktorer i f, i g og i h tilhgrer mp .

Vi kan yderligere gerne antage, at f og g er uden faelles komponenter, thi en sadan

ville ga gennem P, og (E) “=" ville derfor give:

mp(f.gh):oo:oo—I—mp(f,h):mp(f,g)—i—mp(f,h),

dvs. lighed i (3) geelder.
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Ifplge 4(1) geelder:

med betegnelser fra 4(1). Ifslge Den udvidede Dimensionssaetning ROM 2.5(3) er det
derfor nok at bevise, at der er en exakt fglge:

0 — (A/hA)mpr — (A/ghA)mpr — (A/gA)mpr — 0,
og dette gores ved at udnytte ROM 3.4(5) og konstruere en exakt fglge:

(1) 0— A/hA L AJghA T AJgA — 0.

v gives ved v([alpa) def lgalgha. Da der geelder a € hA = ga € ghA, er 7 korrekt

defineret. For at indse, at v er injektiv, antag at fy([a]hA) =0, dvs. ga € ghA, og dermed
ga = ghu for et u € A. Valg p,q € G med a = [p]sg og u = [q]sc . Da [gp]tc = [9hq]sa,
har vi g(p — hq) € fG (= G(f)), og dermed p — hq € fG ifplge 4(3). Heraf fglger
a = [plse = [hglyc = hu € hA, og dermed [a]pa = 0 som gnsket. Direkte af definitionen
folger Im~y = gA/ghA.

7 gives ved m([a)gna) 4ot lalga, og er korrekt defineret herved, da ghA C gA. Det er
oplagt, at 7 er surjektiv med Kerm = gA/ghA.

Den exakte fplge (1) er nu etableret, og (A) er bevist.

(E) “<": Antag, at C og D er uden falles komponent gennem P. Damp(C, D) ifglge
(K) ikke afhaenger af komponenter, der ikke gar gennem P, kan vi gerne antage, at C'
og D er helt uden faelles komponenter. Det gnskede folger nu af Bezout’s setning 8.1(6)
i neeste afsnit, og i beviset for denne benyttes ikke resultater, der hviler pa (E)“<”.

(O): Det er nok at bevise f.eks. mo(f,u) = mn, nar m 4 ord f(0,z2) og n 2 ord u.
Bemeerk, at f — f(0,22) € 21G, veelg v € Clzs] og w € Clx1] med f(0,z2) = z5'v og
u = zfw, og bemaerk v(0) # 0 og w(O) # 0. Vi har:

mo(fou) Dmo(fea?)  Enmo(f.21) & nmo(£(0,22) . 1)

(K:)nmo(xg”,xl)gn(ml) = mn. O

(2) Opgave. Bestem multipliciteterne mo,0)(f . 9), ma,1)(f«9) 0g m@:.1:0)((f*) .« (97))

def def
for f = 23 — 29 og g = 23 — 23.

(3) Opgave. (Hgrer egentlig hjemme i PAK 5.) Bestem m(; 1)(#) for kurven F def
(1—4dz;+x2+ 3x% +x1209 — x% — x:{’) Bestem samtlige tangenter til kurven i dette punkt.
(

4) Opgave. Bevis, at linien L er tangent til den projektive kurve C' i punktet P, netop
hvis mp(L,C) > mp(C).
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(1) Opgave. Bestem multipliciteterne mo (F'), mo(G) og mo(F , G) for kurverne F def
def

(23 —af) og G = (a3 — 2}).

(2) Stilopgave. Snitmultipliciteter.

(a) Angiv definitionerne af snitmultipliciteten i et affint punkt for to polynomier og af

snitmultipliciteten i et projektivt punkt for to projektive kurver.

(b) Angiv de vigtige egenskaber ved snitmultipliciteter.

(c) Bevis additivitetsegenskaben ved snitmultipliciteter. Hvis der udnyttes en isomorfi,
der medfgrer, at snitmultipliciteter kan udtrykkes som dimensioner af passende ringe, da
gnskes denne isomorfi angivet (men ikke bevist). Hvis der udnyttes et lemma om primiske
elementer i Clz1,x2], da gnskes dette formuleret (men ikke bevist). De enkelte dele af
beviset bgr fremsta klart.






MAT 3AG: PROJEKTIVE ALGEBRAISKE KURVER PAK 8.1
8. BEzZOUT’S SETNING

(1) Bemaerkning. Hvis ¢ € Clz1, z2, 23] er homogent, da findes r € Ny, sa ¢ = z5d, og
sa x3 ikke er divisor i d, og dermed ¢ = x%5(c.)* ifolge 3.4(2).

(2) Lemma. Lad C = (c¢) vere en projektiv kurve. Da er fellesmengden W(C) N Lo
tkke tom, og den er endelig, hvis yderligere L, ikke er komponent i C'.

(3) Bevis. Nar L er komponent i C, har vi W(C) N Lo = Loy # @. Nar L, ikke er
komponent i C, er z3 ikke divisor i ¢, sa vi har ¢ = (c¢,)*, og dermed W(C) N Lo =
W ((¢«)*) N Lo, som er ikke—tom og endelig iflge 4.4(1). O

(4) Lemma. Til punkter Py, ..., P, € P2 findes linie L, som ikke gir gennem noget P; .

(5) Bevis. Da P2 er uendelig, kan Q € P2 veelges, sa Q # P; for alle i. Lad L; veere
den projektive linie gennem @) og P;. Da der (f.eks. ifslge Dualitetsprincippet) findes
uendelig mange projektive linier gennem @, kan projektiv linie L gennem @ veelges, sa

L# L; for allei. O

(6) Bezout’s Saetning. Huvis C' og D er projektive kurver uden felles komponent, da
geelder:
Z mp(C, D) = (degC)(deg D) .

PePZ

(7) Bevis. Da Lo ikke er komponent i bade C' og D, er W(C) N L eller W(D) N L
endelig ifplge (2), og dermed er maengden U i W(C)NW(D)N L endelig.

Vealg ¢, d € Clzy, x2, 23], 88 C = (¢) og D = (d), og saet A def W(C)NW(D)NAZ | som
ifplge 4.6(5) er lig med V(c.) N V(d,). Polynomierne ¢, og d, har ikke feelles komponent
(thi var p en sadan, da ville p* veere divisor i (c.)* og (d«)* og dermed i ¢ og d ifglge (1)).
Derfor giver Endelighedslemmaet, se ROM 5.1(7), at V(c.) N V(d,) er endelig; maengden
A er altsa endelig.

Da vi nu har, at W(C) N W(D) = U U A er endelig, kan vi ifplge (4) veelge en linie L,
sa WIC)NW(D)NL=g@.

Velg nu projektivt koordinatskift a: P2 — PZ med a(L) = Lo og isomorfi p: C* —
C? med o = ¢. Den inverse afbildningen o™ ': P2 — PZ er ogsé et projektivt koordi-

natskift, nemli_g al= g_l. Vi har:

@ H(W(Ca) NW(Do) N L) Ca ' (W(Co))Na  (W(Dy)) Na™ (Loo)
som ifplge 4.5(2) er lig med W(C)NW(D)N L = @. Heraf fplger, at:
W(C,) "W(Dy)NLs =9

Da W(C,) N L # @ og W(Dy) N Loy # @ ifslge (2), kan Lo, ikke veere indeholdt i
W(C,) eller i W(D,), dvs. z3 kan ikke veere divisor i de tilsvarende polynomier co ¢!

og d o f‘l. For polynomierne f def (co £—1>* og g def (do £—1>* geelder derfor, at

[¥=cop Tt ogg*= dog_l, og at f og g er uden faelles komponent (thi var p en sadan,
da ville p* vaere divisor i co f‘l ogdo f‘l, og dermed ville p* o ¢ veere divisor i ¢ og d).

Endvidere har vi W(f*) N W(g*) N Lo = W(Co) "W (Do) N Lo = @. Velg indbyrdes

1
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forskellige Py,...,P, € A%, sa V(f)NV(g) = {Pi,...,P,}. Endelighedslemmaet, se
ROM 5.1(10),(8), giver nu:

@ > dimOp (f . g) = (deg f)(degy).

Idet
W(Cy) NW(D,) = W(C,) "W (Do) NAZ =V(f)NV(g9) = {Py,..., P}

har vi med henvisning til Snitmultiplicitetsseetningen 7.1(3) og (1) ovenfor, at:

Z mp(C',D) @ Z ma(p)(CQ.Da) S Z mp(Ca,Da)

PcP? PeP2 PeP2
P) «— D) «
O mp(CaDa) 23 mp(f.g)
i=1 i=1
o o dmOn (£ = (deg f)(deg g)
— (deg C,)(deg D,) = (degC)(deg D). O

(2) Eksempel. For kvadrikkerne C' og H fra 7.3(1) har vi — uden udregning — at:

e V) (F)
4=22 B:t > mp(C.H) > mp(C.H)+mqg(C.H) > 2+2=4,

PePZ

hvoraf mp(C', H) =2 og mg(C', H) = 2.

(3) Opgave. Tegn kurverne C = (f*) og D = (g*), hvor f 4ot 24+ 123 —-1ogg 4ot
23 +4x3 — 4, bestem W(C)NW(D), og udnyt Bezout til at bestemme snitmultipliciteten
mp(C, D) iethvert P € W(C)NW(D).

(4) Opgave. Tegn kurverne C' = (f*) og D = (g*), hvor f def 22+ (z3—1)>—4ogg def
13 +4x3 — 4, bestem W(C)NW(D), og udnyt Bezout til at bestemme snitmultipliciteten
mp(C, D) iethvert P € W(C)NW(D).

(5) Kubiske kurver. En projektiv kurve af grad 3 kaldes en kubisk kurve. Lad C veere
en kubisk kurve. Der folgende muligheder:

/  C = (£3), hvor L = (£) er en linie: W(C) = W(L), og der er ingen regulsere punkter
pa C.

|/ C = (’m), hvor L = () og M = (m) er to forskellige linier: W(C) = W(L)UW (M),
og punkterne pa L er ikke-regulaere punkter pa C, mens ethvert P € W(M) \ W(L) er
reguleert pa C.
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(n

er tre indbyrdes forskellige linier,

1+ C= (Emn) hvor L = (¢), M = (m) og N )
W(M)UW(N), og der er netop ét

der alle gar gennem punktet P: W(C) = W(L) U
ikke-regulzert punkt pa C, nemlig P.

4 C=(mn), hvor L = (£), M = (m) og N = (n) er tre indbyrdes forskellige linier, der
ikke har feelles punkt: W(C) = W(L)UW(M)UW(N), og der er netop tre ikke-reguleere
punkter pa C, nemlig de tre skaeringspunkter mellem to af linierne.

(O C = (kf), hvor K = (k) er en irreducibel kvadrik, sml. 6.9(1), og hvor L = (¢) er
tangenten til K i et punkt P: W(C) = W(K) U W(L), og der er netop ét ikke-regulaert
punkt pa C, nemlig P. Ifglge (F) er mp(K , L) > 1, sa Bezout giver, at der ikke er andre
skaeringspunkter mellem K og L.

(D C = (kf), hvor (k) er en irreducibel kvadrik, og hvor (¢) er en linie, der ikke er tangent
til (k): W(C) = W(k) UW(¥), og der er netop to ikke-regulaere punkter pa C', nemlig de
to skaeringspunkter mellem K og L, som Bezout giver. Sml. nu med spgrgsmalet i 6.9(4).

~  (C er irreducibel: Se nseste resultat.

(1) Saetning. Huvis C' er en irreducibel kubisk kurve, da er der hgjst ét ikke—requlert
punkt pa C.

(2) Bevis. Antag, at @ er et ikke-reguleert punkt pa C, dvs. mq(C) > 2, og at R er et
punkt i P% forskelligt fra Q. Lad L veere linien gennem @ og R. Vi har:

3:3.1%t mp(C, L)
PePp?

V)
> mg(C,L)+mgr(C,L)

(F)
> mg(C)-1+mp(C)-1
Z 2 —|— mR(C) N

hvoraf folger, at mz(C') < 1, hvilket medfgrer at R ikke er ikke-reguleert pa C. [

(3) Opgave. Antag, at P er et dobbeltpunkt pa kurven F' = (f) (dvs. mp(F) = 2), og
at L er dobbelttangent til F'i P (for P = O betyder dette, at L? er det homogene led af
laveste grad i F'). Bevis, at mp(L, F') > 3. Man siger, at F' har en cusp i P, netop nar
mp(L, F) = 3. Bevis, at hvis L = (z2), da er O en cusp pa F, netop nar der for den
tredie afledede af f mht. 2y gaelder f{”(O) # 0. Bevis, at hvis P er en cusp pa F, da har
F kun én komponent gennem P. Angiv en kurve af grad 3 med en cusp i O og tegn den.

(4) Opgave. Betragt kurverne F dof (42323 — (23 + 23)3) og G & (x3 — 23). Angiv
kurvernes multiplicitet i begyndelsespunktet O, bestem deres tangenter i dette punkt, og
bestem snitmultipliciteten mo (F', G). Bestem dernsest snitmultipliciteten mp(F', G) for
ethvert punkt P pa begge kurver. (Benyt Bezout.)
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(1) Opgave. Betragt kurverne C et (2323 — 23) og D dof (v2x3 — 23). Bestem mul-
tipliciteterne mo(C') og mo (D) samt snitmultipliciteten mo(C', D). Bestem snitmulti-
pliciteten mp(C', D) for alle P € PZ. (Benyt Bezout.)

2) Opgave. Antag F def (32 2 x1+1)). Bestem mp(F'). Lad P veere et reguleert
2 1
punkt pa F. Bevis, at tangenten til F' i P ikke kan ga igennem O. (Benyt Bezout.)

(3) Opgave. Betragt de affine kurver:
def 2 2 def 2 2
F=((z14+1)°+a23-1) og G= ((z1+2)*+4z3—4).

Bestem kurvernes multiplicitet i begyndelsespunktet O.

Bestem kurvernes tangenter i O.

Angiv to andre punkter i nulpunktsfaellesmaengden V(F) N V(G).
Bestem snitcyklen F*, G* for de tilsvarende projektive kurver.
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9. MAX NOETHER'S SETNING.

(1) Cykler. Mangden af heltalsfunktioner n: PZ — Z betegnes VAL og er en kommutativ
gruppe med additionen (n,n’) — n+n': P2 — Z, hvor summen n + n’ er defineret ved
(n+n')(P) &t n(P)+n/(P) € Z for P € PZ. En funktion n € 7ZP% siges at vaere en cykel,
netop hvis maengden { P € PZ | n(P) # 0} er endelig, og meengden af cykler betegnes
Z.®%) og er en undergruppe af 7P, Nér n er en cykel, altsa n € Z(R%), skrives n ofte som
en formel sum:
n= > n(P)P=n(P)P+-+n(Pp)Pny,
PeP2

hvor P, ..., P, € P2 i det sidste udtryk er indbyrdes forskellige og valgt, sa n(P) # 0,
kun nar P € {Py,..., P, }. En cykel n er altsa en (endelig) formel heltalslinearkombina-
tion ny Py + - -+ + ny Py, af punkter i PZ.

Graden af en cykel n er givet ved degn def > Pep n(P), og denne sum har mening og

tilhgrer Z, da n(P) # 0 kun for endelig mange P € PZ . Altsa: deg(n1 P+ -+ 1y, Pp) =
ny + -+ -+ n,y, € Z. Gruppen af cykler ordnes (partielt) ved:

n=n <& vPeP:in(P)<n/(P),

og vi definerer ogsa:

def
n<n & n=n A n#n.

(2) Eksempel og advarsel. Cyklen n def 1(6:4:2)+2(0:0:1) +0(1:2:3) kan (med
seedvanlige regler for projektive koordinatsaet og for 1 og 0 som koefficienter) skrives
n=(3:2:1) +2(0:0:1), og den er forskellig fra cyklen n’ def (3:2:1).

Advarsel: Her, hvor alle de nzevnte punkter tilhgrer AZ, kan disse repreesenteres som
talpar, og nar man ggr det, fas n = (3,2)+2(0,0) og n’ = (3,2): Disse er ikke ens cykler!

Undga derfor at repraesentere punkter, der indgar i cykler, som talpar.
Der geelder n’ < n samt degn’ = 1 og degn = 3. For n” &t (3:2:1)+9(1:0:0) geelder
n’ < n” og degn” =10, men n A n” og n” £ n; det er saledes ikke alle cykler, der kan

sammenlignes ved =, sa ordningen er ikke total — kun partiel.

(3) Snitcykler. Lad C og D vere to projektive kurver uden feelles komponent. Vi ved,
f.eks. fra Bezout, at mp(C', D) # 0 kun for endelig mange P € P2, og snitcyklen for C
og D defineres ved:

C.DY N mp(C.D)P.
PeP2

Bezout giver:
(4) deg(C', D) = (deg C)(deg D) .
Snitmultiplicitetsegenskaberne (A), (B) og (D) giver:
(5) C.DE=C.,D+C.FE,
def

nar F ogsa er en projektiv kurve uden falles komponemt med C, og DE = (hk), idet
D = (h) og E = (k) med homogene h, k € Clz1, x2, z3].
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(1) Eksempel. I eksempel 7.3(1), se ogsa 8.2(2), har vi C', H = 2P + 2Q).

(2) Opgave. Betragt de affine kurver F' 4ot (23 — 23)® — (23 + 23)?) og G def (x122).
Angiv kurvernes multiplicitet i begyndelsespunktet O, bestem deres tangenter i dette
punkt, og bestem snitmultipliciteten mg (F', G). Angiv yderligere 4 punkter i nulpunkts-
feellesmeengden V(F) N V(G). Benyt Bezout til at bestemme nulpunktsfeellesmeengden
W(F*) N W(G*) for de tilsvarende projektive kurver, og bestem snitcyklen F'*, G*.

(3) Opgave. Betragt den affine kurve F' = (f) med f &t (1 — 222 + 21 — 23). Bestem

samtlige ikke-regulaere punkter pa F' samt multipliciteten i hvert af disse. Bemaerk, at

f = (z2 — (2% — 1)) (22 + (27 — 1)). Tegn. Bestem snitcyklen F*,G*, idet G def

(.’132(21‘1 —2— .TQ))

(4) Max Noether’s Saetning. Lad C, D og E vere projektive kurver, sa ingen kom-
ponent i C' er komponent i D eller E. Antag, at:

C.D<C,E og VPeW(C)NW(D): P regulert pa C .

Da findes projektiv kurve F' uden felles komponenter med C og af grad deg E — deg D,
sa

(*) C.F=C.,E-C.D.

(5) Bevis. At F findes, sa (x), bevises senere. Af (x) og 1(5) folger C', FD = C, E, og
formlen deg F' = deg F — deg D fglger af 1(4). O

(6) Pascal’s Saetning. Skeringspunkterne for de modstaende sider i en sekskant, der
er indskrevet i en irreducibel kvadrik, ligger pa linie.

(7) Kommentar. Mere udferligt siger Pascal’s Seetning:

Lad D veere en irreducibel kvadrik, og lad Pi,..., Ps veere 6 indbyrdes forskellige
punkter pa D. For i € {1,...,6} betegner L; linien gennem P; og P;y; (idet indekser
regnes modulo seks?). For j € {1,2,3} betegner Q; skeeringspunktet® mellem L; og
Ljs. Daligger Q1,Q2, @3 pa linie. Se illustration 3(1).

(8) Bevis for Pascal. Vi benytter betegnelser fra (7). Betragt de projektive kurver C dof
LiL3Ls og E dof LoLyLg, der begge er af grad 3. Vi har:

C.E=P +- - +F+Q1+ Q2+ Q3
C.D=P +-- +P;

sa ethvert feellespunkt for C' og D er regulezert pa C, og Max Noether giver:

C.F= Q1+ Q2+ Q3

for projektiv kurve F' med deg F' = deg ' — deg D = 3 — 2 = 1. Specielt er F' en linie
gennem @1, Q2 0g Q3. [

4 Altsa Py d:ef P
5Linierne er indbyrdes forskellige, da hver linie har netop to punkter pa kvadikken ifglge Bezout.



9. MaAX NOETHER’S SETNING. PAK 9.3

(1) Pascal illustreret (med betegnelser fra 2(7)):

(2) Kommentar. En ner slegtning til Pascal’s Szetning er Pappos’ Saetning 1.3(7),
hvori kvadrikken D blot ikke er irreducibel, men bestar af to forskellige linier.

(3) Tredie skeeringspunkt pa kubiske kurver. Lad C vare en irreducibel kubisk
kurve, sml. 8.2(5), og lad C° betegne meengden af reguleere punkter pa C. Husk, at der
er hgjst ét ikke-reguleert punkt pa C' ifglge 8.3(1); altsa enten C° = C, hvis C er uden
ikke-reguleere punkter, eller C° = C \ {U}, hvis U er ikke-regulaert punkt pa C'.

For punkter P, () € C° sattes:

T, def linien gennem P og @, hvis P # @
Pe— tangenten til C' i P, hvis P=Q.

I begge tilfeelde giver Bezout, at der findes R pa C, sa C, Tpg = P+Q+ R. Der galder
R € C°, hvilket jo er oplagt, nar R = P eller R = @, og ellers, dvs. mr(C', Tpg) =1,
har vi R € C° ifglge (R). Punktet R betegnes PAQ, som udtales “P hak Q”.

Der findes altsa en komposition A: C° x C° — C°, (P,Q) — PAQ med:

(4) C,TPQ:P+Q+P/\Q.

Kompositionen A er kommutativ, men ikke associativ.
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For alle P,Q, S € C° galder:
(1) (3L linie: C,L=P+Q+S) = S=PAQ.

Hvis nemlig P # @, da er L linien gennem P og @, og hvis P = @), da er L ifglge 7.6(4)
tangenten til C' i P; i begge tilfeelde er L = Tpg, og dermed S = PAQ.

(2) Opgave. Lad der veere givet en irreducibel kubisk kurve C, og lad L vere en linie,

som skaerer C'i tre forskellige punkter P, P, og P5. Begrund, at disse punkter er regulaere
pa C. For hvert i seettes T; def Tp,p,, tangenten til C' i P;, og Q); def P;A\P;, det tredie
skeeringspunkt mellem denne tangent og C. Bestem snitcyklerne C', Ty 1513 og C, L2
Bevis, at 1, Q2 og Q3 ligger pa en ret linie. (Benyt Max Noether.)

(3) Opgave. Lad der vare givet en irreducibel kubisk kurve C'. Et regulaert punkt P pa
C' siges at vaere en flex (pa C), netop hvis det tredie skeeringspunkt pa tangenten Tpp
til C'i P er P selv. Begrund, at dette betyder, at C', Tpp = 3P. Lad P og () vere to
forskellige flexer pa C. Bevis, at PAQ ogsa er en flex.

(4) Addition pa kubiske kurver. Fra nu af er N et fast punkt i C°.

Kompositionen *: C° x C° — C° defineres ved:

PxQ X (PAQ)AN.

Idet vi szetter Upg def T(prQ)n, geelder der altsa:
(5) C.Upg=PANQ+N+PxQ.

(Bemaerk, at man i 3(4) og i (5) ovenfor ikke saetter parenteser om PAQ og P * Q.)
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For P € C° defineres:

=P L PA(NAN) (€ C°).

(1) Seetning. Kompositionen x gor C° til en kommutativ gruppe med N som nul-element
og ~P som modsat element til P.

(2) Bewvis. Kompositionen * er kommutativ, da A er det.
For P € C° harviC', Tpy = P+ N+ PAN = PAN + N + P, som ifplge 4(1) medfgrer
P =(PAN)AN, dvs. P = P N. Punktet N er saledes neutralt ved .
Ifplge definitionen af +P har vi C', Tp(yav) = P+ NAN +(+P) = P+ (+P)+NAN,
som ifplge 4(1) medforer:
NAN = PA(+P).

I alt har vi:
Px (+P) = (P/\(+P))/\N: (NAN)AN =N« N =N.

Nu skal associativiteten bevises. For P, Q,S € C° betragtes de projektive kurver

jop Tpq T(p+q)s Ugs 0g D dot Upg Tgs af grader henholdsvis 3 og 2. Vi har:

C.E=P+Q+PANQ+P*xQ+ S+H(P+xQ)ANS+QAS + N+Q xS
C.D= Q+PNQ+PxQ+S +QAS+ N

sa ethvert feellespunkt for C' og D er reguleert pa C', og Max Noether giver:

C.,F=P +(P*xQ)AS +Q * S

for projektiv kurve F' med deg ' =deg ' —deg D =3 —2 = 1.
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Der findes altsa linie F med C', F = P+ QS+ (P*xQ)AS, sa 4(1) giver (P*xQ)AS =
PA(Q % 5), og dermed:

(PxQ)*S=((PxQ)AS)AN = (PA(Q*S))AN=P=x(Q*S). O

(1) Opgave. Lad der veere givet en irreducibel kubisk kurve C, og lad N vere en flex
pa C, sml. 4(3). Betragt additionen pa C med N som neutralt punkt. Begrund, at
N = NAN, samt at —+P = PAN for alle P € C°. Bevis, at der for reguleere punkter P,
Q og R pa C geelder: P x @ * R = N, hvis og kun hvis R ligger pa linien Tpq .

(2) Opgave. Lad C vere en irreducibel kubisk kurve, og lad D vaere en kvadrik. Antag,
at disse to kurver skaerer i seks forskellige punkter Pi,..., Ps. For i € {2,4,6} betragtes

linien L; def o p,_,p; gennem P;_; og P; og det tredie skeeringspunkt @); def i—1/AP; med
C. Bevis, at Y2, Q4 og Qg ligger pa linie. Betragt en addition pa C, hvori det neutrale
punkt N er en flex pa C, sml. 4(3). Bevis, at Py % ---% Pg = N.

(3) Opgave. Lad P vere et reguleert punkt pa en irreducibel kubisk kurve C, lad L veere
tangenten til C'i P, lad R veere det tredie skaeringspunkt, lad M veere tangenten til C' i
R, lad S vaere det tredie skaeringspunkt, lad /N veaere linien gennem S og P, og lad endelig
Q veere det tredie skaeringspunkt. Tegn. Angiv C', L2N. Bevis, at der findes kvadrik D,
sa C', D =5P+ Q. Bevis, at det herved bestemte punkt @ er entydigt bestemt (altsa at
hvis D’ er en kvadrik med C', D' =5P 4+ Q’, daer Q' = Q).

(4) Opgave. Antag, at C er en irreducibel kubisk kurve, og at N er en flex pa C, sml.
4(3). Betragt additionen * pa C° med N som nul-element. Hvad er NAN i dette tilfeelde?
For et punkt P i C° betegner P’ det tredie skeeringspunkt mellem tangenten Tpp og C.
Beskriv P’ vha. P, * og +. Beskriv @ i opgave (3) ovenfor vha. P, * og +.

(5) Opgave. Antag, at C' er en irreducibel kubisk kurve, at D er kubisk kurve, der
snitter C' i 9 forskellige punkter Py, ..., Py, der er reguleere pa C'. Antag yderligere, at
Py, P, og P5 ligger pa en linie. Bevis, at de resterende 6 punkter Py, ..., Py ligger pa en
kvadrik.

(6) Opgave. Antag, at P og @) er regulzere punkter pa en irreducibel kubisk kurve C, at
FE er en kubisk kurve med C', F = 8P+Q), at D er en kvadrik med C', D = 5P+(). Bevis,
at P er en flex pa C, sml. 4(3), ved at bevise, at der findes en linie T', sa C', T = 3P, og
begrund, at T er tangenten til C'i P.

(7) Opgave. Antag, at Pi,...,Ps, P, og P§ er 8 reguleere punkter pa en irreducibel
kubisk kurve C, at D og D’ er kvadrikker med henholdsvis C', D = P, + --- + P og
C.D)=P +---+P,+ P+ P,

Antag, at Ps, P! og P} ligger pa en linie L. Udregn snitcyklen C', DL. Bevis, at
tangenten til C'i P gar gennem Fg.

Antag nu, at P; = P.. Bevis, at Ps = P}. (Antag f.eks., at Ps # P}, lad M veere
linien gennem Py og P, lad @ veere dennes linies tredie skeeringspunkt med C, udregn
C'. DM, og udled en modstrid.)
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(1) Opgave. Antag, at P og @) er regulzere punkter pa en irreducibel kubisk kurve C, at
L er linien Tpg gennem P og @), at R er denne linies tredie skeeringspunkt PAQ med C,
at M er tangenten Trp til C'i R, at S er dennes tredie skeeringspunkt RAR med C, at
N er linien Tpg gennem P og S, og at U er dennes tredie skaeringspunkt PAS med C.

Bestem snitcyklerne C', L2N og C', M.

Bevis, at der findes en kvadrik D, sa C', D =3P +2Q + U.

Bevis, hvis D’ er en kvadrik med C', D’ =3P +2Q +U’, daer U' = U.

(2) Opgave. Bestem snitcyklen C', D for C' og D som i 8.2(3), og dernaest som i 8.4(1).

(3) Opgave. Lad F = (f) veaere en affin kurve, og betragt den tilsvarende projektive

kurve F* = (f*). Beskriv snitcyklen F*, L i lyset af 4.4(1).
(4) Opgave. Bestem snitcyklen C', D for de projektive kurver C dot (22 — 23 + 23)* og

D 2L (21 + 22 + 22)*. Tegn.






MAT 3AG: RINGE Oc MODULER ROM 1.1

1. ALGEBRAISKE STRUKTURER

(1) Kommentar. Vi starter med at genopfriske nogle algebraiske grundbegreber.

(2) Kommutative grupper. Lad G vare en maengde udstyret med

e en afbildning +: G x G — G, der til ethvert (g,¢9’') € G x G tilordner netop ét
element g + ¢’ € G;
e en afbildning —: G — G, der til ethvert g € G tilordner netop ét element —g € G;
e ct element 0 € G.
Meangden G siges at vaere en gruppe, hvis der geelder
(G1) (g+9")+9" =g+ (9" +g") foralle g, ¢, g" € G;
(G2) g+ 0=gog 0+ g=g foralle g € G; og
(G3) g+ (—g9)=00g (—g) +g =0 for alle g € G.
Her er (G1) associativiteten af +, (G2) viser, at 0 er et neutralt element, og (G3)
udtrykker, at —g er inverst element til g. Man taler ogsa om gruppen (G, +) eller blot
om gruppen G. Brugen af symbolerne 4+, — og 0 omtales som additiv skrivemade.
Lad (G, +) veere en gruppe. Den kaldes kommutativ (eller abelsk), netop hvis

(G4) g+ g =g + g foralleg, g €@q.

I sa fald kaldes + additionen, 0 omtales som nul-elementet, og —g er det modsatte element.
Mengden {n} bestaende af netop ét element n er en kommutativ gruppe: n 4+ n = n,
0 =n og —n = n; den kaldes nul-gruppen og betegnes O; altsa O = {0}.

(3) Kommutative ringe. Lad (R, +) vaere en kommutativ gruppe. Den kaldes en ring,
hvis den (udover +, — og 0) er udstyret med

e cn (sakaldt) multiplikation, dvs. en afbildning: Rx R — R, der til ethvert (r,r’) €
R x R tilordner netop ét element rr’ € R; og
o ct (sakaldt) et-element 1 € R,

saledes at der geelder

(R1) (rr")r” =r(r'r") for alle r,r’',r" € R (associativitet);
(R2) r(r'+r") =rr'+rr” og (r+r")r" = rr’’ +r'r" for alle r, v’ r"" € R (distributivitet);
(R3) r1 =7 og 1r = r for alle r € R.

Ringen R kaldes kommutativ, netop hvis
(R4) rr" =r'r for alle r,r’ € R.

Eksempler pa kommutative ringe er de hele tal Z, de komplekse tal C og polynomiums-
ringene C[z1], C[z1, z2] og C[x1, x2, z3]. Ringen C3 af 3x 3-matricer er ikke kommutativ.
Ringen R siges at veere ikke—triviel, netop hvis R # {0}; altsa

R ikke-triviel <= 1#0.

(til “=” veelg r € R\ {0}, og bemeerk, at der gaelder 1r = r # 0 = Or og dermed 1 # 0.)

(4) Konvention. I ROM-delen af disse noter geelder altid:

R er en ikke—triviel kommutativ ring.
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(1) Specielle ringelementer. For r» € R har vi folgende definitioner:

r er invertibelt <= 3Jr e R: rrl=1;
r er nuldivisor <= da€R: ra=0 A a#0;
r er tkke—nuldivisor <= Va€eR: ra=0 = a=0.

Et andet ord for et invertibelt element er en enhed, og en ikke—nuldivisorer betegnes ofte
som et requlert element.

(2) Specielle ringe. Vi har fglgende to definitioner og en observation.

R er et legeme <= Vre R\{0}: r er invertibelt; og
R er et integritetsomrade <= Vr e R\ {0}: r er en ikkenuldivisor
& Vrr'eR: " =0=r=0V 1 =0.

Det sidste udsagn kaldes ofte nulreglen. Ethvert legeme er et integritetsomrade. De
komplekse tal C er et legeme, mens polynomiumsringene C|x1], C[x1, x3] og Clz1, x2, x3]
er integritetsomrader, der ikke er legemer (da f.eks. z; ikke er invertibelt). Ringen Z/(4)

af restklasser modulo 4, altsa Z/(4) = {0, 1, 2, 3}, er ikke et integritetsomrade (da 22 = 0,
som er nulelementet).

(3) Idealer. Et ideal Z i R er en delmaengde Z C R, der opfylder

(I1) 0eZ;

(I2) a+a' €T for alle a,a’ € T; og

(I3) ra € T for aller € Rog a € 7.
Det kaldes @gte, netop hvis Z # R; segte idealer indeholder ikke invertible elementer
(hvis nemlig u € Z er invertibel, og r € R er vilkarligt, da geelder r = 71 = r(uu=1!) =
r(u=tu) = (ru=Hu € 7).

Delmaengderne {0} og R er idealer i R og kaldes de trivielle idealer; {0} benzevnes ofte
nulidealet.

For a € R er Ra notationen for hovedidealet frembragt af a, og det betegnes ofte (a)
(nar det af den gvrige sammenhaeng fremgar i hvilken ring, vi arbejder); altsa

(a) =Ra={ra|reR}.

De trivielle idealer er hovedidealer: {0} = (0) og R = (1). Fra Mat 2AL vides, at
integritetsomraderne Z og C[z;] er hovedidealomrader: alle idealer i dem er hovedidealer.

(4) Opgave. Bevis, at for ethvert n € Ng er M™ = { f € Clzy,2z2] | ord f > n } et ideal
i C[z1, z2]. Hvilke af dem er hovedidealer?

(5) Moduler. Lad (M,+) veere en kommutativ gruppe. Den kaldes en modul over R
eller blot en R—modul, hvis den (udover 4+, — og 0) er udstyret med

e en (sakaldt) R—multiplikation, dvs. en aftbildning R x M — M, der til ethvert
(r,m) € R x M tilordner netop ét element rm € M,

sa der geelder
(M1) (rr")ym = r(r'm) for alle r,7’ € R og m € M (associativitet);
(M2) (r+7r")ym=rm+r'mogr(m+m’)=rm+rm/ for alle r,r" € R og m,m' € M
(distributivitet); og
(M3) 1m = m for alle m € M (etreglen).
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Ringen R er selv en R—modul med R-multiplikationen lig med ringmultiplikationen.

Nul-gruppen O = {0} er altid en R-modul med R-multiplikationen 70 = 0.

Hvis R er et legeme, da er M en R-modul, netop hvis M er et vektorrum over R.

Enhver kommutativ gruppe G er en Z-modul med Z-multiplikationen defineret for
reZoggeGvedrg=0forr=0,vedrg=g+---+ g med r led for »r > 0 og for
r <0 ved rg = —(—r)g (som allerede er defineret, da —r > 0). Det fglger ved gentagen
anvendelse af modulregel (M2), at dette er en Z—multiplikation pa gruppen M, og at det
er den eneste mulige. Pa den anden side er enhver modul — og dermed specielt enhver
Z—modul — per definition ogsa en kommutativ gruppe. Begrebet “Z-modul” er altsa det
samme som “kommutativ gruppe”.

For ethvert element m i en R—modul M geelder

(1) O0m=0 og (—1)m=—m.

I forste lighed er nullet til venstre for lighedstegnet nul-elementet i R, mens nullet til
hgjre er nul-elementet i M; og i den anden er —1 € R og —m € M. Fgrste lighed indses
saledes: 0m = (0+0)m = 0m+ 0m og dermed 0m = 0m —0m = 0; og den anden saledes:
0=0m=>14+(-1)m=1Im+ (-1)m=m+ (—=1)m.

(2) Undermoduler. En undermodul N af en R—modul M er en delmaengde N C M,
der opfylder

(Ul) 0 € N;

(U2) n+n' € N for alle n,n’ € N ; og

(U3) rn € N for aller € Rogn € N.

Enhver undermodul er selv en R—modul med restriktionerne af addition og multiplikation.
Den kaldes e@gte, netop hvis N # M. Hele M er en undermodul af M, og det er O = {0}
ogsa; dette er de trivielle undermoduler.

Undermoduler af R—modulen R er netop idealerne i R.

Hvis R er et legeme, og V' er en R—modul, altsa et vektorrum over R, da er undermo-
dulerne af V netop underrummene af V.

Lad N og P vare undermoduler af M. Fallesmaengden N N P er da igen en under-
modul af M, idet (U1)—(U3) er opfyldt. Summen defineres ved

N+P={n+p|neN AN peP}

og er igen en undermodul af M; nemlig:

(Ul) 0=0+0€ N+ P;
(U2) (n+p)+(n'+p)=(mn+n)+(p+p)€N+Pfornmn' €N ogp,p' €P;og
(U3) r(n+p)=rn+rpe N+ Pforne NogpeP.

Lad nu Ny, ..., N, vere undermoduler af R—modul M. Feallesmaengden N1 N--- NN,
er en undermodul af M. For v > 1 kan summen defineres rekursivt ved

Nyt Ny = (Ny+ o+ Nyoy) + Ny,

og dens elementer har formen ny + - - -+ n, med n; € N; for alle i. Ved induktion efter v
ses, at N1 + ---+ N, er en undermodul af M.



1. ALGEBRAISKE STRUKTURER ROM 1.4

(1) Opgave. Lad N vere en delmeengde af en R—modul M. Bevis, at N er en under-
modul af M, hvis og kun hvis der gaelder:

N+#@ og rn+n’ € N foralle r€ R og n,n' € N.

(2) Undermoduler frembragt af delmeengde. Lad M vere en R—modul, og lad W
veere en delmeengde af meengden M. Vi seetter spanp W lig med maengden af linearkom-
binationer af elementer fra W altsa

spanp W ={rwi+---+rpw, [In €N A rq,...;rn ER A wy,y...,w, €W},

og spanp @ = O, nulundermodulen af M.

For alle W C M er spanp W en undermodul af M: for W = @& er det oplagt (per
definition), og for W # & har vi:

(U1) 0= 0w € spanp W for w € W;

(U2) summen af to linearkombinationer af elementer fra W er igen en linearkombination

af elementer fra W; og

(U3) r(riwy + -+ rpwy) = (rry)wy + - -« + (rr,)w, ifolge (M1)&(M2).
(Hvis man tillader tomme linearkombinationer og lader sadanne veere 0, da bliver den
tomme maengdes seerstilling overfladig ovenfor.)

Man siger, at spangW er undermodulen frembragt af W. Bemeerk, at W C spany W,
og at der geelder lighedstegn her, netop hvis W er en undermodul af M.

(3) Opgave. Lad M vare en R—modul, lad N veere en undermodul af M, og lad W
veaere en delmaengde af M. Bevis, at der galder:

WCN = spanpWCN.

(4) Endeligt frembragte moduler. R-modulen M siges at veere endeligt frembragt,
netop hvis der findes en endelig delmaengde W, sa M = spanp W; altsa netop hvis der
findes n € Ng og mq,...,m, € M, sa ethvert element m i M er en linearkombination af
mi,...,my € M, dvs. der findes r,...,r, € R, sam=rimy;+---+r,m,.

Nulmodulen O er endeligt frembragt; den kan frembringes af 0 elementer.

R-modulen R er endeligt frembragt; den kan frembriges af det ene element 1. Ethvert
hovedideal (a) i R er en endeligt frembragt modul, nemlig frembragt af a.

Idealet M = { f € C[z1,z2] | ord f > 0} i Clz1, 2] er en endeligt frembragt Clxy, x2]-
modul: den bestar netop af de polynomier, der ikke har noget konstantled:

iog i—1.j j—1
g aj;xiry = ( E a;i;xy x)r + ( E aog; Ty " )T2,
i+5>0 i>0 3>0
sa den er frembragt af x1, 5.

(5) Opgave. Bevis, at idealet M™ fra opgave 2(4) er en endeligt frembragt modul.

(6) Cykliske moduler. En R—modul M er cyklisk, netop hvis den er frembragt af et
element: M = spangp{m} for et m € M. Nulmodulen er cyklisk: O = spanz{0}. Ringen
R er selv en cyklisk modul: R = spang{1}. Et ideal er en cyklisk modul, netop hvis det
er et hovedideal. Vi saetter Rm = spang{m}.
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(1) Opgave. Lad M veaere en R—modul, og lad mq, ..., m,, tilhgre M. Bevis, at

spanp{mi,...,mp} = Rmy +---+ Rm,, .

(2) Produkt af ideal og undermodul. Lad M veere en R-modul, lad P vere en
undermodul af M, og lad Z vaere et ideal i R. Produktet af 7 og P er undermodulen af
M defineret ved:

IP =spanp{ip|i€Z N pe P}.

Undermodulen ZP bestar netop af linearkombinationer af elementer fra P med koef-
ficienter fra 7; altsa:

(3) IP={i1p1+- - +inpn | n €N A d1,...,i, €T A p1,...,pn € P}.

Her folger inklusionen D af, at ZP opfylder (U2). Definitionen af undermodulen Z P viser,
at dens elementer har formen ry(i1p1)+- - -+ 7 (inpy) med r1, ..., 7 € R, i1,... i, €Z,
og p1,-..,Pn € P, altsa ifolge modulregel (M1) af formen (r1i1)p1 + - -+ + (Tnin)Pn, SOm
tilhgrer hgjresiden i (3), da r141, ..., i, € Z, og nu er inklusionen C bevist.

Hvis 7 er endeligt frembragt af ay, ..., ax, altsa Z = spang{ay,...,axr}, da gaelder:

(4) IP:{a1p1—i—-~-+akpk|p1,-~-,Pk€P}-

Her er inklusionen D oplagt. Betragt nu et element fra venstresiden:
n
w=10Y + -+ Yy = Ziuyu €IP
u=1

med i1,...,i, € Z 0g Y1,...,yn, € P. Til hvert i, € T = spang{as,...,ax} findes
Tuls -+ Tuk € R, 84 1, = 25:1 Tuply, 0g dermed

n n k k n
w = Ziuyu = Z (erav)yu = Zav( Zruvyu) )
u=1 v=1 u=1

u=1 ov=1

som er af den gnskede form 25:1 aypy med py, = > 0| TupYu.
Helt tilsvarende bevises det naeste udsagn.

(5) P =spanp{yi,...,yet = IP={iypi+ - +ieye|ir,....ie €IT}.

(6) Opgave. Bevis det naeste udsagn (for Z og P som ovenfor).

T =spang{ai,...,ar} AN P =spang{yi,...,y} =
IP =spanp{a,y, | 1 <u<k AN 1<v</}.

(7)
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(1) Produkt af idealer. Lad Z og J vere idealer i R. Da er
IZJ =spanp{ij|i€I N je€ T}

et ideal i R, nemlig produktet af idealet Z og modulen [J. For n € Ny defineres 7"
rekursivt ved Z° = R og I = Z(Z" ) for n > 0.

(2) Opgave. Betragt idealet M = { f € Clzy,22] | ord f > 0} 1 Clz1, 22] som i 4(4).
Forklar notationen i 2(4) i lys af (1).

(3) Homomorfier. Lad M og N vaere R—moduler, og lad ¢: M — N vzere en afbildning.
Da siges ¢ at vaere en R—homomorfi — eller blot en homomorfi, netop hvis den opfylder:

(H1) o(m+m') = p(m) + o(m’) for alle m,m’ € M; og

(H2) o(rm) =rp(m) for aller € R og m € M.
Udtrykket R-lineer afbildning bruges ogsa for sadanne afbildninger.

Nar man taler om en R—homomorfi ¢: M — N, underforstas altid, at M og N er
R—moduler, M kaldes kilden (pa engelsk: source) og N malet (target) for .

Hvis R er et legeme, da er ¢ en R—homomorfi, netop hvis den er en linezer afbildning
M — N af vektorrum over R.

Endvidere er ¢ en Z-homomorfi, netop hvis den blot opfylder homomorfiregel (H1),
dvs. netop hvis den er en homomorfi M — N af kommutative grupper.

Hvis N er en undermodul af en R-modul M, da er inklusionsafbildningen 1: N —
M en R-homomorfi, der ofte betegnes som N — M. For N = M er det identiteten

For a € R og en R—modul M defineres atbildning ayr: M — M ved aps(m) = am for
m € M. Denne afbildning er en R—homomorfi, som kaldes multiplikation med a. Specielt
er 1 M = id M -

Hvis o: M — N er en bijektiv R-homomorfi, daer ¢ ~1: N — M ogsé en R—homomor-
fi, ¢ siges at vaere en R—isomorfi, og man skriver ¢: M =, N. Identiteten idy: M — M

er en isomorfi. Notationen M = N betyder, at der findes en R—isomorfi M =N ,og M
og N siges at veere isomorfe.

Nulhomomorfien o: M — N er givet ved o(m) = 0 for alle m € M altsa o = 0.

Der findes netop én R—homomorfi M — O, nemlig nulhomomorfien.

Hvis ¢: M — N er en R—homomorfi, da geelder:

(4) ©(0) =0 og ¢(—m) = —p(m) for me M.

Dette folger af regel (H2): ©(0) = ¢(0m) = 0p(m) = 0 og p(—m) = ¢((—1)m) =
(=1)¢(m) = —p(m). Der findes netop én R-homomorfi O — N, nemlig nulhomomor-
fien.

(5) Opgave. Bevis, at (4) ogsa folger af homomorfiregel (H1).

(6) Opgave. Bevis, at aps er en isomorfi for ethvert invertibelt a € R.

(7) Kerne og billede. For R—homomorfi ¢: M — N defineres kernen (pa engelsk:
kernel) og billedet (pa engelsk: image) ved

Kero 22 o~ 1(0) & {m e M| p(m) =0}; og

Imp &= o(M) <= {p(m) [ me M},
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og der gaelder

Ker ¢ er en undermodul af M ; og

(1)

Ime er en undermodul af N .

For m,m’ € Ker ¢ og r € R har vi nemlig:
©(0) =0, @(m+m') =p(m)+em)=0+0=0 og ¢(rm)=re(m)=r0=0,

og dermed 0,m + m/,rm € Ker . Til y,y’ € Im ¢ veelges m,m’ € M, sa p(m) = y og
p(m') =1y, og for r € R har vi:

0=9(0) eImp, y+y =p(m)+em’) =pm+m’) clmy og
ry =re(m) = @(rm) € Imyp.

For enhver R-homomorfi p: M — N geelder:

(2) @ er injektiv <= Kerp =0
(3) ¢ ersurjektiv <= Imp=N.

Her folger (3) direkte af definitionen af surjektivitet. For at indse (2) antag forst,
at @ er injektiv, og at m tilhgrer Ker . Da p(m) = 0 = ¢(0), giver injektiviteten, at
m = 0. Nuer “=” i (2) bevist. Antag omvendt, at Kerp = O, og at m, m’ € M har
w(m) = @(m'). Vi har

p(m—m') = p(m+(=m')) = p(m) +p(=m') = p(m) + (=p(m’)) = p(m) —p(m’) =0,

og dermed m —m’ € Ker ¢, dvs. m = m/. Nu er injektiviteten af ¢ bevist.

(4) Opgave. Lad ¢: M — N vaere R—homomorfi, og lad M’ og N’ veere undermoduler
af henholdsvis M og N. Bevis, at

(5) o(M") dof {o(m")|m' € M} er en undermodul af N ;

(6) e YN 2L fm e M| g(m)e N’} er en undermodul af M.

Begrund, at (1) er specialtilfeelde heraf.

(7) Direkte sum. Lad N og P vere R—moduler. Nar produktmangden N x P udstyres
med additionen (1, p) + (', ) = (n + ', p + 1) for (n,p), (w',p') € N x P, bliver den
til en kommutativ gruppe med —(n,p) = (—n, —p) som modsat element og (0,0) som
nulelement. R-multiplikationen 7(n,p) = (rn,rp) for r € R og (n,p) € N x P gor N x P
til en R—modul, der oftest betegnes N @ P og kaldes den (ydre) direkte sum af N og P,
men betegnelsen N x P bruges ogsa — specielt for ringe, og i sa fald taler man om det
direkte produkt.
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Lad N og N’ veere undermoduler af R—modul M. Afbildningen vyy : N & N/ —
M defineret ved vypn:(n,n') = n+n' for (n,n') € N @ N’ er en R-homomorfi med
Imvyy, = N 4+ N’. Undermodulerne N og N’ siges at danne (indre) direkte sum, netop
hvis N N N’ = O; og i bekraeftende fald er vyy+ en isomorfi: N ® N’ = N + N'.

For R—moduler My, ..., M, med v > 1 defineres den direkte sum rekursivt:

MIEB@M :(Ml@"‘@Mv—l)EBMlﬂ

og dette er en R—modul med elementer (mq,...,m,), hvor my € My, ..., m, € M,.

Antag u € Nog 1 <wu <w.

Inklusionen v, : My, — My @ --- @ M, er givet ved i, () = (0,...,0,2,0,...,0) med z
pa plads u (og 0 pa de andre) for x € M, , og den er en R—homomorfi.

Projektionen m,: My @ --- & M, — M, er givet ved m,(mq,...,m,) = m, for
(my,...,my) € M1 & --- & M,, og den er en R-homomorfi. Der geelder m, o ¢, = idpy, -
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2. RESTKLASSEMODULER

R er en ikke—triviel kommutativ ring.

(1) Restklasser. Lad M vere en R-modul, og lad H vaere en undermodul af M. For
m € M er restklassen [m]g af m modulo H defineret ved:

mlg = {m+h|heH},

som er en delmaengde af M. (Pa engelsk kaldes dette ofte “coset” og betegnes m+ H (da
additiv skrivemade benyttes.) Bemeaerk i gvrigt, at da M er kommutativ som gruppe, er
H en normal undergruppe af M.)

For m,m’ € M gelder:

[m]H:[m']H — m-m' eH.
Med M/H betegnes mengden af restklasser modulo H ; altsa:
M/H={[m|lg|meM}.

Nar undermodulen H fremgar af den gvrige sammenhseng skrives M = M/H og m =
[m]g, og dermed M = {m | m € M }.

Der defineres en addition i M ved 77 +mg = m; + mg for mq, mg € M. For at indse,
at dette er en korrekt definition (dvs. at 4+ herved er “veldefineret”), antag, at m; = m]
og Tz = mb, og bemeerk, at (my +ms) — (m} +mb) = (m1—m}) +(mo—mb) € H, hvoraf
fglger my + ma = m) + m} som gnsket. Herved bliver (M, +) en kommutativ gruppe.

Ved rm = 7m gives en korrekt definition af en R-multiplikation. Hvis nemlig m = m/,

da er rm — rm’ = r(m —m/) € H, og dermed ¥m = rm/. Med 0 som nulelement og
—m = —m modsat element bliver modulreglerne er opfyldt, sa M en R-modul:

M/H er en R—modul med [m]yg + [m/|g = [m+m/|y,
nulelement [0y, —[m|g =[-m]yg og r[mly = [rm|y
for r € Rogm,m’ € M. I R-modulen M/H galder for m € M, at
mlp=0 <= meH.

Man kalder M/H restklassemodulen M modulo H. (Andre navne er kvotientmodulen og
faktormodulen.) Afbildningen

wg: M — M/H givet ved 7g(m) = [m|g

er en R—homomorfi, der kaldes restklassehomomorfien, og den betegnes ofte M — M /H.
Den har Kermyy = H og er surjektiv: Immy = M/H.

For nulundermodulen O af M og m € M gelder [m]o = {m}, [m]o+[m'lo = {m+m'}
og r[mlo = {rm}, sa derfor identificeres M /O altid med M; altsa M /O = M.

For undermodulen M af M og m € M gelder [m]y = M, sa modulen M /M har netop
ét element, dvs. M /M = O, nulmodulen.

(2) Undermoduler af restklassemoduler. Lad M vare en R-modul, og lad H veere
en undermodul af M.

Hvis K ogsa er en undermodul af M, og K O H, da er H en undermodul af R—modulen
K,og K/H={[k|lg | k€ K} (C M/H) opfylder undermodulbetingelserne, og derfor er
K/H en undermodul af M/H. Hvis omvendt W er en undermodul af R-modulen M/H,
og K settes lig med originalmeengden 7' (W) = {m € M | [m]g € W}, da er K en
undermodul af M, og W = K/H.
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(1) Homomorfissetningen. Hwvis p: M — P er en R—homomorfi, og H er en under-
modul af M indeholdt i Ker ¢, da induceres en R—homomorfi:

¢o: M/H — P med p([mlg)=p(m), Kerg=Kerp/H og ITmp=Ime.

(2) Bevis. Hvis m,m/ € M har [m]y = [m/|g, da gelder m — m’ € H C Kery, sa
o(m) — p(m’) = o(m —m') = 0, dvs. ¢(m) = p(m’). Dette viser, at definitionen
o([m]g) = p(m) er korrekt. At ¢ opfylder (H1) og (H2) ses ved inspektion, og det
samme gaelder pastandene om Ker ¢ og Imp. [J

(3) Isomorfissetningen. Enhver R—homomorfi ¢: M — P inducerer en R—isomorfi:

o)

o: M/Kerp —Imp med o([m]kery) = @(m).

(4) Bevis. Dette folger direkte af Homomorfiseetningen med H = Kerp. [

(5) Restklassemodullemmaet. Lad M vere en R-modul, og lad H vere en under-
modul af M. Undermodulerne af restklassemodulen M /H er da netop delmengderne
K/H, hvor K er en undermodul af M indeholdende H, og for sadanne er der en isomorfi

(M/H)/(K/H) — M/K
Hm]H]K/H — [m]K :

(6)

(7) Bevis. At undermodulerne netop er de beskrevne fremgar af 1(2). At give afbildningen
mui: M/H — M/K ved [m]|gw— [m]k

er en korrekt definition, da H C K. Endvidere er mgx en R—homomorfi med Ker mg g =
K/H og Immy kg = M/K. Isomorfissetningen giver derfor den gnskede isomorfi. [

(8) Kommentar. Restklassemodullemmaet kaldes ofte Noether’s anden Isomorfisetning
(men her gnsker jeg at tydeligggre en analogi med et senere resultat).

(9) Noether’s farste Isomorfisaetning. Lad M vere en R—modul, og lad H og K vere
undermoduler af M. Der er da en R—isomorfi:

H/HNK — (H+ K)/K

[ sk — [h]K -

(10) Bewis. Sammensaetningen H — H + K — (H + K)/K (af inklusionen og restklasse-
homomorfien) er en R—homomorfi ¢: H — (H + K)/K givet ved ¢(h) = [h|x og med
Ker o = HN K. Den er surjektiv: for et vilkarligt element [h+ k| € (H 4+ K)/K gelder
(da (h+k)—h=ke€ K), at [h+ k]x = [h]k = p(h). Isomorfissetningen giver nu den
gnskede isomorfi. [
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(1) Annullatorer. Lad M vare en R-modul, og lad m vere et element i M. Vi
definerer annullatoren Anng M af modulen M og annullatoren Anng(m) af elementet m
ved henholdsvis:

AnmmpM ={reR|VYmeM: rm=0} og
Anng(m)={reR|rm=0}.

Disse annulatorer er idealer i R, da det eftervises direkte at idealbetingelserne (I1)-
(I3) er opfyldt. Det nedre indeks r udelades, nar ringens navn er oplagt. Der gaelder
Ann Rm = Ann(m), idet inklusionen C folger af m € Rm; og for a € Ann(m) og
rm € Rm har vi a(rm) = (ar)m = (ra)m = r(am) = r0 = 0, hvilket viser den anden
inklusion.

(2) Szetning om cykliske moduler. For enhver R—modul M er folgende ensbetydende.
(1) M er cyklisk;
(i) M =2 R/ Ann M ;
(éi7) der findes ideal T, sa R/Z = M;
(iv) der findes surjektiv R—homomorfip: R — M.
(3) Bevis. (i) = (ii): Antag M = Rm, og lad afbildningen ¢: R — M vaere defineret
ved ¢(r) = rm. Da ¢ er en R-homomorfi med Ker ¢ = Ann(m) = Ann Rm = Ann M og
Imp = Rm = M fglger det gnskede af Isomorfissetningen.
(13) = (i17) er oplagt.
(iii) = (iv): Sammensetningen R — R/T — M af restklasseafbildningen og isomor-
fien er en surjektiv R—homomorfi.
(iv) = (i): Seet m = (1), og vi vil bevise M = Rm. Til vilkarligt y € M findes (da
Y er surjektiv) r € R, sa y = 9(r). Der geelder y = ¢(rl) = r¢(1) = rm € Rm som
gnsket. [

(4) Opgave. Bevis, at der geelder Ann(H + K) = (Ann H) N (Ann K) for undermoduler
H og K af en modul M. Bevis, at hvis M er frembragt af mq,...,m,, da er Ann M =
Ann(mq)N---NAnn(m,).

(5) Saetning. For enhver undermodul H af R—modulen M gelder:
(6) M =span{yi,...,y»} = M/H =span{[yilg,.--,[yo]E};

H =span{zy,...,z,} AN M/H =span{|z1]y,..., [2u]g} =

(7)

M =span{z1,...,Ty;21, ., 2w} -

(8) Bewis. (6): Elementerne i M/H har formen [m]|g med m € M, og der findes 71, ..., 7,
iR, sam = riyi+- - +ryyy, og dermed [m]g = [riyi+- - +royoly = rilyilu+ - 4oyl
som gnsket.

(7): For m € M betragtes [m|g € M/H, og der velges s1,...,8, € R, sa [m|g =
silzilg + 0 + Swlzw]H, 0g dermed [m|g = [s121 + + -+ + Swzw|H, hvilket medfgrer, at
elementet m—(sy121+- - -+8w2y) tilhgrer H. Kald dette element h, og veelg ¢1,...,q, € R,
sah=qx1 -+ quxry,. Vihar m=s121 + -+ Swzw + q121 - - - + qux,, som gnsket. [
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Vi benytter ofte 3(6) og 3(7) pa fslgende korte form:

(1) M endeligt frembragt = M/H endeligt frembragt; og
(2) H og M/H endeligt frembragte = M endeligt frembragt.

(3) Exakte fglger. En folge K = L 2, M af R-homomorfier siges at veere exakt i L,
netop hvis Im x = Ker A\. En fglge

_ o ¥ -1 i—1 YT s Yt i m—1 ¥ om
L = L' —L —.---—1L — L' — L — e — L - 5L

af m R-homomorfier siges at vaere exakt, netop hvis den er exakt i enhver L? med 0 <
i < m, dvs. Imy*~! = Ker® for alle i med 0 < i < m. Bemserk i gvrigt, at her har
homomorfien ¢*: L — L**! samme indeks som sin kilde.

(4) Opgave. Betragt fglgen L = 0 — L' — 0 (altsda m = 2, L = 0 og L? = 0 i
notationen ovenfor). Bevis, at denne fglge er exakt, netop hvis L' =0.

1
(5) Opgave. Bevis, at L =0 — L! YLI2 S 0er exakt, netop hvis 9! er en isomorfi.

(6) Opgave. Antag, at H er en undermodul af R—modulen M. Begrund, at der er en
exakt folge 0 — H — M — M/H — 0.

1 2
(7) Opgave. Bevis, at L =0 — L! VL2 Y3 S 0er exakt, netop hvis
' er injektiv, Imey' = Kere? og 1?2 er surjektiv.
Bevis, at nar L er exakt, da gaelder

(8) L'~ Kery? og L= L?/Kery?.

(9) C—algebraer. Antag, at ringen R er en C—algebra, dvs. at der findes §: C — R, som
er en ringhomomorfi; for alle a,a’ € C har vi altsa

d(a+a’)=20d(a)+6d(a'), &(aa’)=0d(a)é(a’) og 6(1)=1.

Her er det forste 1 tallet 1 € C (dvs. etelementet i ringen C), og det andet 1 er etelementet
i ringen R.

Enhver R—modul M bliver en C-modul (altsa et vektorrum over C) ved C—multipli-
kationen C x M — M givet ved (¢, m) — d(c)m; altsa ecm = d(c¢)m. Dimensionen af M
som vektorrum over C betegnes dim M (og denne dimension kan selvfglgelig godt veere
uendelig).

(10) Dimensionssaetningen. Antag, at R er en C—algebra, og at H er undermodul af
R-modulen M. Hvis dim H og dim(M/H) begge er endelige, da er dim M endelig, og

dim M =dim H + dim(M/H).
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(1) Bevis. Seet u = dim H og w = dim M, idet M = M/H, og velg baser (z1,...,7,)

og (Z1,...,%y) for vektorrummene henholdsvis H og M. Da z1,...,7, 0g Z1,..., %0
frembringer henholdsvis H og M som C—moduler, giver 3(7) (anvendt over ringen C ), at
C—modulen (dvs. vektorrummet) M er frembragt af x1,...,xy; 21, ..., 2,. Nu mangler

vi blot at bevise, at disse u+ w vektorer udggr et linesert uatheengigt sset. Betragt derfor
en linezr relation

(2) a1r1 4+ -+ ayry + 121+ -+ Cpzw =0
med a,...,ay;C1,...,Cy € C. I restklassemodulen M fas

CIZL++Cwy =zt F CuZy =~y + o F @ty =0,
hvilket — da saettet (Z7,...,%y) er linezert uatheegigt — giver ¢; = - -+ = ¢, = 0. Herefter
er relationen (2) reduceret til a1z + - -+ + ayux, = 0, som — da seettet (r1,...,x,) er
linesert uathaegigt — giver a3 = - -+ = a,, = 0. Det gnskede er nu bevist: relationen (2) er
triviel. [

(3) Den udvidede Dimensionssesetning. Lad R vere en C—algebra, og betragt folgen

O()00 1 901 (pn_2 1 (p'n—l
M = 0-M"—M —---— M""7 — M"—0

af n+ 2 R-homomorfier (startende og sluttende med nul). Hvis M er exakt, og dim M*
er endelig for alle i, da gelder

Konklusionen kan ogsa skrives
(1) dim M°? —dim M + -+ (=1)" P dim M™ ! + (=1)"dim M™ = 0.

(4) Bewvis. Forst behandles to specialtilfeelde.
n=20,dvs. M =0— M° — 0: Ifglge opgave 4(4) har vi M° = 0, og dermed

0
> (1) dim M* = dim M° =0.
i=0
0
n=1, dvs. M = 0 — M° 25 M' — 0: Ifplge opgave 4(5) har vi M® = M' som
R—moduler — og dermed ogsa som vektorrum, og vi far

1
D (1) dim M’ = dim M° — dim M" =0.
=0

Nu er pastanden bevist for n = 0 og for n = 1. Generelt bevises den ved induktion
efter n startende for n = 2.
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0 1
n=2 dvs. M=0— M° Z5 M 25 M? — 0: Ifplge opgave 4(7) har vi
M = Kerp' og M? = M'/Kerp'.

Dette giver fgrste lighedstegn i den naeste kaede, hvori det andet folger af Dimensions-
seetningen 4(10).

2
Z(—l)i dim M* = dim Ker ¢! — dim M* 4 dim(M'/ Ker ')
i=0
= dim Ker ¢! — dim M + dim M' — dim Ker o' = 0.

n > 2 (induktionstrinnet): Seet W = Ker "t = Im "2 (C M 1), og betragt folgen

0 1 n—3 n
M = 0—-M'EZ M2 M3 E L M2 W0,

hvor "~ 2(x) = ¢"2?(z) for z € M"™ 2. Folgen M/ er exakt i M? for 0 <i < n — 3, da
den oprindelige fglge M er det. Fglgen M’ er ogsa exakt i M™ 2, da

Ime" ™3 = Kerp" 2 = Ker 3" 2.

Endelig er M/ exakt i W, da Im¢" 2 = W = Ker(W — 0).
Da folgen M’ saledes er (overalt) exakt, giver induktionsantagelsen

(1) dim M°? —dim M* + -+ + (=1)" 2 dim M" 2 + (-1)" "' dim W = 0.

Pa den anden side er fglgen

n—1

0 =W M1 2 M0

exakt, sa tilfeeldet n = 2 giver dim W — dim M"~! + dim M™ = 0, dvs. dimW =
dim M™~1 — dim M™, der indsat i (1) giver den gnskede (). O

(1) Restklasseringe. Lad 7 vere et ideal i R, dvs. en undermodul af R—-modulen
R. T restklassemodulen R/Z defineres et produkt (R/Z) x (R/Z) — R/Z korrekt ved
([r]z, [*"]z) — [rr']z, og dette gor R/Z til en kommutativ ring, der kaldes restklasseringen
R modulo Z. Ringen R/Z er ikke—triviel, netop hvis idealet Z er segte.

Enhver R/Z-modul W er ogsa en R—modul med multiplikationen R x W — W de-
fineret ved (r,w) — [r]zw; altsa rw = [r]zw. Der geelder Anng W 2 7, da iw = [i|jzw =
Ow=0forieZ ogweW.

Pa den anden side er enhver R-modul M med Anng M O 7 ogsa en R/Z-modul
med multiplikationen (R/Z) x M — M korrekt defineret ved ([r]z,m) — rm; altsa
[rlzm = rm.

(2) Opgave. Lad 7 veere et ideal i R, og lad M veere en R—modul. Giv M /Z M en struktur
som R/Z-modul. Bevis, at hvis y1, ..., y, frembringer M som R-modul, da frembringer
restklasserne [y1]zas, - - -, [Yu]zas restklassemodulen M/ZM som R/Z—modul.
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(1) Primidealer. En delmaengde P C R siges at veere et primideal i R, netop hvis
(x) P eret egteideali R og Vr,r'eR: rmeP = reP VvrepP.
Meangden af primidealer i R betegnes Spec R; altsa:
SpecR={P C R| P er et primideal }.

I restklasseringen R/P bliver sidste del af udsagnet (x) ovenfor til:

Vr,r' e R [rrlp=0 = [rlp=0V [r]p=0,
og dette viser, at vi har:

P eSpecR <= R/P er et integritetsomrade.

Specielt er R et integritetsomrade, netop hvis nulidealet O tilhgrer Spec R.

(2) Maksimalidealer. En delmzengde M C R siges at veere et maksimalideal i R, netop
hvis det er maksimalt blandt @gte idealer, dvs. netop hvis

M eret egteideali R og VI egteideali R: MCI = M=1T;

altsa netop hvis der netop er to idealer, der indeholder M (nemlig M og R). Mangden
af maksimalidealer i R betegnes Max R; altsa:

MaxR={M C R| M er et maksimalideal } .

Da idealerne i restklasseringen R/M netop er af formen Z/ M, hvor Z er et ideal i R med
7 O M, og da en kommutativ ring er et legeme, netop hvis den har netop to idealer, har
vi, at der galder:

MeMaxR <= R/M er et legeme.

Da ethvert legeme er et integritesomrade, har vi:

Max R C SpecR.

(3) Eksempler. Hvis L er et legeme, da er Spec L = Max L = {O}.
Da Z og C[z1] er hovedidealomrader, har vi

MaxZ = { (p) | p primtal } og SpecZ ={0}UMaxZ;
Max Clz1] = { (p) | p irreducibelt } og SpecC[z;] = {O} UMaxClz4].
Af diskussionen ovenfor og Restklassemodullemmaet 2(5) fglger det naeste resultat.

(4) Restklasseringlemmaet. Lad Z vere et ideal i R. Idealerne i restklasseringen R/T
er da netop delmengderne J /I, hvor J er et ideal i R indeholdende I, og for sadanne
er der en isomorfi

(R/D/(T/T) — R|T
(5)
HT]I} TJ/T L [T]J .
Endvidere gelder:
Spec(R/Z) ={P/Z|P€SpecR N P21}

(6) Max(R/T) = { M/T | M € MaxR A M2T}. O
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3. BROKMODULER

R er en ikke—triviel kommutativ ring.

(1) Multiplikativt system. En delmaengde S C R siges at veere et multiplikativt system,
netop hvis der gaelder:

1€S og Vs,s'€S: ss’e€S.

(2) Eksempler pa delmaengder af R, der er multiplikative systemer.
{1}.
U={u€ R|u er invertibelt }.
V ={wv € R | v er ikke-nuldivisor }, sml. 1.2(1).
X ={a2"|neNy} for x € R (idet 2° = 1 per definition).
R\ P, nar P er et primideal i R.

(3) Brgkmodul. Lad S vere et multiplikativt system i R, lad M vere en R—modul, og
betragt produktmaengden M x S = {(m,s) | me M N s€ S}.

Der defineres en addition (M x S) x (M x S) — M x S ved ((m,s),(m1,s1)) —
(sgym+smy, ss1). Denne addition er associativ og kommutativ, (0, 1) er neutralt element,
men alle elementer har ikke ngdvendigvis et inverst element; additionen opfylder altsa
gruppebetingelserne (G1), (G2) og (G4), men (G3) mangler.

Ved (r, (m, s)) — (rm, s) defineres en R—multiplikation R x (M x S) — M x S, som
opfylder modulbetingelserne (M1), (M3) samt anden lighed i (M2), mens forste lighed i
(M2) normalt ikke er opfyldt.

Nu indfgres der en relation i maengden M x S ved

(m,s) ~(m',s") <= FJueS:us'm=usm’.

Dette er en ackvivalensrelation, da den er refleksiv, symmetrisk og transitiv: for alle
elementer (m,s), (m’,s") og (m”,s") i M x S geelder henholdsvis:

(r) (m,s)~ (m,s);

(S> (m7 S) ~ (m/7 8/> = (m/7 8/> ~ (m,s);

(t) (m,s) ~(m',s") N (m',s")~(m" s") = (m,s)~(m"s").
(t)

Ad (t) bemeaerkes, at nar us'm = usm’ og u's”"m’ = u's'm” med u,u’ € S, da har vi:

!0 1 1 1"

(uu's")s"m = (u's")(us'm) = (u's") (usm’) = (us)(v's"m') = (us)(u's'm") = (uu's")sm

og uu's’ € S. Endvidere harmonerer skvivalensrelationen med additionen og R-multi-
plikationen: for alle (m, s), (m’,s’), (m1,s1),(m},s}) € M x S og r € R gelder:

(m,s) ~ (m',s") A (my,s1) ~(m},s)) = (s1m+smy,ss1) ~ (sym' +s'm],s's))

(m,s) ~ (m',s") = (rm,s) ~ (rm/,s’).

(4) Opgave. Bevis de to udsagn ovenfor.
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FEkvivalensklassen repraesenteret ved (m,s) betegnes m/s, og for (m,s),(m/,s") €
M x S geelder derfor:

m/s=m'/s' < (m,s)~(m',s') < FJueS:us'm=usm’;

specielt geelder
(tm)/(ts) = m/s

for t € S og (m,s) € M x S. Elementet m/s kaldes en brgk med teller m og nevner s;
brgken kan ogsa skrives med vandret brgkstreg: =+ = m/s. Den skra brgkstreg / ma ikke
forveksles med modulostregen i udtrykket M/H, nar H er en undermodul af M; i disse
noter skrives modulostregen aldrig vandret.

Meaengden af ackvivalensklasser betegnes S~ M altsa:

SIM={m/s|meM N scS}.
Additionen pa M x S inducerer en addition +: S™'M x ST'M — S~'M givet ved
(m/s,m1/s1) — (m/s) + (m1/s1) = (sym + smq)/(ss1)

og dette er en korrekt definition, da ~ harmonerer med additionen pa M x S. Maengden
S~1M opfylder med denne + gruppebetingelserne (G1), (G2) og (G4), da disse allerede
er opfyldt for additionen pa M x S, og ogsa (G3) ses at veere opfyldt:

(m/s) + ((=m)/s) = (sm + s(=m))/(ss) = 0/(ss) = 0/1.

Nu er (S71M, +) udstyret med struktur som kommutativ gruppe.
R-multiplikationen pa M x S giver en R-multiplikation R x S™*M — S~'M ved

(r,m/s) —r(m/s) = (rm)/s,
og dette er en korrekt definition, da ~ harmonerer med R—multiplikationen pa M x S.

Modulbetingelserne (M1), (M3) samt anden lighed i (M2) overfgres til S™1M, og ogsé
forste lighed 1 (M2) gaelder:

(r+7r")(m/s) = ((r +r")m)/s = (s(rm) + s(r'm))/(ss) = (rm)/s + (r'm)/s
=r(m/s)+r'(m/s).

Nu er S~'M udstyret med en R-modulstruktur. Afbildningen
P M — STIM defineret ved p3,(m)=m/1 for m e M

er en R—homomorfi. Nar S fremgar af den gvrige sammenhaeng, skrives blot pj, .
Multiplikationen S™'R x S™'R — S~ R givet ved

((r/s),(r'/s") = (r/)(r'[s") = (r1") [ (s5")

er korrekt defineret og ggr den kommutative gruppe (S—'R,+) til en kommutativ ring
med 1/1 som et-element. Ringen S™!R kaldes brokringen for R (og S kaldes naevner-
maengden).



3. BROKMODULER ROM 3.3

R-homomorfien pr: R — SR er ogsa en ringhomomorfi: pr(1) = 1/1 og pr(rr') =
pr(r)pr(r’) for r,r’ € R.
S~ R—multiplikationen SR x S™*M — S™1M givet ved

((r/s),(m/s")) = (r/s)(m/s") = (rm)/(ss')

er korrekt defineret og ggr R-modulen S—'M til en S~!R-modul, som kaldes brgkmo-
dulen for M.

Bemerk, at 0/1 er nulelementet i S~1M, og at der for m/s € S M geelder:
(1) m/s=0/1 <= 3JueS:um=0.

Endvidere gaelder der for nulmodulen O, at brgkmodulen S~'O ogsa er nulmodulen:
S~10 = 0. Ogsa brgkmoduler af ikke-trivielle moduler kan vaere nul: Betragt ringen
R = Z, modulen M = Z/(2) = {0,1} og det multiplikative system S = Z \ {0}. Her er
S™IM =0, da 1/v = (21)/(2v) = 2/(2v) = 0/(2v) = 0/1.

(2) Opgave. Lad M veere en R—modul, og lad S veere et multiplikativt system i R.
Bevis:

STITM=0 <= VmeM: Anng(m)NS # 2.

(3) Opgave. Betragt de to multiplikative systemer:

U={u€ R|u er invertibelt } og

V ={v € R | v er ikkenuldivisor } .
Bevis, at p%: R — U~!'R er en isomorfi, og at pj: R — V'R er injektiv.
(4) Brgklegeme. Lad R veere et integritetsomrade, og seet V- = R\ {0}, der jo er et mul-
tiplikativt system. Brgkringen VIR er et legeme (med (r/v)~! = v/r for r/v € VIR
og r/v # 0/1), nemlig broklegemet for R, og p¥%: R — V'R er indlejringen.

Antag nu yderligere, at S er et multiplikativt system i R med 0 ¢ S. Da S C V| er
S7!R en delring af brgklegemet V'R, og dermed er S™!'R et integritetsomrade.

(5) Induceret homomorfi. Lad ¢p: M — N vare en R-homomorfi. At satte
S™lp(m/s) = p(m)/s (€ ST'N) for m/se€ S'M

er en korrekt definition af en afbildning S~'p: S™'M — S~IN, og denne er en S™'R-
homomorfi: f.eks. har vi for r/t € ST1R og m/s € ST M:

S7re((r/t)(m/s)) = S~ o((rm)/(ts)) = w(rm)/(ts) = (ro(m))/(ts) = (r/t)(e(m)/s)
= (r/t)S_lcp(m/s) )
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(1) Brgkmodullemmaet. Lad M vere en R-modul, og lad S vere et multiplikativt
system i R. Undermodulerne af brokmodulen S~'M er da netop delmaengderne S—'H,

hvor H er en undermodul af M, og for sadanne er der en S~'R—isomorfi:
ST'M/ST'H = S~Y(M/H)
[m/s}sflﬂ — ([m]H)/S

(2)

Skrevet med vandret brgkstreg bliver definitionen af isomorfien fglgende:

[ sy o

(3) Bevis. Hvis H er en undermodul af M, da er delmaengden
ST'H={h/s|hcH AN scS}

en undermodul af S~!R-modulen S™'M, da undermodulbetingelserne (U1) — (U3) er
opfyldt.

Hvis omvendt W er en undermodul af S~'R-modulen S~'M, og H seattes lig med
originalmeengden p, (W) = {m € M | m/1 € W}, da er H en undermodul af M
ifglge 1.7(6). Endvidere geelder W = S~'H: for m/s € W har vi m € H (da m/1 =
(s/1)(m/s) € W), og dermed m/s € S™'H; pa den anden side har vi h/s = (1/s)(h/1) €
W, nar h € H (thii sa fald geelder h/1 € W).

Restklassehomomorfien mp: M — M/H inducerer S™lmy: S™'M — S™Y(M/H),
der er en S~'R-homomorfi givet ved S™'my (m/s) = ([m]m)/s, og (4) nedenfor giver:

Ker S~ lng =S 'Kermy = S_lH;
ImS 'ry =8 'imny =S 1(M/H).

[somorfisaetningen giver derfor den gnskede isomorfi. [

(4) Opgave. Lad S vere et multiplikativt system i R, og lad ¢: M — N vaere en
R-homomorfi. Bevis:

KerS7lo=S"'Kergp og ImS 'p=5"1Imep.

(5) Opgave. Lad S veere et multiplikativt system i R, og lad M = N ¥, P vare en
exakt fglge af R—homomorfier. Bevis, at de inducerede S~!R-homomorfier S~ M 5 e,
S—IN 2%, §-1P danner en exakt folge.
(6) Opgave. Lad Z og I’ veere idealer i R, og lad n € Ny. Bevis de neste to formler.
(7) (ST'I)(S7'T) = s7H(ZT');
(8) (S7'T)" = 87HT").

Antag, at J er yderligere et ideal i R, og at det er indeholdt i bade Z og Z’. Bevis
ogsa de naeste formler.
(9) Z/@/)T) =TT +7)/T;
(10) Z/g)"=T"+I)/T -
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(1) Brgkringlemmaet. Lad S vere et multiplikativt system i R. Idealerne i brokringen
STIR er da netop delmengderne S™'I, hvor I er et ideal i R. Lad nu I vere et ideal i

R, og set g {[slz|s€S}. Daer S et multiplikativt system i restklasseringen R/Z,
og der er en S~ R—isomorfi og en ringisomorfi henholdsvis:

ST'R/ST'T = S YR/T) S'R/ST'T = STY(R/T)

[7/8] gz ¥ [rlz/s: [7/8]g g Ir]z/ls]z -

(2)

Endvidere gelder:

(3) SpecST'R={S'P|PecSpecR AN PNS=0}.

(4) Bewvis. Den fgrste pastand (om idealerne i S™'R) og den fgrste isomorfi i (2) folger
direkte af Brgkmodullemmaet 4(1).

Det er oplagt, at S er et multiplikativt system i R/Z. Tilordningen r/s +— [r]z/[s]z
giver en korrekt definition af en surjektiv ringhomomorfi S~'R — S—!(R/Z) med kerne
S—17, s Isomorfissetningen (for ringe) giver den anden isomorfi i (2).

Hvis P er et primideal i R med PN S tom, da er S~1(R/P) et integritetsomrade ifplge
3(4), s anden isomorfi i (2) giver, at ST1P er et primideal i ST R.

Hvis omvendt Q er et primideal i S™'R, da har vi for P = p'(Q), som let bevises at
veere et primideal i R, at S™'P =Q. O

(5) Opgave. Lad S vare et multiplikativt system i R, og lad M veaere en R—-modul.
For s € R betragtes multiplikationshomomorfien sp;: M — M (defineret i 1.6(3) ved
sy (z) = sx). Endvidere betragtes homomorfien p3,: M — S™1M, z + /1. Bevis de
neeste to pastande.

(i) Hvis sps er injektiv for alle s € S, da er p3; injektiv.
(s) Hvis sys er surjektiv for alle s € S, da er p3, surjektiv.

[§

(6) Maksimalidealszetningen®. Ringen” R har (mindst) et maksimalideal; det vil sige,

meangden Max R er ikke tom.

(7) Bevis. (Ikke pensum.) Lad I betegne maengden af @gte idealer i R. Da ringen R
er forudsat at veere ikke-triviel, er I ikke den tomme mangde. Vi vil anvende Zorn’s
Lemma?® pa I ordnet ved inklusion C, sa vi gnsker at vise, at I herved er induktivt ordnet;

altsa at enhver delmaengde Y C I, der er totalt ordnet®, har en majorant'®. Lad derfor

Y C I veere totalt ordnet, og sset W dof Uy ey, som er et ideal, da idealbetingelserne (I1)-

(I3) fra 1.2(3) er opfyldt. For f.eks. at indse (I2) antager man a,a’ € W, dvs.a €Y € Y
oga €Y' €Y, ogda Y er totalt ordnet kan man gerne antage ¥ C Y’; man har nu
a+a €Y' CW som gnsket. Endvidere er W et aegte ideal, thi ellers ville 1 tilhgre det
og dermed ogsa et Y fra Y C I i modstrid med definitionen af 1. Man har saledes, at
W €1 er en majorant for Y. Nu da det er bevist, at I er induktivt ordnet ved C, giver
Zorn’s Lemma et maksimalt element M i I, og dette er netop et maksimalideal. [J

6der kunne have vezeret bragt i ROM 2.

"som er ikke-triviel ifl. 1.1(4).

8 Enhver induktivt ordnet ikke-tom maengde har et maksimalt element.
9dvs. for alle Y, Y’ € Y gzelder Y C Y/ eller Y/ C Y.

Odvs. en W €l, s Y CW foralleY €Y.
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(1) Maksimalidealkorollaret. Ethvert egte idealZ i R er indeholdt i et maksimalideal.

(2) Bevis. Da T er et &gte ideal, er ringen R/Z ikke triviel, og Maksimalidealssetningen
giver et maksimalideal M’ i R/Z. Ifslge Restklasseringlemmaet, se 2.7(6), findes M €
MaxR,sa Z C M og M'=M/Z. O

(3) Lokal ring. Ringen R siges at veere lokal, netop hvis R har netop ét maksimalideal.
Nar man vil ggre opmaerksom pa, at maksimalidealet betegnes M, siger man: (R, M) er
lokal.

(Z/(4),(2)/(4)) er lokal.
Z/(6) er ikke lokal, da bade (2)/(6) og (3)/(6) er maksimalidealer.

Hvis (R, M) er lokal, da gaelder for ethvert ideal Z i R og ethvert r € R, at:
(4) T er et segte ideal = ICM
(5) r er ikke invertibelt = re M.

(6) Lemma. Idet U ={u € R |u erinvertibelt}, gelder:
R erlokal <= R\U er et ideal.

I bekraftende fald er R\ U maksimalidealet i R.
(7) Bevis. Forst bemeerkes, at der geelder:

(8) T er et segte ideal = INU=2.

For at bevise “«<” antages, at M LR \ U er et ideal. Det er da et maksimalideal,
thi hvis 7 er et aegte ideal, da er ZNU = & ifplge (8), og dermed Z C R\ U = M.

Omvendt, nar (R, M) er lokal, da er R\ U = M, idet inklusionen C er (5), og 2 er
(8); og R\ U er derfor et ideal.

Biimplikationen er nu bevist, og det blev den sidste pastand ogsa undervejs. [J

(9) Opgave. Afggr, om C[zq,z2] er en lokal ring (sml. f.eks. PAK6.1(4)). Er C[z4]
lokal? Er Clxy, 2, x3]?

(10) Lokalisation. Lad P vere et primideal i R, dvs. P € Spec R, og lad M vere en
R-modul. Mzngden R\ P er da et multiplikativt system, og man setter:

Mp & (R\P)"'M.
Specielt betegner Rp brgkringen (R \ P)"!'R, som er en lokal ring ifglge (1) nedenfor;
den kaldes R lokaliseret i P, og Rp—modulen Mp kaldes M lokaliseret i P.

(11) Lemma. For P € SpecR ogr/s € Rp medr € R,s € R\ P gelder:

r/s erinvertibelt i Rp <= r¢P.

(12) Bewis. Implikationen “<” er oplagt: for r ¢ P har vi s/r € Rp og (s/r)(r/s) =
(rs)/(rs) =1/1, som er et-elementet i Rp .

Antag omvendt, at a/t € Rp med a € R, t ¢ P og (a/t)(r/s) = 1/1. Det sidste giver
u ¢ P, sa uar = uts. Da u,t,s ¢ P og P € Spec R, har vi uts ¢ P, og dermed specielt
r¢P. O
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(1) Lemma. Brgkringen Rp er lokal med maksimalidealet

Pp={a/s|laeP N s¢P}.

(2) Bewvis. Sammenhold 6(11) med 6(6). O

(3) Opgave. Lad S vere et multiplikativt system i R, og lad P € Spec R veere sa
PNS = a. Bevis, at der for r/s € ST!Rmed r € R, s € S geelder:

(4) r/s€ ST'P = recp.
Etablér en isomorfi:
(5) (ST'R)g-1p — Rp .

(6) Lemma. Lad X vere en R—modul, sa der findes M € Max R med M C Ann X.
Der er da en R—isomorfi:

pX:XiXM.

(7) Bevis. Ifplge opgave 5(5) er det nok at bevise, at sx er en isomorfi for alle s € R\ M.
For sadant s er maksimalidealet M en zegte delmaengde af idealet M+(s), og sidstnaevnte
ideal er derfor ikke segte; altsa M + (s) = R. Vaelgr € Rogm € M, sars+m = 1.
Heraf fglger, at homomorfierne rx og sx er hinandens inverse, idet vi for x € X har:

rx(sx(x))=rsz=(rs+m)z=1r =2 og sx(rx(x)) =sre=rsx =z,
hvor anden lighed skyldes, at m € Ann(z). O

(8) Opgave. Lad X vare en R-modul, sa der findes M € Max R og n € N med M"
indeholdt i Ann X. Bevis, at der er en R—isomorfi px : X =X M - (Ga frem som i beviset

(7). Binomialformlen giver: 1 = 1" = (rs+m)" = >, <7Z) (rs)'m"~" = as +m"

def n S — .
fora = Y1, < ) ) ris'~tm"~"  Slut heraf, at homomorfierne ax og sx er hinandens
=L\ ¢

inverse.)

(9) Opgave. Bevis,at STHZ+J) = (ST )+ (S 1T) og S~HZINT) = (STT)N(S~LYT),
nar Z og J er idealer og S er et multiplikativt system i R.

(10) Opgave. Bevis, at en R—modulen M er triviel, hvis M = 0 for alle M € Max R.
Bevis, at hvis Z og J er idealer i R med Zyq = Jaq for alle M € Max R, daer Z = J
(Betragt f.eks. R—modulen (Z + J)/Z ).

(11) Opgave. Lad ¢: V — H vaere en R-homomorfi, og betragt den inducerede R(—
homomorfi aq: Vay — Hpaq for M € Max R. Bevis (ved ogsa at benytte 4(4) ):

(12) ¢ injektiv <<= VM € MaxR: pr injektiv;
(13) ¢ surjektiv <= VM e MaxR: ppq surjektiv.

(14) Opgave. Formulér og bevis: S™YM; @ - & M,) =2 (S™My) @ - - ® (S™1M,).
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(1) Opgave. Bestem for undermoduler H og K af R—modul M tre homomorfier ¢, ¢ og
m, sa der er en exakt folge:

0—-HS5H+KS5SM/HNK S M/K —0.

(2) Opgave. Bestem for undermoduler H og K af R—modul M tre homomorfier ¢, ¢ og
m, sa der er en exakt folge:

0—-HNK SHSM/KSM/(H+K)—0.

(3) Opgave. Lad a veere et element i ringen R, og betragt for R—modul M undermodulen
M={meM|am=0}. [At dette er en undermodul af M gnskes ikke uddybet.]

(a) Begrund, at der for enhver homomorfi ¢: M — N geelder p(M) C N.
Lad ¢: M — N betegne restriktionen.

(b) Bevis, at enhver exakt folge 0 — K -5 L 2, P af R-moduler inducerer en exakt
folge 0 — K S L2 P.
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4. NOETHERSKE RINGE

R er en ikke—triviel kommutativ ring.

(1) Emmy Noether (1882-1935), tysk, fra 1933 bosat i USA, datter af Max Noether,
som optraeder i PAK 9. Emmy Noether var en foregangsperson inden for abstrakt ring-
teori.

(2) Noetherske ringe. Man siger, at ringen R er noethersk, netop hvis ethvert ideal i
R er endeligt frembragt.

Alle legemer er noetherske. Ringene Z og C[z;] er noetherske; alle PID (dvs. hovedide-
alomrader) er noetherske. Senere skal vi i 3(2) se, at (f.eks.) Clz1,z2] og Clz1, z2,x3] er
noetherske, og i 3(3)&(5) at den lokale ring Op(G) i et punkt pa en (affin eller projektiv)
kurve GG er noethersk.

(3) Seetning. For ringen R er folgende udsagn ensbetydende.

(1) R er noethersk.
(ii) Enhver stigende kede Ty CZy C --- C T, CZy1 € -+ af idealer i R er sluttelig
stationer, dvs. der findes mg € N, sa I,,,, = Lyny+i for alle i € Ny .
(ii1) Enhver ikke—tom delmengde 1 af idealer i R har et maksimalt element Ty, dvs.
foralle T € 1 med Iy C 1T geelder Tp = 1.

(4) Bevis. “(i) = (i1)”: Lad 7y CZo C --- CZ,, € Z,p41 C - -+ veere en stigende kaede
af idealer i R, og seet T def Umen Zm, som let ses at opfylde idealbetingelserne (I1) —
(I3) i 1.2(3) og derfor er et ideal i R. Forudsaetningen giver, at Z er endeligt frembragt:
Z = (a,...,a,) med ai,...,a, € Z. Til hvert a; findes et m; € N med a; € Z,,,.
Lad mg veere det stgrste blandt my,..., m,, og bemerk ay,...,a, € Z,,, og dermed
T = (a1,...,an) C Ip, CZ. Heraf folger Z,,, = Z, og derfor giver Z,,, C Z,,,+; C T for
1 € Ng, at Z,,,, = L+ for alle ¢ € Ny .

“(it) = (i41)”: Antag, at I er en ikke-tom maengde af idealer i R, og at I ikke har
maksimalt element. Enhver endelig strengt!'! stigende kaede Z; C --- C Z,,, af elementer
fra I kan — da Z,,, ikke er maksimalt i I — udvides til keede 7y C --- C Z,;, C Z,;,+1 med
ogsa Z,,+1 1 I. Dette viser, at der findes en uendelig strengt stigende keede Z; C --- C
Zm C Zypy1 C -+ 1 modstrid med (i7).

“(i71) = (i)”: Antag, at 7 er et ideal, der ikke er endeligt frembragt (og dermed specielt
Z #0). Vikan derfor veelge aq, as,...,am,... 12,88 apmy1 ¢ (a1, ..., a,) for allem € Ny

(idet (ay,...,am) 20 for m = 0). Mengden I def {(a1), (a1,a2),...,(a1,...,Qm),...}
af idealer i R er ikke-tom og har ikke et maksimalt element i modstrid med (iii). O

(5) Opgave. Begrund, at mangden R <X {f € Cla1] | f(o) € Z} af polynomier
f € C[z1] med helt konstantled er en delring af C[z1]. Konstruér i R et ideal Z, der ikke
er endeligt frembragt og en uendelig strengt stigende kaede af idealer.

(6) Opgave. Lad X vere en ikke-tom maengde, og lad CX veere maengden af funktioner
f: X — C. Begrund, at CX er en ring: for f,g € C¥X defineres f + g, fg € C¥X ved
henholdsvis (f + g)(z) = f(x) + g(z) og (fg)(x) = f(x)g(x) for x € X. Bevis for
delmaengde Y C X, at Zy def {feCX|VyeY: f(y) =0} er et ideal, og at Ty C Zy-,
nar Y O Y’. Bevis, at C¥X ikke er noethersk, nar maengden X er uendelig.

HT disse noter betegner C streng inklusion; altsd: X CY <= XCY A X #Y.
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(1) Seetning. Hvis R er noethersk, og T er et ideal i R, da er restklasseringen R/T
noethersk.

(2) Bevis. Lad J' veere et ideal i R/Z, og veelg ideal J i Rmed J 27 og J/Z = J'. Da
R er noethersk findes ay,...,a, € R med J = R(ay,...,a,). Heraf folger 7' = J /T =
(R/I)([a1]z, - - ., [an]z), som er endeligt frembragt. [

(3) Seetning. Hwis R er noethersk, og S er et multiplikativt system i R, da er brokringen
S~'R noethersk.

(4) Bevis. Lad J' veere et ideal i STIR, og veelg ideal J i R med S™'J = J'. Da R
er noethersk findes ay,...,a, € R med J = R(ay,...,a,). Heraf folger 7' = S™17 =
S™1R(ai/1,...,a,/1), som er endeligt frembragt. [

(5) Hilbert’s Basissaetning. Hvis R er noethersk, da er R[x] noethersk.

(6) Bevis. For ethvert ideal 7 i R[z] og ethvert n € Ny lader vi Z(™ betegne maengden
af n’te grad koefficienter til polynomier f € 7 med deg f < n; altsa:

7™ d:ef{an € R|3ag,a1,...,an1 € R:ag+arx+-+a, 12" +a,x" €T},

specielt 7(®) = TN R, maengden af konstanter i Z. Idealbetingelserne (I1) — (I3) er opfyldt,
sa I er et ideal i R. Da der geelder f € T = zf € Z, har vi kaeden:

(7) 7O cz® c...czm cgr+t) ... |

For alle idealer 7 og J i R|x| geelder:

(8) ICT = (YneNg:I™cgm),

Her er (8) oplagt udfra definitionen.

For at indse (9) antages f # 0 at tilhgre J, og vi beviser f € Z ved induktion efter

nd:efdegf. Induktionsstart n=0: fe JNR=7JO =IO =INRCT.

Induktionstrin 7 > 0: Idet f =ag+ -+ ap_12" "+ +a,z™ med ag, ...,apn_1,an € R,

har vi a, € J™ = I og der findes derfor elementer by,...,b,_1 i R, saledes at
polynomiet g def bo + -+ + by_12" ! + a,a™ tilhgrer Z (C J). Da f —g € J og
deg(f — g) < n, giver induktionsantagelsen f — g € Z, og heraf fas f = (f —g) +g € Z.

Hermed er (9) bevist.
For at bevise, at R[z] er noethersk, tager vi udgangspunkt i (i7) i seetning 1(3) og lader

o Ch € CLp &

veaere en stigende kaede af idealer i R[x], og seetter i def (Z,n)™ for m,n € Ny. Betragt
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det naeste diagram af kaeder af idealer i R:

) < 1V ¢ c IV < c IV, ¢
M Al Al Al
V) < 1tV ¢ c I < c 1), ¢
A N N A
N N N Nl
m < 1™ C c M c M
N A N Al
M M N Al
z—ém—!—z) C z—{m—!—i) C C Iﬁnm—H) C C Iy(nnitl) C

hvor sgjlerne kommer fra 2(7) og rackkerne fra 2(8).
Da R er noethersk, giver diagonalen

Iéo)QIS)g...gj&m)g...gz’ﬁnﬁti)g...,

at der findes mgy € Ny med I&ﬂg(’) — 7motd) g0 alle i € Ny , og dette medfgrer, at der for

mo-+1
alle j € Ny geelder Zin® ™) = 20089 for alle i € Ny .

Betragt nu enhver af de mg forste raekker: for h € {1,...,mg} veelges my € Ny
med L(,?h_l) = If?fh_jl) for alle © € Ng. Lad nu m betegne det stgrste blandt tallene
MOy MLy -+ ey My -

For alle n € Ny har vi nu 7 = IT(,Z)_Z for alle i € Ny, og ifglge 2(9) derfor ogsa

Ty = Iy for alle ¢ € Ny — som gnsket. [

Ved induktion efter n fas:
(1) Korollar. Huvis R er noethersk, da er R|xq,...,x,| noethersk. [
(2) Korollar. Ringene C[xy,x2] og Clx1,z2,x3] er noetherske. O

(3) Korollar. Lad P vere et punkt i AZ . Da er Op(AZ) noethersk, og for enhver affin
kurve F' er ogsa Op(F') noethersk.

(4) Bevis. Feorste pastand folger af (2) og 2(3), og den anden fglger af den forste og
2(1). O

(5) Korollar. Lad P vere et punkt i P2. Da er Op(P%) noethersk, og for enhver
projektiv kurve C' er ogsa Op(C') noethersk.

(6) Bevis. Velg et projektivt koordinatskift a: P2 — P2, sa a(P) tilhgrer AZ. Pastan-
dene folger nu af (3) i lys af PAK 6.4(4)&6.3(3). O

(7) Noetherske moduler. Man siger, at R—modulen M er noethersk, netop hvis enhver
undermodul K af M er endeligt frembragt.
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(1) Opgave. Lad M veere en R—modul med en undermodul N. Bevis, at der gelder:

M er noethersk <= N og M/N er noetherske.

(2) Opgave. Bevis, at hvis M og M’ er isomorfe R—moduler, da gelder:

M er noethersk <= M’ er noethersk.

(3) Opgave. Lad 0 — L — M — P — 0 veere en exakt folge af R~homomorfier. Bevis,
at der geelder:
M er noethersk <= L og P er noetherske.

(4) Opgave. Lad My, ..., M, veere R—moduler og v > 1. Etablér exakt folge
O— M ®--- &My 1—-M d---&My_1&M, — M, —0.
Bevis, at der geelder:

My ®---® M, er noethersk <= M,y,..., M, er noetherske.

(5) Opgave. Lad M vare en R—modul.

For v € N betegner M" den direkte sum af v kopier af M, dvs. M = M; & --- & M,
med M; = M for alle ¢. Antag, at M er endeligt frembragt af mq,...,m, € M; altsa
M = Rmqy + --- + Rm, . Bevis, at afbildningen ¢: R — M?" defineret ved o(r) =
(rmy,...,rmy) for r € R er en R—homomorfi med Kery = Anngp M. Bevis, at R—
modulen R/ Anng M er isomorf med en undermodul af M"

Bevis, at hvis M er en noethersk R—modul, da er R/ Anng M en noethersk ring.

(6) Opgave. Lad (R, M) veere en lokal ring.

Bevis for egte ideal 7 i R, at produktet M(R/T) af idealet M og R-modulen R/T er
lig med (M +1Z1)/Z, og at M(R/Z) C R/T.

Bevis, at hvis M er en R—modul, sa der findes @gte ideal Z i R og surjektiv R—homomor-
fi p: M — R/Z, da geelder MM C M. (Bevis og udnyt f.eks., at o(MM) = Mp(M).)

Bevis, at hvis M er en endeligt frembragt ikke—triviel R—modul, da findes der @gte
ideal Z i R og surjektiv R~homomorfi ¢: M — R/Z. (Bevis og benyt f.eks., at hvis

M=Rmi+---+Rm, medv >1o0g N def Rmy + -4+ Rmy_1, da er M/N cyklisk,
sml. nu Sezetning om cykliske moduler 2.3(2).)
Bevis de neeste to resultater.

(7) Nakayama’s Lemma. Hvis (R, M) er en lokal ring, og M er en R-modul, da

geelder:
M endeligt frembragt N MM =M = M=0. [

(8) Nakayama’s Korollar. Hvis (R, M) er en lokal ring, og M er en R—modul med
undermodul N, da gelder:

M/N endeligt frembragt N N+ MM =M = N=M. O
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(1) Opgave. Bevis, at hvis M er en endeligt frembragt modul over en noethersk ring R,
da er M en noethersk R—modul. (Benyt f.eks. induktion efter antallet v af frembringere
for M og sml. sidste vink i opgave 4(6).)

(2) Euklidiske integritetsomrader. Et integritetsomrade R kaldes euklidisk, netop
hvis der findes en funktion o: R\ {0} — Ny, sa der geelder “division med rest”:

Vae R\{0}Vbe R3q,re R:b=aqg+r A (r=0V o(r)<o(a)),

De hele tals ring Z er euklidisk med o(a) 4o la| (numerisk veerdi).

Polynomiumsringen C[z] er euklidisk med o(a) 4 deg a.

(3) PID er forkortelse for Principal Ideal Domain, dvs. for hovedidealomrade. Det er
kendt fra Matematik 2AL, at der geelder: R euklidisk = R PID, mens “<” ikke geelder.

(4) UFD er forkortelse for Unique Factorization Domain, dvs. for faktorielt integritets-
omrade. Fra Matematik 2AL vides, at der geelder: R PID = R UFD, mens “<” ikke
gaelder.

(5) DVR er forkortelse for Discrete Valuation Ring, som er en anden betegnelse for et
PID, der er en lokal ring. (Da en DVR saledes — per definition — er et integritetsomrade,
ville DVD — svarende til Discrete Valuation Domain — have veeret en bedre betegnelse.)
Antag nu, at R er en DVR med maksimalidealet (¢), og at R ikke er et legeme. Ethvert
ikke—invertibelt element har formen rt med r € R, og det er irreducibelt, netop hvis r
er invertibelt. Paneer associering (sml. PAK 3.4(7)) er der saledes netop et irreducibelt
element i R, nemlig t. Da R er UFD, findes der til ethvert a € R\ {0} netop ét v(a) €
Ny og netop ét invertibelt v € R, s& a = ut’®. Idet B = R er brgklegemet, kan
funktionen v: R\ {0} — Ny entydigt udvides til en funktion v: B — Z U {oco} med
v(a/s) =v(a) —v(s) for a/s € B\ {0} og v(0) = co. Der gelder for alle b, b’ € B:

v(b+0b") > min{v(b),v(b')} og v(bb') = v(b)+v('),

og v kaldes en diskret valuation. For a = ut*® b = vt*® € R er b = aqg + r for
(q,r) = (vu™'t*®=7(@) ) nar v(b) > v(a), og for (¢,7) = (0,b), nar v(b) < v(a). Der
gaelder altsa: R DVR = R euklidisk.

(6) Lemma. Huvis (R, M) er et lokalt, noethersk integritetsomrade, hvori M er et ho-
vedideal, da er R en DVR.

(7) Bevis. Antag M = (t), lad I betegne maengden af idealer i R, der ikke er hoved-

idealer, antag I # &, og sgg modstrid. Ifslge 1(3) har I et maksimalt element Zy. Saet

g {r € R | tr € Iy}, som let ses at veere et ideal. Der geelder Z, = tJ, idet

inklusionen O fglger af definitionen af 7, mens C folger af Zo C M = (¢): til x € Z
findes y € R, sa © = ty, og der gelder y € J ifplge definitionen af J, og dermed
x =ty € tJ. Nakayama’s Lemma anvendt pa den endeligt frembragte modul J giver
nu, at Zp = tJ C J, og da Zy er maksimalt i [, er J et hovedideal: J = (a) for et a € R.
Altsa Ty = tJ = (ta) i modstrid med Zp € 1. O

(8) Alternativt bevis for (6). (Ikke pensum.) Da R er noethersk, er ethvert element i
R\{0} produkt af irreducible elementer. Ethvert irreducibelt element p er et primelement:
(p) er nemlig maksimalt blandt segte hovedidealer, og dermed (p) = M € Spec R. Heraf
folger, at R er UFD, og man indser derfor — ordret som ovenfor i (5) — at R er euklidisk,
hvilket medfgrer, at R er PID. [J
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(1) Kommentar. Bemaerk, at (i7) og (i¢i) i Seetning 1(3) udtaler sig om egenskaber ved
maengden af idealer i R ordnet ved inklusion C.

(2) Stilopgave. Noetherske ringe.
(a) Angiv definitionen af begrebet “noethersk ring”.

(b) Angiv og bevis et interessant resultat, der beskriver en noethersk ring ved egenskaber
ved meengden af idealer i ringen ordnet ved inklusion. De enkelte dele af beviset bgr
fremsta klart.

(c¢) Formulér og bevis Hilbert’s Basisseetning. De enkelte dele af beviset bgr fremsta klart.
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5. ENDELIGT SNIT

(1) Feelles komponent. To polynomier f,g € C[x, 5] siges at veere uden felles kom-
ponent, netop hvis enhver divisor i bade f og g er konstant, altsa netop hvis der for alle

p € Clz1, x| geelder folgende for idealer i ringen G dof Clxy, z2):
G(f.9) CGp = Gp=G.

2) Lemma. Hvis f,g € Clx1,x3] er uden felles komponent, da findes a € Clx1] og
c,d € Clxy,xs], sa
0#£a=cf+dg.

(3) Bevis. Szt G dof Clxy,x2], A &t Clx1], som er en delring af G, og B = C(x1), der er
breklegemet for A. Daer G = A[zs] C Blzs], og sidstnzevnte er et PID. Idealet Bxs](f, g)
er saledes et hovedideal: Blzs](f,g9) = Blxsa]q for et ¢ € Blzs], og dermed f = hq og
g = kq med h,k € Blzs]. Lad s € A\ {0} veere en feellesnsevner for koefficienterne i de
tre polynomier h, k,q € Blzs], dvs. sh, sk, sq € Alzs] = G.

Vi gnsker nu at bevise, at ¢ er et invertibelt element i B[xs]. Antag derfor, at ¢
ikke er invertibelt i B[xs], og s¢g en modstrid. Da ¢ saledes ikke tilhgrer B, har vi
sq € G\ A. Da G er UFD, er sq produkt af sine primdivisorer, og disse kan derfor ikke
alle tilhgre A (C G); lad p € G \ A vere en primdivisor i sq, og dermed Gp € SpecG
(sml. PAK 3.4(10) ), sq € Gp og s> ¢ Gp (da s € A\ {0}). Da s%f = (sh)(sq) € Gp og
s2g = (sk)(sq) € Gp, fas nu f, g € Gp, og dermed G(f,g) C Gp C G i modstrid med, at
f og g er uden feelles komponent.

Da ¢ saledes er invertibel i Blzs], har vi Blzs](f, g) = Blxsa]. Velg ¢,d € Blxs] med
cf +dg =1 og feellesnzevner a € A\ {0} for koefficienterne i ¢,d € Blxs]: ac,ad € G, og
vi har 0 # a = (ac) f + (ad)g som gnsket. [

(4) Lokal ring i punkt. For punkt P € AZ og f,g € Clz1,xs] saettes Op(f.g) def
Op(AZ)/(f,g), idet (f,g) her — selvfolgelig — er idealet Op(AZ)(f,g) i ringen Op(AZ).

Nar f(P) =0 og g(P) =0 (og dermed f,g € Mp(AZ)) kaldes Op(f.g) den lokale ring

for snittet f, g i punktet P; dens maksimalideal er Mp(f, g) &l Mp(AL)/(f,9).

(5) Produkt af ringe. For kommutative ringe Ry, ..., R, er Z-modulen R1®---®R,, en

/

kommutativ ring med produktet (rq,...,7,)(r},...,7) dof (ri7], ..., rprl); et-elementet

er (1,...,1), og ringen betegnes Ry X - -+ X R,,.

(6) Endelighedslemmaet. Szt G def Clxy,x2], lad f,g € G vere uden felles kompo-
nent, og set R =G/G(f,g).

(7) Da er nulpunktsfellesmangden V(f) N V(g) endelig.
Antag nu, at V(f)NV(g) ={P1,...,P,} med Py,..., P, € AZ indbyrdes forskellige,
og at W(f*)NW(g*)N L = @. Da gelder:

(8) dim R = (deg f)(degg) ;
9) Max R = {mp, /G(f,9),...,mp,/G(f, 9)};

og der en en ringisomorfi:

(10) RgOPl(f.g)X”‘XOpn(f,g).
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(1) Bevis. Ifplge lemma 1(2) kan a € C[x1]\ {0} veelges, sa a € G(f, g). Veelg tilsvarende

b € Clza] N G(f,g) \ {0}. Nulpunktsmeengderne U = {ppeClalp) =0} ogW dof

{p2 € C| b(p2) =0} er endelige, sa det samme er produktmangden U x W, og da denne
indeholder nulpunktsfaellesmaengden V(f) N'V(g), er 1(7) bevist.

Beviset for 1(8) forbigas.

Da P; € V(f)NV(g), har vi G(f, g) C mp, og dermed mp, /G(f, g) € Max R, og dermed
er inklusionen “D” i 1(9) bevist.

For at bevise “C” i 1(9) antages M € Max R. Velg m € MaxG med m 2 G(f,g)

og M = m/G(f,g). Vi har A dof G/m = R/M, som er et legeme — og dermed

specielt et integritetsomrade. Da A er en C-algebra ved ringhomomorfien a: C — A
givet ved ¢ — a(c) def [€]m, 0og da dim A = dim(R/M) < dim R, som er endelig
ifplge 1(8), giver Nulpunktslemmaet 4(1), som kommer laengere fremme, at a er sur-
jektiv. Til [z1]m, [z2]m € A findes derfor aj,a2 € C med [z1]m = a(a1) = [a1]m 0g
[T2]m = ala2) = [az)m, og dermed mp = (z1 — a1,22 — az) € m for P def (a1, asz),
sml. ogsa PAK6.1(6). Da mp € Max G fas mp = m, og dermed mp O G(f, g), hvilket
medfgrer P € V(f) N V(g) = {P1,...,P,}, dvs. m = mp, for ét i € {1,...,n}; altsa
M =mp, /G(f,g) som gnsket.

Bevis for 1(10): Ringen R lokaliseret i maksimalidealet M, & mp, /G(f,g) er ifplge
anden isomorfi i 3.5(2) isomorf med

Gr, [ (G(f,9) = Gmr, /G, (f:9) = O (A2)/(f,9) = Or(f . 9),
hvor de sidste to ligheder er definitionerne af de respektive ringe. Vi vil derfor bevise:
(2) R=Rp, X -+ X Rpm,, .
Men fgrst vil vi bevise, at for enhver R—modul M er fglgende ensbetydende:

(i) dimM =1.
(3) (#49) M har netop to R—undermoduler.
(i) Jie{l,...,n}: M= R/M,.

“(i) = (i1)”: Da M # 0, har M mindst to undermoduler. Da vektorrummet M hgjst
har to underrum, har R—modulen M hgjst to undermoduler.

“(i1) = (4i1)”: Da M D 0, kan vi vaelge x € M \ 0. Da Rz # 0, giver forudsaetningen
Rx = M, sa M er cyklisk, og dermed har vi ifglge ssetningen om cykliske moduler 2.3(2),
at M = R/Z for et ideal Z. Da R/Z har netop to undermoduler, er Z et maksimalideal,
dvs. Z = M, for ét 1.

“(i1i) = (4)” folger af: R/M; = G/mp, = C, sml. PAK6.1(4).

Nu er (3) bevist.

For enhver R-modul X betragtes R-modulen X, o x My DD X, med ele-
menter af formen (z1/$1,...,2,/$,) med z; € X og s; € R\ M, for alle i. Enhver

R-homomorfi ¢: X — Y inducerer en R-homomorfi o Xiag — Yag givet ved

om(T1/515 -0, Tn/50) gt (p(x1)/s1,. .., p(xn)/sn). Bemaerk, at der geelder:

Kerpipg = (Keroag,) @ - @ (Kerpag,) (€ Xag)
Imppg = Imem,) & & Mmem,) (S Yum)-

(4)
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Endvidere er der en R-homomorfi:
Pyt X — Xng defineret ved p (m)=(m/1,....,m/1).
Bemzrk, at der geelder p,. o o = @aq 0 py,, dvs. der er et kommutativt diagram:

X —* ., v

) 2| e |

Xim) —— Yimg-
PIM]

Der geelder:

(2) dimX <oo = p. eren isomorfi.

Dette medfprer den gnskede isomorfi 2(2) og bevises ved induktion efter d 4 dim X
Induktionsstart: d = 0: X =0 og X{aq =0, sa Py 0 — 0 er bijektiv.
d = 1: Ifplge 2(3) kan vi gerne antage X =~ R/M;. For j > 1 har vi

XMj = (R/MI)MJ = RMj/('/\/ll)Mj = RMj/RMj =0, og dermed
X[M} :X./\/h XOX~~~X0:XM1,
sa p bliver blot til homomorfien px: X — X4, som er en isomorfi ifplge 3.7(6).

Induktionstrin d > 0: Ifglge 2(3) kan vi veelge undermodul U af X, sa 0 C U C X.
Betragt diagrammet:

0O—ns U — X ——» XU —— 0

(3) BUlg Bxl BX/Ul%

0 —— U o X I (X/U)ppg — 0.
LM T M

Her er ¢ inklusionshomomorfien og m restklassehomomorfien, sa forste raekke i (3) er
exakt. Diagrammet er kommutativt, sml. (1). Da dim U, dim(X/U) < dim X = d, giver
induktionsantagelsen, at Py O8 Py jyy €T isomorfier. For ethvert i € {1,...,n} er fglgen:

exakt ifglge 3.4(5), sa anden rackke i (3) er exakt, sml. evt. 2(4).
For at bevise, at p . er injektiv, antag, at z € X og p, (x) = 0. Da Px v (m(z)) =
M| (BX(LE)) = mam)(0) =0, og da Pxu o injektiv, er m(x) = 0, og dermed = € U. Da

M) (BU(x)) =Py («(z)) = py(x) =0, og da ¢\ er injektiv, er p, (x) = 0, og dermed
x=0,da Py er injektiv.

For at bevise, at p, er surjektiv, antag z € X{p. Da Px i ©F surjektiv, kan y € X
vaelges, sa BX/U([y]U> = 7 (2). Da gz — Bx(y)) = T (2) — Px v (7(y)) =0, har
viz —p(y) € Kermpg = Im ey, og derfor findes w € Upny, sa yag(w) = 2 — p(y).
Da p, er surjektiv, kan u € U veelges, sa p, (u) = w, og vi far:

P (W) = py (W) = i (o, (W) = pag(w) = 2 = p (y) .-
Heraf folger BX(’LL +y) = z, og dermed z € Imp, . O
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(1) Nulpunktslemmaet. Hvis A er et integritetsomrade, som er en C—algebra ved
ringhomomorfien a.: C — A med dim A endelig, da er o surjektiv.

(2) Bevis. Seetn 4ot dim A, og antag a € A. De n+1 vektorer 1, a,...,a"™ i vektorrummet
A er derfor lineaert afheengige, sa der findes cg, ¢q, ..., ¢, € Cmed cgl+cia+- - -+c,a™ =0
og ¢; # 0 for ét j. For p = by + byz + - - - + by,a™ € C[z] gives evalueringshomomorfien

ea: Clz] — A ved g,(p) = bol +bra+ -+ bya™. Daqgc(ﬁ—clx%—-«-—l—cnx” #0 og
£q(q) = 0, har vi Kere, # 0. Isomorfiseetningen (for ringe) giver Ime, = C[z]/ Kere,.
Da Ime, er en delring af integritetsomradet A, er den selv et integritetsomrade, sa
Kere, er et ikke—trivielt primideal i C[z], som er PID. Derfor er Kere, frembragt af
et irreducibelt polynomium i C[z], og algebraens fundamentalsaetning giver, at dette
irreducible polynomium er af grad 1, dvs. der findes by € C med Kere, = Clz](z — by).
Heraf folger, at 0 = ¢,(x —by) = a—bpl = a — a(by), idet C—multiplikationen Cx A — A
(jo) er givet ved (¢, a) — ca = a(c)a. Vi har nu bevist, at a tilhgrer Ima. O

(3) Opgave. Giv eksempel pa et integritetsomrade A, der er en C-algebra ved ringho-
momorfien a: C — A, som ikke er surjektiv (og dermed dim A = o0).

Fra nu af antages:

R er en ikke—triviel kommutativ ring.

(4) Opgave. Lad R veare en C—algebra med dim R endelig. Bevis, at R er noethersk.

(5) Opgave. Lad R vaere en C—-algebra med dim R endelig. Bevis, at R er artinsk, hvilket
vil sige, at enhver dalende keede 77 2 Zo O -+ D Iy O Zpyyq1 2 -+ - af idealer i R er
sluttelig stationser: der findes mg € N, sa Z,,,, = Z,p,,+; for alle ¢ € Ny .

(6) Opgave. Lad R veere en C-algebra med dim R endelig. Bevis, at hvis My,..., M, er
indbyrdes forskellige maksimalidealer ogn > 1, daer M;N---NAM,,_1 D M;N---NM,
(f.eks. ved at lokalisere i M,, og udnytte 3.7(9) ). Bevis, at Max R er endelig.

(7) Den Kinesiske Restklassesaetning. (Ikke pensum.) For idealer Z1,...,7, i R
med L; +1Z; = R for i # j er der en ringisomorfi:

oY

e: R/(Tyn---NT,) — (R/I1) x --- x (R/Z,,)

[r]z,A-n1,, — ([r]zy, -y [r]z,) -

(8) Bewis. (Ikke pensum.) Betragt R—modulerne V' def R/(Zyn---NTZ,) og H 4ot

(R/Zy) ® --- @& (R/I,) samt R-homomorfien ¢: V — H, der er (korrekt) defineret ved

o([r]zynnz,) def ([r]zy,---,[r]z,). Faktisk er V og H kommutative ringe (og som sadan

betegnes den sidstnsevnte (R/Zy) x --- x (R/Z,)), og ¢ er en ringhomomorfi; vi skal
bevise, at den er bijektiv, og til dette vil vi benytte 3.7(12)&(13) og (blot) betragte ¢
som R-homomorfi.

Lad nu M tilhgre Max R. Betragt Ra—modulen:

Virg = Rt/ (TN N L) = Baa/ (T N0 (To) )
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hvor sidste lighed kommer fra opgave 3.7(9), og Raq—isomorfien ajpq: Vi = Vi fra
Brgkmodullemmaet, se 3.4(2). Betragt endvidere R a—modulen:

Hipg (Bt /(T)pd) @ - @ (Ban/ (To) )

og Raq—isomorfien Biag: Hag =, Hipq fra opgave 3.7(14). Betragt endelig R —homo-
morfien:

oim s Vimg — Himg

oo (M8l @nnzyne = (F/8)@mes -+ [1/8) @y n)

Da @iaq) = Biag © O 0 apu), er par: Vg — Hpy er bijektiv, netop hvis ¢y er det.
Ifplge 3.7(12)&(13) er det derfor tilstraekkeligt at bevise:

oy Vimy — Hiaqg er bijektiv for alle M € Max R.

Antag derfor M € Max R. Der inddeles i to tilfeelde.
1° Z; € M for alle i € {1,...,n}. Vihar (Z;)m = R for alle 4, og dermed

V[M]:RM/(RMQ---QRM):RM/RM:O og
H[M}:(RM/RM)X"'X(RM/RM):OX"'XOZO’

Heraf folger, at g er nulhomomorfier 0 — 0, som i dette tilfaelde er bijektiv.
2°Z;, ¢ M for éti € {1,...,n}. Vi kan gerne antage Z; C M og dermed (ifplge
forudseetningen) Z; ¢ M for j > 1. Vi har (Zj)pm = R for j > 1, og dermed

Virg = B/ (Z) MmN RN N Ra) = R /(T)am o8
Hipg = (Bm/(Zo)m) X (Baa/Bam) X -+ X (Ram/Bam)

Nu er @aq blevet til identiteten Ry /(Z1)m — Ra/(Z1)m, som er bijektiv. O






