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F orord

Disse noter udg�r stort set det teoretisk e grundlag for kurset Matematik 3GE,

som det har set ud siden for � aret 1992. I f�rste omgang blev b en yttet et s�t noter

udarb ejdet af Lars H• ormander til et doktorandkursus v ed Lunds Univ ersitet ([3]).

Disse viste sig dog at v�re lo vligt k ortfattet skrev et og forudsatte endvidere et vist

k endsk ab til di�eren tialgeometri. Alligev el v ar (er) der meget go dt i disse noter og

deres m � ade at grib e sagerne an p � a, og dette er s�gt b ev aret i de n uv�rende noter.

Nogle gansk e f � a steder er der faktisk skrev et direkte af. I �vrigt tilh�rer emnerne

jo den matematisk e \arv" og m � aden at pr�sen tere dem p � a er en del af \folkloren",

som formen tlig er n�sten um ulig at sp ore tilbage til deres r�dder. Jeg vil derfor

ikk e n�vne 
ere kilder her, uden jeg af den grund tager noget af �ren. Ansv aret

for ev en tuelle fejl p � atager jeg mig dog.

Matematisk Institut, jan uar 1993

V edr�rende '96-udga v en: I forhold til de tidligere udga v er er n umme reri ngen

forb edret, der er tilf�jet nogle b em�rkninger, eksempler og opga v er, trykfejl er

rettede og noget stof er revideret og/eller omorganiseret.

I den forbindelse takk es de mange studerende og instruktorer, der har bidraget

til forb edring af noterne. En sp eciel tak til Morten Krogh.
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Kon v en tioner

I disse noter b et yder ordet di�eren tiab el , med mindre andet eksplicit fremg � ar,

fra n�ste punktum af og til sidste side uendeligt ofte di�er entiab el . Ordet glat vil

bliv e brugt i b et ydningen di�eren tiab el. Alle funktioner, afbildninger, kurv er etc.

k an an tages at v�re di�eren tiable (med mindre andet eksplicit fremg � ar).

De kurv er t ! � ( t ), der b etragtes, an tages at ha v e egensk ab en: 8 t : �

0

( t ) 6= 0,

med mindre andet eksplicit fremg � ar.

Alle omegne an tages at v�re � abne.
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En vindel
ade.



KAPITEL I

Kurv er

1. Krumning

Lad V v�re et endeligt-dimensionalt reelt v ektorrum med s�dv anligt euklidisk

indre pro dukt h� ; �i og norm k x k =

q

h x; x i .

Definition I.1 . En kurve � i V er en afbildning

I 3 t

�

! � ( t ) 2 V ;(1)

hvor I er et � ab ent interval i R . Vi vil altid antage, at � er di�er entiab el. Punkt-

m�ngden

C = C

�

= f � ( t ) j t 2 I g(2)

kaldes sp or et af kurven. Kurven kaldes r e gul�r s � afr emt

8 t 2 I : �

0

( t ) 6= 0 :(3)

Me d mindr e andet eksplicit n�vnes, er det en st � aende antagelse, at

de kurver vi b etr agter, er r e gul�r e .

Vi minder om, at kurv el�ngden m � alt ud fra et punkt � ( t

0

) p � a kurv en er giv et

v ed

s ( t ) =

R

t

t

0

k �

0

( u ) k du :(4)

Det er en almindelig k on v en tion at b etegne den om v endte (in v erse) funktion til

t ! s ( t ) med s ! t ( s ). Det g�lder s � aledes, at

dt

ds

( s ) = k �

0

( t ( s )) k

� 1

;(5)

1



2 I. KUR VER

og kurv en s ! � ( s ) = � ( t ( s )) opfylder s � aledes ligningen

8 s : k �

0

( s ) k = 1 :(6)

Definition I.2 . En kurve, der opfylder ( 6 ), siges at v�r e p ar ametriser et ve d

kurvel�ngde el ler ve d buel�ngde .

Enh v er regul�r kurv e � k an klart omparametrisere s (erstattes af en kurv e �

som o v enfor) til kurv el�ngde. Sp oret af den omparametriserede kurv e er klart det

samme, som for den oprindelige.

Den f�lgende observ ation er meget n yttig:

Lemma I.3 . A ntag s ! � ( s ) er en kurve, der er p ar ametriser et ve d kurvel�ngde.

Da er

h �

0 0

( s ) ; �

0

( s ) i = 0(7)

for al le s i de�nitionsinterval l et.

Bevis. Di�eren tieres ligningen k �

0

( s ) k

2

= 1 f � as

h �

00

( s ) ; �

0

( s ) i + h �

0

( s ) ; �

0 0

( s ) i = 0 ;(8)

h vilk et, da det indre pro dukt er symmetri sk, straks giv er det �nsk ede.

Definition I.4 . Hvis s ! � ( s ) er en kurve i V p ar ametriser et ve d buel�ngde,

da kaldes �

0

( s ) enhe dstangentvektor en til kurven i � ( s ) . Man kalder

k ( s ) = k �

0 0

( s ) k(9)

for kurvens krumning . Hvis krumningen k ( s ) 6= 0 kaldes enhe dsvektor en n ( s ) =

�

0 0

( s ) = k �

0 0

( s ) k for kurvens hove dnormal o g 1 =k ( s ) kaldes for krumningsr adi-

us . I dette tilf�lde, hvor alts � a �

0 0

( s ) = k ( s ) � n ( s ) , kaldes cirklen me d c entrum i

� ( s ) + n ( s ) =k ( s ) , r adius 1 =k ( s ) o g b eliggende i planen udsp�ndt af �

0

( s ) o g n ( s ) ,

for den oskuler ende cirkel .

En del af denne terminologi har sin forklaring gennem f�lgende eksemp el

Exempel I.5 . L ad � ( s ) = ( x ( s ) ; ( y ( s )) v�r e kurven i R

2

givet ve d

x ( s ) = x

0

+ r � cos(

s

r

) ; o g y ( s ) = y

0

+ r � sin (

s

r

) :(10)

Da er �

0

( s ) = ( � sin(

s

r

) ; cos (

s

r

)) o g �

0 0

( s ) = ( �

1

r

cos(

s

r

) ; �

1

r

sin(

s

r

)) . Krumningen

af en cirkel me d r adius r er s � ale des konstant o g lig me d

1

r

, o g hove dnormalen i et

punkt p e ger ind mo d cirklens c entrum.



2. KUR VER I PLANEN 3

Lad n u � v�re en vilk � arlig kurv e, og lad � v�re den tilsv arende kurv e parame-

triseret v ed kurv el�ngde. Da er alts � a � ( t ) = � ( s ( t )) og dermed bliv er

�

0

( t ) =

 

ds

dt

!

� �

0

( s ) og �

00

( t ) =

 

ds

dt

!

2

� �

0 0

( s ) +

 

d

2

s

dt

2

!

� �

0

( s ) :(11)

Eftersom �

0 0

( s ) er vink elret p � a �

0

( s ) f � as s � aledes

 

ds

dt

!

2

� �

0 0

( s ) = �

00

( t ) � h �

0 0

( t ) ; �

0

( s ) i �

0

( s ) ;(12)

og dermed med de fundne udtryk bliv er

�

0 0

( s ) =

�

0 0

( t )

k �

0

( t ) k

2

�

�

0

( t ) h �

00

( t ) ;�

0

( t ) i

k �

0

( t ) k

4

:(13)

2. Kurv er i planen

F or kurv er i planen R

2

k an vi giv e krumningen af en kurv e et fortegn. Mere

sp eci�kt indf�rer vi

Definition I.6 . L ad s ! � ( s ) v�r e en kurve i R

2

p ar ametriser et ve d buel�ng-

de. L ad for al le s �

0

?

( s ) b ete gne den p ositivt orienter e de tv�rvektor til �

0

( s ) . Der

g�lder m.a.o. at s�ttet f �

0

( s ) ; �

0

?

( s ) g er en p ositivt orienter et orthonormalb asis

for R

2

. Der g�lder da

�

0 0

( s ) = k

�

( s ) � �

0

?

( s ) ;(14)

hvor vi klart har, at j k

�

( s ) j = k ( s ) , me d k ( s ) den tid liger e de�ner e de krumning.

Vi kalder k

�

( s ) for krumningen me d forte gn el ler blot krumningen, n � ar det er

klart fr a sammenh�ngen, hvad vi mener.

Hvis krumningen k

�

( s ) er p ositiv, b et yder det, at n � ar man g � ar fremad p � a kurv en,

da vil kurv en ligge til v enstre for tangen ten.

Definition I.7 . V e d en simp el lukket kurve i R

2

forst � as en p erio disk kurve

R 3 t ! � ( t ) , der ikke sk�r er sig selv. Mer e konkr et skal der eksister e et p ositivt

r e elt tal T s � a

� 8 t 2 R : � ( t + T ) = � ( t ) .

� Hvis 0 < t

1

< t

2

� T er vilk � arlige, da er � ( t

1

) 6= � ( t

2

) .

Bem�rkning I.8 . Hvis den simple lukke de kurve er p ar ametriser et ve d bue-

l�ngde, da er T lig l�ngden L af kurven.
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Lad os n u b etragte en simp el lukk et kurv e s ! � ( s ) = ( x ( s ) ; y ( s )) parametrise-

ret v ed buel�ngde. P er an tagelse g�lder

�

0

( s ) = (cos � ( s ) ; sin � ( s )) ;(15)

og det er ikk e sv�rt at se, at vi lok alt k an v�lge en di�eren tiab el funktion s ! � ( s ),

der opfylder (15). Det er endvidere klart, at � ( s ) kun er b estem t op til heltallige

m ultipla af 2 � .

Hvis vi n u di�eren tierer i (15) f � as:

�

0 0

( s ) = �

0

( s )( � sin � ( s ) ; cos � ( s )) = �

0

( s ) �

0

?

( s ) :(16)

Der g�lder s � aledes, at

�

0

( s ) = k

�

( s ) ;(17)

og dermed er �

0

( s ) alts � a giv et v ed en globalt de�neret, k on tin uert funktion. Lad

os n u for simp eltheds skyld an tage, at �

0

(0) p eger ud af den p ositiv e x -akse.

F unktionen

R 3 s ! �( s ) =

Z

s

0

k

�

( u ) du(18)

m � a da v�re lig � ( s ) (+ evt. m ultiplum af 2 � ) i en omegn af 0. Men det f�lger

faktisk (o v erv ej), at

8 s : �

0

( s ) = (cos �( s ) ; sin �( s )) :(19)

Sp ecielt m � a der s � aledes g�lde:

�( L ) � �(0) =

Z

L

0

k

�

( s ) ds = 2 � � I(20)

for et eller andet I 2 Z . (Bem�rk, at den foreg � aende diskussion kun udn ytter, at

kurv en er p erio disk, alts � a at den l�b er tilbage i sig selv).

Definition I.9 . T al let I 2 Z i ( 20 ) kaldes kurvens r otationsindex .

S�tning I.10 . R otationsindex for en simp el lukket kurve er � 1 , me d plus hvis

der �ndes en tangentlinie, s � a kurven helt ligger p � a venstr e side, n � ar man b ev�ger

sig i den p ositive r etning.

Bevis. Betragt enhedsv ektoren p egende fra et punkt p � a sp oret af kurv en til et

andet:

x ( t; s ) =

� ( t ) � � ( s )

k � ( t ) � � ( s ) k

; 0 � s < t � L og ( t; s ) 6= ( L; 0) :(21)
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Hvis vi de�nerer x ( s; s ) = �

0

( s ) og x ( L; 0) = � �

0

(0), bliv er dette en k on tin uert

funktion p � a trek an ten T = f ( t; s ) j 0 � s � t � L g . Eftersom T er enk eltsam-

menh�ngende (se b em�rkning nedenfor) k an vi �nde en k on tin uert funktion

� ( t; s ) i T , s � a

� ( s; s ) = �( s ) for 0 � s � L og(22)

x ( t; s ) = (cos � ( t; s ) ; sin � ( t; s )) for ( t; s ) 2 T :

Vi �nsk er at udregne

�( L ) � �(0) = ( � ( L; L ) � � ( L; 0)) + ( � ( L; 0) � � (0 ; 0)) :(23)

Her er den f�rste paran tes p � a h�jresiden forsk ellen mellem v�rdierne i endepunk-

terne L og 0 af funktionen s

a

! � ( L; s ) og den anden paran tes den tilsv arende

forsk el for funktionen s

b

! � ( s; 0). Nu g�lder der klart, at x ( L; s ) = � x ( s; 0) og

derfor m � a der g�lde, at b ( s ) = a ( s ) + ( � + 2 p� ) for et eller andet p 2 Z , der ikk e

afh�nger af s . Det er derfor klart, at de to paran teser er lige store, og vi f � ar

�( L ) � �(0) = 2( � ( L; 0) � � (0 ; 0)) :(24)

V ores kurv e er jo p erio disk, og vi f � ar derfor det samme resultat, h v ad en ten vi in-

tegrerer k

�

o v er [0 ; L ] eller o v er [ s

0

; s

0

+ L ] for et vilk � arligt s

0

. Vi k an derfor an tage

uden indskr�nkning, at andenk o ordinaten y ( s ) til punktet p � a kurv en an tager sit

minim um (et af dem) for s = 0, og dette minim um k an s�ttes til y = 0. Kurv en

ligger s � a \o v eno v er" x -aksen og v ektoren x ( s; 0) har en ikk e-negativ andenk o ordi-

nat. F unktionen b ( s ) = � ( s; 0) v arierer dermed mellem 0 og � . Hvis �

0

(0) p eger i

den p ositiv e x -akses retning bliv er v ariationen � , og h vis den p eger i den negativ e

retning bliv er v ariationen � � . Da vi jo sk al gange med 2 i (24) f�lger resultatet

fra dette.

Bem�rkning I.11 . Ovenfor b enyttes, at en lukket tr ekant er enkeltsammen-

h�ngende (el ler simp eltsammenh�ngende). L�st sagt er de�nitionen p � a, at et

top olo gisk rum er enkeltsammenh�ngen de, at enhver lukket kontinuert kurve kan

tr�kkes kontinuert sammen til et punkt. Se te gningen (Figur I.1 ).

En anden p opul�r m � ade at sige det p � a er, at der ikke er no gle \hul ler" i

m�ngden. I den konkr ete situation er der givet en vinkel � i et hvert punkt af

tr ekanten. Uheldigvis er vinkler jo kun b estemte op til addition af 2 p� , p 2 Z .

Men det er klart, at vi i sm � a ome gne kan v�lge � kontinuert (bruge \samme

2 p� "). Det f�lger af dette, at vi langs kontinuerte kurver kan v�lge vinklen kon-

tinuert. V�lg et fast punkt P i tr ekanten, o g en fast r epr�sentant for vinklen i

dette punkt. De�ner nu v�r dien i et vilk � arligt andet punkt Q i tr ekanten ve d at a)

forbinde P me d Q via en kontinuert kurve � , b) v�lge den kontinuerte vinkelfunk-

tion langs � , der stemmer over ens me d den givne vinkel i P o g c) de�ner e v�r dien
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.

Figur I.1. Kon traktion

i Q til at v�r e v�r dien af denne vinkelfunkt ion i Q. Herve d f � as en de�nition af

v�r dien i Q, der i f�rste omgang afh�nger af valget af kurve fr a P til Q. Men hvis

en anden kurve fr a P til Q giver en anden vinkel i Q, da m � a denne jo afvige me d

et helt multiplum af 2 � , o g det er klart, at \n�rtliggende" kurver vil give samme

vinkel. Her kan man s � a bruge at rummet er enkeltsammenh�ngen de til at slutte,

at vinklen ikke afh�nger af vejen.

Vil man vide mer e om f. eks. enkeltsammenh�ng ende rum, overlejringsrum,

etc. henvises man til disciplinen \(algebr aisk) top olo gi". (Se f. eks. E. Sp anier:

\A lgebr aic T op olo gy", el ler mer e jor dn�rt, M. Goto: \A n Intr o duction to T op olo-

gic al Gr oups".)

3. F renets F ormler

Vi b etragter n u en kurv e � , parametriseret v ed buel�ngde, i et endeligt-dimen-

sionalt v ektorrum. Hvis kurv ens krumning k ( s ) er forsk ellig fra n ul i et punkt

� ( s

0

), k an vi tale om ho v ednormalen n ( s ) og dermed ogs � a n

0

( s ) for s i en omegn

om s

0

. Eftersom h n ( s ) ; n ( s ) i = 1 bliv er, v ed di�eren tiation, 2 h n

0

( s ) ; n ( s ) i = 0.

Hvis vi ligeledes di�eren tierer iden titeten h �

0

( s ) ; n ( s ) i = 0, f � as

h n

0

( s ) ; �

0

( s ) i + h n ( s ) ; �

0 0

( s ) i = 0 )(25)

h n

0

( s ) ; �

0

( s ) i = � k ( s ) :(26)

Lemma I.12 .

n

0

( s ) + k ( s ) � �

0

( s ) ? Span f �

0

; n ( s ) g :(27)

Bevis. I f�lge det o v enst � aende st � ar n ( s ) vink elret p � a b egge v ektorerne i (27).

P � astanden v edr�rende �

0

f�lger derimo d fra (26), idet �

0

( s ) jo p er an tagelse er en

enhedsv ektor.

F or et vilk � arligt endeligt-dimensionalt v ektorrun V de�neres torsionen som

l�ngden af v ektoren i Lemma I.12. I det sp ecielle tilf�lde, h v or V er 3-dimensional

k an vi dog tilordne torsionen et fortegn. I resten af dette afsnit an tager vi, at vi
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er i den situation. Bem�rk, at nedenst � aende de�nition kun g�lder dette tilf�lde,

og at sidste del giv er mening p.g.a. Lemma I.12.

Definition I.13 . V ektor en

b ( s ) = �

0

( s ) � n ( s )(28)

kaldes binormalvektor en o g tal let � ( s ) de�ner et ve d ligningen

� ( s ) � b ( s ) = n

0

( s ) + k ( s ) � �

0

( s )(29)

kaldes torsionen i punktet � ( s ) .

Bem�rkning I.14 . Der g�lder, at f �

0

( s ) ; n ( s ) ; b ( s ) g er et p ositivt orienter et

orthonormalsystem for V . Dette kaldes somme tider F r enets tr eb en .

Pr oposition I.15 ( Frenets F ormler ) .

�

0 0

( s ) = k ( s ) � n ( s )

n

0

( s ) = � k ( s ) � �

0

( s ) + � ( s ) � b ( s )

b

0

( s ) = � � ( s ) � n ( s )

;(30)

el ler, hvis vi s�tter e ( s ) = �

0

( s ) ,

0

B

@

e

0

( s )

n

0

( s )

b

0

( s )

1

C

A
=

0

B

@

0 k ( s ) 0

� k ( s ) 0 � ( s )

0 � � ( s ) 0

1

C

A

0

B

@

e ( s )

n ( s )

b ( s )

1

C

A
;(31)

hvor k ( s ) ; � ( s ) o g selv 0 -et i ovenst � aende matrix er en forkortelse for disse tal

ganget p � a den identiske 3 � 3 -matrix.

Bevis. De f�rste to ligninger er de�nitionerne af henholdsvis krumningen og

torsionen. Ligningen for b

0

( s ) f�lger v ed di�eren tiation af de tre ligninger

h b ( s ) ; �

0

( s ) i = 0 ; h b ( s ) ; n ( s ) i = 0 og h b ( s ) ; b ( s ) i = 1 :(32)

Den f�rste giv er

h b

0

( s ) ; �

0

( s ) i + h b ( s ) ; �

0 0

( s ) i = 0 ) h b

0

( s ) ; �

0

( s ) i = 0 ;(33)

eftersom b ( s ) er vink elret p � a �

0 0

( s ) = k ( s ) � n ( s ). V ed di�eren tiation af den sidste

ligning i (32) f � as (som s�dv anligt), at b

0

( s ) er vink elret p � a b ( s ). Sammenholdt med

(33) f�lger det s � a, at b

0

( s ) m � a v�re prop ortional med n ( s ), d.v.s. b

0

( s ) = c ( s ) � n ( s ).

F aktoren c ( s ) k an n u �ndes v ed di�eren tiation af den midterste ligning i (32):

h b ( s ) ; n

0

( s ) i + h b

0

( s ) ; n ( s ) i = 0 )(34)

h b ( s ) ; � k ( s ) � �

0

( s ) + � ( s ) � b ( s ) i + c ( s ) = 0 :

Heraf f�lger klart, at c ( s ) = � � ( a ).
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Bem�rkning I.16 . Matric en i ( 31 ) er tydeligvis sk�v-symmetrisk. Dette er

ikke en tilf�ldighe d|se n�ste afsnit.

4. Bev�gende rammer|de n orthogonale grupp e

F or en kurv e � , parametriseret v ed kurv el�ngde, i et tre-dimensionalt v ektorrum

V , udg�r F renets treb en f �

0

( s ) ; n ( s ) ; b ( s ) g i h v ert punkt � ( s ), h v or krumningen

k ( s ) 6= 0, en orthonormal basis. Dette er et sp ecialtilf�lde af en meget mere

generel situation.

Vi vil i dette afsnit, af historisk e grunde, bruge ordet ramme (fra det engelsk e

fr ame ) i b et ydningen \basis". Lad V v�re et euklidisk v ektorrum med dim ( V ) =

n < 1 . Lad h� ; �i b etegne det indre pro dukt.

Definition I.17 . F ( V ) b ete gner m�ngden af orthonormale r ammer f e

1

; : : : ; e

n

g

i V .

Der g�lder jo, at F ( V ) � V

n

= V � � � � � V

| {z }

n

, og dermed er F ( V ) en delm�ngde

af et endeligt-dimensionalt v ektorrum (af dimension n

2

). Vi k an da de�nere en

kurv e I 3 t ! e ( t ) 2 F ( V ) til at v�re di�er entiab el , s � afrem t den er di�eren tiab el

i s�dv anlig forstand som afbildning ind i V

n

. Med andre ord, en di�eren tiab el

kurv e i F ( V ) er en di�eren tiab el kurv e i V

n

, der forl�b er helt indenfor F ( V ).

Lad n u e ( t ) = ( e

1

( t ) ; : : : ; e

n

( t )) v�re en s � adan kurv e. Der g�lder m.a.o.

8 i; j = 1 ; : : : ; n : h e

i

( t ) ; e

j

( t ) i = �

i;j

:(35)

Betragt n u

de

i

( t )

dt

. Eftersom f e

1

; : : : ; e

n

g jo er en basis, m � a der �ndes reelle tal

!

ij

( t ) s � a

e

0

i

( t ) =

de

i

( t )

dt

=

P

n

j =1

!

ij

( t ) e

j

( t ) :(36)

Lemma I.18 .

8 i; j = 1 ; : : : ; n : !

ij

( t ) = � !

j i

( t ) :(37)

Bevis. V ed di�eren tiation af (35) f � as

h

de

i

( t )

dt

; e

j

( t ) i + h e

i

( t ) ;

de

j

( t )

dt

i = 0 ;(38)

og p � a grund af orthogonaliteten (og symmetrie n af det indre pro dukt) g�lder jo

h

de

i

( t )

dt

; e

j

( t ) i = !

ij

( t ) = h e

j

( t ) ;

de

i

( t )

dt

i :(39)
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Bem�rkning I.19 . Der g�lder s � ale des, at matric en ! ( t ) = f !

ij

( t ) g

n

i;j =1

er

sk�vsymmetrisk.

Vi k an fortolk e dette relativt til en fast men vilk � arlig basis f = ( f

1

; : : : ; f

n

) 2

F ( V ) for V som f�lger:

Hvis e = ( e

1

; : : : ; e

n

) 2 F ( V ), �ndes der k onstan ter O

ij

s � aledes at

8 i = 1 ; : : : ; n : e

i

=

n

X

k =1

O

ik

f

k

;(40)

og der g�lder

�

ij

= h e

i

; e

j

i =

n

X

k ;l =1

O

ik

O

j l

h f

k

; f

l

i =

n

X

k =1

O

ik

O

j k

;(41)

h v or vi i det sidste lighedstegn udn yttede, at h f

k

; f

l

i = �

j k

. Hvis vi lader O b etegne

matricen, h vis ij -te k o e�cien t er O

ij

, da g�lder s � a i f�lge denne udregning, at

O

t

O = I eller, �kviv alen t, O O

t

= I (b egge ligninger er ensb et ydende med, at

O

� 1

= O

t

).

Definition I.20 . En n � n matrix O , der opfylder ligningen O

t

O = I , kaldes

ortho gonal . Vider e s�ttes

O ( n ) = f n � n matric er O j O

t

O = I g ;(42)

o g denne m�ngde kaldes den ortho gonale grupp e .

Bem�rkning I.21 . Det er let at indse, at O ( n ) virkelig er en grupp e. Endvider e

g�lder

O 2 O ( n ) , 8 x; y 2 V : h O x; O y i = h x; y i ;(43)

for sidstn�vnte ligning kan jo skrives

8 x; y 2 V : h ( O

t

O � I ) x; y i = 0 :(44)

Observer endelig, at F ( V ) = O ( n ) f , o g at der g�lder: O

1

f = O

2

f , O

1

= O

2

.

F ( V ) o g O ( n ) kan s � ale des identi�c er es som m�ngder.

Lad os b etegne situationen i ligning (40) med e = O � f (se i �vrigt Opga v e 2.1).

Hvis vi n u, h v or f stadig holdes fast, b etragter en kurv e e ( t ) i f ( V ), f � ar vi s � aledes

e ( t ) = O ( t ) � f , og t ! O ( t ) bliv er en di�eren tiab el kurv e i O ( n ) (sidstn�vn te

opfattet som delm�ngde af R

n

2

). S � aledes bliv er O

0

( t ) = f O

0

ij

( t ) g .
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K or ollar I.22 .

O

0

( t ) = ! ( t ) � O ( t ) (matrix multiplikation) ;(45)

hvor ! har samme b etydning som i Bem�rkning I.19 .

Bevis. Hvis vi inds�tter (40) i (36) f � as

e

0

i

( t ) =

n

X

j;k =1

!

ij

( t ) O

j k

( t ) f

k

;(46)

h v orimo d en direkte di�eren tiation af (40) (med e = e ( t )) giv er

e

0

i

( t ) =

n

X

k =1

O

0

ik

( t ) f

k

:(47)

En sammenligning af de to udtryk giv er n u det �nsk ede.

Ligning (45) er na vnlig in teressan t, n � ar kurv en t ! O ( t ) i O ( n ) er de�neret i

en omegn af 0 og opfylder at O (0) = I . Dette k an f. eks. forek omme, h vis kurv en

e ( t ) = O ( t ) f er de�neret i en omegn af 0, og vi v�lger f = e (0). Vi opn � ar da

straks f�lgende

K or ollar I.23 . Hvis u ! O ( u ) er en kurve i O ( n ) me d O (0) = I , da er O

0

(0)

sk�vsymmetrisk.

Vi k an b evise dette p � a to m � ader:

BEVIS #1 : Vi har jo, at

O

0

(0) = ! (0) � O (0) = ! (0) ;(48)

og vi har tidligere indset, at ! ( u ) er sk�vsymmetrisk for alle u .

BEVIS #2 : Da kurv en forl�b er i O ( n ) g�lder for alle u :

O ( u )

t

O ( u ) = I ;(49)

og dermed, v ed di�eren tiation,

( O

0

(0))

t

� O (0) + O (0)

t

� O

0

(0) = 0 ;(50)

h v orfra det �nsk ede direkte k an a
�ses.

F or direkte at b evise, at der om v endt g�lder, at der til enh v er sk�vsymmetrisk

matrix ! �ndes en kurv e O ( t ) i O ( n ) med O

0

(0) = ! , indf�rer vi f�rst et n yt

b egreb:
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Definition I.24 . En di�er entiab el afbildning R 3 t ! O ( t ) 2 Gl ( n; R ) =

f n � n matric er m j det m 6= 0 g kaldes en 1-p ar ameter grupp e s � afr emt

8 s; t 2 R : O ( s + t ) = O ( s ) � O ( t ) :(51)

Hvis yderliger e 8 t 2 R : O ( t ) 2 O ( n ) , da kaldes afbildningen en 1-p ar ameter grupp e

i O ( n ) .

V ed di�eren tiation af (51) efter s f � as, at

O

0

( t ) = ! � O ( t ) ;(52)

med ! = O

0

(0), h vilk et i tilf�ldet, h v or O ( t ) l�b er i O ( n ), (naturligvis) er et

sp ecialtilf�lde af (45), nemlig sv arende til t ! ! ( t ) k onstan t. Med baggrund i

(52) de�nerer vi n u

Definition I.25 . L ad m v�r e en vilk � arlig n � n matrix. Da s�ttes

exp ( m ) =

P

1

j =0

m

j

j !

:(53)

F unktionen m ! exp( m ) kaldes exp onentialfunktionen el ler exp onentialaf-

bildningen (for matric er) , o g b ete gnes o gs � a somme tider e

m

.

Bem�rkning I.26 . Vi vil ikke her b evise, at summen i ( 53 ) konver ger er, o g at

funktionen m ! exp( m ) er uniformt kontinuert (o g C

1

) p � a komp akte m�ngder,

men blot tage dette som fakta. Som exemp el n�vnes at i dimension 2 g�lder

m =

 

0 �

� � 0

!

) exp ( m ) =

 

cos � sin �

� sin � cos �

!

:(54)

Hvis vi b egr�nser os til matricer af formen m = t � ! med ! sk�vsymmetrisk

og t et reelt tal, k an man udn ytte, at s � adanne matricer k an diagonaliseres (o v er

de k omplekse tal) til forholdvis direkte at b evise, at exp( m ) i (53) er k on v ergen t

(se Opga v e 1.17).

Lemma I.27 . Hvis ! er sk�vsymmetrisk, da er O

!

: t ! exp ( t � ! ) en 1-p ar a-

metergrupp e i O ( n ) , o g der g�lder

O

0

!

( t ) = (exp( t � ! ))

0

= ! � (exp ( t � ! )) = ! � O

!

( t ) :(55)

Derme d kan enhver sk�vsymmetrisk matrix f � as som den a
e de de af en kurve i

O ( n ) gennem I .

Bevis. Eftersom O

!

( t )

t

= (exp( t � ! ))

t

= (exp( t � !

t

)) = (exp ( � t � ! )) =

O

!

( � t ) = O

!

( t )

� 1

, f�lger det, at O

!

( t ) 2 O ( n ) .
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Bem�rkning I.28 . Vi skal sener e indse, at dette r esultat sammen me d Kor ol-

lar I.23 b etyder, at tangentrummet til O ( n ) i punktet I er lig me d m�ngden o ( n )

af sk�vsymmetriske matric er;

o ( n ) = f n � n matric er ! j !

t

= � ! g :(56)



KAPITEL I I

Di�eren tiable mangfoldigheder

1. De f�rste de�nitioner

Vi starter med den generelle de�nition:

Definition I I.1 . L ad M v�r e et top olo gisk rum. V e d en di�er entiab el struk-

tur p � a M (af dimension n ) forst � as en familie A = f ( f

i

; O

i

) g

i 2 I

, hvor I er en

indexm�ngde, s � a

(1) 8 i 2 I : O

i

er en � ab en delm�ngde af R

n

o g f

i

( O

i

) er en � ab en delm�ngde af

M .

(2) 8 i 2 I : f

i

er en home omor� af O

i

p � a f

i

( O

i

) (sidstn�vnte udstyr et me d

sp ortop olo gien fr a M ).

(3) M = [

i 2 I

f

i

( O

i

) .

(4) 8 i; j 2 I er f

� 1

i

� f

j

: f

� 1

j

( f

i

( O

i

) \ f

j

( O

j

)) ! f

� 1

i

( f

i

( O

i

) \ f

j

( O

j

)) en

C

1

-afbildning.

Bem�rkning I I.2 . Egentligt er det en \di�er entiab el struktur af klasse C

1

",

vi herve d har de�ner et. Man kan p � a tilsvar ende vis de�ner e struktur er af klasse C

k

for al le k = 0 ; 1 ; : : : , men vi vil her kun inter esser e os for tilf�ldet C

1

. I �vrigt

vil vi ofte udelade r efer enc en til dimensionen o g blot kalde M for en di�er entiab el

mangfoldighe d.

Definition I I.3 . Hvis M er et anden-t�l lelig t Hausdor� top olo gisk rum me d

en di�er entiab el struktur A = f ( f

i

; O

i

) g

i 2 I

(af dimension n ), da kaldes M en

( n -dimensional) di�er entiab el mangfoldighe d. Endvider e kaldes A et atlas o g de

enkelte elementer ( f

i

; O

i

) kaldes for kort . Man omtaler o gs � a ofte et p ar ( f

i

; O

i

)

som \lokale ko or dinater p � a M ", el ler \en lokal p ar ametrisering af M " o g kalder

f

i

( O

i

) en ko or dinatome gn. Endelig omtales tal let n i de�nitionen som M 's dimen-

sion. Vi vil til tider bruge den me get g�ngse notation M

n

for en n -dimensional

mangfoldighe d M .

13
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Bem�rkning I I.4 . M�ngden af atlas p � a M har en naturlig p artiel or dning:

A

1

� A

2

, A

1

� A

2

. Sp e cielt vil ethvert atlas v�r e indeholdt i et maksimalt

atlas, o g man kunne s � ale des al ler e de i De�nition I I.1 have kr�vet, at A skul le

v�r e maksimal, hvad da o gs � a mange f�ler, er det rigtige. Vi mener do g, at dette

er et un�dvendigt kr av.

Vi vil i det f�lgende hen te det meste af v ores in tuition fra en sp eciel t yp e mang-

foldigheder, som vi n u de�nerer:

Definition I I.5 . L ad V v�r e et endeligt-dimensional t vektorrum af dimension

N . En ikke-tom delm�ngde M af V kaldes en n
n

n -dimensional ind lejr et del-

mangfoldighe d s � afr emt M , n � ar den udstyr es me d sp ortop olo gien, opfylder en af

f�lgende �kvivalente b etingelser:

(1) Til hvert m

0

2 M �ndes en ome gn U (som altid antaget � ab en) af m

0

i V o g en afbildning F 2 C

1

( U; R

N � n

) s � a F

0

m

er surjektiv for al le

m 2 M \ U o g M \ U = f u 2 U j F ( u ) = 0 g .

(2) Til hvert m

0

2 M �ndes en ome gn U af m

0

i V , en ome gn O af et

punkt x

0

2 R

n

, samt en afbildning f 2 C

1

( O ; V ) s � a:

� f ( x

0

) = m

0

.

� f

0

x

er injektiv for al le x 2 O .

� f er en home omor� af O p � a M \ U .

Vi vil ofte blot omtale s � adanne mangfoldighe der som delmangfoldighe der, o g et

hvert p ar ( f ; O ) , der for et el ler andet x

0

2 R

n

opfylder de tr e punkter i (2), kalder

vi for et kort p � a delmangfoldighe den .

I de�nitionen er jo indb ygget en p � astand, nemlig, at de to b etingelser er �kvi-

v alen te. Vi viser dette nedenfor, men g�r dog f�rst et par generelle b em�rkninger:

Vi arb ejder i de�nitionen o v enfor med et v ektorrum V og vi taler om di�eren-

tiable afbildninger og di�eren tialer p � a V . Dette b et yder \blot" at vi i en giv en

basis f e

i

g

N

i =1

k an iden ti�cere V med R

N

via

R

N

3 ( x

1

; : : : ; x

N

) $ x =

N

X

i =1

x

i

e

i

:(57)

Via dette bliv er en afbildning p � a V til en afbildning p � a R

N

(and vice v ersa).

Di�eren tiabilitetsegensk ab er viser sig at v�re uafh�ngige af den v algte basis.

V ed af arb ejde mere abstrakt med v ekturrum i stedet for R

N

opn � ar man bl.a.

den fordel, at man k an v en te med at indf�re en basis til et b elejligt tidspunkt.

S�tning I I.6 . De to b etingelser i De�nition I I.5 er �kvivalente.
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Bevis. (1) ) (2): Lad os kigge p � a et punkt m

0

2 M . Vi v ed da, at di�eren tialet

F

0

( m

0

) er en surjektiv line�r afbildning fra V til R

N � n

. Kernen K ( m

0

) (ogs � a k aldet

n ulrummet) for F

0

( m

0

) er da et underrum af dimension n . V�lg n u en \snedig"

basis f e

i

g

N

i =1

for v ektorrumm et V v ed at kr�v e, at f e

i

g

n

i =1

sk al v�re en basis for

K ( m

0

). (Ov erv ej, at man k an g�re dette, og at det ikk e p � avirk er an tagelserne om

F .) I denne basis f � ar F

0

( m

0

) da udseendet

0

B

B

B

@

0 � � � 0

@ F

1

@ x

n +1

� � �

@ F

1

@ x

N

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 � � � 0

@ F

N � n

@ x

n +1

� � �

@ F

N � n

@ x

N

1

C

C

C

A

;(58)

ev alueret i m

0

. Lad G b etegne pro jektionen ned p � a K ( m

0

). Denne har f�lgende

di�eren tial i m

0

(og i alle andre punkter):

0

B

B

@

1 � � � 0 0 � � � 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 � � � 1 0 � � � 0

1

C

C

A

;(59)

h v or 1-tallerne sk al an t yde, at de f�rste n s�jler sv arer til den iden tisk e afbildning

(enhedsmatricen). Betragt afbildningen ( G; F ) de�neret i en � ab en omegn af m

0

i

V . ( G; F ) har n u di�eren tialet

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 � � � 0 0 � � � 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 � � � 1 0 � � � 0

0 � � � 0

@ F

1

@ x

n +1

� � �

@ F

1

@ x

N

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 � � � 0

@ F

N � n

@ x

n +1

� � �

@ F

N � n

@ x

N

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(60)

i m

0

, og dette har klart en determinan t, der er forsk ellig fra 0. Dermed �ndes,

da determinan t-afbildningen s � av el som F

0

og G

0

er k on tin uerte, en hel omegn om

m

0

, h v or di�eren tialet af ( G; F ) har determinan t forsk ellig fra 0. Der �ndes da i

fgl. s�tningen om den in v erse funktion en omegn

~

U om m

0

i V og en omegn W

om ( x

0

; 0) = ( G ( m

0

) ; F ( m

0

)) s � aledes at ( G; F ) afbilder

~

U bijektivt p � a W . Lad �

b etegne den in v erse funktion og lad sp ecielt f ( x ) = �( x

1

; � � � ; x

n

; 0 ; � � � ; 0) b etegne

restriktionen af � til den � abne delm�ngde O = f x = ( x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

n

j ( x; 0) 2

W g . P � a grund af F 's egensk ab er k an vi an tage, at

~

U \ M = f X 2

~

U j F ( X ) = 0 g .

Det f�lger heraf, at ( G; F )(

~

U \ M ) = O � f 0 g , og f afbilder O bijektivt p � a

~

U \ M .

Skriv n u f ( x ) = ( f

1

( x ) ; : : : ; f

N

( x )) og observ er, at vi dels har, at G er pro jektionen



16 I I. DIFFERENTIABLE MANGF OLDIGHEDER

R

R

U

2

2
(U )F

-1

(U )F
-1

R

~

~

M

n

N-n

N

U

U1=

f

x

X

0

0

2

2

O

O

~

~

p � a de f�rste n k o ordinater, dels p er de�nition at G ( f ( x )) = x . Af dette f�lger, at

( f

1

( x ) ; : : : ; f

n

( x ) ; f

n +1

( x ) ; : : : ; f

N

( x )) = ( x

1

; : : : ; x

n

; f

n +1

( x ) ; : : : ; f

N

( x ))(61)

og

~

U \ M er hermed en (generaliseret) graf for funktionen x ! ( f

n +1

( x ) ; : : : ; f

N

( x )).

Det f�lger let fra dette, at f er en homeomor� med f

0

injektiv.

(2) ) (1) Vi er giv et et k ort ( f ; O ), et punkt x

0

2 O s � a f ( x

0

) = m

0

2 M sam t

en � ab en delm�ngde U

1

af V , som opfylder, at f ( O ) = M \ U

1

. Vi sk al �nde et

par ( F ; U

2

), der opfylder (1).

Da vi v ed, at f

0

( x

0

) er injektiv, v�lger vi en (orthogonal) basis f e

i

g

N

i =1

for V ,

s � aledes, at f e

i

g

n

i =1

er en basis for f

0

( x

0

)( R

n

). Sam tidig b etragter vi funktionen

g : R

N � n

! V giv et v ed

g ( y

1

; : : : ; y

N � n

) =

N � n

X

i =1

y

i

e

n + i

$ (0 ; : : : ; 0

| {z }

n

; y

1

; : : : ; y

N � n

) :(62)

Endelig b etragter vi funktionen

O � R

N � n

3 ( x; y ) ! �( x; y ) = f ( x ) + g ( y ) 2 V :(63)

Denne funktion er p er k onstruktion di�eren tiab el og opfylder, at det �

0

( x

0

; 0) 6= 0

(samme t yp e argumen t som o v enfor). If�lge s�tningen om den in v erse funktion

�ndes da en � ab en omegn

~

U

2

om m

0

i V og en � ab en omegn

~

U

1

om ( x

0

; 0) 2 R

N

,

s � aledes at � er en di�eomor� af

~

U

1

p � a

~

U

2

. (N � ar vi her og andre steder skriv er

punkter i R

N

som par, er det naturligvis via opsplitningen R

N

= R

n

� R

N � n

.) Lad

n u

~

O = f x 2 O j ( x; 0) 2

~

U

1

g . Dette er klart en � ab en delm�ngde af O og x

0

2

~

O .

Da endvidere f er en homeomor�, �ndes en � ab en delm�ngde U

2

, som vi uden

indskr�nkning k an an tage opfylder U

2

�

~

U

2

(h v orfor?), s � aledes at f (

~

O ) = M \ U

2

.
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Endvidere g�lder, p er k onstruktion, at

~

O = f x 2 R

n

j ( x; 0) 2 �

� 1

( U

2

) g ; og(64)

f ( x; 0) j x 2

~

O g = �

� 1

( U

2

\ M ) :

Vi b etragter herefter kun restriktionen af �

� 1

til U

2

og skriv er her

�

� 1

= ( G; F ) :(65)

Det er n u let at indse, at ( F ; U

2

) har de �nsk ede egensk ab er. Bem�rk ogs � a, at

8 x 2

~

O : G ( f ( x )) = x;(66)

alts � a at f

� 1

fremk om m er som restriktionen til f (

~

O ) af den di�eren tiable afbildning

G .

Som det fremgik hen mo d slutningen af b eviset for (1) ) (2) g�lder

K or ollar I I.7 . En n -dimensional ind lejr et delmangfoldighe d M er lokalt en

gr af, d.v.s. for ethvert m 2 M �ndes en � ab en ome gn U af m i V , en � ab en

delm�ngde O af R

n

samt N � n funktioner f

n +1

; : : : ; f

N

, s � ale des at man i en

p assende b asis for V har

M \ U = f ( x

1

; : : : ; x

n

; f

n +1

( x ) ; : : : ; f

N

( x )) j ( x

1

; : : : ; x

n

) 2 O g :(67)

Udfra dette er det er ikk e sv�rt at se, at f�lgende ogs � a g�lder (vi udelader

detaljerne):

K or ollar I I.8 ( Den implicitte funktionss�tning ) . L ad U � R

n

� R

N � n

v�r e � ab en o g lad F 2 C

1

( U; R

N � n

) . Skriv ko or dinaterne p � a R

n

� R

N � n

som

( x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

N � n

) . A ntag, at i punktet m

0

= ( x

0

; y

0

) g�lder

F ( m

0

) = F ( x

0

; y

0

) = 0(68)

o g at matric en

(

@ F

i

@ y

j

)

N � n

i;j =1

(69)

er ikke-singul�r. Da �ndes en ome gn O om x

0

i R

n

o g en ome gn W om y

0

i R

N � n

s � a O � W � U , o g der �ndes en C

1

-afbildning f , s � ale des at

8 ( x; y ) 2 O � W : F ( x; y ) = 0 , y = f ( x ) :(70)

En anden in teressan t observ ation, som bl.a. forklarer, h v orfor vi tillader os at

tale om del mangfoldighe der er f�lgende:

Pr oposition I I.9 . En ( n -dimensional) ind lejr et delmangfoldighe d M er en ( n -

dimensional) di�er entiab el mangfoldighe d.



18 I I. DIFFERENTIABLE MANGF OLDIGHEDER

Bevis. Vi sk al med andre ord vise, at h vis M opfylder De�nition I I.5, da opfyl-

der M ogs � a De�nition I I.1. Lad os derfor an tage, at (2) i De�nition I I.5 er opfyldt.

Vi har da for h v ert m 2 M et par ( f

m

; O

m

), h v or bl.a. O

m

er en � ab en delm�ngde

af R

n

, f

m

2 C

1

( O

m

; V ) og m 2 f

m

( O

m

). Vi h�vder, at familien

A = f ( f

m

; O

m

) j m 2 M g(71)

opfylder De�nition I I.1, alts � a, at A er et atlas. Det er n u klart, at vi kun b eh�v er

at vise (4) i De�nition I I.1. Men dette f�lger direkte af den b em�rkning i de

sidste linier i b eviset for S�tning I I.6, der go dtg�r, at eth v ert f

� 1

m

fremk om m er

som restriktion af en di�eren tiab el afbildning. A t M endelig er et anden-t�lleligt

Hausdor� top ologisk rum f�lger, da M har sp ortop ologien af en top ologi, der har

disse egensk ab er (o v erv ej).

Bem�rkning I I.10 . Det kan me get vel for ekomme, at ( f

m

1

; O

m

1

) = ( f

m

2

; O

m

2

)

for to forskel lige elementer m

1

; m

2

2 M . I s � adanne tilf�lde kan vi n�jes me d at

t�l le s�ttet me d en gang. Observer o gs � a, at hvad vi i De�nition I I.5 kaldte for

kort p � a delmangfoldighe den i f�lge ( 71 ) faktisk er kort. Vi vil i �vrigt altid,

n � ar vi har me d kort p � a delmangfoldighe der at g�r e me d mindr e andet

udtrykkeligt antages b enytte os af den sp e ciel le slags fr a ( 71 ).

Vi sk al i det f�lgende generalisere en del b egreb er bl.a. fra di�eren tial- og in-

tegralregningen til mangfoldigheder. Den mest brugte meto de er f�rst at b en ytte

lok ale k o ordinater ( f ; O ) for derefter at vise, at man f � ar \det samme" for forsk el-

lige v alg af s � adanne. Man siger s � a, at b egreb et er \uafh�ngigt af v alg af lok ale

k o ordinater". De f�lgende de�nitioner er go de eksempler p � a dette:

Definition I I.11 . L ad M v�r e en di�er entiab el mangfoldighe d o g lad m 2 M .

En funktion � de�ner et i en ome gn af m siges at v�r e uendeligt ofte di�er entiab el

i m , s � afr emt der �ndes et kort ( f ; O ) me d m 2 f ( O ) s � ale des, at � � f er uendeligt

ofte di�er entiab el i en ome gn af f

� 1

( m ) .

Hvis

~

U er en � ab en delm�ngde af M , o g hvis en funktion � :

~

U ! R er uendeligt

ofte di�er entiab el i ethvert punkt i

~

U , da siges � at v�r e uendeligt ofte di�er entiab el

p � a

~

U . M�ngden af s � adanne funktioner b ete gnes C

1

(

~

U ) . Sp e cielt kan

~

U jo v�r e

M .

Definition I I.12 . L ad L o g M v�r e di�er entiable mangfoldighe der (ikke n�d-

vendigvis af samme dimension) o g lad U v�r e en � ab en delm�ngde af L . En afbild-

ning 	 : U ! M siges at v�r e af klasse C

1

i et punkt ` 2 U , s � afr emt der �ndes

et lokalt ko or dinatsystem ( f ; O ) p � a L me d ` 2 f ( O ) , o g et lokalt ko or dinatsystem

( h; B ) p � a M me d 	( ` ) 2 h ( B ) , s � ale des at afbildningen

~

	 : f

� 1

�

U \ f ( O ) \  

� 1

( h ( B ))

�

h

� 1

� 	 � f

! B(72)
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f ( O )

L

O

`

	( ` )

M

R

s

R

n

	

f

h

B

U

h ( B )

h

� 1

� 	 � f

Figur I I.2. De�nition af di�eren tiab el afbildning

er de�ner et o g af klasse C

1

i en ome gn af f

� 1

( ` ) . Hvis 	 er af klasse C

1

for

al le ` 2 U , siges 	 at v�r e en C

1

-afbildning p � a U . M�ngden af s � adanne b e-

te gnes C

1

( U; M ) , o g elementerne i denne m�ngde omtales som de di�er entiable

afbildninger fr a U til M .

Det er n u vigtigt at eftervise, at b egge de�nitioner er uafh�ngige af v alg af

lok ale parametriseringer. Vi n�jes med at g�re dette for De�nition I I.12:

Lad os da an tage, at

~

	 = h

� 1

� 	 � f er uendeligt ofte di�eren tiab el i ` 2 U � L .

An tag, at ( f

1

; O

1

) er et andet k ort p � a L med ` 2 f

1

( O

1

) og tilsv arende, at ( h

1

; B

1

)

er et andet k ort p � a M med 	( ` ) 2 h

1

( B

1

). Da g�lder, at

~

	

1

= h

� 1

1

� 	 � f

1

= ( h

� 1

1

� h ) � ( h

� 1

� 	 � f ) � ( f

� 1

� f

1

)(73)

= ( h

� 1

1

� h ) �

~

	 � ( f

� 1

� f

1

)(74)

i en omegn af ` , og da b � ade h

� 1

1

� h og f

� 1

� f

1

p er an tagelse er C

1

, er

~

	

1

pr�cist

lige s � a mange gange di�eren tiab el som

~

	.

F�lgende de�nition er egen tligt et sp ecialtilf�lde af De�nition I I.12, men vi

medtager den for klarhedens skyld.

Definition I I.13 . En kurve � i en di�er entiab el mangfoldighe d m er en af-

bildning af en � ab en delm�ngde U af R ind i M . Kurven � er di�er entiab el

i et punkt t 2 U , s � afr emt der �ndes et � > 0 o g et kort ( f ; O ) p � a M me d

� (] t � � ; t + � [) � f ( O ) o g s � ale des at ] t � � ; t + � [ 3

~

t ! f

� 1

( � (

~

t )) er di�er entiab el

i t . Kurven x ( t ) = f

� 1

( � ( t )) ( , � ( t ) = f ( x ( t )) ) kaldes kurvens ko or dinatudtryk

me d hensyn til kortet ( f ; O ) . Der g�lder me d andr e or d, at � er di�er entiab el,

hvis o g kun hvis al le dens ko or dinatudtryk er di�er entiable.
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Hvis vi an v ender De�nitionerne I I.11, I I.12 og I I.13 p � a indlejrede delmangfoldig-

heder, er der n u en teoretisk m ulighed for, at v ore n y e de�nitioner ikk e stemmer

o v erens med, h v ad v ores in tuition siger os, at di�eren tiabilitet sk al v�re. Det er

f. eks. ikk e klart, at en di�eren tiab el kurv e � i v ektorrummet V , der helt forl�b er

indenfor en indlejret delmangfoldighed m af V , er en di�eren tiab el kurv e i henhold

til De�nition I I.13. En n�rmere unders�gelse viser dog, at alt alligev el er i den

sk�nneste orden. Til bl.a. at afklare s � adanne sp�rgsm � al er f�lgende lemma meget

n yttig.

Lemma I I.14 . L ad M

1

v�r e en ind lejr et delmangfoldighe d af V

1

o g M

2

en ind-

lejr et delmangfoldighe d af V

2

. L ad U v�r e en � ab en delm�ngde af V

1

me d M

1

� U ,

lad F : U ! V

2

v�r e en di�er entiab el (i den s�dvanlige forstand) afbildning o g

antag, at F ( M

1

) � M

2

. Da er r estriktionen af F til M

1

en afbildning fr a M

1

til

M

2

, der er di�er entiab el me d hensyn til De�nition I I.12 .

Bevis. Detaljerne o v erlades til l�seren. Man k an f. eks. udn ytte, at en del-

mangfoldighed lok alt k an skriv es som en graf (Korollar I I.7). Det er vigtigt, at

man g�r sig klart, at der her virk eligt er noget, der sk al b evises.

2. T angen trummet, 1.ste udga v e

Vi l�gger ud med at indf�re en del b egreb er for indlejrede delmangfoldigheder,

s � a i afsnit 2 b etegner M altid en s � adan, af dimension n , indlejret i et fast v ektorrum

V .

Definition I I.15 . L ad m 2 M . T angentrummet T

m

( M ) til M i m de�ner es

som

T

m

( M ) =

f v 2 V j 9 kurve � : I

�

! M o g et t

0

2 I s � a � ( t

0

) = m o g �

0

( t

0

) = v g ;

(75)

hvor I b ete gner et � ab ent interval (som afh�nger af � ) i R .

Hvis vi har lok ale k o ordinater ( f ; O ) som i De�nition I I.5(2) p � a M f � ar vi for

h v ert m 2 f ( O ) en naturlig basis for T

m

( M ):

S�tning I I.16 . T

m

0

( M ) er et vektorrum af dimension n . Hvis ( f ; O ) er et kort

p � a M me d f ( x

0

) = m

0

for et x

0

= ( x

0 ; 1

; : : : ; x

0 ;n

) 2 O , da g�lder

f f

x

i

( x

0

) g

n

i =1

er en b asis for T

m

0

( M ) ;(76)

hvor, for al le i = 1 ; : : : ; n , f

x

i

=

@

@ x

i

f .
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Bevis. Lad ( f ; O ) v�re det givne k ort. Bem�rk f�rst at kra v et i De�nition I I.5,

at f

0

x

0

sk al v�re injektiv, netop b et yder, at f

x

i

-erne er line�rt uafh�ngige. Til en

kurv e � i m med � ( t

0

) = m

0

sv arer en kurv e x ( t ) = ( x

1

( t ) ; : : : ; x

n

( t )) i O , de�neret

i et passende in terv al i =] t

0

� � ; t

0

+ � [, s � a 8 t 2 i : � ( t ) = f ( x ( t )). Det f�lger da af

k�dereglen for di�eren tiation at

�

0

( t

0

) = x

0

1

( t

0

) f

x

1

( x

0

) + � � � + x

0

n

( t

0

) f

x

n

( x

0

) =

n

X

i =1

x

0

i

( t

0

) f

x

i

( x

0

) :(77)

Det f�lger s � aledes, at f

x

i

-erne udsp�nder et v ektorrum, der indeholder T

m

0

( M ).

Betragt n u for en vilk � arlig v ektor v = ( v

1

; : : : ; v

n

) 2 R

n

kurv en �

v

de�neret v ed

�

v

( t ) = f ( x

0

+ t � v ) = f ( x

0 ; 1

+ t � v

1

; : : : ; x

0 ;n

+ t � v

n

) ;(78)

de�neret i et passende in terv al omkring 0. Dette er klart en di�eren tiab el kurv e i M

med �

v

(0) = m

0

. Der g�lder derfor, p er de�nition, at �

0

v

(0) = v

1

f

x

1

+ � � � + v

n

f

x

n

2

T

m

0

( M ).

Definition I I.17 . Kurverne �

e

i

; i = 1 ; : : : ; n kaldes ko or dinatkurverne.

F�lgende er en n yttig observ ation

Lemma I I.18 . Hvis F er en funktion, der opfylder (1) i De�nition I I.5 , da

g�lder

T

m

0

( M ) = k er F

0

m

0

:(79)

Bevis. Hvis � er en kurv e i M \ U med � ( t

0

) = m

0

g�lder jo F ( � ( t )) = 0 for

alle t i de�nitionsomr � adet for � . Det f�lger da af k�dereglen, at

F

0

m

0

( �

0

( t

0

)) = 0 :(80)

Af dette f � as, at T

m

0

( M ) � k er F

0

m

0

. Men F

0

m

0

er en surjektiv afbildning fra R

N

til

R

N � n

, s � a dim (k er F

0

m

0

) = n .

Bem�rkning I I.19 . V or es intuitive fornemmelse er jo, at tangentplanen til M

i m skal v�r e en plan, der netop r�r er ve d M i m . Me d vor es de�nition af tangen-

trummet har vi opn � aet, at dette altid bliver et vektorrum, o g det er yderst nyttigt.

Derimo d vil den kun \tanger e" M i m

0

s � afr emt nulpunktet i V (nulvektor en) fal-

der i m

0

. Man kan ofte til lade sig at 
ytte nulpunktet hen i m

0

uden at �ndr e

v�sentligt p � a en given situation, men helt gener elt g�lder, at vi skelner mel lem

tangentplanen o g tangentrummet o g

tangentplanen i m = m + T

m

( M ) :(81)
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T angen tbundtet T ( M ) de�neres som f�lgende 2 n -dimensionale delmangfoldig-

hed af R

N

� R

N

= R

2 N

:

T ( M ) = f ( m; v ) 2 R

N

� R

N

j m 2 M og v 2 T

m

( M ) g :(82)

Det f�lger forholdsvis direkte fra de�nitionerne, at T ( M ) virk elig er en delmang-

foldighed. F aktisk g�lder (o v erv ej), at h vis ( f ; O ) er et k ort p � a M , da er (

~

f ;

~

O ),

h v or

~

f ( x; t ) = ( f ( x ) ; f

0

( x )( t )) for ( x; t ) 2

~

O = O � R

n

et k ort p � a T ( M ). Ligeledes

k an et par ( F ; U ) som i b etingelse (1) for M g�res til et tilsv arende s�t (

~

F ;

~

U ) for

T ( M ) v ed forskriften

~

F ( u

1

; u

2

) = ( F ( u

1

) ; F

0

( u

1

)( u

2

)) for ( u

1

; u

2

) 2

~

U = U � R

N

:(83)

Normalbundtet N ( M ) de�neres som f�lgende delmangfoldighed af R

N

� R

N

=

R

2 N

:

N ( M ) = f ( m; v ) 2 R

N

� R

N

j m 2 M og v 2 T

m

( M )

?

g ;(84)

h v or T

m

( M )

?

= N

m

( M ) k aldes normalplanen til M i m . Dimensionen af normal-

bundtet er N .

Di�eren tialet af en afbildning. Lad  v�re en di�eren tiab el afbildning fra en

delmangfoldighed M

1

af R

N

1

til en delmangfoldighed M

2

af R

N

2

. Hvis m 2 M

1

,

inducerer  en afbildning  

0

( m ) =  

0

m

, k aldet di�eren tialet af  i m , fra T

m

( M

1

)

til T

 ( m )

( M

2

) v ed f�lgende opskrift:

 

0

m

( v ) =

�

d

dt

(  ( � ( t )))

�

( t

0

) = (  � � )

0

( t

0

) ;(85)

h v or t ! � ( t ) er den kurv e, der repr�sen terer v som i De�nition I I.15. Man

indser (c hec k!), at  

0

x

er en v elde�neret line�r afbildning mellem de resp ektiv e

tangen trum. Se i �vrigt De�nition I I.49 og f�lgende sider. I det sp ecielle tilf�lde

h v or M

2

= R (og  alts � a er en funktion) bruges b etegnelsen  

0

m

= d 

m

(den

bruges ogs � a ofte i den generelle situation). I dette tilf�lde bliv er d 

m

et line�rt

funktional (se i �vrigt De�nition B.1) p � a T

m

( M ).

Kotangen trummet=1- form erne . De line�re funktionaler p � a T

m

( M ) k aldes

1-formerne p � a M i m eller ko-tangentvek tor erne til M i m . V ektorrumm et de

udsp�nder b etegnes T

�

m

( M ).
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M

C

3. V ektorfelter, 1.ste udga v e

Definition I I.20 ( Intuitiv definition ) . L ad U

1

v�r e en � ab en delm�ngde af

et endelig-dimensionalt vektorrum V

1

me d dim ( V

1

) = N

1

. Et vektorfelt X p � a V

1

er da simp elthen en afbildning X : U

1

! V

1

(altid antaget C

1

). Hvis M er

en delmangfoldighe d af V

1

o g M � U

1

siges r estriktionen af X til M at v�r e et

vektorfelt p � a M, s � afr emt 8 m 2 M : X ( m ) 2 T

m

( M ) ( X ( s ) tangerer M o v eralt ).

Da X ( u ) for et giv et v ektorfelt X er en v ektor i V

1

for alle u 2 U

1

, k an man

an t yde v ektorfeltet v ed af afs�tte v ektoren X ( u ) med fo dpunkt i u . Man k an

f.eks. forestille sig, at punkterne i U

1

af en eller anden grund b ev�ger sig rundt

og at X ( m ) angiv er hastigheden i punktet m . Bev�gelsen af et punkt vil da v�re

b eskrev et v ed en kurv e u ( t ), der sk al opfylde: 8 t : u

0

( t ) = X ( u ( t )). S � adanne kurv er

k aldes b aner for X .

Vi k an ogs � a b en ytte tangen tbundtet til at giv e en de�nition af v ektorfelter, der

ikk e direkte refererer til v ektorrumm et V

1

:

Definition I I.21 . Et (glat) vektorfelt p � a en delmangfoldighe d M er en ( C

1

) af-

bildning M ! T ( M ) , m ! (  ( m ) ; X ( m )) s � a 8 m 2 M :  ( m ) = m . Afbildningen

har m.a.o. udse endet

m ! ( m; X ( m )) :(86)

Generelt k aldes en s � adan afbildning for et snit i tangen tbundtet og meget ofte

vil vi bruge b etegnelsen X

m

for X ( m ) og, og vi vil ligeledes ofte blot angiv e et

v ektorfelt v ed en tilordning m ! X

m

. Vi v ender tilbage til s � adanne afbildninger

senere. F�lgende n yttige observ ation sk al dog g�res:

Lemma I I.22 . L ad m ! ( m; X ( m )) � X

m

v�r e et vektorfelt p � a en delmang-

foldighe d (De�nition I I.21 ). L ad ( f ; O ) v�r e lokale ko or dinater. Da �ndes i f�lge

S�tning I I.16 entydigt b estemte funktioner a

1

; : : : ; a

n

p � a O s � ale des, at

8 m = f ( x ) 2 f ( O ) : X

m

=

P

n

i =1

a

i

( x ) f

x

i

( x ) :(87)
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V ektorfeltet X er C

1

hvis o g kun hvis funktionerne a

1

; : : : ; a

n

er C

1

for samtlige

p ar ametriseringer ( f ; O ) i det givne atlas.

Bevis. Dette er n�sten de�nitionen af at v�re C

1

. Bruges k ortet

~

f ( x; t ) =

( f ( x ) ; f

0

( x )( t )) (se side 22) f � ar v ektorfeltet f�lgende udseende i disse lok ale k o or-

dinater (o v erv ej dette):

( x

1

; : : : ; x

n

) ! (( x

1

; : : : ; x

n

) ; ( a

1

( x ) ; : : : ; a

n

( x ))) :

Bem�rkning I I.23 . Hvis

~

X er et vektorfelt p � a en ko or dinatome gn f ( O ) p � a

en delmangfoldighe d som i De�nition I I.21 f � as via ( 87 ) et vektorfelt X ( x ) =

( a

1

( x ) ; : : : ; a

n

( x )) p � a O som i De�nition I I.20 o g vic e versa.

Vi b en ytter lejligheden til at de�nere, for delmangfoldigheder, b egreb et et v ek-

torfelt langs en kurv e :

Definition I I.24 . L ad R � I

�

! M v�r e en kurve p � a en delmangfoldighe d. Et

vektorfelt v langs � er da en afbildning v : I ! T ( M ) , der opfylder: 8 t 2 I :

v ( t ) = ( � ( t ) ; ~v ( t )) , hvor ~v ( t ) 2 T

� ( t )

( M ) .

Lad os n u for en tid glemm e delmangfoldigheder og blot an tage, at U

1

er en

� ab en delm�ngde af V

1

, og at X er et v ektorfelt p � a U

1

.

Giv et et s � adan t v ektorfelt X og et punkt u

0

2 U

1

k an vi de�nere en afbildning

X

u

0

: C

1

( U

1

) ! R v ed opskriften

C

1

( U

1

) 3  ! X

u

0

(  )

Def.

=

�

d

dt

 ( u

0

+ t � X ( u

0

))

�

t =0

:(88)

X

u

0

(  ) er med andre ord den retningsa
edede af  i retningen X ( u

0

). Endvidere

k an vi de�nere en afbildning X : C

1

( U

1

) ! C

1

( U

1

) v ed

8 u 2 U

1

: ( X (  ))( u )

Def.

= X

u

(  ) :(89)

Det k an m � ask e synes uheldigt, at vi ogs � a b en ytter sym b olet X

u

0

til dette form � al,

men det er der en grund til (se senere).

Exempel I I.25 . A ntag, at U

1

er en � ab en delm�ngde af R

2

o g at punktet u

0

=

(3 ; 5) ligger i U

1

. A ntag yderliger e, at vi er givet et vektorfelt X p � a U

1

s � ale des, at

X ( u

0

) = (17 ; � 6) . Da bliver, me d  en p assende p�n funktion,

X

u

0

(  ) =

d

dt

(  (3 + 17 � t; 5 � 6 � t ))

t =0

(90)

=

 

17

@  

@ x

1

� 6

@  

@ x

2

!

(3 ; 5) :
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An tag, at vi i et k o ordinatsystem for V

1

har v ektorfeltet X giv et v ed X ( u ) =

( a

1

( u ) ; : : : ; a

N

1

( u )).

Lemma I I.26 . L ad u v�r e et fast, men vilk � arligt, punkt i U

1

. Der g�lder

i ) 8  ; � 2 C

1

( U

1

) ; 8 � 2 R : X

u

(  + � � � ) = X

u

(  ) + � � X

u

( � ) :

ii ) 8  ; � 2 C

1

( U

1

) : X

u

(  � � ) = X

u

(  ) � � ( u ) +  ( u ) � ( X

u

� ) :

iii ) 8  2 C

1

( U

1

) : X

u

(  ) =

0

@

N

1

X

i =1

a

i

( u )

@

@ x

i

 

1

A

( u ) :

Endvider e g�lder, som identiteter i C

1

( U

1

) ,

iv ) 8  ; � 2 C

1

( U

1

) ; 8 � 2 R : X (  + � � � ) = X (  ) + � � X ( � ) :

v ) 8  ; � 2 C

1

( U

1

) : X (  � � ) = X (  ) � � +  � ( X � ) :

Bevis. De f�rste to formler f�lger, fordi almindelig di�eren tiation efter en enk elt

v ariab el, t , opfylder linearitet og pro duktreglen, og X

u

sv arer jo netop i henhold

til (88) til di�eren tiation efter t (i en b estem t retning). F ormlerne iv) og v) er blot

omform uleringer af i) og ii), og endelig f�lger iii) af k�dereglen.

Definition I I.27 . F or fastholdt u 2 U

1

kaldes en afbildning �

u

: C

1

( U

1

) ! R ,

der opfylder i) o g ii) i L emma I I.26 , en line�r derivation af C

1

( U

1

) i u .

Definition I I.28 . En afbildning � : C

1

( U

1

) ! C

1

( U

1

) , der opfylder iv) o g v)

i L emma I I.26 , kaldes en line�r derivation af C

1

( U

1

) .

F ormel iii) viser, at v ektorfeltet X sv arer til en homogen f�rste-ordens di�eren-

tialop erator, og da om v endt enh v er homogen f�rste-ordens di�eren tialop erator har

et udseende som i iii), k an vi tilordne et v ektorfelt til en s � adan udfra k o e�cien t-

funktionerne a

1

; : : : ; a

N

1

. Videre viser Lemma I I.26 at et v ektorfelt p � a U

1

(i et

punkt u ) giv er anledning til en deriv ation af C

1

( U

1

) (i et punkt u ). If�lge det

k ommende Lemma I I.29 sam t Korollar I I.30 k an vi endvidere g � a fra deriv ationer (i

et punk) til f�rste-ordens homogene di�eren tialop eratorer (i et punkt) og dermed,

if�lge det foreg � aende, til et v ektorfelt. Der g�lder med andre ord at disse tre t yp er

ob jekter k an iden ti�ceres. Det vi s � a ofte ogs � a g�re.

Lemma I I.29 . L ad �

x

v�r e en line�r derivation af C

1

( U

1

) i x . Da �ndes kon-

stanter b

1

; : : : ; b

N

1

2 R s � a

8  2 C

1

( U

1

) : �

x

(  ) = (

N

1

X

i =1

b

i

@

@ x

i

 )( x ) :(91)

Bevis. Vi g�r f�rst en simp el, men alligev el alt afg�rende observ ation:
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� Hvis 1
1

1 2 C

1

( U

1

) b etegner funktionen, der er k onstan t lig 1, da g�lder:

�

x

( 1
1

1) = �

x

( 1
1

1 � 1
1

1 ) = 1
1

1 ( x ) � �

x

( 1
1

1) + �

x

( 1
1

1) � 1
1

1( x ) = 2 � �

x

( 1
1

1) ;(92)

da 1
1

1

2

= 1
1

1 . Alts � a er �

x

( 1
1

1 ) = 0.

Det f�lger dern�st af lineariteten, at �

x

er n ul p � a alle k onstan te funktioner i

C

1

( U

1

). F or at tage n�ste skridt b en ytter vi f�lgende k endsgerning, der f�lger let

v ed T a ylorudvikling:

� Lad  2 C

1

( U

1

). Lad x = ( x

1

; : : : ; x

N

1

). Da �ndes C

1

-funktioner

 

1

; : : : ;  

N

1

p � a U

1

s � aledes, at

8 x 2 U

1

:  ( x ) =  ( x ) +

N

1

X

i =1

( x

i

� x

i

) �  

i

( x ) :(93)

Vi k an her opfatte  ( x ) som en k onstan t funktion p � a U

1

, s � a �

x

((  ( x )) = 0. Da vi

ligeledes k an opfatte h v er af funktionerne ( x

i

� x

i

) som C

1

-funktioner x ! ( x

i

� x

i

)

p � a U

1

, har �

x

en v�rdi p � a disse: �

x

(( x

i

� x

i

)) = b

i

2 R for i = 1 ; : : : ; N

1

. Der

g�lder endvidere klart, at

@

@ x

i

( x

j

� x

j

) = �

i;j

:(94)

An v endes n u �

x

p � a (93) f � as, idet 8 i = 1 ; : : : ; N

1

: ( x

i

� x

i

)( x ) = 0, at �

x

(  ) =

P

N

1

i =1

b

i

�  

i

( x ). Men dette er pr�cist det samme som man f � ar via (91), n � ar b

i

'erne

er de�nerede som o v enfor.

K or ollar I I.30 . Enhver derivation af C

1

( U

1

) b estemmer entydigt en homo gen

f�rste-or dens di�er entialop er ator.

Bevis. Dette f�lger let fra Lemma I I.29: Hvis � : C

1

( U

1

) ! C

1

( U

1

) er en

line�r deriv ation, da er det klart, at for eth v ert x 2 U

1

er afbildningen �

x

:  !

( � (  ))( x ) en line�r deriv ation af C

1

( U

1

) i x . Det f�lger da umiddelbart, at der

�ndes funktioner b

1

( x

1

; : : : ; x

N

1

) ; : : : ; b

N

1

( x

1

; : : : ; x

N

1

) s � aledes, at

8  2 C

1

( U

1

) : ( � (  ))( x

1

; : : : ; x

N

1

) =

�

P

N

1

i =1

b

i

( x

1

; : : : ; x

N

1

)

@

@ x

i

 

�

( x

1

; : : : ; x

N

1

) :

(95)

Vi mangler blot at indse, at de indg � aende funktioner b

1

; : : : ; b

N

1

tilh�rer C

1

( U

1

),

men det f�lger fra, at 8 i : b

i

= � ( x

i

).

Bem�rkning I I.31 . Hvis U

1

o g U

2

er � abne m�ngder s � a x 2 U

1

\ U

2

, da er

(overvej) m�ngden af derivationer af C

1

( U

1

) i x lig me d m�ngden af derivationer

af C

1

( U

2

) i x . Observer o gs � a, at hvis U

2

� U

1

er en � ab en delm�ngde, da de�ner er

enhver derivation af C

1

( U

1

) en derivation af C

1

( U

2

) , for det g�lder jo klart, at

b

i

2 C

1

( U

1

) ) b

i

2 C

1

( U

2

) (sammenlign me d (95) ).
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Bem�rkning I I.32 . Hvis M er en delmangfoldighe d af V , hvis ( f ; O ) er en

lokal p ar ametrisering, hvis m

0

= f ( x

0

) o g hvis

P

n

i =1

a

i

f

x

i

( x

0

) 2 T

m

0

( M ) , da de�-

ner es en derivation af C

1

( V ) i m

0

ve d

C

1

( V ) 3  !

n

X

i =1

a

i

@ (  � f )

@ x

i

:(96)

Dette er pr�cist den r etningsa
e de de af  i m

0

i r etningen

P

n

i =1

a

i

f

x

i

( x

0

) . R esul-

tatet afh�nger kun af v�r dien af  p � a M (ja kun af v�r dien af  i f (

~

O ) , hvor

~

O

er en (lil le) ome gn af x

0

i O ).

Hv orledes k an vi udvide o v enst � aende omform ulering af b egreb et v ektorfelt til

ogs � a at omfatte v ektorfelter p � a delmangfoldigheder? Ja, et in tuitivt sv ar kunne

v�re, at vi sk al n�jes med at di�eren tiere funktioner i retninger sv arende til tan-

gen trummene. Men s � a k an vi lige s � a go dt n�jes med at se p � a funktioner, der er

de�nerede p � a M . I n�ste afsnit forts�ttes denne tank egang, sam tidig med at den

udvides til generelle mangfoldigheder.

4. V ektorfelter, 2.den udga v e

Konklusionen p � a Lemma I I.26, Lemma I I.29 og Corollar I I.30 er, at der er en

line�r bijektiv forbindelse mellem p � a den ene side v ektorfelter giv et p � a formen x !

( a

1

( x ) ; : : : ; a

N

1

( x )) og p � a den anden side deriv ationer. Denne k orresp ondance g � ar

via f�rste-ordens homogene di�eren tialop eratorer

P

N

1

i =1

a

i

( x )

@

@ x

i

. Det n yttige v ed

denne observ ation k ommer frem, n � ar man sk al generalisere b egreb erne tangen trum

og v ektorfelt til en vilk � arlig mangfoldighed. Her k an man ikk e g�re det geometrisk

som i De�nition I I.20. Til n�ds kunne man m � ask e generalisere b egreb et homogen

f�rste-ordens di�eren tialop erator, men det, der umiddelbart er det letteste, er at

generalisere b egreb et deriv ation:

Definition I I.33 . L ad U v�r e en � ab en delm�ngde af en mangfoldighe d M . L ad

m 2 M . En afbildning �

m

: C

1

( U ) ! R , der opfylder i) o g ii) i L emma I I.26 ,

kaldes en line�r derivation af C

1

( U ) i m . En afbildning � : C

1

( U ) ! C

1

( U ) ,

der opfylder iv) o g v) i L emma I I.26 , kaldes en line�r derivation af C

1

( U ) .

Vi k an herefter giv e de generelle de�nitioner: Lad M v�re en di�eren tiab el

mangfoldighed, U en � ab en delm�ngde af M og lad m 2 M .

Definition I I.34 ( T angentr um ) . T angentrummet T

m

( M ) til m 2 M er

T

m

( M ) = f �

m

j �

m

er en line�r derivation af C

1

( M ) i m g :(97)

Definition I I.35 ( Vektorfel t ) . L ad � v�r e en derivation af C

1

( U ) . Vi

siger da, at � er et (di�er entiab elt el ler glat) vektorfelt p � a U . Vi vil ofte b enytte

b o gstaverne X ; Y ; Z til at b ete gne vektorfelter.
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Bem�rk, at h vis � er en line�r deriv ation af C

1

( U ) og h vis m 2 U , da er �

m

de�neret v ed

�

m

( � ) = � ( � )( m )(98)

en line�r deriv ation af C

1

( U ) i m .

Vi vil n u b en ytte lejligheden til at indf�re en meget fundamen tal struktur:

Definition I I.36 ( Liep arentes ) . Hvis X ; Y er vektorfelter p � a U , de�ner es

Liep ar entesen [ X ; Y ] af X o g Y som f�lgende afbildning C

1

( U ) ! C

1

( U ) :

[ X ; Y ](  ) = X ( Y (  )) � Y ( X (  ))(99)

Pr oposition I I.37 . Liep ar entesen [ X ; Y ] af to vektorfelter er igen et vektorfelt.

Bevis: Lad  

1

;  

2

2 C

1

( U ). Da er

[ X ; Y ](  

1

�  

2

) =(100)

X ( Y (  

1

�  

2

)) � Y ( X (  

1

�  

2

)) =

X ( Y (  

1

) �  

2

+  

1

� Y (  

2

)) � Y ( X (  

1

) �  

2

+  

1

� X (  

2

)) =

X ( Y (  

1

)) �  

2

+ Y (  

1

) � X (  

2

) + X (  

1

) � Y (  

2

) +  

1

� X ( Y (  

2

))

� Y ( X (  

1

)) �  

2

� X (  

1

) � Y (  

2

) � Y (  

1

) � X (  

2

) �  

1

� Y ( X (  

2

)) =

X ( Y (  

1

)) �  

2

� Y ( X (  

1

)) �  

2

+  

1

� X ( Y (  

2

)) �  

1

� Y ( X (  

2

)) =

[ X ; Y ](  

1

) �  

2

+  

1

� [ X ; Y ](  

2

) :

Der g�lder endvidere

Pr oposition I I.38 . Liep ar antesen opfylder, for vilk � arlige vektorfelter X ; Y ; Z

o g r e el le tal a; b :

sk�vsymmetri: [ Y ; X ] = � [ X ; Y ] :

biline aritet: [ X ; a � Y + b � Z ] = a � [ X ; Y ] + b � [ X ; Z ] :

Jac obi-identiteten: [ X ; [ Y ; Z ]] + [ Z ; [ X ; Y ]] + [ Y ; [ Z ; X ]] = 0 :

Bevis. Dette o v erlades til l�seren.

F or videre at kunne arb ejde med deriv ationer er f�lgende en n yttig observ ation:

Pr oposition I I.39 . L ad V v�r e en ome gn om m 2 M . Da �ndes ome gne V

1

o g V

2

om m i M o g en funktion  2 C

1

( M ) s � ale des, at V

1

� V

2

� V

2

� V , V

2

er

komp akt o g s � a

�  j

V

1

= 1 .

� 8 ~m 2 M : 0 �  ( ~ m ) � 1 .

�  er identisk 0 p � a M n V

2

.
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Bevis. Dette f�lger let v ed brug af et lok alt k ort ( f ; O ) omkring m , idet det

er v elk endt, at en tilsv arende s�tning g�lder i R

n

. (V�lg \sm � a" kugler omkring

f

� 1

( m )). I f�rste omgang k an man s � a k onstruere en funktion, der er C

1

p � a f ( O )

og er 0 udenfor en komp akt delm�ngde V

2

� V \ f ( O ), og som opfylder det �nsk ede

p � a f ( O ). Udvides denne til hele M v ed at de�nere den til at v�re 0 p � a M n f ( O )

f � as en C

1

-funktion (o v erv ej).

Lemma I I.40 . L ad X v�r e et vektorfelt p � a M o g lad m 2 M . Hvis ' 2 C

1

( M )

opfylder: Der �ndes en � ab en ome gn V af m s � a ' j

V

� 0 , da er X

m

( ' ) = 0 .

Bevis. F or at vise dette, k an man tage en C

1

-funktion  som i Prop osition I I.39

med  ( m ) = 1 og  = 0 udenfor V , v algt for passende � abne delm�ngder V

1

; V

2

. Da

er ' �  = 0, og dermed er 0 = X

m

(0) = X

m

( ' �  ) = ' ( m ) � X

m

(  ) + X

m

( ' ) �  ( m ) =

X

m

( ' ).

Det er pr�cist denne observ ation, der sikrer, at vi k an opfatte et X

m

de�neret

p � a C

1

( M ) som en deriv ation af C

1

( U ) i m for enh v er � ab en delm�ngde U af M ,

der indeholder m :

Definition I I.41 . L ad U v�r e en � ab en ome gn om m 2 M . L ad  

U

v�r e en

funktion som i Pr op osition I I.39 for p assende ome gne V

1

o g V

2

af m 2 U . En

derivation X

m

af C

1

( M ) i m g�r es til en derivation af C

1

( U ) i m ve d f�lgende

forskrift:

8 � 2 C

1

( U ) : X

m

( � )

Def.

= X

m

(  

U

� � ) :(101)

Bem�rkning I I.42 . Det er venstr esiden, der de�ner es ud fr a h�jr esiden. F or

ikke at g�r e notationen for tung, b enytter vi o gs � a b ete gnelsen X

m

for den nye

afbildning. Dette er rimeligt, da den tid liger e de�nition jo er indeholdt i den nye

(for U = M ). Man skal selvf�lgelig nu overb evise sig om, at h�jr esiden overhove det

er de�ner et, d.v.s., at  

U

� � kan opfattes som en C

1

-funktion p � a M . Dern�st,

at man f � ar det samme for forskel lige valg af funktionen  

U

o g endelig, at det

de�ner e de virkelig er en derivation af C

1

( U ) i m . Vi overlader dette til l�ser en.

Lad ( f ; O ) v�re et k ort p � a M . Da g�lder

 2 C

1

( f ( O )) ,  � f 2 C

1

( O ) :(102)

Vi har derfor

Lemma I I.43 . Hvis � er en derivation af C

1

( O ) , da de�ner es ve d

C

1

( f ( O )) 3  

~

�

! ( � (  � f )) � f

� 1

(103)

en derivation

~

� af C

1

( f ( O )) , o g enhver derivation af C

1

( f ( O )) fr emkommer

s � ale des.
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Bem�rkning I I.44 . Det er klart, at enhver derivation af C

1

( U ) i m kan

udvides til en derivation af C

1

( M ) i m , da vi jo har en naturlig afbildning

C

1

( M ) ! C

1

( U ) (r estriktionsafbildningen).

I forts�ttelse af Lemma I I.43 og Lemma I I.26 in tro duceres f�lgende notation:

Definition I I.45 . L ad ( f ; O ) v�r e et kort. V ektorfeltet

~

@

@ x

i

de�ner et, for i =

1 ; : : : ; n , ve d 8 m 2 f ( O ) ; 8  2 C

1

( f ( O )) :

~

(

@

@ x

i

)

m

(  ) = (

@

@ x

i

)

f

� 1

( m )

(  � f ) =

�

(

@

@ x

i

)(  � f )

�

( f

� 1

( m ))(104)

kaldes det i -te ko or dinatfelt. Vi vil i �vrigt til lade os at und lade tilden, n � ar det er

klart fr a sammenh�ngen, hvorvidt

@

@ x

i

b etr agtes som et vektorfelt p � a f ( O ) el ler p � a

O . Endvider e kaldes funktionerne ~x

i

: f ( O ) ! R ; i = 1 ; : : : ; n givne ve d ligningen

8 m 2 f ( O ) : f

� 1

( m ) = ( ~ x

1

( m ) ; : : : ; ~x

n

( m )) ,(105)

8 m 2 f ( O ) : m = f (( ~ x

1

( m ) ; : : : ; ~x

n

( m )))

for ko or dinatfunktionerne, o g vi vil r efer er e til en b estemt af disse, svar ende til et

fast index i , som \den i -te ko or dinatfunktion " ~x

i

. Ogs � a her vil vi dr opp e tilderne.

Lemma I I.46 . T angentrummet T

m

( M ) til m 2 M er et vektorrum. Hvis ( f ; O )

er et kort, da g�lder for hvert m 2 f ( O ) ,

�

~

(

@

@ x

i

)

m

�

n

i =1

er en b asis for T

m

( M ) ;(106)

o g ethvert vektorfelt X p � a f ( O ) har formen X =

P

n

i =1

a

i

�

~
@

@ x

i

for visse C

1

( f ( O )) -

funktioner a

1

; : : : ; a

n

. Sp e cielt g�lder, at tangentrummet T

m

( M ) til m 2 M er

givet ve d

T

m

( M ) = f X

m

j X

m

=

P

n

i =1

a

i

� (

~

@

@ x

i

)

m

g :(107)

Bevis. Dette f�lger let fra Lemmaerne I I.29 og I I.43.

Vi k an n u f � a k on takt med den tidligere de�nition (De�nition I I.15) af tangen-

trummet til en mangfoldighed i et punkt (se i denne forbindelse ogs � a Bem�rkning

I I.32 side 27:

Definition I I.47 . L ad I v�r e et � ab ent interval i R o g lad � : I ! M v�r e en

kurve. Vi s�tter da, for t

0

2 I , �

0

( t

0

) til at v�r e f�lgende line�r e derivation af

C

1

( M ) i � ( t

0

) :

8  2 C

1

( M ) : ( �

0

( t

0

))(  ) =

d

dt

j

t = t

0

(  ( � ( t )) :(108)
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Vi f � ar da

Pr oposition I I.48 .

T

m

( M ) = f �

0

( t

0

) j � : I

�

! M er en kurve, t

0

2 I o g � ( t

0

) = m g :

Bevis. Dette f�lger let fra Lemma I I.46 v ed brug af lok ale k o ordinater, cf.

b eviset for Korollar I I.30.

Vi k an endvidere generalisere b egreb et di�er entialet F

0

m

af en di�eren tiab el af-

bildning F : M ! N i et punkt m 2 M til ogs � a at g�lde, n � ar M og N er vilk � arlige

di�eren tiable mangfoldigheder.

Definition I I.49 . F

0

m

er den line�r e afbildning T

m

( M ) ! T

F ( m )

( N ) givet ve d

en af f�lgende �kvivalente b eskrivelser:

derivation: 8 �

m

2 T

m

( M ) 8  2 C

1

( N ) : ( F

0

m

( �

m

))

F ( m )

(  ) = �

m

(  � F ) :

tangentvektor: 8 �

0

( t

0

) 2 T

m

( M ) : ( F

0

m

( �

0

( t

0

)) = ( F � � )

0

( t

0

) :

Bem�rkning I I.50 . Vi overlader det til l�ser en at gener aliser e ovenst � aende

b e gr eb til at omfatte funktioner F , der kun er de�ner e de i en ome gn af m .

Lad ( f ; O ) og (

�

f ;

�

O ) v�re lok ale k o ordinater p � a henholdsvis M og N s � a m 2

f ( O ) og F ( m ) 2

�

f (

�

O ). An tag, at O � R

r

= f ( x

1

; : : : ; x

r

) j 8 i = 1 ; : : : ; r : x

i

2 R g

og at

�

O � R

s

= f ( y

1

; : : : ; y

s

) j 8 i = 1 ; : : : ; s : y

i

2 R g . Lad F v�re en C

1

-

afbildning fra en omegn om m 2 M til N . Afbildningen

�

F =

�

f

� 1

� F � f(109)

er da en C

1

-afbildning fra en omegn af x = f

� 1

( m ) ind i R

s

. Den har s � aledes s

k o ordinatfunktioner;

�

F

1

; : : : ;

�

F

s

, d.v.s.

�

F ( x

1

; : : : ; x

r

) = (

�

F

1

( x

1

; : : : ; x

r

) ; : : : ;

�

F

s

( x

1

; : : : ; x

r

))(110)

= ( y

1

( x

1

; : : : ; x

r

) ; : : : ; y

s

( x

1

; : : : ; x

r

)) ;

h v or den sidste linie er den g�ngse notation, n � ar det er klart, h vilk en funktion F ,

der er tale om.

Vi k an n u giv e endn u en form ulering af F

0

m

:

Pr oposition I I.51 .

F

0

m

(

P

r

i =1

a

i

~

@

@ x

i

) =

P

s

j =1

b

j

~

@

@ y

j

;(111)

hvor, for al le j = 1 ; : : : ; s ,

b

j

=

P

r

i =1

@ y

j

@ x

i

a

i

;(112)
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el ler, i matrixform,

0

B

B

@

b

1

.

.

.

b

s

1

C

C

A

=

0

B

B

@

@ y

1

@ x

1

� � �

@ y

1

@ x

r

.

.

.

.

.

.

@ y

s

@ x

1

� � �

@ y

s

@ x

r

1

C

C

A

0

B

B

@

a

1

.

.

.

a

r

1

C

C

A

:(113)

Bevis. I formel (111) b etegner

P

r

i =1

a

i

~

@

@ x

i

naturligvis et elemen t i T

m

( M ). Da

F

0

m

p er de�nition afbilder ind i T

F ( m )

( N ) �ndes, i f�lge Lemma I I.46, reelle tal

b

1

; : : : ; b

s

, s � a ligningen passer. Vi k an endvidere �nde disse b

j

-er v ed at an v ende

b egge sider af (111) p � a k o ordinatfunktionerne y

j

; j = 1 ; : : : ; s . Resultatet f�lger

umiddelbart fra dette.

Vi k an n u de�nere tangen tbundtet T ( M ) h�rende til en abstrakt mangfoldig-

hed M :

Definition I I.52 .

T ( M ) = [

m 2 M

T

m

( M )(114)

= f X

m

j m 2 M o g X

m

2 T

m

( M ) g :

Bem�rkning I I.53 . F or al le m 2 M er T

m

( M ) et vektorrum. T ( M ) er s � ale des

et eksemp el p � a et vektorbundt . Bem�rk i �vrigt, at for m

1

6= m

2

er T

m

1

( M ) \

T

m

2

( M ) = ; .

F aktisk har vi n u kun de�neret tangen tbundtet som punktm�ngde, men man

k an g�re det b edre end dette:

Pr oposition I I.54 . Man kan udstyr e T ( M ) me d en top olo gi, s � ale des at det

bliver en 2 n -dimensional mangfoldighe d. Givet et atlas A = f ( f

�

; O

�

) j � 2 I g

for M bliver

~

A = f (

~

f

�

;

~

O

�

) j � 2 I g , hvor, 8 � 2 I :

~

O

�

= O

�

� R

n

o g 8 ( x; v ) =

(( x

1

; : : : ; x

n

) ; ( v

1

; : : : ; v

n

)) 2 O

�

� R

n

:

~

f

�

( x; v ) =

n

X

j =1

v

j

� (

~

@

@ x

j

)

f

�

( x )

(115)

et atlas for T ( M ) .

Bevis. [Skitseret] Hvis alle de o v enst � aende par (

~

f

�

;

~

O

�

), som jo er meget natur-

lige (sammenli gn i �vrigt med afsnittet om delmangfoldigheder), sk al v�re k ort

p � a T ( M ) s � a sk al, for alle � 2 I ,

~

f

�

v�re en homeomor�, d.v.s. for alle � abne

delm�ngder B

j

� O

�

og C

j

� R

n

sk al

~

f

�

( B

j

� C

j

) v�re en � ab en delm�ngde af

T ( M ). Vi de�nerer derfor top ologien p � a T ( M ) ud fra dette kra v. Det o v erlades

til l�seren at o v erb evise sig om, at dette ikk e alene bliv er en top ologi, men, da

b � ade M og R

n

er det, at denne bliv er Hausdorfsk og anden-t�llelig.
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Lad n u �; � 2 I . S�t

~

J

��

= f

� 1

�

� f

�

. Da bliv er (brug bl.a. Prop osition I I.51

med M = N og F lig med den iden tisk e afbildning),

(

~

f

�

)

� 1

� (

~

f

�

)( x; v ) = ( f

� 1

�

� f

�

( x ) ; (

~

J

��

)

0

x

( v )) ;(116)

h v or, n � ar punkterne y i O

�

b etegnes med y = ( y

1

; : : : ; y

n

),

(

~

J

��

)

0

x

( v ) =

0

B

B

@

@ y

1

@ x

1

� � �

@ y

1

@ x

n

.

.

.

.

.

.

@ y

n

@ x

1

� � �

@ y

n

@ x

n

1

C

C

A

0

B

B

@

v

1

.

.

.

v

n

1

C

C

A

:(117)

Dette er klart C

1

.

Definition I I.55 . Afbildningen � : T ( M ) ! M givet ve d

8 X

m

2 T ( M ) : � ( X

m

) = m(118)

kaldes den kanoniske pr ojektion af T ( M ) p � a M .

Definition I I.56 . En afbildning s : M ! T ( M ) , som opfylder

8 m 2 M : � ( s ( m )) = m;(119)

kaldes et snit i tangentbundtet . Vi lader D

1

( M ) b ete gne m�ngden af glatte snit,

hvor di�er entiabilitet er i b etydningen af en afbildning fr a en mangfoldighe d til en

anden.

Vi har da endn u en alternativ (og n yttig) m � ade at b etragte v ektorfelter p � a:

Lemma I I.57 . D

1

( M ) kan identi�c er es me d m�ngden af (di�er entiable) vektor-

felter p � a M .

Bevis. Begge t yp er ob jekter sv arer jo naturligt til f�rste-ordens di�eren tialo-

p eratorer. Det o v erlades til l�seren at indse, at di�eren tiabiliteten af snit netop

er den samme som for v ektorfelter.

Bem�rkning I I.58 . Da et snit s i et punkt m tager v�r di i et vektorrum, har

vi en inter essant mulighe d for at gange et snit me d et element  2 C

1

( M ) : Vi

de�ner er simp elthen (  � s )( m ) =  ( m ) � s ( m ) . Dette giver alts � a en afbildning

C

1

( M ) � D

1

( M ) ! D

1

( M ) :(120)

Sagt mer e abstr akt bilver D

1

( M ) herve d et mo dul over C

1

( M ) .

Lemma I I.59 . L ad  : M ! N v�r e en di�er entiab el afbildning. Da er di�e-

r entialet  

0

af  en di�er entiab el afbildning fr a T ( M ) til T ( N ) .
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Bevis. Dette f�lger let fra De�nition I I.49 sam t Prop osition I I.51.

Vi har tidligere (i Afsnit 2) indf�rt det duale T

�

m

( M ). Vi vil ogs � a i det generelle

tilf�lde om tale elemen te rne af dette rum som 1-formerne p � a M i m eller kotangent-

vektor erne til M i m , og v ektorrumme t, de udsp�nder, k aldes k otangen trummet

til M i m .

Definition I I.60 .

T

�

m

( M ) = f v

�

: T

m

( M ) ! R j v

�

er line�r g :(121)

I det sp ecielle tilf�lde, h v or vi har at g�re med en funktion  fra en � ab en

delm�ngde U af M til R , de�nerer vi di�eren tialet d 

m

, for m 2 U , s � a det bliv er

et elemen t af T

�

m

( M ):

Definition I I.61 . ( d )

m

2 T

�

m

( M ) er givet ve d, for al le X

m

2 T

m

( M ) :

( d )

m

( X

m

) = X

m

(  ) :(122)

Bem�rkning I I.62 . Vi har tid liger e de�ner et di�er entialet af en afbildning  :

M ! N (De�nition I I.49 ). I tilf�ldet hvor N = R har vi nu to de�nitioner, dels

n � ar vi b etr agter  som en afbildning o g dels, n � ar den b etr agtes som en funktion .

De to de�nitioner er do g n�rt b esl�gte de (det overlades til l�ser en at overveje

dette). Vi vil al ligevel nu ve dtage, at n � ar N = R , s � a er det altid De�nition I I.61 ,

vi b enytter.

Lad os n u an tage, at ( f ; O ) er et k ort p � a M . Hv er af k o ordinatfunktionerne

~x

i

= x

i

; i = 1 ; : : : ; n , er da C

1

-funktioner p � a f ( O ) og har derfor di�eren tialer i

h v ert punkt m 2 f ( O ).

Pr oposition I I.63 .

f ( d ~x

i

)

m

g

n

i =1

(123)

er en b asis for T

�

m

( M ) . Der g�lder faktisk

8 i; j = 1 ; : : : ; n : ( d ~x

i

)

m

~

(

@

@ x

j

)

m

= �

i;j

(124)

o g

8 F 2 C

1

( f ( O )) : ( dF )

m

=

P

n

i =1

(

~

@

@ x

i

F ) � ( d ~x

i

)

m

:(125)
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Bevis. Det f�lger let fra (124) og Lemma I I.46, at ( d ~x

i

)

m

-erne udg�r en ba-

sis, n � ar i l�b er fra 1 til n , s � a lad os vise denne formel: Vi sk al alts � a unders�ge

( d ~x

i

)

m

~

(

@

@ x

j

), h v or vi minder om, at tilderne b et yder, at det er funktioner og v ek-

torfelter p � a f ( O ), vi har at g�re med. Vi erindrer om, at ~x

i

( m ) = ( f

� 1

( m ))

i

og

~

(

@

@ x

i

)( F ) = (

@

@ x

i

)( F � f ). Alts � a f � as

( d ~x

i

)

m

~

(

@

@ x

j

) = (

@

@ x

j

)( f

� 1

� f ( x

1

; : : : ; x

n

))

i

= (

@

@ x

j

)( x

i

) = �

i;j

:(126)

Hvis F 2 C

1

( f ( O )) k an vi n u skriv e

( dF )

m

=

n

X

i =1

a

i

� ( d ~x

i

)

m

(127)

for visse reelle k onstan ter a

1

; : : : ; a

n

. Vi k an �nde v�rdien af disse v ed at lade

b egge siderne i (127) virk e p � a

~

(

@

@ x

j

) for j = 1 ; : : : ; n under brug af De�nition I I.61

og (123). Dette giv er klart det p � ast � aede.

OBS: F ra n u af dropp er vi tilderne p � a

~

@

@ x

j

, d ~x

i

etc., idet det vil (b�r) v�re klart

fra sammenh�ngen, h v orvidt vi t�nk er p � a dem som ob jekter p � a f ( O ) eller p � a O .

I analogi med v ektorfelterne indf�rer vi n u k otangen tbundtet T

�

( M ):

Definition I I.64 .

T

�

( M ) = f !

m

j m 2 M o g !

m

2 T

�

m

( M ) g :(128)

Ligesom for tangen tbundtet bliv er dette en 2 n -dimensional di�eren tiab el mang-

foldighed. Vi udelader detaljerne og anf�rer blot:

Pr oposition I I.65 . Man kan udstyr e T

�

( M ) me d en top olo gi, s � ale des at det

bliver en 2 n -dimensional mangfoldighe d. Givet et atlas A = f ( f

�

; O

�

) j � 2 I g

for M bliver

�

A = f (

�

f

�

;

�

O

�

) j � 2 I g , hvor, 8 � 2 I :

�

O

�

= O

�

� R

n

o g 8 ( x; v ) =

(( x

1

; : : : ; x

n

) ; ( v

1

; : : : ; v

n

)) 2 O

�

� R

n

:

�

f

�

( x; v ) =

n

X

j =1

v

j

� ( dx

j

)

f

�

( x )

(129)

et atlas for T

�

( M ) .
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Definition I I.66 . L ad U v�r e en � ab en delm�ngde af M . En 1-form ! p � a

U er da et (di�er entiab elt) snit i T

�

( U ) , d.v.s. en afbildning U ! T

�

( U ) , der

opfylder

8 m 2 U : !

m

2 T

�

m

( U ) ;(130)

hvor vi, i standar d notation, b ete gner v�r dien i m af snittet ! me d !

m

. M�ngden

af 1-former b ete gnes E

1

( U ) .

Det er klart, at E

1

( U ) er et v ektorrum n � ar sum og sk alar m ultiplik ation de�neres

punktvis. Det er ogs � a klart, at vi k an m ultiplice re 1-former med elemen te r fra

C

1

( U ). Der g�lder endvidere f�lgende:

Pr oposition I I.67 . Givet elementer X 2 D

1

( U ) o g ! 2 E

1

( U ) de�ner es et ele-

ment ! ( X ) 2 C

1

( U ) ve d 8 m 2 U : ! ( X )( m ) = !

m

( X

m

) . Der g�lder endvider e,

at afbildningen E

1

( U ) � D

1

( U ) ! C

1

( U ) s � ale des de�ner et er biline�r o g opfylder

8 ! 2 E

1

( U ) 8 X 2 D

1

( U ) 8  2 C

1

( U ) : ! (  � X ) = (  � ! )( X ) =  � ( ! ( X ))

(131)

Endelig g�lder naturligvis f�lgende i analogi med Lemma I I.46:

Lemma I I.68 . Enhver 1-form p � a f ( O ) , hvor ( f ; O ) er et kort p � a M , har formen

n

X

i =1

b

i

� dx

i

;(132)

hvor, for al le i = 1 ; : : : ; n; b

i

2 C

1

( f ( O )) .

5. Videreg � aende teori

Med formalismen fra Afsnit 4 til v ores disp osition k an vi n u indf�re en del

in teressan te b egreb er og strukturer.

Lad os b egynde med at generalisere b egreb et indlejret delmangfoldighed. Vi

erstatter simp elthen det endeligt-dimensionale v ektorrum V i De�nition I I.5 med

en vilk � arlig mangfoldighed. Alle indg � aende b egreb er er da de�nerede gennem

Afsnit 4.

Definition I I.69 . L ad V v�r e en endelig-dimensional mangfoldighe d af dimen-

sion N . En delm�ngde M af V kaldes en n
n

n -dimensional ind lejr et delmang-

foldighe d s � afr emt M , n � ar den udstyr es me d sp ortop olo gien, opfylder en af f�lgende

�kvivalente b etingelser:

(1) Til hvert m

0

2 M �ndes en ome gn U (som altid antaget � ab en) af m

0

i V

o g en afbildning F 2 C

1

( U; R

N � n

) s � a F

0

m

er surjektiv for al le m 2 M \ U

o g M \ U = f u 2 U j F ( u ) = 0 g .
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(2) Til hvert m

0

2 M �ndes en ome gn U af m

0

i V , en ome gn O af et punkt

x

0

2 R

n

, samt en afbildning f 2 C

1

( O ; V ) s � a:

� f ( x

0

) = m

0

.

� f

0

x

er injektiv for al le x 2 O .

� f er en home omor� af O p � a M \ U .

Ogs � a her vil vi ofte blot bruge b ete gnelsen delmangfoldighe d for en s � adan M .

Vi g � ar herefter o v er til at se p � a virkningen af di�eren tiable afbildninger p � a

v ektorfelter. Mere pr�cist, lad  : M ! N v�re en di�eren tiab el afbildning fra

en mangfoldighed M til en mangfoldighed N og lad X v�re et v ektorfelt p � a M .

Der g�lder s � a ikk e , at  

0

( X ) n�dv endigvist er et v ektorfelt p � a N (eller p � a billedet

 ( M )). Vi indf�rer da f�lgende b egreb, der b en ytter form uleringen af et v ektorfelt

som et snit i tangen tbundtet:

Definition I I.70 . V ektorfelterne X p � a M o g Y p � a N siges at v�r e  
 

 -r elate-

r ede s � afr emt

 

0

� X = Y �  :(133)

Pr oposition I I.71 . L ad  : M ! N . L ad vektorfelterne X

i

v�r e  -r elater e-

de til vektorfelterne Y

i

for i = 1 ; 2 . Da er Liep ar antesen [ X

1

; X

2

]  -r elater et til

[ Y

1

; Y

2

] .

Bevis. Dette f�lger v ed at vikle de�nitionerne ud og o v erlades til l�seren.

Vi slutter af med et kik p � a Liegrupp er.

Definition I I.72 . En grupp e G , der samtidig er en di�er entiab el mangfoldig-

he d, kaldes en Lie grupp e s � afr emt afbildningen

G � G 3 ( a; b ) ! a � b

� 1

(134)

er di�er entiab el.

Definition I I.73 . L ad a 2 G . Afbildningen

L

a

: G ! G : L

a

( g ) = a � g(135)

kaldes venstr etr anslation ve d a
a

a . Dette er klart en bijektiv afbildning af G p � a

G .

Et vektorfelt X p � a G kaldes venstr einvariant s � afr emt

8 a; g 2 G : L

0

a

( X

g

) = X

a � g

,(136)

8 a 2 G : L

0

a

� X = X � L

a

:
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Me d andr e or d, X er venstr einvariant, hvis o g kun hvis det er L

a

-r elater et til sig

selv for ethvert a 2 G . Vi s�tter

g = f X j X er et venstr einvariant vektorfelt p � a G g ;(137)

o g kalder g for Lie algebr aen h�r ende til G . Denne er klart et vektorrum.

Det f�lger fra (136), at et v enstrein v arian t v ektorfelt er fuldst�ndigt b estem t

v ed sin v�rdi i X

e

2 T

e

( G ). Om v endt k an man med lidt mere b esv�r o v erb evise

sig om, at der v ed opskriften

X

a

= L

0

a

( X

e

)(138)

de�neres et di�er entiab elt v enstrein v arian t v ektorfelt p � a G for enh v er v ektor X

e

2

T

e

( G ). Alt ialt b et yder dette, at vi har:

Lemma I I.74 . Afbildningen

g 3 X ! X

e

2 T

e

( G )(139)

er en line�r isomor�. Sp e cielt har G o g g samme dimension (nemlig dimensionen

af T

e

( G ) ).

Det f�lger endvidere fra (136) og Prop osition I I.71 at Lieparan tesen mellem to

v enstrein v arian te v ektorfelter igen er v enstrein v arian t. Liealgebraen g h�rende til

G er med andre ord et v ektorrum g udst yret med en bilinearform

g � g 3 X ; Y ! [ X ; Y ] 2 g ;(140)

der opfylder 8 X ; Y ; Z 2 g :

[ X ; Y ] = � [ Y ; X ] og(141)

[[ X ; Y ] ; Z ] + [[ Y ; Z ] ; X ] + [[ Z ; X ] ; Y ] = 0 (Jacobi)(142)

Definition I I.75 . Et vektorrum g udstyr et me d en biline arform

g � g 3 X ; Y ! [ X ; Y ] 2 g ;(143)

der opfylder ( 141 ) o g ( 142 ), kaldes en Lie algebr a .



KAPITEL I I I

Riemannsk e mangfoldigheder

1. Delmangfoldigheder

Vi v ender her tilbage til det tilf�lde, h v or M er en indlejret delmangfoldighed i

et endelig-dimensionalt v ektorrum V . Vi vil i det f�lgende v�lge et fast euklidsk

indre pro dukt h� ; �i

V

p � a V . Dette er p er de�nition:

biline�rt: Afbildningen V � V 3 v ; w ! h v ; w i

V

2 R er line�r b � ade i

v og i w .

symme trisk : 8 v ; w 2 V : h v ; w i

V

= h w ; v i

V

:

p ositiv de�nit: h v ; v i

V

� 0 og h v ; v i

V

= 0 , v = 0 :

Definition I I I.1 . En afbildning Q : V ! R kaldes en kvadr atisk form, hvis det

for al le vektor er v

1

; : : : ; v

r

2 V ( r vilk � arligt) g�lder, at

R

r

3 ( t

1

; : : : ; t

r

) ! Q ( t

1

v

1

+ � � � + t

r

v

r

)(144)

er et homo gent anden-gr ads p olynomium.

Da sp ecielt Q ( tv ) = t

2

Q ( v ), er det nok at k ende Q 's v�rdi p � a enhedsv ektorer.

Der g�lder endvidere f�lgende s�tning fra line�r algebra:

Pr oposition I I I.2 . Enhver kvadr atisk form Q har formen

v ! h A

Q

( v ) ; v i

V

(145)

for en symmetrisk line�r afbildning A

Q

: V ! V .

Den f�rste fundamen talform. Eftersom det for eth v ert m 2 M g�lder, at

T

m

( M ) � V , k an vi lade T

m

( M ) arv e det indre pro dukt fra V . Derv ed bliv er

T

m

( M ) selv et euklidisk v ektorrum. Vi vil ind imellem b etegne dette indre pro-

dukt med h� ; �i

T

m

( M )

, eller blot h� ; �i , n � ar det er klart fra sammenh�ngen, h v ad vi

39
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mener. Vi vil fra tid til anden holde �je med, h v ordan de st�rrelser, vi k onstruerer,

afh�nger af dette indre pro dukt.

Definition I I I.3 . Den kvadr atiske form I

m

p � a T

m

( M ) de�ner et ve d

8 v 2 T

m

( M ) : I

m

( v ) = h v ; v i

T

m

( M )

(= h v ; v i

V

)(146)

kaldes den f�rste fundamentalform p � a M i m .

Lad ( f ; O ) v�re et k ort p � a M . Det er n u naturligt at udtrykk e den f�rste

fundamen talform med hensyn til dette.

Definition I I I.4 . L ad m = f ( x ) . St�rr elserne g

ij

( x ) ; i; j = 1 ; : : : ; n , givet ve d

g

ij

( x ) = h f

x

i

; f

x

j

i

T

m

( M )

;(147)

kaldes ko e�cienterne af den f�rste fundamentalform i m me d hensyn til

p ar ametriseringen ( f ; O ) .

Pr oposition I I I.5 . Der g�lder for al le i; j = 1 ; : : : ; n , at funktionen x !

g

ij

( x ) tilh�r er C

1

( O ) . V�r dierne af disse funktioner i et punkt x 2 O b estemmer

tilsammen fuldst�ndigt den f�rste fundamentalform i f ( x ) .

Bevis. Eftersom f jo p er an tagelse er en C

1

funktion fra O til V , er det klart,

at g

ij

-erne ogs � a bliv er C

1

. Da endvidere en vilk � arlig v ektor v 2 T

m

( M ) en t ydigt

k an skriv es som en lineark om bination v =

P

n

i =1

a

i

� f

x

i

, med a

1

; : : : ; a

n

2 R , og

eftersom det indre pro dukt er biline�rt, f�lger resten af p � astanden ogs � a let.

Bem�rkning I I I.6 . Pr op osition I I I.5 viser, at tilor dningen til m 2 M af det

indr e pr o dukt h� ; �i

T

m

( M )

i en p assende forstand er di�er entiab el som funktion af

m . Bem�rk i�vrigt, at et b e gr eb som kurvel�ngde kun afh�nger af den f�rste

fundamentalform p � a M :

s ( t ) =

Z

t

t

0

k �

0

( u ) k du =

Z

t

t

0

( I

� ( u )

( �

0

( u )))

1 = 2

du:(148)

Den anden fundamen talform. V ed at se p � a kurv ers krumning, dels som kurv er

i V og dels som kurv er p � a M , f � as 
ere in teressan te st�rrelser. Lad � ( t ) = f ( x ( t )) =
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f ( x

1

( t ) ; : : : ; x

n

( t )) v�re en kurv e p � a M , forl�b ende indenfor en k o ordinatomegn

f ( O ). Vi har n u (cf. (77))

�

0

( t ) =

n

X

j =1

dx

j

dt

f

x

j

( x ( t )) og(149)

�

00

( t ) =

n

X

j =1

d

2

x

j

dt

2

f

x

j

( x ( t )) +

n

X

j;k =1

dx

j

dt

dx

k

dt

f

x

j

x

k

( x ( t )) ;

h v or f

x

j

x

k

=

@

2

@ x

j

@ x

k

f . Vi indf�rer n u b etegnelsen

h

j k

= P r oj

N

f ( x )

( M )

( f

x

j

x

k

) = P r oj

?

( f

x

j

x

k

)(150)

for pro jektionen af f

x

j

x

k

p � a normalplanen N

f ( x )

( M ) til M i f ( x ). Observ er, at

h

j k

= h

k j

.

Definition I I I.7 . L ad v 2 T

m

( M ) . L ad � v�r e en kurve me d � ( t

0

) = m o g

�

0

( t

0

) = v . L ad

H ( v ) = P r oj

?

�

00

( t

0

) :(151)

Afbildningen v ! H ( v ) kaldes den anden fundamentalform p � a M i m .

S�tning I I I.8 ( Meusniers S�tning ) . L ad v =

P

n

i =1

v

i

f

x

i

2 T

m

( M ) . L ad �

v�r e en kurve p � a M me d � ( t

0

) = m o g �

0

( t

0

) = v . Da er

H ( v ) =

P

n

j;k =1

v

j

v

k

h

j k

( x ) :(152)

Sp e cielt er H ( v ) alts � a velde�ner et. Vider e g�lder, hvis kurvens krumning k

�

( m ) i

m er forskel lig fr a 0, at

H ( v ) = k

�

( m ) � k v k

2

� P r oj

?

( n

�

( m )) ;(153)

hvor n

�

( m ) b ete gner kurvens hove dnormal. Hvis k

�

( m ) = 0 er H ( v ) = 0 .

Bevis. Bem�rk, at det f�rste led i �

00

( t ) i (149) ligger i T

� ( t )

( M ). F ormel

(152) f�lger da direkte fra (149) og (150). Endelig f�lger (153) og de efterf�lgende

b em�rkninger direkte fra de�nitionen i forbindelse med (13) side 3.

Bem�rkning I I I.9 . Det \overr askende" er dels, at H er kvadr atisk i v o g dels,

at det er en krumningsst�rr else, der kun afh�nger af kurvens tangentvektor i punk-

tet. Den tilsvar ende biline arform H ( � ; � ) : T

m

( M ) � T

m

( M ) ! N

n

( M ) er o gs � a
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uafh�ngig af den valgte lokale p ar ametrisering o g er givet, for v

a

=

P

n

i =1

v

a

i

f

x

i

o g

v

b

=

P

n

j =1

v

b

j

f

x

j

i T

m

( M ) , ve d

H ( v

a

; v

b

) = H (

n

X

i =1

v

a

i

f

x

i

;

n

X

j =1

v

b

j

f

x

j

) =

n

X

i;j =1

v

a

i

v

b

j

h

ij

:(154)

Christo�elsym b oler. Vi forts�tter med at se p � a et fast k ort ( f ; O ) p � a v ores

delmangfoldighed M og g � ar n u i gang med at unders�ge tangen tialk omp onen terne

af �

00

. Til dette form � al observ erer vi f�lgende:

Lemma I I I.10 . Givet i; j 2 f 1 ; : : : n g , �ndes funktioner �

k

ij

2 C

1

( O ) , k =

1 ; : : : ; n , s � a

8 x 2 O : f

x

i

x

j

( x ) =

P

n

k =1

�

k

ij

( x ) f

x

k

( x ) + h

ij

( x ) :(155)

Bevis. Dette f�lger, fordi T

m

( M ) og N

m

( M ) er orthogonale og tilsamme ud-

sp�nder hele rummet, og fordi f f

x

i

( x ) g

n

i =1

er en basis for T

f ( x )

( M ) for alle x 2

O .

Definition I I I.11 . F unktionerne �

k

ij

kaldes Christo�elsymb olerne af f�rste

art (me d hensyn til p ar ametriseringen ( f ; O ) ). Endvider e kaldes funktionerne

8 i; j; k = 1 ; : : : ; n : �

ij k

= h f

x

i

x

j

; f

x

k

i(156)

for Christo�elsymb olerne af anden art (me d hensyn til p ar ametriseringen

( f ; O ) ).

Bem�rkning I I I.12 . I den �ldr e litter atur er notationen for disse [ ij; k ] � �

ij k

o g

(

k

ij

)

� �

k

ij

. Bem�rk, at �

k

ij

= �

k

j i

o g �

ij k

= �

j ik

.

Pr oposition I I I.13 . Christo�elsymb olerne er fuldst�ndigt b estemte ud fr a ko-

e�cienterne til den f�rste fundamentalform. Helt konkr et g�lder

�

ij k

=

1

2

(

@

@ x

j

g

ik

+

@

@ x

i

g

j k

�

@

@ x

k

g

ij

)

�

r

ij

=

n

X

l =1

g

r l

�

ij l

;

(157)
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hvor ( g

ij

) b ete gner den inverse matrix til ( g

ij

) . Endelig g�lder

@ g

ik

@ x

j

= �

ij k

+ �

k j i

:(158)

Bevis. Hvis vi tager det indre pro dukt med f

x

l

i (155) f � ar vi:

n

X

k =1

�

k

ij

g

k l

= �

ij l

:(159)

Multipliceres denne ligning med g

r l

og summes derefter o v er l f � as:

n

X

l =1

n

X

k =1

�

k

ij

g

k l

g

r l

=

n

X

l =1

g

r l

�

ij l

)(160)

�

r

ij

=

n

X

l =1

g

r l

�

ij l

;

eftersom

n

X

l =1

g

k l

g

r l

=

n

X

l =1

g

k l

g

lr

= �

k ;r

(161)

p er de�nition af den in v erse matrix og under brug af, at g

ij

-erne, og dermed ogs � a

g

ij

-erne, er symmetri sk e i i; j .

Vi mangler stadig at b eregne �

ij k

. Til det form � al b etragter vi f�lgende tre

ligninger:

@

@ x

k

g

ij

=

@

@ x

k

h f

x

i

; f

x

j

i = h f

x

k

x

i

; f

x

j

i + h f

x

i

; f

x

k

x

j

i(162)

@

@ x

i

g

j k

=

@

@ x

i

h f

x

j

; f

x

k

i = h f

x

i

x

j

; f

x

k

i + h f

x

j

; f

x

i

x

k

i

@

@ x

j

g

k i

=

@

@ x

j

h f

x

k

; f

x

i

i = h f

x

j

x

k

; f

x

i

i + h f

x

k

; f

x

j

x

i

i :

L�gges de to nederste sammen, og tr�kk es den �v erste fra dette, f � as resultatet,

da der jo g�lder, at f

x

j

x

k

= f

x

k

x

j

for alle j; k = 1 ; : : : ; n . F ormel (158) f�lger, da

g

j l

er symmetri sk i j; l .

Vi k an n u opsummere formlen for �

00

som

d

2

f

dt

2

( x ( t )) =

P

n

j =1

(

d

2

x

j

dt

2

+

P

n

i;k =1

�

j

ik

dx

i

dt

dx

k

dt

) f

x

j

+

P

n

j;k =1

dx

j

dt

dx

k

dt

h

j k

( x ( t )) :

(163)
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Ko v arian t a
edet; geo d�t.

S�tning I I I.14 . L ad s ! � ( s ) v�r e en kurve p ar ametriser et ve d kurvel�ngde;

8 s : k �

0

( s ) k = 1 . Da er

k

�

� P r oj

T

� ( s )

( M )

( n

�

( s )) =

P

n

j =1

(

d

2

x

j

ds

2

+

P

n

i;k =1

�

j

ik

dx

i

ds

dx

k

ds

) f

x

j

;

(164)

hvor k

�

b ete gner kurvens krumning o g n

�

b ete gner kurvens hove dnormal (hvis k

�

=

0 s�ttes venstr esiden til 0). Sp e cielt er h�jr esiden uafh�ngig af p ar ametriseringen

( f ; O ) .

Bevis. Da �

0 0

( s ) = k

�

( s ) � n

�

( s ), f�lger dette af (163) med � ( s ) = f ( x ( s )).

Definition I I I.15 . L�ngden af vektor en p � a venstr esiden af ( 164 ) kaldes den

geod�tiske krumning

1

o g b ete gnes k

g

( s ) . R etningen af vektor en kaldes den

geod�tiske hove dnormalr etning . Endvider e s�ttes k

n

( s ) = k H ( �

0

( s )) k , o g

denne st�rr else kaldes normalkrumningen

2

.

Lemma I I I.16 .

k

2

( s ) = k

2

g

( s ) + k

2

n

( s ) :(165)

Bevis. Dette er blot Pythagoras.

Definition I I I.17 . F�lgende kurver kaldes ge o d�ter ,:

? En kurve I 3 s ! � ( s ) , p ar ametriser et ve d kurvel�ngde, s � afr emt den ge o d�tiske

krumning er identisk nul;

8 s 2 I : k

g

( s ) = 0 :(166)

?? Kurver af formen �

k

( s ) = � ( k � s ) , me d k 6= 0 en r e el konstant, s � afr emt � = �

1

opfylder ? .

? ? ? Konstante kurver 


m

, hvor 8 t : 


m

( t ) = m .

Bem�rkning I I I.18 . Det ge ometriske indhold af den ge o d�tiske krumning er,

at det er den del af krumningen af kurven, der kan \m�rkes" p � a delmangfoldig-

he den. (Hvis vi for estil ler os et v�sen, der lever p � a denne|somme tider kaldet et


adedyr |kan dette ikke m�rke normalkomp onenten af ac c eler ationen �

0 0

( s ) .)

I forts�ttelse af dette er det naturligt at de�ner e de objekter p � a M , der skal svar e

til de r ette linier i euklidiske vektorrum, som de kurver, der ingen ac c eler ation

har, set fr a delmangfoldighe den . De ge o d�tiske kurver er s � ale des en naturlig

gener alisation af de r ette linier. Det kan yderliger e vises (se Bem�rkning I I I.68

1

F or kurv er p � a h yp er
ader i R

3

k an vi tilordne denne et fortegn.

2

F or orien terede h yp er
ader k an denne ogs � a tilordnes et fortegn.
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side 62), at den kortest mulige vej fr a p til q er givet ve d en ge o d�t (men der kan

go dt v�r e 
er e forskel lige ge o d�ter fr a p til q ).

A t tilf�ldene ?? o g ? ? ? me dtages er m � aske i sig selv rimeligt nok, men der er

faktisk o gs � a en mer e konkr et b e grundelse, der har at g�r e me d det n�ste L emma:

Lemma I I I.19 ( Geod�t ) . L ad I 3 t ! � ( t ) = f ( x ( t )) v�r e en kurve p � a M ,

l�b ende i en ko or dinatome gn f ( O ) ( I er et interval). A ntag

8 t 2 I : 8 j = 1 ; : : : ; n :

d

2

x

j

dt

2

+

P

n

i;k =1

�

j

ik

dx

i

dt

dx

k

dt

= 0 :(167)

Da er � en ge o d�t.

Bevis. En ten er � k onstan t, og s � a er ? ? ? jo opfyldt, eller ogs � a �ndes et in terv al

~

I , s � a 8 t 2

~

I : �

0

( t ) 6= 0. If�lge (163) medf�rer (167), at �

00

st � ar vink elret p � a

tangen tplanen. Der g�lder derfor, at

8 t 2

~

I :

d

dt

h �

0

( t ) ; �

0

( t ) i = 2 � h �

0 0

( t ) ; �

0

( t ) i = 0 ;(168)

og dermed er k �

0

k = k , h v or k er en k onstan t, der n�dv endigvis m � a v�re forsk ellig

fra 0. Det f�lger fra dette v ed k on tin uitet, at k �

0

k = k p � a hele de�nitionsin terv al-

let. Vi k an derfor b etragte kurv en � ( s ) = � (

s

k

), som klart er parametriseret v ed

buel�ngde og har k

g

� 0 (o v erv ej!).

Ideen med at pro jicere a
edede ned p � a tangen tplanen k an generaliseres til den

situation, h v or vi har et vilk � arligt v ektorfelt v ( t ) langs en kurv e � ( t ) (det tidligere

b etragtede sv arer s � a til v ( t ) = �

0

( t )). Derv ed f � ar vi de�neret b egreb et k o v arian t

a
edet :

Definition I I I.20 . Hvis v ( t ) er et vektorfelt langs en kurve � ( t ) = f ( x ( t )) ,

de�ner es den kovariant a
e de de af v m.h.t. � ( t ) som

r

�

0

( t )

v ( t ) = Pr oj

T

� ( t )

(

dv

dt

) ( 2 T

� ( t )

( M )) ;(169)

hvor Pr oj

T

� ( t )

b ete gner pr ojektion p � a tangentplanen til M i � ( t ) .

Hvis m 2 M , X

m

2 T

m

( M ) o g v er et vektorfelt p � a M , de�ner et i en ome gn af

m , de�ner er vi

r

X

m

v =

�

r

�

0

( t )

v ( t )

�

( t

0

) ( 2 T

m

( M )) ;(170)

hvor � er en kurve, der opfylder: � ( t

0

) = m o g �

0

( t

0

) = X

m

(o g v ( t ) = v ( � ( t )) ).
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H ( v )

N

� ( t )

( M )

�

0 0

( s )

�

00

( t )

r

�

0

( s )

�

0

( s )

r

�

0

( t )

�

0

( t )

T

� ( t )

( M )

v = �

0

( s ) = �

0

( t )

h �

00

( t ) ; �

0

( t ) i �

0

( t )

Figur I I I.3. Den k o v arian t a
edede af tangen tfeltet til en kurv e �

og den k o v arian t a
edede til tangen tfeltet kurv en � , sv arende til en

omparametrisering af � til kurv el�ngde, er normalt forsk ellige, ogs � a

selv om �

0

( t ) i det b etragtede punkt har l�ngde 1. Der g�lder dog,

at r

�

0

( t )

�

0

( t ) = 0 ) r

�

0

( t )

�

0

( t ) = 0. Bem�rk i �vrigt, at r

�

0

( t )

�

0

( t )

er vink elret p � a v (h v orfor?)
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Bem�rkning I I I.21 . Observer, at dette er en in v arian t de�nition (uden r efe-

r enc e til et kort). Bem�rk o gs � a, at i et givet punkt p � a kurven � ( t ) afh�nger ( 169 )

kun af �

0

( t ) (samt naturligvis af vektorfeltet v |sidstn�vnte skal v�r e kendt i en

hel ome gn, da det jo di�er entier es).

Pr oposition I I I.22 . Hvis v ( t ) =

P

n

i =1

v

i

( t ) � f

x

i

( x ( t )) , da er

r

�

0

( t )

v ( t ) = (

n

X

i =1

dv

i

dt

f

x

i

) + (

n

X

i =1

v

i

(

n

X

k =1

dx

k

dt

(

n

X

j =1

�

j

ik

f

x

j

)))

=

n

X

j =1

 

dv

j

dt

+

n

X

i =1

v

i

n

X

k =1

dx

k

dt

�

j

ik

!

f

x

j

:

(171)

Bevis. Vi har

v

0

( t ) = (

n

X

i =1

dv

i

dt

f

x

i

) + (

n

X

i =1

v

i

(

n

X

k =1

dx

k

dt

f

x

i

x

k

)) :(172)

Den f�rste formel f�lger da let fra (155). Den anden er blot en omskrivning af den

f�rste.

Indf�res for et �jeblik notationen e

i

= e

i

( t ) = f

x

i

( x ( t )) k an vi skriv e �

0

( t ) =

P

j

�

j

e

j

, h v or 8 j : �

j

=

dx

j

dt

og v ( t ) =

P

i

v

i

e

i

. Derv ed f � ar f�rste linie i (171) formen

r

�

0

( t )

v ( t ) = (

n

X

i =1

dv

i

dt

e

i

) + (

n

X

i =1

v

i

(

n

X

k =1

�

k

(

n

X

j =1

�

j

ik

e

j

))) ;(173)

h vilk et viser, at den k o v arian t a
edede kun afh�nger af den f�rste fundamen tal-

form p � a M , h vilk et jo er noget o v errask ende, eftersom vi jo brugte det omkring-

liggende rum til at pro jicere fra.

I det vigtige sp ecialtilf�lde h v or v ( t ) = �

0

( t ) f�rer en sammenligning af udtryk-

k ene i (171) og (167) let til f�lgende vigtige k arakterisation af geo d�ter:

K or ollar I I I.23 ( Geod�t ) . L ad I 3 t ! � ( t ) = f ( x ( t )) v�r e en kurve p � a

M , l�b ende i en ko or dinatome gn f ( O ) ( I er et interval). Da er � en ge o d�t, hvis

o g kun hvis �

0

er kovariant konstant, alts � a hvis o g kun hvis

8 t 2 I : r

�

0

( t )

�

0

( t ) = 0 :(174)

Gaussligningerne. Efter at ha v e studeret tangen tialk omp onen terne af de a
e-

dede af v ektorfelter, som jo selv er tangen tielle, g � ar vi n u i gang med at studere

felter af v ektorer, der st � ar vink elret p � a delmangfoldigheden M .
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Definition I I I.24 . Et normalfelt n p � a m er tilor dningen til hvert punkt m 2

M af en vektor n ( m ) i normalplanen N

m

( M ) til M i m . Et normalfelt er me d

andr e or d et snit i normalbundtet.

Lemma I I I.25 . L ad n v�r e et normalfelt de�ner et i en ko or dinatome gn f ( O ) .

Betr agt funktionen x ! n ( x ) = n ( f ( x )) (notationsm�ssigt skelner vi som s�dvanlig

ikke mel lem funktionen p � a f ( O ) o g funktionen p � a O ). Der g�lder

8 i = 1 ; : : : ; n : P r oj

T

f ( x )

M

 

@ n

@ x

i

( x )

!

=

n

X

k =1

n

ik

f

x

k

( x ) hvor

n

ik

= �

n

X

j =1

h h

ij

; n i g

k j

:

(175)

Bevis. Det er klart, at den f�rste linie i (175) g�lder for visse funktioner n

ik

|

f f

x

k

( x ) g

n

k =1

udg�r jo en basis for T

f ( x )

M i h v ert punkt f ( x ). Endvidere g�lder,

at h n; f

x

j

i � 0. Di�eren tieres denne ligning f � as

h

@ n

@ x

i

( x ) ; f

x

j

i + h n; f

x

i

x

j

i = 0 ;(176)

og dermed v ed inds�ttelse af (175) sam t brug af (155),

n

X

k =1

n

ik

g

k j

= �h h

ij

; n i :(177)

Udtrykk et for n

ik

f�lger let fra dette (se i�vrigt b eviset for Prop osition I I I.13

side 42).

Vi de�nerer n u to n�rtb esl�gtede st�rrelser med 4 indices. Vi sk al senere se, at

de sv arer til to 4-tensorer, som har fundamen tal b et ydning.

Definition I I I.26 .

R

p

ij k

=

n

X

l =1

( h h

ik

; h

j l

i � h h

ij

; h

k l

i ) g

lp

; o g

R

lij k

= h h

ik

; h

j l

i � h h

ij

; h

k l

i :

(178)

Bem�rkning I I I.27 . Vi kan g � a fr em o g tilb age mel lem de to slags R 'er ve d at

h�ve (el ler s�nke) et index via f g

ij

g ( f g

ij

g ). Observer o gs � a, at R -erne afh�nger

kr aftigt af den anden fundamentalform.
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S�tning I I I.28 .

R

p

ij k

=

@ �

p

ik

@ x

j

�

@ �

p

ij

@ x

k

+

n

X

l =1

(�

l

ik

�

p

lj

� �

l

ij

�

p

lk

)

R

lij k

=

@ �

ik l

@ x

j

�

@ �

ij l

@ x

k

+

n

X

p =1

(�

p

ij

�

k lp

� �

p

ik

�

j lp

) :

(179)

Bevis. Vi k an b eregne f

x

k

x

i

x

j

=

@ f

x

i

x

j

@ x

k

ud fra (155). Vi vil sp ecielt in teres-

sere os for tangen tialk omp onen terne og k an v ed di�eren tiationen af h

ij

b en ytte

Lemma I I I.25, idet h

ij

jo er er normalfelt. Derv ed f � as

f

x

k

x

i

x

j

=

n

X

p =1

(

@ �

p

ij

@ x

k

+

n

X

l =1

�

l

ij

�

p

lk

�

n

X

l =1

h h

ij

; h

k l

i g

lp

) f

x

p

mo d N

f ( x )

( M ) ;(180)

h v or \mo d N

f ( x )

( M )" b et yder, at h�jresiden og v enstresiden har samme tangen-

tialk omp onen t. Eftersom f

x

k

x

i

x

j

= f

x

j

x

i

x

k

f � ar vi n ligninger (en fra h v er f

x

p

), der

forbinder h

ij

-er med �

k

lp

-er. V ed omgrupp ering af disse f � as den f�rste ligning i

(179) let.

F or at vise den anden ligning minder vi om, at �

ik l

= h f

x

i

x

k

; f

x

l

i ((156)), og

dermed bliv er

@

@ x

j

�

ik l

�

@

@ x

k

�

ij l

= h f

x

j

x

i

x

k

; f

x

l

i + h f

x

i

x

k

; f

x

j

x

l

i � h f

x

k

x

i

x

j

; f

x

l

i � h f

x

i

x

j

; f

x

k

x

l

i

= h f

x

i

x

k

; f

x

j

x

l

i � h f

x

i

x

j

; f

x

k

x

l

i :(181)

Inds�ttes (155) i dette f�lger ligningen direkte.

Definition I I I.29 . Den 4-line�r e form

R ( v

a

; v

b

; v

c

; v

d

) =

P

n

i;j;k ;l =1

R

l ij k

v

a

l

v

b

i

v

c

j

v

d

k

;(182)

de�ner et p � a T

m

( M ) � T

m

( M ) � T

m

( M ) � T

m

( M ) o g me d v�r dier i R o g hvor,

som s�dvanlig, ne dr e indic es r efer er er til vektor ens ko or dinater me d hensyn til den

kanoniske b asis f f

x

i

g

n

i =1

, kaldes R iemanns krumningstensor .

Lemma I I I.30 . R iemanns krumningstensor afh�nger ikke af den valgte p ar ame-

trisering, men kun af tangentvektor erne. Den er antisymmetrisk i p arr et v

a

; v

b

o g

i p arr et v

c

; v

d

, men er symmetrisk hvis disse p ar byttes om.

Bevis. Det f�lger fra De�nition I I I.26 (se ogs � a (154)) at

R ( v

a

; v

b

; v

c

; v

d

) = h H ( v

a

; v

c

) ; H ( v

b

; v

d

) i � h H ( v

a

; v

d

) ; H ( v

b

; v

c

) i :(183)
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P � astandene f�lger direkte fra denne formel.

Definition I I I.31 .

R

j l

=

n

X

i;k =1

R

ij k l

g

ik

=

n

X

k =1

R

k

j k l

=

n

X

k =1

R

k

lk j

:(184)

Den tilsvar ende biline arform

T

m

( M ) 3 v

a

; v

b

!

n

X

j;l =1

R

j l

v

a

j

v

b

l

= Ric ( v

a

; v

b

)(185)

kaldes R ic ci tensor en . Endelig kaldes

S =

X

j;l

g

j l

R

j l

(186)

for skalarkrumningen el ler krumningsinvarianten .

Lemma I I I.32 . R ic ci tensor en o g skalarkrumningen er uafh�ngige af den valgte

p ar ametrisering.

Bevis. Dette g � ar tilbage til, at Riemann tensoren sam t metrikk e n f g

ij

g er in v a-

rian t de�nerede. Endvidere fremk om m er de v ed kontr aktion (sum o v er det samme

�vre og nedre index), h vilk et er en in v arian t (basis-uafh�ngig) op eration. Se i

�vrigt app endixet om tensorer.

2. Krumningen af h yp er
ader

Definition I I I.33 . L ad V v�r e et vektorrum af dimension n + 1 ( n 2 N ). En

hyp er
ade M i V er da en ind lejr et delmangfoldighe d af V af dimension n .

Vi b em�rk er, at normalplanen i h v ert punkt er 1-dimensional|sp ecielt er der

i h v ert punkt m 2 M pr�cist to enhedsv ektorer � N ( m ), der \st � ar vink elret" p � a

M .

Definition I I I.34 . En hyp er
ade kaldes orienterb ar s � afr emt der �ndes et dif-

fer entiab elt felt N af enhe dsnormalvektor er til M ,

8 m 2 M : N ( m ) 2 N

m

( M ) o g k N ( m ) k = 1 :(187)

I det f�lgende vil vi an tage, at v ore h yp er
ader er orien terbare med en fast

v algt funktion N . F aktisk vil vi det meste af tiden b en ytte et fast (men vilk � arligt)

k ort ( f ; O ), og man k an vise, at f ( O ) altid er orien terbar. Bem�rk i �vrigt, at

8 m 2 M : N ( m ) 2 S

n

.

Definition I I I.35 . Betr agtet som afbildning M

N

! S

n

kaldes N for Gaussaf-

bildningen .
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I den givne situation bliv er H ( v ) (side 41) prop ortional med N . Der er da tra-

dition for ogs � a at k alde prop ortionalitetsfaktoren for den anden fundamen talform:

Definition I I I.36 . F or en hyp er
ade M kaldes o gs � a

I I

m

( v ) = h H ( v ) ; N ( m ) i(188)

for den anden fundamentalform p � a M .

V ender vi n u tilbage til funktionerne h

ij

((150) side 41), k an vi de�nere

Definition I I I.37 .

l

ij

( x ) = h h

ij

( x ) ; N ( x ) i ( , h

ij

= l

ij

� N )

= h f

x

i

x

j

; N ( x ) i ; o g

l

k

i

=

n

X

j =1

g

k j

l

ij

:

(189)

F unktionerne l

ij

kaldes ko e�cienterne af den anden fundamentalform o g

funktionerne l

k

i

kaldes ko e�cienterne af den anden fundamentaltensor

(me d hensyn til de lokale ko or dinater ( f ; O ) ). Bem�rk i �vrigt, at l

ij

er symmetrisk

i i; j , hvorimo d l

k

i

normalt ikke er er symmetrisk i i; k .

Pr oposition I I I.38 . Di�er entialet dN

m

kan b etr agtes som en line�r afbildning

T

m

( M ) ! T

m

( M ) . Som s � adan er det en symmetrisk afbildning. Me d andr e or d,

8 v

a

; v

b

2 T

m

( M ) : h dN

m

( v

a

) ; v

b

i = h v

a

; dN

m

( v

b

) i :(190)

Bevis. Lad os udregne di�eren tialet af N m.h.t. v ores k ort ( f ; O ):

dN ( f

x

i

) =

d

dt

N ( f ( x

1

; : : : ; x

i

+ t; : : : ; x

n

)) =

@

@ x

i

N :(191)

Af observ ationen ( N ;

@

@ x

i

N ) = 0 f � as, at f�rste linie i (175) k an sk�rp es til

@

@ x

i

N = �

n

X

l;k =1

h h

il

; N i g

k l

f

x

k

= �

n

X

l;k =1

l

il

g

k l

f

x

k

= �

n

X

k =1

l

k

i

f

x

k

;(192)

(alts � a ikk e blot \mo dulo noget"). Vi ser, at resultatet er en v ektor i T

f ( x )

( M ),

h vilk et vi n u ogs � a kunne ha v e forudset, da tangen tplanen til N ( x ) 2 S

n

jo
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netop er parallel med tangen tplanen til f ( x ) 2 M . Da vi p er linearitet har,

at dN (

P

n

i =1

t

i

f

x

i

) =

P

n

i =1

t

i

@

@ x

i

N f � as n u

h dN (

n

X

i =1

t

i

f

x

i

) ;

n

X

j =1

s

j

f

x

j

i = �

n

X

i =1

n

X

j =1

n

X

l;k =1

t

i

s

j

l

il

g

k l

g

k j

= �

n

X

i;j =1

l

ij

t

i

s

j

:(193)

Symmetrie n fremg � ar klart af dette.

Bem�rkning I I I.39 . Ligningen (190) er de�nitionen p � a, at en line�r afbild-

ning er symmetrisk. I en orthonormal b asis f e

i

g

n

i =1

bliver matric en symmetrisk.

Vi minder n u om en v elk endt s�tning fra line�r algebra, der siger, at enh v er

symmetrisk matrix k an diagonaliseres.

Definition I I I.40 . L ad f e

i

g

n

i =1

v�r e en orthonormalb asis i T

m

( M ) s � ale des, at

8 i = 1 ; : : : ; n : � dN

m

( e

i

) = K

i

e

i

:(194)

R etningerne b estemt af vektor erne e

i

; i = 1 ; : : : ; n , kaldes hove dr etningerne o g

e genv�r dierne K

1

; : : : ; K

n

kaldes de tilsvar ende hove dkrumninger . Vider e de�-

ner es Gausskrumningen K o g middelkrumningen A ve d

K = det ( � dN ) =

Y

i

K

i

o g

A =

1

n

� tr ( � dN ) =

1

n

�

n

X

i =1

K

i

:

(195)

Pr oposition I I I.41 . Udtrykt i vor es b asis f f

x

i

g

n

i =1

er dN � �f l

k

i

g . Sp e cielt er

derfor

K = det ( f l

k

i

g ) = det( f l

ij

g ) = det( f g

ij

g ) o g

A =

1

n

�

n

X

i =1

l

i

i

=

1

n

�

n

X

i;j =1

g

ij

l

ij

:

(196)

Bevis. Det f�lger af (191) og (192), at matricen for dN er giv et v ed at ha v e

den ik -te k o e�cien t giv et v ed �

P

n

l =1

l

il

g

k l

. Men dette er jo i f�lge (189) netop det

angivne. Det resterende f�lger direkte fra De�nition I I I.40.

Definition I I I.42 . L ad e b ete gne en enhe dsvektor i T

m

( M ) . Da de�ner er e

sammen me d N ( m ) en to-dimensional plan. Snittet mel lem denne o g M er (lokalt)

en r e gul�r kurve �

e

(overvej) som, n � ar den p ar ametriser es ve d buel�ngde s ud fr a

m , opfylder: �

e

(0) = m , �

0

e

(0) = e o g �

00

e

(0) / N ( m ) (pr op ortionale). (Den sidste
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observation f�lger fr a, at �

00

e

(0) dels er vinkelr et p � a e , dels ligger i planen udsp�ndt

af f e; N ( m ) g |for her ligger hele kurven �

e

jo p er de�nition). Denne kurve kaldes

normalsnittet b estemt af e . Vi har alts � a �

00

e

(0) = k

n

( e ) � N ( m ) hvor k k

n

( e ) k er

lig normalsnittets krumning. Vi kalder k

n

( e ) normalkrumningen i e 's r etning.

Vi har n u f�lgende geometrisk e tolkning af den anden fundamen talform:

Pr oposition I I I.43 . L ad e 2 T

m

( M ) v�r e en enhe dsvektor. Da er

I I

m

( e ) = k

n

( e ) :(197)

Bevis. Det f�lger fra (193) k om bineret med (189), at der g�lder

8 v 2 T

m

( M ) : I I

m

( v ) = �h dN ( v ) ; v i = h H ( v ) ; N i(198)

og derfor sp ecielt for enhedsv ektorer. P � astanden v edr�rende krumningen f�lger

fra Meusniers S�tning side 41.

Vi v ender os n u mo d Riemann tensoren. Vi k an giv e en s�rlig simp el formel for

denne v ed b en yttelse af v ektorerne f e

i

g

n

i =1

fra De�nition I I I.40:

S�tning I I I.44 .

R ( v

a

; v

b

; v

c

; v

d

) =

1

2

P

n

i;j =1

K

i

K

j

�

�

�

�

�

�

h v

a

; e

i

i h v

a

; e

j

i

h v

b

; e

i

i h v

b

; e

j

i

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

h v

c

; e

i

i h v

c

; e

j

i

h v

d

; e

i

i h v

d

; e

j

i

�

�

�

�

�

�

(199)

Bevis. Vi b egynder med at observ ere, at

8 v

x

; v

y

2 T

m

( M ) : H ( v

x

; v

y

) = �h dN

m

( v

x

) ; v

y

i � N ;(200)

h vilk et f�lger fra (154) sammenholdt med (193). Hvis vi udvikler en v ektor v

x

p � a

v ores basis f e

i

g

n

i =1

f � as

v

x

=

n

X

i =1

h v

x

; e

i

i � e

i

og dermed � dN

m

( v

x

) =

n

X

i =1

K

i

� h v

x

; e

i

i � e

i

:(201)

Inds�ttes dette i (183) f � as

R ( v

a

; v

b

; v

c

; v

d

) =

P

n

i;j =1

K

i

K

j

( h v

a

; e

i

ih v

c

; e

i

ih v

b

; e

j

ih v

d

; e

j

i � h v

a

; e

i

ih v

d

; e

i

ih v

b

; e

j

ih v

c

; e

j

i ) ;

(202)

og dermed, p.g.a. symmetrien,

R ( v

a

; v

b

; v

c

; v

d

) =

P

n

j;i =1

K

j

K

i

( h v

a

; e

j

ih v

c

; e

j

ih v

b

; e

i

ih v

d

; e

i

i � h v

a

; e

j

ih v

d

; e

j

ih v

b

; e

i

ih v

c

; e

i

i ) :

(203)
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L�gges de to ligninger sammen og ganges resultatet med

1

2

, f � as det �nsk ede.

I tilf�ldet n = 2 er

�

�

�

�

�

h v

x

; e

1

i h v

x

; e

2

i

h v

y

; e

1

i h v

y

; e

2

i

�

�

�

�

�

2

= h v

x

; v

x

ih v

y

; v

y

i � h v

x

; v

y

i

2

;(204)

og denne st�rrels angiv er kv adratet p � a arealet af parallellogrammet udsp�ndt af

v

x

og v

y

.

S�tning I I I.45 . (GA USSES TEOREMA EGREGIUM

3

) F or en hyp er
ade i

R

3

afh�nger Gausskrumningen K kun af den f�rste fundamentalform. Helt pr�cist

g�lder, at K = R ( v

x

; v

y

; v

x

; v

y

) , hvis v

x

; v

y

er et p ar vinkelr ette enhe dsvektor er i

tangentplanen .

Bevis. Der g�lder her, at K = K

1

K

2

. Endvidere b eh�v er man kun at summere

o v er i 6= j i (199), og det giv er i v ores tilf�lde to iden tisk e led. Resultatet f�lger

n u af (204).

Bem�rkning I I I.46 . Det overr askende o g \ypp erlige" ve d denne s�tning er, at

selvom krumning er de�ner et i forhold til det omkringliggende rum, s � a �ndes der

en krumningsst�rr else, K , som kun afh�nger af forhold p � a selve 
aden. Den kan

s � ale des b estemmes af et \
ade dyr".

Lemma I I I.47 . F or en hyp er
ade M g�lder

Ric ( v

b

; v

d

) =

X

i 6= j

K

i

K

j

h v

b

; e

j

ih v

d

; e

j

i o g(205)

S =

X

i 6= j

K

i

K

j

=

 

n

X

i =1

K

i

!

2

�

n

X

i =1

K

2

i

:

N � ar sp e cielt dim ( M ) = 2 er

Ric ( v

b

; v

d

) = K � h v

b

; v

d

i o g S = 2 K :(206)

Bevis. Resultatet v edr�rende Ric f � as fra (199) v ed at s�tte v

a

= v

c

= e

k

og derefter summe o v er k . Se i �vrigt (185) og b em�rk, at eftersom f e

i

g

n

i =1

er en orthonormal basis, sv arer f g

ij

g til iden titeten. Endelig f � as S v ed at s�tte

v

b

= v

d

= e

l

og summe o v er l .

3

Egregium: Uds�gt, ypp erligt.
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Definition I I I.48 . L ad v

a

; v

b

v�r e to ortho gonale enhe dsvektor er i T

m

( M ) . Da

kaldes

R ( v

a

; v

b

; v

a

; v

b

)(207)

snitkrumningen af snittet b estemt at v

a

; v

b

. Vi siger, at M er p ositivt (ne gativt)

krummet i m , hvis al le snitkrumninger er p ositive (ne gative).

Bem�rkning I I I.49 . F�l lesm�ngden mel lem rummet udsp�ndt af f N

m

; v

a

; v

b

g

o g M er lokalt en 2-dimensional delmangfoldighe d. Snitkrumningen er pr�cist

Gausskrumningen af denne delmangfoldighe d i m (se i �vrigt T e or ema Egr e gium).

Det er klart, at denne kun afh�nger af planen udsp�ndt af v

a

; v

b

.

Definition I I I.50 . Biline arformen p � a T

m

( M ) givet ve d

E ( v

a

; v

b

) = Ric ( v

a

; v

b

) �

1

2

S � h v

a

; v

b

i(208)

kaldes Einstein tensor en i m .

Bem�rkning I I I.51 . Metrikken h� ; �i skal erstattes me d et s � akaldt L or entz indr e

pr o dukt (el ler L or entz metrik), f g

ij

g ! f e

ij

g

e

11

= 1 ; e

22

= � � � = e

nn

= � 1 o g e

ij

= 0 for i 6= j;(209)

o g dimensionen af M skal v�r e �r e, for at vi f � ar den \rigtige" Einstein tensor.

F or h yp er
ader i R

3

b en yttes f�lgende terminologi:

Definition I I I.52 . Et punkt m kaldes

� elliptisk hvis det ( dN

m

) > 0 .

� h yp erb olsk hvis det( dN

m

) < 0 .

� parab olsk hvis det( dN

m

) = 0 men tr ( dN

m

) 6= 0 .

� plan�rt hvis dN

m

= 0 .

Disse tilf�lde er disjunkte o g udt�mmer samtlige mulighe der (overvej).

3. Abstrakte mangfoldigheder

Vi sk al her b etragte abstrakte mangfoldigheder udst yrede med en metrik. Vi

vil fors�ge at generalisere s � a mange b egreb er som m uligt fra tilf�ldet med en

delmangfoldighed.

Definition I I I.53 . En (abstr akt) R iemannsk mangfoldighe d er en di�er entiab el

mangfoldighe d udstyr et me d en metrik g , hvor vi me d metrikken g forst � ar tilor d-

ningen til hvert tangentrum T

m

( M ) af en symmetrisk, p ositiv de�nit biline arform
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g

m

( � ; � ) (ofte o gs � a b ete gnet h� ; �i

m

el ler blot h� ; �i ) p � a en s � adan m � ade, at i et vilk � arligt

kort ( f ; O ) er samtlige funktioner

8 i; j = 1 ; : : : ; n : g

ij

( x )

D ef :

= g

f ( x )

�

@

@ x

i

;

@

@ x

j

�

(210)

uendeligt ofte di�er entiable p � a O . Hvis X o g Y er vektorfelter p � a M er funktionen

m ! g

m

( X

m

; Y

m

) = h X

m

; Y

m

i s � ale des en C

1

-funktion. Denne vil oftest blive

b ete gnet h X ; Y i .

F ra n u af b etegner M altid en vilk � arlig Riemannsk mangfoldighed af dimension

n . D

1

( M ) b etegner ogs � a her m�ngden af glatte v ektorfelter p � a M . Vi starter med

at udn�vne en tidligere s�tning (Prop osition I I I.13) til at v�re en de�nition:

Definition I I I.54 . Christo�elsymb olerne af f�rste art o g af anden art

(me d hensyn til p ar ametriseringen ( f ; O ) ) er givet ve d, henholdsvis,

�

ij k

=

1

2

 

@

@ x

j

g

ik

+

@

@ x

i

g

j k

�

@

@ x

k

g

ij

!

o g(211)

�

r

ij

=

n

X

l =1

g

r l

�

ij l

;

hvor ( g

ij

) b ete gner den inverse matrix til ( g

ij

) .

V ores f�rste generalisation er n u

Definition I I I.55 . L ad X o g Y v�r e vektorfelter p � a M . Den kovariant af-

ledede r

X

Y af Y i X 's r etning er da det vektorfelt, der, n � ar i lokale ko or dinater

X =

n

X

j =1

X

j

@

@ x

j

o g Y =

n

X

i =1

Y

i

@

@ x

i

;(212)

er givet ve d

r

X

Y =

P

n

j =1

( X ( Y

j

) +

P

n

i;k =1

�

j

ik

X

k

Y

i

)

@

@ x

j

:(213)

Denne de�nition er direkte o v ertaget fra den anden linie i (171) side 47, h v or

led af t yp en

dv

i

dt

netop er lig ( dv

i

( �

0

( t ))) = ( �

0

( t ))( v

i

), og h v or den sidste ligning

er de�nitionen p � a, h v orledes v ektorfelter virk er p � a funktioner|eller 1-former af

t yp en d virk er p � a v ektorfelter. Se i �vrigt De�nition I I.47. Vi k an endvidere

ogs � a o v erf�re de�nitionen af den k o v arian t a
edede af et v ektorfelt langs en kurv e

v ed simp elthen at erstatte leddene med f

x

i

( i = 1 ; : : : ; n ) i Prop osition I I I.22 side 47

med

@

@ x

i

( i = 1 ; : : : ; n ).
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De�nitionen er v ed f�rste �jek ast gansk e afh�ngig af v alget af lok ale k o ordinater.

A t den alligev el til syv ende og sidst er uafh�ngig af disse f�lger umiddelbart fra

den n�ste s�tning.

Pr oposition I I I.56 . Den line�r e di�er entialop er ator de�ner et i lokale ko or di-

nater gennem ( 213 ) opfylder for al le vektorfelter X ; Y ; Z f�lgende ligninger:

r

X

Y � r

Y

X = [ X ; Y ] o g(214)

hr

Z

X ; Y i + h X ; r

Z

Y i = Z ( h X ; Y i ) :(215)

En afbildning r , der opfylder ( 214 ) o g ( 215 ), er entydigt b estemt.

Bevis. Da Christo�elsym b olet �

i

j k

er symmetrisk i j; k , f�lger det fra (213), at

v enstresiden i (214) er giv et v ed

n

X

j =1

( X ( Y

j

) � Y ( X

j

))

@

@ x

j

= [ X ; Y ] :(216)

Lad n u Z =

P

n

k =1

Z

k

@

@ x

k

. Vi har da

hr

Z

X ; Y i =

n

X

j;l =1

( Z ( X

j

) +

n

X

i;k =1

�

j

ik

Z

k

X

i

) g

j l

Y

l

(217)

=

n

X

j;l =1

g

j l

Z ( X

j

) Y

l

+

n

X

i;k ;l =1

�

ik l

Z

k

X

i

Y

l

;

hr

Z

Y ; X i =

n

X

j;l =1

( Z ( Y

j

) +

n

X

i;k =1

�

j

ik

Z

k

Y

i

) g

j l

X

l

(218)

=

n

X

j;l =1

g

j l

Z ( Y

j

) X

l

+

n

X

i;k ;l =1

�

ik l

Z

k

Y

i

X

l

;

=

n

X

j;l =1

g

j l

Z ( Y

l

) X

j

+

n

X

i;k ;l =1

�

lk i

Z

k

Y

l

X

i

; og

Z h X ; Y i =

n

X

k =1

Z

k

@

@ x

k

X

j;l

g

j l

X

j

Y

l

(219)

=

n

X

j;l =1

g

j l

( Z ( X

j

) Y

l

+ Z ( Y

l

) X

j

) +

n

X

j;k ;l =1

Z

k

 

@

@ x

k

g

j l

!

X

j

Y

l

=

n

X

j;l =1

g

j l

( Z ( X

j

) Y

l

+ Z ( Y

l

) X

j

) +

n

X

i;k ;l =1

Z

k

 

@

@ x

k

g

il

!

X

i

Y

l

:
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Bem�rk, at den tredje linie i (218) og i (219) fremk om m er fra den anden v ed

om b ytning af summationsindices. Da det indre pro dukt h X ; Y i er symmetrisk i

X ; Y , f�lger (215) n u fra disse formler p � a grund af (158) side 43, som stadig g�lder,

j�vnf�r (211).

En t ydigheden f � as som f�lger: An tag, at vi har r

1

og r

2

, der opfylder (214) og

(215) og lad

~

r = r

1

� r

2

. Vi har da:

~

r

X

Y =

~

r

Y

X og h

~

r

Z

X ; Y i = �h X ;

~

r

Z

Y i :(220)

Dermed bliv er

h

~

r

X

Y ; Z i = �h Y ;

~

r

X

Z i = �h Y ;

~

r

Z

X i = h

~

r

Z

Y ; X i(221)

= h

~

r

Y

Z ; X i = �h Z ;

~

r

Y

X i = �h Z ;

~

r

X

Y i :

Alts � a er

~

r iden tisk 0.

Bem�rkning I I I.57 . Man kan faktisk angive en formel for hr

Z

X ; Y i . Se Op-

gave 1.113 .

K or ollar I I I.58 . Der g�lder 8  ;  

1

;  

2

2 C

1

( M ) 8 X

1

; X

2

; Y 2 D

1

( M ) :

� r

X

er en line�r afbildning D

1

( M ) ! D

1

( M )

� r

(  

1

� X

1

+  

2

� X

2

)

Y =  

1

� r

X

1

Y +  

2

� r

X

2

Y o g

� r

X

(  � Y ) =  � r

X

Y + ( X (  )) � Y .

(222)

Bevis. Dette f�lger direkte fra (213).

Definition I I I.59 . En tilor dning r , der opfylder (222), k aldes en a�n sam-

menh�ng . F or fastholdt X k aldes r

X

for k o v arian t di�eren tiation mh t. X .

Lad os for et �jeblik indf�re en funktion F de�neret p � a tripler af v ektorfelter og

med v�rdier i m�ngden af v ektorfelter:

F ( X ; Y ; Z )

D ef :

= ( r

X

r

Y

� r

Y

r

X

� r

[ X ;Y ]

) Z :(223)

Lemma I I I.60 . L ad  2 C

1

( M ) . Da er

F (  � X ; Y ; Z ) = F ( X ;  � Y ; Z ) = F ( X ; Y ;  � Z ) =  � F ( X ; Y ; Z ) :(224)

Bevis. Betragt f�rst  � X : Vi har at [  � X ; Y ] =  � [ X ; Y ] � ( Y (  )) � X .

Derfor bliv er de \o v er
�dige led" henholdsvis ( Y (  ) � r

X

Z (fra r

Y

(  � r

X

Z ) og
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� ( Y (  ) � r

X

Z (fra r

� ( Y (  )) � X

Z ). Dermed er F (  � X ; Y ; Z ) =  � F ( X ; Y ; Z ).

Beviset for Y g � ar naturligvis tilsv arende. Lad os endelig b etragte  � Z :

F ( X ; Y ;  � Z ) =

r

X

(  � r

Y

Z + ( Y (  )) � Z ) � r

Y

(  � r

X

Z + ( X (  )) � Z )(225)

� ([ X ; Y ](  )) � Z �  � r

[ X ;Y ]

Z

=  � F ( X ; Y ; Z ) + ( X (  )) � ( r

Y

Z � r

Y

Z )

+ ( Y (  )) � ( r

X

Z � r

X

Z ) + ( X ( Y (  )) � Y ( X (  )) � [ X ; Y ](  )) � Z

=  � F ( X ; Y ; Z ) :

�

K or ollar I I I.61 . V�r dien F ( X ; Y ; Z )( m ) af F ( X ; Y ; Z ) i et punkt m afh�nger

kun af v�r dien af X

m

; Y

m

o g Z

m

.

Bevis. Dette er et generelt f�nomen v ed afbildninger, der er \line�re o v er

C

1

( M )", se i �vrigt opga v erne.

Bem�rkning I I I.62 . Afbildningen T

m

( M ) � T

m

( M ) � T

m

( M ) 3 X

m

; Y

m

; Z

m

!

F ( X

m

; Y

m

; Z

m

)( m ) 2 T

m

( M ) er klart multiline�r. Det er derfor et element i

rummet L ( T

m

( M ) 
 T

m

( M ) 
 T

m

( M ) ; T

m

( M ))

�

=

T

�

m

( M ) 
 T

�

m

( M ) 
 T

�

m

( M ) 


T

m

( M ) . Afbildningen m ! F ( � ; � ; � )( m ) er s � ale des et tensorfelt af typ e (1 ; 3) .

Vi de�nerer n u sym b olerne R

p

ij k

udfra ligningen (179) side 49. Sam tidigt de�nerer

vi sym b olerne R

pj k l

som anf�rt (derv ed slipp er vi for at vise, at denne formel

g�lder, h vis vi de�nerer disse sym b oler som i anden linie i (179):

R

j

r k l

D ef :

=

@ �

j

r l

@ x

k

�

@ �

j

r k

@ x

l

+

n

X

i =1

(�

i

r l

�

j

ik

� �

i

r k

�

j

il

)(226)

R

pr k l

D ef :

=

n

X

j =1

g

j p

R

j

r k l

:(227)

Vi k an da vise:
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Pr oposition I I I.63 . Der g�lder

( r

X

r

Y

� r

Y

r

X

� r

[ X ;Y ]

) Z =

n

X

j;k ;r ;l =1

R

j

r k l

X

k

Y

l

Z

r

@

@ x

j

(228)

hr

X

r

Y

� r

Y

r

X

� r

[ X ;Y ]

) Z ; W i =

n

X

p;r ;k ;l =1

R

pr k l

X

k

Y

l

Z

r

W

p

(229)

= � R ( X ; Y ; Z ; W ) :

Bevis. Vi g�r f�lgende observ ation, som g�r b eviset meget lettere: Eftersom

v�rdien af v enstresiden af (228) i et punkt p kun afh�nger af v�rdierne af X ; Y ; Z

i dette punkt, k an vi erstatte X ; Y ; Z med v ektorfelter

~

X ;

~

Y ;

~

Z , h vis k o e�cien t-

funktioner

~

X

k

;

~

Y

l

;

~

Z

j

er k onstan te og lig de tilsv arende v�rdier af X ; Y og Z 's

k o e�cien tfunktioner i p . Vi g�r dette, idet vi sam tidigt dropp er tilderne. Vi har

s � a 8 i = 1 ; : : : ; n : Y ( X

i

) = 0, og tilsv arende med X og Y b yttet om. Sp ecielt er

Lieparan tesen [ X ; Y ] = 0. Endelig k an vi b en ytte (213) to gange til at udregne

r

X

r

Y

Z = r

X

X

j;r ;l

�

j

r l

Y

l

Z

r

@

@ x

j

(230)

=

n

X

j;k ;r ;l

 

@ �

j

r l

@ x

k

+

n

X

i =1

�

i

r l

�

j

ik

!

X

k

Y

l

Z

r

@

@ x

j

:

Hvis vi tr�kk er det tilsv arende udtryk for r

Y

r

X

Z fra og b en ytter (226) f � as (228).

Under brug af (227) f�lger (229) direkte fra dette.

Hvis vi v ender tilbage til de�nitionen af den k o v arian t a
edede, k an vi se, at vi

o v ertog formlerne direkte fra tilf�ldet af en delmangfoldighed. Det er s � aledes klart,

at vi k an udvide ( r

X

Y )( p ) til at g�lde for v ektorfelter Y , der er de�nerede p � a en

kurv e � gennem p , der har X

p

som tangen tv ektor i p , og vi k an direkte generalisere

b egreb erne geo d�tisk krumning og geo d�tisk ho v ednormal . Mere vigtigt

er f�lgende:

Definition I I I.64 . L ad I 3 t ! X ( t ) v�r e et vektorfelt langs en kurve � ( t ) i M .

Vi siger, at X er p ar al lelt langs �
�

� , el ler at X er et p ar al lelfelt , s � afr emt

8 t 2 I : r

�

0

( t )

X ( t ) = 0 :(231)

Hvis vektorfeltet X ( t ) = �

0

( t ) langs � ( t ) er p ar al lelt, kaldes � en ge o d�t.

� ge o d�t , r

�

0

( t )

�

0

( t ) � 0 :(232)
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Lad Y ( t ) =

P

n

i =1

Y

i

( t )

@

@ x

i

og � ( t ) = f ( x

1

( t ) ; : : : ; x

n

( t )) i lok ale k o ordinater ( f ; O ).

Det f�lger da direkte fra (171) side 47 at

Pr oposition I I I.65 ( P arallelfel t ) . Y er et p ar al lelfelt langs � hvis o g kun

hvis

8 j = 1 ; : : : ; n :

d Y

j

( t )

dt

+

P

n

i;k =1

�

j

ik

( � ( t ))

dx

k

( t )

dt

Y

i

( t ) = 0 :(233)

Pr oposition I I I.66 ( Geod�t ) . Kurven � er en ge o d�t hvis o g kun hvis

8 t 2 I : 8 j = 1 ; : : : ; n :

d

2

x

j

dt

2

+

P

n

i;k =1

�

j

ik

dx

i

dt

dx

k

dt

= 0 :(234)

Giv et et punkt m 2 M og en v ektor v

m

2 T

m

( M ) da �ndes en en t ydig (maksimal)

geo d�t � med � (0) = m og �

0

(0) = v

m

. Giv et et kurv e � i M med � ( t

1

) = p og

� ( t

2

) = q og giv et en v ektor Y

p

2 T

p

( M ), da �ndes et en t ydigt b estem t parallelfelt

Y ( t ) langs � s � aledes, at Y ( t

1

) = Y

p

. (Vi vil ikk e b evise disse s�tninger).

Definition I I I.67 . L ad notationen v�r e som ovenfor. Me d Y

p

! P

q

�

( Y

p

) = Y ( q )

b ete gner vi den afbildning T

� ( t

1

)

! T

� ( t

2

)

, der til et Y

t

1

2 T

� ( t

1

)

knytter v�r dien i

q af det entydige p ar al lelfelt Y ( t ) langs � , der opfylder, at Y ( t

1

) = Y

t

1

. P

q

�

kaldes

p ar al leltr ansp ort langs � fr a � ( t

1

) til � ( t

2

) . Der g�lder, at dette er en

line�r isometri . (Se op gaverne)

Exemp el: Lad M = S

2

og f ( '; � ) = (sin � � cos '; sin � � sin '; cos � ) for ' 2

]0 ; 2 � [ ; � 2 ]0 ; � [. Lad os se p � a parallelfelter langs f�rste-k oordinatkurv erne t

�

!

f ( t; � ) = (sin � cos t; sin � sin t; cos � ): I lok ale k o ordinater er � ( t ) = ( x

1

( t ) ; x

2

( t ))=

( t; � ), og derfor er

dx

2

dt

= 0 og

dx

1

dt

= 1. Ligningen for et parallelfelt bliv er i denne

situation s � aledes (233):

d Y

j

( t )

dt

+

X

i

�

j

i 1

Y

i

( t ) = 0 :(235)

F�rste trin p � a v ejen er n u at udregne de in v olv erede Christo�elsym b oler. Dette

g�res via Prop osition I I I.13 eller (211). Vi udelader regnerierne. Resultatet k an

skriv es p � a matrixform som

d

dt

 

Y

'

Y

�

!

=

 

0 � cos � = sin �

sin � cos � 0

!  

Y

'

Y

�

!

:(236)

Denne di�eren tialligning k an en ten l�ses v ed at di�eren tiere en gang til og isolere

Y

'

(hh v. Y

�

) eller v ed brug af formlen Y ( t ) = ( e

A � t

) � Y (0) for l�sningen til
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Y

0

( t ) = A � Y ( t )|som ogs � a g�lder, n � ar A er en k onstan t matrix. S�t � = cos � ,

da er

 

Y

'

( t )

Y

�

( t )

!

=

 

cos �t � sin �t= sin �

sin � sin �t cos �t

!  

Y

'

(0)

Y

�

(0)

!

:(237)

Det tilsv arende resultat for kurv erne ' = '

0

= k onstan t er f�lgende:

 

Y

'

( '

0

; � )

Y

�

( '

0

; � )

!

=

 

1

sin �

0

0 1

!  

Y

'

( '

0

;

�

2

)

Y

�

( '

0

;

�

2

)

!

:(238)

Hvis vi inds�tter dette resultat i formlen Y

'

� f

'

+ Y

�

� f

�

f � as et gansk e simp elt

resultat, h vilk et h�nger sammen med, at kurv erne ' = k onstan t er geo d�ter. (Se

opga v erne).

Bem�rkning I I I.68 . En af de c entr ale e genskab er ve d r ette linier er, at de an-

giver den korteste vej mel lem to punkter. Vi skal her se, at ge o d�ter har samme

e genskab, i det mindste lokalt.

L ad os derfor b etr agte kurver, der l�b er helt indenfor en ko or dinatome gn f ( O ) :

Betr agt to punkter x

0

; x

1

i f ( O ) o g samtlige kurver � : I = [0 ; 1] ! f ( O ) me d

� ( o ) = x

0

o g � (1) = x

1

. Blandt al le disse vil vi nu s�ge den kurve, der har den

mindste kurvel�ngde,

s =

Z

1

0

k �

0

( t ) k dt:(239)

Vi kan liges � a go dt fors�ge at minimer e s

2

. Nu g�lder

s

2

= hk �

0

k ; 1 i

2

L

2

([0 ; 1])

�

Z

1

0

k �

0

k

2

dt;(240)

me d lighe d hvis o g kun hvis k �

0

k = c , alts � a hvis o g kun hvis kurvep ar ametr en er

pr op ortional me d kurvel�ngde. Vi kan derfor liges � a go dt antage dette. Men herve d

bliver vor es pr oblem �kvivalent me d at minimer e inte gr alerne

I ( � ) =

Z

1

0

k �

0

k

2

dt(241)

over den samme m�ngde af � -er som f�r.

A ntag nu, at � ( t ) = f ( x

1

( t ) ; : : : ; x

n

( t )) = f ( x ( t )) er en ( den ) kurve for hvilken

minimum opn � as. L ad y ( t ) = ( y

1

( t ) ; : : : ; y

n

( t )) v�r e en vilk � arlig kurve i O me d

y (0) = y (1) = 0 o g b etr agt f ( x ( t ) + � � y ( t )) for � tilstr�kkelig lil le. Der m � a da
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g�lde:

(242)

d

d�

j

� =0

n

X

i;j =1

Z

1

0

g

ij

( x ( t ) + � � y ( t ))

d ( x

i

( t ) + � � y

i

( t ))

dt

d ( x

j

( t ) + � � y

j

( t ))

dt

dt = 0 ,

n

X

i;j;l =1

Z

1

0

y

l

@ g

ij

@ x

l

dx

i

( t )

dt

dx

j

( t )

dt

dt + 2

n

X

i;j

Z

1

0

g

ij

dx

i

( t )

dt

dy

j

( t )

dt

dt = 0 ,

n

X

i;j;l =1

Z

1

0

y

l

@ g

ij

@ x

l

dx

i

( t )

dt

dx

j

( t )

dt

dt � 2

n

X

i;l

Z

1

0

d ( g

il

x

0

i

( t ))

dt

y

l

( t ) dt = 0 ;

hvor det sidste le d fr emkommer ve d delvis inte gr ation efterfulgt af skift af summa-

tionsindex. Eftersom denne ligning skal g�lde for al le kurver y , m � a der g�lde

8 l :

n

X

i;j

@ g

ij

@ x

l

dx

i

( t )

dt

dx

j

( t )

dt

� 2

n

X

i

d ( g

il

x

0

i

( t ))

dt

= 0 :(243)

Udf�r es di�er entiationen i det sidste le d f � as, efter en omgrupp ering,

8 l : 2

n

X

i

g

il

d

2

x

i

( t )

dt

2

+

n

X

i;j

(2

@ g

il

@ x

j

�

@ g

ij

@ x

l

)

dx

i

( t )

dt

dx

j

( t )

dt

= 0 :(244)

P � a grund af, at

dx

i

( t )

dt

dx

j

( t )

dt

er invariant under ombytning af i o g j , �ndr es det

sidste le d ikke, hvis vi erstatter p ar antesen me d

@ g

il

@ x

j

+

@ g

j l

@ x

i

�

@ g

ij

@ x

l

= �

ij l

. G�r es

dette, efterfulgt af multiplikation me d g

lk

o g sum over l f � as

8 k :

d

2

x

k

( t )

dt

2

+

n

X

i;j

�

k

ij

dx

i

( t )

dt

dx

j

( t )

dt

= 0 :(245)

Dette er pr�cist ligningerne for en ge o d�t (Pr op osition I I I.66 ).
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KAPITEL IV

Di�eren tialformer

1. Generelle tensorfelter

Lad M v�re en n -dimensional di�eren tiab el mangfoldighed og lad m 2 M .

Definition IV.1 .

T

r ;s

m

( M ) = T

m

( M ) 
 � � � 
 T

m

( M )

| {z }

r


 T

�

m

( M ) 
 � � � 
 T

�

m

( M )

| {z }

s

:(246)

I forts�ttelse af De�nition I I.52 side 32 de�nerer vi n u

Definition IV.2 .

T

r ;s

( M ) = f w

m

j m 2 M o g w

m

2 T

r ;s

m

( M ) g :(247)

Sp e cielt kaldes bundtet T

0 ; 1

( M ) for kotangentbundtet , o g b ete gnes o gs � a ofte

T

�

( M ) . Endvider e er T

1 ; 0

( M ) = T ( M ) . Gener elt kaldes T

r ;s

( M ) for bundtet

af (r,s)-tensor er , el ler bundtet af tensor er af typ e r,s .

Pr oposition IV.3 . L ad ( f ; O ) v�r e et kort p � a M . Da udg�r

f (

@

@ x

j

1


 � � � 


@

@ x

j

r

) 
 ( dx

i

1


 � � � 
 dx

i

s

) j 1 � j

1

; : : : ; j

r

; i

1

; : : : ; i

s

� n g

(248)

en b asis for T

r ;s

m

( M ) for hvert m 2 f ( O ) .

Bevis. Dette f�lger direkte fra Prop osition B.13.

Vi vil ikk e her b evise, at T

r ;s

( M ) er en di�eren tiab el mangfoldighed, men n�jes

med at hen vise til diskussionen side 32. Vi k an n u udvide De�nition I I.55 og

De�nition I I.56 til

65
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Definition IV.4 . Afbildningen � : T

r ;s

( M ) ! M givet ve d

8 w

m

2 T ( M ) : � ( w

m

) = m(249)

kaldes den kanoniske pr ojektion af T

r ;s

( M ) p � a M .

Definition IV.5 . En afbildning s : M ! T

r ;s

( M ) , som opfylder

8 m 2 M : � ( s ( m )) = m ;(250)

kaldes et snit i bundtet T

r ;s

( M ) . Vi lader D

r ;s

( M ) b ete gne m�ngden af glatte snit,

hvor di�er entiabilitet er i b etydningen af en afbildning fr a en mangfoldighe d til en

anden. Elementerne i D

r ;s

( M ) kaldes tensorfelter af typ e r,s .

Exempel IV.6 . Metrikken g kan opfattes som et tensorfelt af typ e (0 ; 2) . R ie-

manns krumningstensor er et tensorfelt af typ e (0 ; 4) .

2. Di�eren tialform er

I analogi med det foreg � aende de�nerer vi

Definition IV.7 .

^

k

T

�

( M ) = f !

m

j m 2 M o g !

m

2 ^

k

T

�

m

( M ) g ;(251)

o g � : !

m

! m b ete gner den kanoniske pr ojektion af ^

k

T

�

( M ) p � a M . R ummet

^

k

T

�

( M ) kaldes det k-te ydr e bundt over M
M

M .

Vi f � a let fra Prop osition B.20, at

Pr oposition IV.8 . L ad ( f ; O ) v�r e et kort p � a M . Da udg�r

f ( dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

) j 1 � i

1

< � � � < i

k

� n g(252)

en b asis for ^

k

T

�

m

( M ) for hvert m 2 f ( O ) .

Definition IV.9 . Et snit ! i ^

k

T

�

( M ) kaldes en k-form el ler en di�er enti-

alform af gr ad k . R ummet af glatte k -former b ete gnes 


k

( M ) . Endelig b ete gnes

me d


( M ) = �

n

k =0




k

( M )(253)

rummet af di�er entialformer p � a M , hvor vi s�tter 


0

( M ) = C

1

( M ) .
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En (glat) di�eren tialform ! af grad k er alts � a en tilordning til h v ert punkt m 2 M

af et elemen t !

m

2 ^

k

T

�

m

( M ) (p � a en glat m � ade), alts � a tilordningen til h v ert m 2 M

af en k -line�r alternerende form !

m

p � a T

m

( M ).

Lemma IV.10 . I lokale ko or dinater ( f ; O ) har et element ! 2 


k

( M ) formen

!

x

=

P

i

1

< ��� <i

k

� n

a

i

1

;::: ;i

k

( x ) dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

;(254)

for visse C

1

-funktioner a

i

1

;::: ;i

k

.

Bevis. Dette f�lger direkte fra Prop osition IV.8.

Bem�rkning IV.11 . Vi er s � adan set al ler e de b e gyndt p � a at r e gne me d det ydr e

pr o dukt mel lem di�er entialformer, men lad os for go d or dens skyld n�vne, at vi

de�ner er det ydr e pr o dukt mel lem to di�er entialformer !

a

o g !

b

punktvis, d.v.s.

( !

a

^ !

b

)

m

D ef

= !

a

m

^ !

b

m

, hvor det sidste \ ^ " er det, der er de�ner et i Pr op osi-

tion B.23 . Endelig b em�rkes, at hvis ' er en funktion (alts � a en 0-form) o g ! er en

vilk � arlig form, da udelades ^ s�dvanligvis i ' ^ ! , s � ale des at sidstn�vnte skrives

som '! .

3. Pull-bac k

Vi sk al her indf�re en alt afg�rende op eration p � a di�eren tialformer:

Definition IV.12 . L ad M

r

o g N

n

v�r e di�er entiable mangfoldighe der, lad F :

M ! N v�r e en di�er entiab el afbildning, o g lad ! v�r e en k-form p � a N ; ! 2




k

( N ) . Pul l-b acket F

�

! 2 


k

( M ) af ! de�ner es da punktvis via formlen

8 v

1

; : : : ; v

k

2 T

m

( M ) : ( F

�

! )

m

( v

1

; : : : ; v

k

) = !

F ( m )

( F

0

m

( v

1

) ; : : : ; F

0

m

( v

k

)) :

(255)

Bem�rkning IV.13 . Bem�rk, at hvis ! er en 0-form, alts � a en funktion ! = � 2

C

1

( N ) , da er F

�

� = � � F . Hvis endvider e G : N

n

! P

s

er en di�er entiab el

afbildning o g ! er en di�er entialform p � a P

s

, da er

( G � F )

�

! = ( F

�

� G

�

) ! :(256)

Exempel IV.14 . L ad situationen v�r e som i De�nition IV.12 . A ntag, at ! lokalt

er givet ve d

! = dy

i

1

^ � � � ^ dy

i

k

:(257)

Der g�lder da, at

( F

�

! )

m

(

@

@ x

j

1

; : : : ;

@

@ x

j

k

) = det

�

( dy

i

r

; F

0

m

(

@

@ x

j

s

))

F ( m )

�

k

r ;s =1

:(258)
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Endvider e er

( dy

i

r

; F

0

m

(

@

@ x

j

s

))

F ( m )

= ( d ( y

i

r

� F ))

m

(

@

@ x

j

s

) =

@ F

i

r

@ x

j

s

:(259)

Exempel IV.15 . Betr agt en 2-dimensional delmangfoldighe d M af R

3

me d inklusi-

onsafbildningen i : M , ! R

3

. L ad m 2 M v�r e vilk � arligt. A ntag, at tangentplanen

T

m

( M ) er udsp�ndt af to ortho gonale enhe dsvektor er v = ( v

x

; v

y

; v

z

) o g w =

( w

x

; w

y

; w

z

) . De�ner

8 t

1

; t

2

2 T

m

( M ) : �!

m

( t

1

; t

2

) = det

 

h v ; t

1

i h w ; t

1

i

h v ; t

2

i h w ; t

2

i

!

:(260)

Der g�lder jo, at dx ( t

x

; t

y

; t

z

) = t

x

for en vilk � arlig vektor ( t

x

; t

y

; t

z

) 2 R

3

me d

tilsvar ende formler for dy o g dz . Det f�lger af dette, at pul lb acket af en vilk � arlig

2-form 
 = ( f

x

dy ^ dz + f

y

dz ^ dx + f

z

dx ^ dy ) til T

m

( M ) opfylder, n � ar n =

( n

x

; n

y

; n

z

) = v � w ,

( i

�


)

m

( v ; w ) = ( f

x

dy ^ dz + f

y

dz ^ dx + f

z

dx ^ dy )( i

0

v ; i

0

w )(261)

= ( f

x

dy ^ dz + f

y

dz ^ dx + f

z

dx ^ dy )( v ; w )

= n

x

f

x

+ n

y

f

y

+ n

z

f

z

:

Af dette f�lger (overvej), at

( i

�


)

m

= ( n

x

f

x

+ n

y

f

y

+ n

z

f

z

) � !

m

:(262)

Lemma IV.16 . L ad F : M

r

! N

n

v�r e som i De�nition IV.12 , lad O 3 ( x

1

; : : : ; x

r

)

! f ( x

1

; : : : ; x

r

) o g

~

O 3 ( y

1

; : : : ; y

n

) !

~

f ( y

1

; : : : ; y

n

) v�r e lokale ko or dinater p � a

henholdsvis M o g N . L ad endvider e, for i = 1 ; : : : ; n , F

i

: f ( O ) ! R v�r e

den i -te ko or dinatfunktion for F , d.v.s. F

i

( x

1

; : : : ; x

r

) � F

i

( f ( x

1

; : : : ; x

r

)) =

�

(

~

f )

� 1

( F ( x

1

; : : : ; x

r

))

�

i

= ( ~ y

i

� F )( x

1

: : : ; x

r

) o g lad

!

y

=

P

i

1

< ��� <i

k

� n

b

i

1

;::: ;i

k

( y ) dy

i

1

^ � � � ^ dy

i

k

;(263)

for visse C

1

-funktioner b

i

1

;::: ;i

k

. Da er

( F

�

! )

x

=

P

i

1

< ��� <i

k

� n

b

i

1

;::: ;i

k

( F ( x )) dF

i

1

^ � � � ^ dF

i

k

;(264)

hvor 8 i = 1 ; : : : ; n , dF

i

er en s�dvanlig 1-form p � a f ( O ) fr emkommet fr a en C

1

-

funktion F

i

(cf. De�nition I I.61 )|m.a.o., dF

i

=

P

r

j =1

@ F

i

@ x

j

dx

j

.

Bevis. Lad  

1

; : : : ;  

k

v�re funktioner p � a N . Det er da klart, p � a grund af

de�nitionen af ^ -pro duktet, at

F

�

( d 

1

^ � � � ^ d 

k

) = ( F

�

d 

1

) ^ � � � ^ ( F

�

d 

k

) :(265)
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Endvidere g�lder den fundamen tale ligning

F

�

d = d ( F

�

 ) (= d (  � F )) :(266)

Resultatet f�lger let v ed at b en ytte disse to observ ationer p � a funktioner af formen

 

j

= y

i

j

, s � a b eviset er slut, n � ar vi har b evist (266):

Vi b en ytter her de�nitionerne dels af F

�

og dels af F

0

(cf. De�nition I I.49 side 31

og De�nition I I.61 side 34):

( F

�

d )

m

( v

m

) = d 

F ( m )

( F

0

m

( v

m

)) = ( v

m

)(  � F ) = d (  � F )( v

m

) = d ( F

�

 )( v

m

) :

(267)

K or ollar IV.17 . L ad F v�r e som i L emma IV.16 o g lad !

1

; !

2

v�r e di�er enti-

alformer p � a N

n

. Da g�lder

F

�

( !

1

^ !

2

) = F

�

!

1

^ F

�

!

2

:(268)

Bevis. Dette f�lger let fra (264). Detaljerne o v erlades til l�seren.

4. Ydre di�eren tiation

Vi sk al her etablere eksistensen af en vigtig afbildning 
( M ) ! 
( M ). Den

er faktisk ogs � a en t ydig, s � a selv om vi ikk e vil b evise dette i alle detaljer (se evt.

opga v erne), medtager vi det i form uleringen af s�tningen:

S�tning IV.18 . Der �ndes en entydig line�r afbildning d , kaldet ydr e di�er en-

tiation


( M )

d

! 
( M ) ;(269)

som opfylder

� 8 k : d (


k

( M )) � 


k +1

( M ) .

� 8 !

p

2 


p

( M ) ; !

q

2 


q

( M ) : d ( !

p

^ !

q

) = ( d!

p

) ^ !

q

+ ( � 1)

p

!

p

^ ( d!

q

) .

� d

2

= 0 .

� F or  2 C

1

er d det tid liger e indf�rte di�er ential af  .

Hvis F er en afbildning fr a M til N , o g hvis d

M

o g d

N

b ete gner ydr e di�er entiation

p � a henholdsvis M o g N , da g�lder

F

�

d

N

( ! ) = d

M

( F

�

! )(270)

for al le ! 2 
( N ) .
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Bevis. Lad os straks vise, at d m � a v�re lok al , d.v.s., opfylder

Hvis ! = 0 i en � ab en omegn U , da er ogs � a d! = 0 p � a U .(271)

Dette indses som f�lger, i st�rk analogi med b eviset for Lemma I I.40 side 29: Lad

m 2 U og v�lg  2 C

1

( M ) s � aledes at  � 1 i en omegn V � U af m og s � aledes

at  � ! = 0 p � a M . P � a grund af lineariteten og (an ti-)deriv ationsegensk ab en af d

f � as da

0 = d (  � ! ) = d ^ ! +  � ( d! ) :(272)

Da endvidere  er k onstan t (og lig 1) i en omegn om m er d lig med 0 i m , og

det f�lger, at d! er 0 i m .

Lad os n u sidel�b ende de�nere d! i en k o ordinatomegn f ( O ) og i O � R

n

v ed

d (

X

i

1

< ��� <i

k

� n

a

i

1

;:::;i

k

( x ) dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

) =

X

i

1

< ��� <i

k

� n

( da

i

1

;::: ;i

k

) ^ dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

k

:

(273)

Vi p � ast � ar, at denne de�nition opfylder alle punkterne i s�tningen, og alts � a giv er

en lok al l�sning. Det er umiddelbart klart, at det f�rste og det sidste punkt er

opfyldt. Lad os da se p � a det andet punkt: Her er det p � a grund af lineariteten nok

at b etragte !

p

= adx

i

1

^ � � � ^ dx

i

p

og !

q

= bdx

j

1

^ � � � ^ dx

j

q

. Idet vi klart har

(o v erv ej)

d ( a � b ) = bda + adb(274)

f � ar vi alts � a

d ( !

p

^ !

q

) = d ( abdx

i

1

^ � � � ^ dx

i

p

^ dx

j

1

^ � � � ^ dx

j

q

)

= bda ^ dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

p

^ dx

j

1

^ � � � ^ dx

j

q

+ adb ^ dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

p

^ dx

j

1

^ � � � ^ dx

j

q

= ( d!

p

) ^ !

q

+ ( � 1)

p

!

p

^ ( d!

q

) ;

h v or faktoren ( � 1)

p

opst � ar v ed at b ytte db om med de f�rste p led dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

p

.

Vi k an naturligvis udvide denne formel til at giv e os d ( !

p

1

^ � � � ^ !

p

r

) for vilk � arligt

r . Det f�lger af dette, at v ores lok ale d er fuldst�ndigt b estem t v ed dens virkning

p � a 1-former, og det er videre klart, at for at vise d

2

= 0 er det nok at vise, at

d

2

 = 0 for alle funktioner  2 C

1

( O ) (resp. C

1

( f ( O ))). Lad os regne:

d

2

(  ) = d (

n

X

j =1

@  

@ x

j

dx

j

) =

n

X

k ;j =1

(

@

2

 

@ x

k

@ x

j

) dx

k

^ dx

j

= 0 ;(275)

eftersom dx

k

^ dx

j

= � dx

l

^ dx

k

og

@

2

 

@ x

k

@ x

j

=

@

2

 

@ x

j

@ x

k

.
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V ed brug af de etablerede punkter f�lger det n u direkte, at v ores lok alt de�nerede

d opfylder, at h vis  

0

; : : : ;  

k

er vilk � arlige C

1

-funktioner, da er

d (  

0

d 

1

^ : : : d ^  

k

) = d 

0

^ d 

1

^ � � � ^ d 

k

:(276)

Ov enst � aende b evis og analyse viste bl.a., at d
d

d er en t ydigt b estem t p � a

en � ab en delm�ngde O
O

O af R

n

.

Lad os n u b etragte en di�eren tiab el afbildning F :

~

O ! O , h v or

~

O er en � ab en

delm�ngde af R

n

. Da bliv er

F

�

(

X

i

1

< ��� <i

k

� n

a

i

1

;::: ;i

k

( y ) dy

i

1

^ � � � ^ dy

i

k

) =

X

i

1

< ��� <i

k

� n

a

i

1

;::: ;i

k

( F ( x )) dF

i

1

^ � � � ^ dF

i

k

;

(277)

h v or x b etegner et punkt i

~

O . Betragt n u d

x

( F

�

! ), h v or d

x

b etegner en ydre di�e-

ren tiation de�neret udfra k o ordinaterne x = ( x

1

; : : : ; x

n

) i

~

O . Da bliv er, eftersom

alle ydre di�eren tiationer i h v ert tilf�lde stemmer o v erens p � a funktioner,

d

x

( F

�

! ) = d (

X

i

1

< ��� <i

k

� n

a

i

1

;::: ;i

k

( F ( x )) ^ dF

i

1

^ � � � ^ dF

i

k

)(278)

=

X

i

1

< ��� <i

k

� n

d ( F

�

a

i

1

;::: ;i

k

) ^ dF

i

1

^ � � � ^ dF

i

k

:

P � a den anden side er det klart, at

F

�

( d! ) =

X

i

1

< ��� <i

k

� n

F

�

( da

i

1

;::: ;i

k

) ^ dF

i

1

^ � � � ^ dF

i

k

;(279)

og h vis vi sammenholder dette med (266), f � ar vi

d

x

( F

�

! ) = F

�

( d! ) (= F

�

( d

y

! )) :(280)

I f�rste omgang k an vi n u t�nk e p � a F som et k o ordinatskifte, og (280) siger s � a,

at d p � a R

n

(eller � abne delm�ngder af R

n

) er uafh�ngig af v alget af k o ordinater.

Men dette medf�rer umiddelbart, at den lok ale de�nition p � a M ogs � a er uafh�ngig

af v alget af k o ordinater. Endelig er det klart if�lge (280), at (270) g�lder. Det

f�lger derfor let, at vi k an \strikk e" en globalt de�neret afbildning d sammen fra

de lok alt de�nerede, og at denne opfylder alle kra v ene. Vi mangler n u kun at vise

en t ydigheden. Dette f�lger f.eks v ed at bruge, at d er en lok al op erator (271). Vi

o v erlader dette til l�seren.
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5. Kohomologi

Definition IV.19 . En form ! 2 
 kaldes lukket s � afr emt d! = 0 o g eksakt

s � afr emt 9 ~! 2 
 : d ~! = ! . Den k-te de R ham kohomolo gigrupp e H

k

( M ) er

givet som kvotienten

H

k

( M ) = f ! 2 


k

( M ) j ! er lukket g = f ! 2 


k

( M ) j ! er eksakt g :(281)

Bem�rkning IV.20 . Denne kvotient er velde�ner et for di d

2

= 0 , hvilket me df�-

r er, at eksakte former automatisk er lukke de. Kvotienten er s � ale des et vektorrum

mo dulo et underrum. De de�ner e de kohomolo gigrupp er indeholder information bl.

a. om top olo gien af M samt mulighe den for at konstruer e bundter over M .

Vi k an ikk e g � a i detaljer her, men n�jes med at vise, at k on v ekse � abne delm�ngder

af R

n

i denne henseende er trivielle:

S�tning IV.21 ( Poincar

�

e Lemma ) . L ad K v�r e en � ab en konveks delm�ngde i

R

n

. L ad ! 2 


k +1

( K ) v�r e lukket ( k � 0 ). Da er ! eksakt.

Bevis. Vi k an uden tab af generalitet an tage, at 0 2 K . Da er

~

K = f ( x; t ) 2

R

n

� R j t � x 2 K g en � ab en delm�ngde, der indeholder K � [0 ; 1], og F ( x; t ) = t � x

er en C

1

-afbildning fra

~

K til K . Vi har da

F

�

! = F

�

t

! + dt ^ ^! ;(282)

h v or F

�

t

! er pull-bac k et af ! , n � ar t b etragtes som en (fast) parameter, s � aledes at

denne di�eren tialform ikk e indeholder ^ -faktorer af dt . Det g�r ^! heller ikk e, men

naturligvis afh�nger b � ade denne form og F

�

t

! af t . Eftersom d! = 0, f�lger det

n u fra (270) at dF

�

! = 0, h vilk et medf�rer, at

0 = dt ^

 

@

@ t

( F

�

t

! ) � d

x

^!

!

+ : : : ;(283)

h v or : : : b et yder, at her st � ar en form, der ikk e indeholder nogen faktor af dt (faktisk

er denne del iden tisk 0, men det b et yder ikk e s � a meget her). Endvidere er d

x

^!

di�eren tialet af ^! for fastholdt t . Det f�lger, at

@

@ t

( F

�

t

! ) = d

x

^! ;(284)

og in tegration fra 0 til 1 giv er da

F

�

1

! � F

�

0

! = d ~! h v or ~! =

Z

1

0

^! dt:(285)
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Men F

�

1

! = ! da F

1

er iden titeten og F

�

0

! = 0 da F

0

afbilder K i 0, og resultatet

f�lger. In tegrationen af en form a ( x; t ) dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

r

med hensyn til t er de�neret

som

Z

1

0

( a ( x; t ) dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

r

) dt =

�

Z

1

0

a ( x; t ) dt

�

dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

r

;(286)

og in tegration af en generel form er de�neret v ed linearitet ud fra dette. Det er

klart, at in tegration o v er t k omm uterer med d

x

.

Exempel IV.22 . I dette eksemp el gennemr e gner vi mer e detaljer et Poinc ar � es L em-

ma i tilf�ldet n = 2 . L ad

! = a ( x; y ) dx + b ( x; y ) dy(287)

o g antag, at ! er lukket. Eftersom

d ( ! ) = a

x

dx ^ dx + a

y

dy ^ dx + b

x

dx ^ dy + b

y

dy ^ dy(288)

= ( � a

y

+ b

x

) dx ^ dy ;(289)

er dette �kvivalent me d, at a

y

= b

x

.

Vi lader F v�r e som i b eviset for Poinc ar � e L emma side 72, m.a.o.

F ( x; y ; t ) = ( t � x; t � y ) :(290)

L ad os b er e gne F

0

(

@

@ x

) : If�lge De�nition I I.49 p � a side 31 g�lder, at hvis  er en

C

1

-funktion p � a R

2

, da er

F

0

 

@

@ x

!

(  ) =

@

@ x

(  � F )(291)

=

@

@ x

(  ( tx; ty )) =

 

t

@

@ x

 

!

( tx; ty ) :(292)

Ligele des er F

0

(

@

@ y

) = t

@

@ y

. Endelig f�lger det ve d at b etr agte

@

@ t

(  ( tx; ty )) , at

F

0

(

@

@ t

) = x

@

@ x

+ y

@

@ y

: Bem�rk, at F

0

som en afbildning fr a rummet af derivationer

p � a R

3

me d en b asis b est � aende af derivationerne

@

@ x

;

@

@ y

;

@

@ t

til rummet af derivationer

p � a R

2

me d en b asis b est � aende af

@

@ x

;

@

@ y

pr�cist (som forudsagt af te orien) er givet

ve d matric en

F

0

( x;y ;t )

=

 

t 0 x

0 t y

!

(293)

L ad os nu udr e gne pul l-b ack'et:

( F

�

( ! ))

( x;y ;t )

(

@

@ x

) = ( a ( tx; ty ) dx + b ( tx; ty ) dy )( t

@

@ x

) = t � a ( tx; ty ) :(294)
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Tilsvar ende er

( F

�

( ! ))

( x;y ;t )

(

@

@ y

) = t � b ( tx; ty ) :(295)

Endelig f � as

( F

�

( ! ))

( x;y ;t )

(

@

@ t

) = ( a ( tx; ty ) dx + b ( tx; ty ) dy )( x

@

@ x

+ y

@

@ y

)(296)

= x � a ( tx; ty ) + y � b ( tx; ty ) :

Det f�lger fr a dette, at

F

�

! = t � a ( tx; ty ) dx + t � b ( tx; ty ) dy + ( x � a ( tx; ty ) + y � b ( tx; ty )) dt:(297)

Me d notationen som i ( 282 ) side 72 er F

�

t

! = t � a ( tx; ty ) dx + t � b ( tx; ty ) dy o g

^! = ( x � a ( tx; ty ) + y � b ( tx; ty )) . Betr agt nu 0-formen

G ( x; y ) =

Z

1

0

( x � a ( tx; ty ) + y � b ( tx; ty )) d� ( t ) :(298)

(Vi b ete gner for et �jeblik inte gr alet af en funktion  ( t ) fr a 0 til 1 me d

R

1

0

 ( t ) d� ( t ) ,

for di vi al ler e de har b enyttet det s�dvanlige \dt" i

R

1

0

 ( t ) dt til at b ete gne en 1-

form).

Vi b eviser nu, at dG = ! , hvilket fuldf�r er det konstruktive b evis for, at ! er

eksakt. I udr e gningen b enyttes, at a

y

= b

x

.

d

x;y

G(299)

=

Z

1

0

��

a ( tx; ty ) + txa

x

( tx; ty ) + ty b

x

( tx; ty )

�

dx

�

d� ( t )

+

Z

1

0

��

b ( tx; ty ) + ty b

y

( tx; ty ) + txa

y

( tx; ty )

�

dy

�

d� ( t )

=

Z

1

0

 

�

@

@ t

ta ( tx; ty )

�

dx +

�

@

@ t

tb ( tx; ty )

�

dy

!

d� ( t )

= [ ta ( tx; ty )]

1

0

dx + [ tb ( tx; ty )]

1

0

dy = ! :



6. STOKES F ORMEL 75

Observer i �vrigt, at

dF

�

! =(300)

dt ^

 "

@

@ t

( t � a ( tx; ty ))

#

dx +

"

@

@ t

( t � b ( tx; ty ))

#

dy

!

+ dt ^

"

�

@

@ x

�

x � a ( tx; ty ) + y � b ( tx; ty )

�

#

dx

� dt ^

"

@

@ y

�

x � a ( tx; ty ) + y � b ( tx; ty )

�

#

dy

+

h

� t

2

a

y

( tx; ty ) + t

2

b

x

( tx; ty )

i

dx ^ dy

= 0 :

6. Stok es F ormel

Vi b egynder med en hj�lp ede�nition:

Definition IV.23 . En familie af delm�ngder f A

�

g af et top olo gisk rum M (her:

en mangfoldighe d) kaldes lokalt endelig , s � afr emt der for hvert m 2 M �ndes en

ome gn W

m

af m , s � ale des at W

m

\ A

�

6= � for h�jst endeligt mange � .

Definition IV.24 ( Deling af enheden ) . V e d en deling af enhe den p � a en

mangfoldighe d M forst � as en samling f �

i

j i 2 I g af C

1

-funktioner p � a M , som

opfylder

� F amilien b est � aende af st�tterne f supp �

i

j i 2 I g er lokalt endelig.

� 8 m 2 M :

P

i 2 I

�

i

( m ) = 1 o g 8 p 2 M ; 8 i 2 I : �

i

( p ) � 0 .

Den vigtigste (men ret elemem t�re) s�tning om disse er f�lgende, h v or|som

s�dv anlig| M er en Hausdorf, anden-t�llelig mangfoldighed:

S�tning IV.25 ( Existens af deling af enheden ) . Givet et vilk � arligt atlas A

= f ( b

�

; B

�

) g

� 2 J

p � a M . Da �ndes en t�l lelig deling af enhe den f �

i

j i 2 N g s � ale des,

at 8 i 2 N : supp �

i

er komp akt o g indeholdt i mindst en af m�ngderne b

�

( B

�

) .

Vi k an n u de�nere b egreb et orien tering for generelle mangfoldigheder. Vi vil ikk e

g�re fors�g p � a at vise, at dette b egreb stemmer o v erens med det tidligere indf�rte

for h yp er
ader (side 50) (men det g�r det).

Definition IV.26 . En n -dimensional mangfoldighe d M kaldes orienterb ar , s � a-

fr emt der �ndes en \intetste dsforsvindende" n -form !

o

:

M orienterb ar , 9 !

o

2 


n

( M ) s � a 8 m 2 M : !

o

m

6= 0 .(301)
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Givet en s � adan form !

o

kaldes et ko or dinatsystem ( f ; O ) p ositivt orienter et

s � afr emt, n � ar ko or dinaterne i O b ete gnes x

1

; : : : ; x

n

, n -formen dx

1

^ � � � ^ dx

n

er

pr op ortional me d !

o

me d en p ositiv konstant .

Lemma IV.27 . M er orienterb ar, hvis o g kun hvis der �ndes et (del-)atlas A =

f ( f

j

; O

j

) g

j 2 J

, der opfylder

det

 

@ y

i

@ x

j

!

> 0(302)

for hvert p ar ( f

j

1

; O

j

1

) ; ( f

j

2

; O

j

2

) af elementer i A , hvor de variable i O

j

1

er angivet

ve d x

i

-er, o g de variable i O

j

2

er angivet ve d y

j

-er. Sagt i or d: Jac obideterminan-

terne for ko or dinatskiftene er al le p ositive.

Bevis. Lad A v�re et atlas med de foreskrevne egensk ab er. Lad ( f

j

; O

j

) 2 A

og angiv k o ordinaterne i O

j

som x

1

; : : : x

n

. Da de�nerer dx

1

^ � � � ^ dx

n

en n -form

!

j

p � a f

j

( O

j

). Eftersom

dy

1

^ � � � ^ dy

n

= det

 

@ y

i

@ x

j

!

dx

1

^ � � � ^ dx

n

(303)

(o v erv ej) \p eger" to vilk � arlige af disse former, !

i

og !

j

i samme retning i de

punkter, h v or de b egge er de�nerede. Lad n u f �

i

j i 2 N g v�re en deling af

enheden som i S�tning IV.25 og de�ner

!

o

=

X

i 2 N

�

i

!

j ( i )

;(304)

h v or j ( i ) for h v ert i v�lges som et index for h vilk et supp �

i

� f

j ( i )

( O

j ( i )

). Derv ed

de�neres klart en n -form med de �nsk ede egensk ab er.

Hvis vi om v endt har en in tetstedsforsvindende n -form !

o

og et vilk � arligt atlas

~

A = f (

~

f

j

;

~

O

j

) g

j 2 J

, da k an vi omdanne det til et atlas A med de �nsk ede egensk ab er,

som f�lger: Lad os fra n u an tage, at alle m�ngderne

~

O

j

er sammenh�ngende (k an

altid opn � as, evt. v ed at erstatte indexm�ngden J med en anden). Der g�lder da,

at

d ~x

1

^ � � � ^ d ~x

n

=  � !

o

p � a

~

f

j

(

~

O

j

) ;(305)

h v or  er en C

1

-funktion, der n�dv endigvis en ten altid er p ositiv, eller altid er

negativ. Hvis denne funktion er p ositiv s�tter vi A 3 ( f

j

; O

j

) = (

~

f

j

;

~

O

j

). Hvis

derimo d funktionen er negativ lader vi ( f

j

; O

j

) 2 A v�re det lok ale k ort, der

sv arer til, at vi har b yttet om p � a ~x

1

og ~x

2

(h v orv ed n-formen jo skifter fortegn).

Hvis P

1 ; 2

: R

n

! R

n

er den n�vn te afbildning, da er m.a.o. O

j

= P

1 ; 2

(

~

O

j

) og

f

j

=

~

f

j

� P

1 ; 2

. Det er klart, at det k onstruerede atlas opfylder kra v et.
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Figur IV.4. Et M• obius b � and.
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Vi k an n u de�nere in tegralet af en n -form o v er M :

Definition IV.28 . L ad D v�r e en delm�ngde af M s � ale des, at f

� 1

( D \ f ( O ))

er m � alelig for ethvert ko or dinatsystem ( f ; O ) . L ad ! v�r e en n -form p � a M me d

komp akt st�tte indeholdt i et p ositivt orienter et ko or dinatsystem ( f ; O ) . Da g�lder

at ! = a ( x ) dx

1

^ � � � ^ dx

n

, o g vi de�ner er

R

D

! =

R

f

� 1

( D \ f ( O ))

a ( x ) d�

n

( x ) ;(306)

hvor d�

n

= dx

1

: : : dx

n

b ete gner L eb esguem � alet p � a R

n

. Hvis ! ikke har komp akt

st�tte i en enkelt ko or dinatome gn, kan vi bruge en deling af enhe den til at de�ner e

R

D

! =

P

i 2 N

R

M

�

i

� ! :(307)

Bem�rkning IV.29 . Det er ikke umiddelb art klart, at denne de�nition er uaf-

h�ngig af valget af lokale ko or dinater o g af deling af enhe den. Imid lertid g�lder,

at sammenh�ngen mel lem en forms udse ende i et y -ko or dinatsystem o g i et x -

ko or dinatsystem er givet ve d (cf. ( 303 ))

b ( y ) dy

1

^ � � � ^ y

n

= b ( y ( x )) dy ( x )

1

^ � � � ^ dy ( x )

n

(308)

= det

 

@ y

i

@ x

j

!

b ( y ( x )) dx

1

^ � � � ^ dx

n

;

hvilket giver det �nske de lokalt, for di determinanten er p ositiv. Me d hensyn til

delingen af enhe den kan man, hvis man b enytter en anden deling f  

k

g

k 2 N

, lave en

vider e op deling givet ve d �

i

�  

k

. Her vil inte gr alet af �

i

�  

k

� ! have en velde�ner et

v�r di, uafh�ngigt af om vi bruger ko or dinatsystemet, der svar er til �

i

, el ler det,

der svar er til  

k

. Men derve d bliver summerne o gs � a uafh�ngige.

Definition IV.30 . L ad M o g N v�r e orienter e de mangfoldighe der me d oriente-

ringer hhv. !

o

M

o g !

o

N

. A ntag, at dim M = dim N o g lad F v�r e en di�e omor�

fr a M til N . Vi siger da, at F er orienteringsb evar ende s � afr emt

F

�

!

o

N

=  � !

o

M

;(309)

hvor  er en p ositiv C

1

-funktion p � a M .

En del af forklaringen p � a, h v orfor det er s � a n yttigt at form ulere in tegration via

di�eren tialformer, er f�lgende:

Pr oposition IV.31 . L ad M o g N v�r e mangfoldighe der af samme dimension n ,

lad F v�r e en orienteringsb evar ende di�e omor� fr a M til N o g lad ! v�r e en

n -form p � a N me d komp akt st�tte. Da er

R

N

! =

R

M

F

�

! :(310)
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Bevis. Hvis ( f ; O ) er et p ositivt orien teret lok alt k o ordinatsystem p � a M s � a

supp ( ! ) � F ( f ( O )), da er ( F � f ; O ) et p ositivt orien teret k o ordinatsystem p � a

N , og k o ordinatudtrykk et for ! bliv er i dette k o ordinatsystem pr�cist det samme

som for F

�

! i ( f ; O ), og derfor bliv er in tegralerne naturligvis ogs � a de samme. Det

generelle tilf�lde f�lger let fra dette (cf. Bem�rkning IV.29.).

Indtil n u har vi de�neret in tegralet af former kun for det tilf�lde, h v or graden af

formen er den samme som dimensionen af mangfoldigheden for. Hvis vi n u har

en k -form p � a M , med k � n � 1, k an vi evt. in tegrere den o v er k -dimensionale

delmangfoldigheder. Na vnlig n � ar k = n � 1, k omme r der noget in teressan t ud af

dette.

Definition IV.32 . L ad N v�r e en ind lejr et k - dimensional delmangfoldighe d af

M (se De�nition I I.69 ) me d ind lejring i : N , ! M . L ad ! v�r e en di�er entialform

af gr ad k p � a M s � ale des at i

�

! har komp akt st�tte. Vi de�ner er da inte gr alet af

! over N til

R

i ( N )

! =

R

N

i

�

! :(311)

S�dvanligvis skrives inte gr alet blot

R

N

! . Endelig s�ttes inte gr alet over N af en

di�er entialform ~! p � a M af en gr ad, der er forskel lig fr a dimensionen af N , til 0.

F�r vi g � ar i gang med Stok es S�tning, viser vi et vigtigt teknisk lemma:

Lemma IV.33 . L ad B

n

v�r e enhe dskuglen i R

n

, B

n

�

= f x = ( x

1

; : : : ; x

n

) 2 B

n

j

x

1

< 0 g o g B

n

0

= f x = ( x

1

; : : : ; x

n

) 2 B

n

j x

1

= 0 g . Hvis ! 2 


n � 1

( B

n

) har

komp akt st�tte, da g�lder

R

B

n

0

! =

R

B

n

�

d! :(312)

Bevis. Vi k an skriv e

! =

n

X

j =1

a

j

( x ) dx

1

^ � � � ^ dx

j � 1

^ dx

j +1

^ � � � ^ dx

n

:(313)

Det er da klart, at kun leddet med a

1

o v erlev er, n � ar ! bliv er pull-bac k ed til B

n

0

.

Idet vi lader x

0

= ( x

2

; : : : ; x

n

) l�b e o v er enhedskuglen B

n � 1

i R

n � 1

bliv er herv ed

Z

B

n

0

! =

Z

B

n � 1

a

1

(0 ; x

0

) d�

n � 1

( x

0

) :(314)

P � a den anden side er

d! =

n

X

j =1

( � 1)

j � 1

@ a

j

( x )

@ x

j

dx

1

^ � � � ^ dx

n

;(315)



80 IV. DIFFERENTIALF ORMER

og dermed

Z

B

n

�

d! =

Z

B

n

�

n

X

j =1

( � 1)

j � 1

@ a

j

( x )

@ x

j

d�

n

( x )(316)

=

Z

B

n

�

@ a

1

( x )

@ x

1

d�

n

( x ) ;

da leddene fra j = 2 til j = n giv er 0, fordi a

j

har k ompakt st�tte indeholdt i B

n

.

Leddet med a

1

forsvinder af samme grund i den nedre gr�nse, h v orimo d den �vre

gr�nse jo netop giv er a

1

(0 ; x

0

).

Bem�rkning IV.34 . I en vis forstand r e duc er es formlen s � ale des til

R

b

a

 

0

( t ) dt =

 ( b ) �  ( a ) samt te orien for iter er e de inte gr aler. Bem�rk i �vrigt, at

R

B

n

d! = 0

(hvorfor?).

Vi b egynder n u p � a detaljerne omkring Stok es S�tning: Vi vil b etragte � abne

delm�ngder D af M for h vilk e den top ologisk e rand @ D er en indlejret ( n � 1)-

dimensional delmangfoldighed. Omkring eth v ert punkt m p � a randen k an vi da

indf�re et lok alt p ositivt orien teret k o ordinatsystem ( f ; O ), s � aledes at O = B

n

,

@ D \ f ( O ) = f ( B

n

0

) og D \ f ( O ) = f ( B

n

�

). Vi indf�rer n u den k on v en tion , at

@ D er orien teret s � aledes, at i de o v enfor givne k o ordinater g�lder, at f restringeret

til B

n

0

er et p ositivt orien teret k o ordinatsystem for @ D .

S�tning IV.35 ( Stokes S�tning ) . Me d D o g @ D som ovenfor o g ! en ( n � 1) -

form p � a M me d komp akt st�tte, er

R

@ D

! =

R

D

d! :(317)

Bevis. Hvis st�tten for ! er indeholdt i et k o ordinatsystem ude v ed randen som

o v enfor, da f�lger det af Lemma IV.33 (se ogs � a Prop osition IV.31). Det generelle

tilf�lde f�lger v ed at bruge en deling af enheden til at skriv e ! =

P

!

j

, h v or

alle !

j

-erne har k ompakt st�tte indeholdt i k o ordinatomegne f

j

( O

j

), der opfylder:

8 j : O

j

= B

n

sam t yderligere, at h vis f

j

( B

n

) \ @ D 6= ; , da er ( f

j

; O

j

) af den

o v enfor anf�rte t yp e.

N � ar man har en orien teret Riemannsk mangfoldighed, k an man in tegrere funktio-

ner i stedet for n -former v ed brug af den s � ak aldte v olumenform !

v ol

:

Definition IV.36 . P � a en orienter et n -dimensional R iemannsk mangfoldighe d M

b ete gner !

vol

den n -form, der opfylder:

!

vol

m

( e

1

; : : : ; e

n

) = 1(318)

for enhver orienter et orthonormal b asis f e

i

g

n

i =1

for T

m

( M ) .
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Definition IV.37 . Vi de�ner er inte gr alet p � a M som det line�r e funktionale  !

R

M

 d vol

M

p � a rummet C

1

c

( M ) af uendeligt ofte di�er entiable funktioner me d kom-

p akt st�tte, som opfylder

8  2 C

1

c

( M ) :

R

M

 d vol

M

=

R

M

 � !

vol

:(319)

Bem�rkning IV.38 . Dette inte gr al er identisk me d det, der de�ner es ve d det eu-

klidiske volumenelement (se Op gave 1.65 ). Der g�lder m.a.o. i lokale ko or dinater

( f ; O )

Z

f ( O )

 d vol

M

=

Z

O

 ( f ( x ))

q

g ( x ) d�

n

( x ) ;(320)

hvor d�

n

b ete gner det s�dvanlige L eb esgue m � al p � a R

n

, o g hvor alts � a h�jr e side i

formlen er (R iemann) inte gr alet af funktionen (  � f )

p

g .

Lad n u D v�re en � ab en delm�ngde af R

n

og an tag, at randen @ D er en orien teret

Riemannsk delmangfoldighed. Lad os endvidere b etragte en ( n � 1)-form

! =

n

X

j =1

( � 1)

j � 1

b

j

( x ) dx

1

^ � � � ^ dx

j � 1

^ dx

j +1

^ � � � ^ dx

n

:(321)

Pull-bac k et af denne til @ D er da giv et v ed (cf. opga v er)

i

�

( ! ) =

n

X

j =1

b

j

( x ) � n

j

� !

v ol

@ D

= h b; n i !

v ol

@ D

;(322)

h v or !

v ol

@ D

b etegner v olumenformen p � a @ D ,

~

b = ( b

1

; : : : ; b

n

) er v ektorfunktionen

h�rende til ! , og ~ n = ( n

1

; : : : ; n

n

) er den udadrettede normal til @ D .

Hvis, som s�dv anlig, div ergensen div

~

b de�neres som funktionen

div

~

b =

P

n

i =1

@ b

i

( x )

@ x

i

;(323)

og

~

b � ~ n b etegner det indre pro dukt mellem

~

b og ~ n , da f � ar Stok es formel f�lgende

udseende

Pr oposition IV.39 . L ad

~

b v�r e en vektorfunktion p � a R

n

me d komp akt st�tte. Da

er, me d symb olerne overfor,

R

@ D

(

~

b � ~ n ) d v ol

@ D

=

R

D

( div

~

b ) d�

n

:(324)

Bevis. Dette f�lger let fra S�tning IV.35, j�vnf�r (313) og (316).
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APPENDIX A

Den in v erse funktions s�tning

Vi b egynder med at minde om de�nitionen af di�eren tiabilitet for funktioner f :

R

n

! R

n

.

Definition A.1 . L ad f : U ! R

n

v�r e en funktion de�ner et p � a en � ab en delm�ngde

U af R

n

o g lad x

0

2 U . Vi siger, at f er di�er entiab el i x

0

, s � afr emt � en af f�lgende

�kvivalente b etingelser er opfyldt:

(I) Der �ndes en line�r afbildning A , s � ale des at

lim

x ! x

0

f ( x ) � f ( x

0

) � A ( x � x

0

)

k x � x

0

k

= 0 :(325)

(II) Der �ndes en line�r afbildning A o g en epsilon-

funktion � = ( �

1

; : : : ; �

n

) s � ale des, at

f ( x ) = f ( x

0

) + A ( x � x

0

) + k x � x

0

k � � ( x � x

0

) :

(326)

(III) Der �ndes en matrix-funktion x ! 	( x ) , der er kon-

tinuert i x

0

, s � ale des at

f ( x ) � f ( x

0

) = 	( x )( x � x

0

) :(327)

Vi s�tter f

0

( x

0

) = A = 	( x

0

) o g kalder denne for di�er entialet (el ler Jac obima-

tric en) af f i x

0

.

Bem�rkning A.2 . f

0

( x

0

) , der i �vrigt ofte b ete gnes f

0

x

0

er den matrix, der p � a den

ij -te plads har

@ f

i

@ x

j

, n � ar f = ( f

1

; : : : ; f

n

) . Vi vil ikke b evise, at de tr e b etingelser

er �kvivalente, do g kan vi oplyse, at hvis vi har ( I I ) opfyldt, da er funktionen 	
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i ( I I I ) givet ve d at have den ij -te ko e�cient givet som

	

ij

=

@ f

i

@ x

j

( x

0

) + �

i

(( x � x

0

)) �

( x � x

0

)

j

k x � x

0

k

:(328)

S�tning A.3 . L ad D v�r e en � ab en kugle i R

n

o g F : D ! R en di�er entiab el

funktion. Givet punkter x o g y i D , da eksister er et punkt z p � a linestykket, der

forbinder x me d y , s � a

F ( y ) � F ( x ) = h F

0

( z ) ; y � x i :(329)

Bevis: Betragt den di�eren tiable kurv e

` : R ! D(330)

giv et v ed ` ( t ) = x + ( y � x ) t . Den sammensatte funktion F � ` : R ! R er

di�eren tiab el. I f�lge den s�dv anlige middelv�rdis�tning p � a [0 ; 1] �ndes et � 2

]0 ; 1 [, s � a

F ( y ) � F ( x ) = h F

0

( x + ( y � x ) � ) ; y � x i :(331)

S�t z = x + ( y � x ) � .

S�tning A.4 ( Den inverse funktions s�tning ) . L ad U v�r e en � ab en del-

m�ngde af R

n

o g f : U ! R

n

en kontinuert di�er entiab el afbildning, s � a for al le

x 2 U

det f

0

( x ) 6= 0 ; x 2 U :(332)

Da g�lder f�lgende

I: Billedet f ( U ) er en � ab en delm�ngde af R

n

.

I I: Afbildningen f er lokalt injektiv, i.e. eth v ert punkt x

0

2 U har en

omegn, h v ori f er injektiv.

I I I: Hvis f er injektiv p � a U , da er f

� 1

k on tin uert di�eren tiab el p � a f ( U )

og ( f

� 1

)

0

( y ) = f

0

( f

� 1

( y ))

� 1

for y 2 f ( U ).

Bevis: Gennem hele b eviset er det en st � aende h yp otese, at det f

0

( x ) 6= 0 for alle

x 2 U . Det er afg�rende, at I I) b evises f�rst. Bevis II: Giv et x

0

2 U . Vi sk al

f�rst �nde en omegn D af x

0

, s � a restriktionen af f til D er injektiv. Lad D � U

v�re en � ab en kugle med cen trum i x

0

. Vi k an n u an v ende middelv�rdis�tningen

p � a f 's i 'te k o ordinatfunktion f

i

. F or x; y 2 D k an vi �nde et z

i

p � a liniest ykk et,

der forbinder x med y , s � a

f

i

( y ) � f

i

( x ) = h grad f

i

( z

i

) ; y � x i ;(333)
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@ K

f ( @ K )

b

d

f ( x

0

)

R

n

x

0

K

U

h vilk et samlet k an skriv es

f ( y ) � f ( x ) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

grad f

1

( z

1

)

� � � �

� � � �

grad f

n

( z

n

)

9

>

>

>

=

>

>

>

;

( y � x ) :(334)

Det er n u tilstr�kk eligt at vise, at der �ndes en � ab en omegn W af x

0

, s � a matricen

8

>

>

>

<

>

>

>

:

grad f

1

( w

1

)

grad f

2

( w

2

)

� � � � �

grad f

n

( w

n

)

9

>

>

>

=

>

>

>

;

(335)

har determinan t 6= 0 for alle w

1

; � � � ; w

n

2 W . Lad d ( w

1

; : : : ; w

n

) b etegne de-

terminan ten af matricen o v enfor. Vi k an in terpretere denne som en k on tin uert

funktion p � a U � U � � � � � U ( n faktorer). Idet d ( x

0

; : : : ; x

0

) 6= 0 f�lger p � astanden

umiddelbart.

Bevis for I: P � astanden I k an reform uleres: F or ethvert x

0

2 U g�lder, at f ( U )

indeholder en � ab en kugle me d c entrum i f ( x

0

).

Hertil b etragter vi en k ompakt kugle K � U med cen trum i x

0

, v algt s � a lille at

restriktionen af f til K er injektiv. Vi lader d = dist ( f ( x

0

) ; f ( @ K )); afstanden

fra f ( x

0

) til f ( @ K ).

Vi vil vise, at kuglen D ( f ( x

0

) ;

1

3

d ) er helt indeholdt i f ( K ), i.e. at eth v ert b 2

D ( f ( x

0

) ;

1

3

d ) k an rammes med et punkt fra K . F or et s � adan t b anl�gger vi f�lgende

strategi: Lad '

b

: K ! R b etegne funktionen giv et v ed

'

b

( x ) = k f ( x ) � b k

2

; x 2 K :(336)

Eftersom '

b

er k on tin uert, og K er k ompakt, har denne funktion et minim um .
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Vi b em�rk er, at minim um ikk e k an an tages p � a @ K : F or x 2 @ K har vi k f ( x ) � b k >

2

3

d og dermed

'

b

( x ) >

4

9

d

2

; x 2 @ K :(337)

Idet j f ( x

0

) � b j <

1

3

d har vi

'

b

( x

0

) <

1

9

d

2

:(338)

Alts � a funktionen '

b

K ! R an tager sit minim um i et indre punkt x af K . I et

s � adan t punkt har vi '

0

b

( x ) = 0. I f�lge formlen (340) nedenfor, h v or '

0

b

( x ) og

( f ( x ) � b ) er r�kk ev ektorer, g�lder

'

0

b

( x ) = 0 ) f ( x ) = b;(339)

og dermed har vi ram t b 2 R

n

med x 2 K .

'

0

b

( x ) = 2( f ( x ) � b ) f

0

( x ) :(340)

Bevis for ( 340 ):

@ '

b

@ x

r

( x ) =

X

s

@

@ x

r

( f

s

( x ) � b

s

)

2

(341)

= 2

X

s

( f

s

( x ) � b

s

)

@ f

s

@ x

r

( x ) = 2

X

s

@ f

s

@ x

r

( x )( f

s

( x ) � b

s

) :(342)

Bevis III: Det an tages alts � a, at f : U ! R

n

er injektiv. I f�lge I) g�lder, at f ( U )

er � ab en; men af samme grund g�lder:

F or enh v er � ab en delm�ngde V af U g�lder, at(343)

f ( V ) er en � ab en delm�ngde af R

n

:(344)

Denne sp ecielle egensk ab v ed f implicere r umiddelbart, at f

� 1

: f ( U ) ! U er

k on tin uert: Giv et y

0

2 f ( U ) og en � ab en omegn V af f

� 1

( y

0

) i U ; da er f ( V ) en

� ab en omegn af y

0

i f ( U ), der afbildes ind i V af f

� 1

.

Vi sk al n u vise, at f

� 1

er di�eren tiab el i y

0

= f ( x

0

).

Da f er di�eren tiab el k an vi skriv e (o v erv ej)

f ( x ) � f ( x

0

) = �( x )( x � x

0

) ; x 2 U;(345)
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h v or �( x ) er en n � n matrix af funktioner p � a U , k on tin uerte i x

0

. Idet �( x

0

) =

f

0

( x

0

) og det f

0

( x

0

) 6= 0 k an vi v�lge en � ab en omegn V af x

0

i U , s � a det �( x ) 6= 0

for x 2 V . Af o v enst � aende f � as med x = f

� 1

( y )

f

� 1

( y ) � f

� 1

( y

0

) = �( f

� 1

( y ))

� 1

( y � y

0

) ; y 2 f ( V ) :(346)

Det f�lger n u let, at f

� 1

er di�eren tiab el i y

0

med

( f

� 1

)

0

( y

0

) = f

0

( f

� 1

( y

0

))

� 1

:(347)

Af dette udtryk f�lger, at Jacobimatricen for f

� 1

v arierer k on tin uert, n � ar y

0

v ari-

eres.
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APPENDIX B

Videreg � aende line�r algebra

1. T ensorer

Vi b etragter i dette app endix et fast v ektorrum V o v er R af endelig dimension n

(men alle de f�lgende k onstruktioner og resultater k an umiddelbart o v erf�res til

f.eks. k omplekse v ektorrum).

Definition B.1 . Det duale vektorrum , oftest b ete gnet V

�

, de�ner es til

V

�

= f v

�

j v

�

er en line�r afbildning af V ind i R g :(348)

F or v

�

2 V

�

o g v 2 V vil vi skrive

v

�

( v ) = ( v

�

; v ) ;(349)

o g vi g�r V

�

til et vektorrum ve d ligningen

8 v

�

1

; v

�

2

2 V

�

; 8 a 2 R : ( v

�

1

+ a � v

�

2

; v ) = ( v

�

1

; v ) + a � ( v

�

2

; v ) :(350)

Elementerne i V

�

kaldes de line�r e funktionaler p � a V .

Pr oposition B.2 . V

�

har samme dimension som V . Hvis f e

i

g

n

i =1

er en b asis for

V , udg�r de n line�r e funktionaler

( "

j

;

P

n

i =1

x

i

e

i

) = x

j

( j = 1 ; : : : ; n )(351)

en b asis for V

�

. Denne b asis opfylder sp e cielt

( "

j

; e

i

) = �

i;j

( i; j = 1 ; : : : ; n )(352)

o g er entydigt b estemt ve d dette.
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�

AENDE LINE�R ALGEBRA

Bevis. Det er klart, at de de�nerede "

j

-er faktisk ligger i V

�

. Hvis n u v

�

er et

vilk � arligt elemen t i V

�

, s � a er det en t ydigt b estem t udfra sine v�rdier ( v

�

; e

i

) for

i = 1 ; : : : ; n . Det f�lger s � a direkte, at

v

�

=

n

X

j =1

( v

�

; e

j

) � "

j

:(353)

Hvis endelig

n

X

j =1

a

j

� "

j

= 0(354)

for visse reelle k onstan ter a

1

; : : : ; a

n

, da er

8 i = 1 ; : : : ; n (

n

X

j =1

a

j

� "

j

; e

i

) = a

i

= 0 :(355)

Dermed er det vist, at de n "

i

-er udsp�nder V

�

og er line�rt uafh�ngige. Resten

er oplagt.

Definition B.3 . Givet en b asis f e

i

g

n

i =1

for V , da kaldes den b asis f "

j

g

n

j =1

for V

�

,

der opfylder ( 352 ), for den duale b asis .

Der er 
ere go de grunde til at indf�re det duale v ektorrum.

�

En er, at v ektorerne

har forsk ellige \transformationsregler", h vilk et afsp ejles i f�lgende

Pr oposition B.4 . L ad ( f e

i

g

n

i =1

; f "

j

g

n

j =1

) o g ( f f

i

g

n

i =1

; f '

j

g

n

j =1

) v�r e to p ar af du-

ale b aser for ( V ; V

�

) . Der �ndes da matric er A = f a

ij

g o g C = f c

ij

g s � a

8 i = 1 ; : : : ; n : e

i

=

n

X

l =1

a

li

f

l

(356)

8 j = 1 ; : : : ; n : �

j

=

n

X

k =1

c

k j

'

k

;(357)

o g der g�lder:

C = ( A

t

)

� 1

:(358)

Bevis. Inds�ttes de to h�jresider i ligningen ( e

i

; "

j

) = �

i;j

f � as, da ( f

l

; '

k

) = �

l;k

,

8 i; j = 1 ; : : : ; n :

n

X

k =1

a

k i

c

k j

= �

i;j

:(359)

Dette er pr�cist indholdet af (358).

Lemma B.5 . V

��

�

=

V :
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Bevis. Ligningen (349) k an jo forts�ttes til

v

�

( v ) = ( v

�

; v ) = v ( v

�

) = ( v ; v

�

) ;(360)

h vilk et giv er en afbildning af V ind i V

��

. Men det er klart, p � a grund af eksistensen

af duale baser, at denne afbildning er en bijektion.

Bem�rkning B.6 . Vi identi�c er er her efter V

��

me d V o g siger, at V er det duale

til V

�

. Herve d bliver ( v

1

; v

�

2

) = ( v

�

2

; v

1

) p er de�nition.

Vi k an i forbifarten n�vne

Definition B.7 . Hvis T : V

1

! V

2

er en line�r afbildning, da �ndes en entydig

line�r afbildning T

t

: V

�

2

! V

�

1

, kaldet den adjunger e de af T , de�ner et ve d

8 v 2 V

1

8 � 2 V

�

2

: ( T v ; � ) = ( v ; T

t

� ) :(361)

Bem�rkning B.8 . Hvis vi skriver T p � a matrix form ( b

ij

) ve d hj�lp af b aser for

hhv. V

1

o g V

2

, o g hvis vi skriver matric en ( d

ij

) for T

t

me d hensyn til de duale

b aser, da g�lder det, at d

ij

= b

j i

.

Definition B.9 . L ad V ; W v�r e to endeligt-dimensionale vektorrum. S�t

B ( V ; W ) = f B : V � W ! R j B er en biline�r afbildning g ; o g(362)

L ( V ; W ) = f T : V ! W j T er en line�r afbildning g :(363)

Elementerne i B ( V ; W ) kaldes ofte biline arformer .

Det er klart, at B ( V ; W ) � B ( W ; V ). Evdvidere k an afbildningen T ! T

t

b en yttes

til at la v e en k anonisk isomor� L ( V ; W )

�

=

L ( W

�

; V

�

). Begge t yp er rum g�res til

v ektorrum gennem de naturlige, punktvise op erationer, f.eks.

( B

1

+ a � B

2

)( v ; w ) = B

1

( v ; w ) + a � B

2

( v ; w ) :(364)

Pr oposition B.10 . Afbildningen B ( V ; W ) 3 B ! T

B

2 L ( V ; W

�

) de�ner et ve d

( T

B

( v ) ; w ) = B ( v ; w )(365)

etabler er en line�r isomor� mel lem disse afbildningsrum.

Bevis. Det er klart, at den de�nerede afbildning faktisk er line�r. F or at vise

bijektiviteten vil vi n u k onstruere en afbildning L ( V ; W

�

) 3 T ! B

T

2 B ( V ; W ):

B

T

( v ; w )

D ef :

= ( T ( v ) ; w ) :(366)

Det er klart, i f�lge (365), at dette er den in v erse til B ! T

B

.



92 B. VIDEREG

�
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Definition B.11 . L ad V o g W v�r e to endeligt-dimension ale vektorrum. Vi de-

�ner er da tensor-pr o duktet af V o g W til

V 
 W = B ( V

�

; W

�

) (= L ( V

�

; W )) :(367)

F or v 2 V o g w 2 W de�ner es elementet v 
 w i V 
 W ve d

( v 
 w )( v

�

; w

�

) = ( v

�

; v )( w

�

; w ) :(368)

Lemma B.12 . Afbildningen V � W 3 v ; w

{

! v 
 w 2 V 
 W er biline�r. Der

g�lder nemlig

� 8 v 2 V ; 8 w 2 W ; 8 a 2 R : a � ( v 
 w ) = ( a � v ) 
 w = v 
 ( a � w ) .

� 8 v

1

; v

2

2 V ; 8 w 2 W : ( v

1

+ v

2

) 
 w = v

1


 w + v

2


 w .

� 8 v 2 V ; 8 w

1

; w

2

2 W : v 
 ( w

1

+ w

2

) = v 
 w

1

+ v 
 w

2

.

Den til { ( v ; w ) = v 
 w svar ende afbildning V

�

! W b ete gnes T

v ;w

el ler T

v 
 w

o g

er givet ve d

T

v ;w

( v

�

) = T

v 
 w

( v

�

) = ( v

�

; v ) w :(369)

Bevis. Den til (368) sv arende afbildning opfylder p er de�nition:

( T

v ;w

( v

�

) ; w

�

) = ( v

�

; v )( w ; w

�

) = (( v

�

; v ) w ; w

�

) ;(370)

h v or den sidste ligning f�lger v ed linearitet. De resterende p � astande f�lger let.

Pr oposition B.13 . L ad f e

i

g

n

i =1

o g f f

i

g

N

i =1

v�r e b aser for henholdsvis V o g W .

Da udg�r

f e

i


 f

j

g

( n;N )

( i;j )=(1 ; 1)

(371)

en b asis for V 
 W . Sp e cielt er

dim ( V 
 W ) = n � N :(372)

Bevis. Lad f "

j

g

n

j =1

og f '

j

g

N

j =1

v�re de duale baser til de givne baser. Vilk � arli -

ge elemen te r � og � i henholdsvis V

�

og W

�

k an da udvikles p � a disse baser (o v erv ej

disse formler):

� =

n

X

i =1

( � ; e

i

) "

i

og � =

N

X

j =1

( � ; f

j

) '

j

:(373)
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Lad n u B v�re en vilk � arlig bilinearform p � a V

�

� W

�

. Da er, p � a grund af bilinea-

riteten,

B ( � ; � ) =

n

X

i =1

N

X

j =1

( � ; e

i

)( � ; f

j

) B ( "

i

; '

j

)(374)

=

n

X

i =1

N

X

j =1

B ( "

i

; '

j

)( � ; e

i

)( � ; f

j

)

=

n

X

i =1

N

X

j =1

B ( "

i

; '

j

)( e

i


 f

j

)( � ; � ) :

Dette siger pr�cist, at

B =

n

X

i =1

N

X

j =1

B ( "

i

; '

j

)( e

i


 f

j

) :(375)

Den letteste m � ade at vise, at de forsk ellige e

i


 f

j

-er er line�rt uafh�ngige er nok

v ed at observ ere, at V 
 W = L ( V

�

; W ), og det sidste rum (t�nk blot p � a matricer)

har jo dimension n � N . Da vi o v enfor har fundes et s�t af n � N v ektorer, der

udsp�nder V 
 W , m � a dette s � aledes v�re en basis.

Lemma B.14 ( Sporet af en line�r afbildning ) . Der �ndes en entydig line-

�r afbildning L ( V ; V ) = V

�


 V

tr

! R , s � ale des at

8 � 2 V

�

8 v 2 V : tr ( T

� ;v

) = tr ( T

� 
 v

) = ( � ; v ) :(376)

Hvis f T

ij

g er matric en for T 2 L ( V ; V ) me d hensyn til en el ler anden b asis, da er

tr ( T ) =

P

n

i =1

T

ii

:(377)

F or T 2 L ( V ; V ) kaldes tr ( T ) for sp or et af T .

Bevis. Hvis ( f e

i

g

n

i =1

; f "

j

g

n

j =1

) er duale baser for V og V

�

og T 2 L ( V ; V ), er

T ( v ) = T

 

n

X

i =1

( "

i

; v ) e

i

!

=

n

X

i =1

( "

i

; v ) T ( e

i

) =

n

X

i =1

T

"

i

;T ( e

i

)

( v ) ;(378)

for v 2 V . Hvis (376) sk al holde, m � a der alts � a g�lde:

tr ( T ) =

n

X

i =1

( "

i

; T ( e

i

)) :(379)
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Vi de�nerer n u tr ( T ) v ed (379). Lad v og � v�re vilk � arlige elemen te r i hh v. V og

V

�

. Da er

tr ( T

� ;v

) =

n

X

i =1

( "

i

; ( � ; e

i

) v ) =

n

X

i =1

( "

i

; v )( � ; e

i

)(380)

= ( � ;

n

X

i =1

( "

i

; v ) e

i

) = ( � ; v ) :

Den k onstruerede afbildning har s � aledes den �nsk ede egensk ab. Men denne egen-

sk ab er uafh�ngig af v alg af basis, og det er tr s � aledes ogs � a.

Hvis

~

S er en line�r afbildning af V 
 W ind i et v ektorrum Z , da er det klart, at

S =

~

S � { : V � W ! Z er en line�r afbildning (se i �vrigt Lemma B.12). Det

in teressan te er, at det om v endte ogs � a g�lder:

Pr oposition B.15 ( Tensor-pr oduktets universelle egenskab ) . Til en gi-

ven biline�r afbildning S af V � W ind i Z �ndes en entydig line�r afbildning

~

S : V 
 W ! Z , s � ale des at S =

~

S � { .

Bevis. Vi de�nerer simp elthen

~

S ( e

i


 f

j

) = S ( e

i

; f

j

)(381)

og udvider denne til generelle v ektorer v ed linearitet. Hvis v =

P

n

j =1

x

j

e

j

2 V og

w =

P

n

k =1

y

k

f

k

2 W da bliv er, p � a grund af S 's bilinearitet,

S ( v ; w ) =

n;N

X

j;k =1 ; 1

x

j

y

k

~

S ( e

j


 f

k

) =

~

S (

n;N

X

j;k =1 ; 1

x

j

y

k

( e

j


 f

k

))(382)

=

~

S ((

n

X

j =1

x

j

e

j

) 
 (

N

X

k =1

y

k

f

k

)) =

~

S ( v 
 w ) :

Alts � a er S =

~

S � { .

Man k an n u forts�tte med at de�nere h�jere-ordens tensorer. Hvis f.eks. V

1

; V

2

; V

3

er v ektorrum, k an vi b etragte b � ade ( V

1


 V

2

) 
 V

3

og V

1


 ( V

2


 V

3

). Det er ikk e

v ansk eligt at se, at disse v ektorrum er isomorfe. Mere generelt k an man de�nere

V

1


 � � � 
 V

r

= B ( V

�

1

; : : : ; V

�

r

) ;(383)

h v or rummet p � a h�jresiden b etegner m�ngden af m ultiline �re afbildninger V

�

1

�

� � � � V

�

r

! R . Man har ogs � a her en univ ersel egensk ab, se Figur B.5. Endelig

k an V

1


 � � � 
 V

r

iden ti�ceres med Mult ( V

�

1

; : : : ; V

�

r � 1

; V

r

), d.v.s. med rummet af

m ultiline�re afbildninger fra V

�

1

� � � � � V

�

r � 1

til V

r

.
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Z

S

~

S

{

V

1

� � � � � V

r

V

1


 � � � 
 V

r

Figur B.5. T ensorpro duktets univ erselle egensk ab: Lad { b etegne

den m ultili ne�re afbildning ( v

1

; : : : ; v

r

) ! v

1


 � � � 
 v

r

af V

1

� � � � � V

r

ind i V

1


 � � � 
 V

r

. F or eth v ert v ektorrum Z og h v er m ultili ne�r

afbildning S : V � � � � � V

r

! Z �ndes en en t ydig line�r afbildning

~

S : V 
 � � � 
 V

r

! Z , s � a diagrammet k omm uterer.

Definition B.16 . Afbildningen W 
 V

�


 V ! W svar ende til den triline�r e

afbildning

W � V

�

� V 3 w ; � ; v ! ( � ; v ) w 2 W(384)

kaldes kontr aktionen af W 
 V

�


 V langs V

�

; V . Dette kan naturligvis gener a-

liser es til h�jer e-or dens tensor er. Se i �vrigt op gaverne.

Bem�rkning B.17 . I R iemannsk ge ometri bliver V = T

m

( M ) o g V

�

= T

�

m

( M ) .

Elementerne i V kaldes kovariante vektor er o g elementerne i V

�

for kontr a-

variante vektor er .

2. Den ydre algebra

Definition B.18 .

V

k

( V ) b ete gner rummet af k -line�r e alterner ende former p � a

V

�

, d.v.s. k -line�r e former L : V

�

� � � � � V

�

! R som opfylder

8 �

1

; : : : ; �

k

2 V

�

: L ( �

� (1)

; : : : ; �

� ( k )

) = sg n ( � ) L ( �

1

; : : : ; �

k

) ;(385)

for al le p ermutationer � 2 S

k

. Hvis v

1

; : : : ; v

k

2 V , da b ete gner v

1

^ � � � ^ v

k

formen

( v

1

^ � � � ^ v

k

)( �

1

; : : : ; �

k

) = det(( �

i

; v

j

)

k

i;j =1

) :(386)

I det o v enst � aende b etegner S

k

p ermutationsgrupp en af k b o gstaver (eller den sym-

metriske grupp e i k b o gstaver ), og sg n ( � ) for � 2 S

k

b etegner som s�dv anligt

forte gnet af � (d.v.s.: h vis � k an skriv es som sammens�tningen af s tr ansp ositio-

ner (om b ytninger af to elemen ter), da er sg n ( � ) = ( � 1)

s

).

F�lgende observ ation er meget n yttig.
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Lemma B.19 . L ad L v�r e en k -line�r alterner ende form p � a V

�

. Betr agt et s�t

af k vektor er fr a V

�

, ( �

1

; : : : �

j � 1

; � ; �

j +1

; : : : ; �

i � 1

; � ; �

i +1

; : : : ; �

k

) , hvor elementet p � a

den j -te plads er lig me d elementet p � a den i -te plads. Da g�lder

L ( �

1

; : : : �

j � 1

; � ; �

j +1

; : : : ; �

i � 1

; � ; �

i +1

; : : : ; �

k

) = 0 :(387)

Bevis. Det anf�rte s�t af k v ektorer er klart u�ndret under om b ytning af

elemen tet p � a den j -te plads med elemen tet p � a den i -te plads, men eftersom L er

alternerende sk al L v�rdi p � a det om b yttede s�t v�re ( � 1) gange v�rdien p � a det

oprindelige s�t. Dette er kun m uligt, h vis denne v�rdi er 0.

Pr oposition B.20 . L ad f e

i

g

n

i =1

v�r e en b asis for V . V ektor erne e

r

1

^ � � � ^ e

r

k

,

hvor r

1

< r

2

< � � � < r

k

, udg�r en b asis for

V

k

( V ) . Sp e cielt er

dim (

V

k

( V )) = (

n

k

) , hvor sidstn�vnte de�ner es til 0 for k > n .

Bevis. Det er let at se, at de n�vn te elemen ter er line�rt uafh�ngige og at

dim (

V

k

( V )) = 0 for k > n . Lad P

n

k

= f ( r

1

; r

2

; : : : ; r

k

) j 8 i = 1 ; : : : ; k : r

i

2

N og 1 � r

1

< r

2

< � � � < r

k

� n g . Med L 2 ^

k

( V ) og f �

j

g

n

j =1

den duale basis for

V

�

bliv er

(388)

L ( �

1

; : : : ; �

k

) = L (

n

X

j

1

=1

( �

1

; e

j

1

) �

j

1

; : : : ;

n

X

j

k

=1

( �

k

; e

j

k

) �

j

k

)

=

n

X

j

1

;:::;j

k

=1

( �

1

; e

j

1

) � � � ( �

k

; e

j

k

) L ( �

j

1

; : : : ; �

j

k

)(389)

=

X

( r

1

; : : : ; r

k

) 2 P

n

k

� 2 S

k

( �

1

; e

r

� (1)

) : : : ( �

k

; e

r

� ( k )

) L ( �

r

� (1)

; : : : ; �

r

� ( k )

)(390)

=

X

( r

1

; : : : ; r

k

) 2 P

n

k

� 2 S

k

( �

1

; e

r

� (1)

) : : : ( �

k

; e

r

� ( k )

) � sg n ( � ) � L ( �

r

1

; : : : ; �

r

k

)(391)

=

X

( r

1

;::: ;r

k

) 2P

n

k

det( �

i

; e

r

j

)

k

i;j =1

� L ( �

r

1

; : : : ; �

r

k

)(392)

=

X

( r

1

;::: ;r

k

) 2P

n

k

L ( �

r

1

; : : : ; �

r

k

)( e

r

1

^ � � � ^ e

r

k

)( �

1

; : : : ; �

k

) :(393)

Denne udregning forl�b er s � aledes: Man k ommer fra (388) til (389) v ed linearitet.

F or at k omme til (390) b em�rk es, at en vilk � arlig f�lge j

1

; j

2

; : : : ; j

k

af forsk ellige

p ositiv e tal p � a pr�cist en m � ade k an omordnes (alts � a p erm uteres), s � a de st � ar ordnet
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efter st�rrelse (i \n ummerorden"). Herefter f�lger (391) let, da L jo er alternerende,

og endelig er (392) jo en direkte f�lge af formlen for determinan t.

Bem�rkning B.21 . Ovenst � aende formel bliver s�rlig simp el n � ar k = n :

L ( �

1

; : : : ; �

n

) = det( �

i

; e

j

)

n

i;j =1

� L ( �

1

; : : : ; �

n

) :(394)

Afbildningen

V

k

3 v

1

; : : : ; v

k

{

! v

1

^ � � � ^ v

k

(395)

er t ydeligvis m ultiline �r og alternerende. Sammens�ttes denne med en line�r

afbildning

~

S :

V

k

( V ) ! W f � as naturligvis en m ultili ne�r alternerende afbildning

S =

~

S � { : V

1

� � � � � V

r

! W . Ligesom for tensor-pro duktet har vi her ogs � a det

om v endte:

Pr oposition B.22 ( Det ydre pr odukts universelle egenskab ) . Til en gi-

ven alterner ende multiline�r afbildning S af V � � � � � V ind i W �ndes en entydig

line�r afbildning

~

S af

V

k

( V ) ind i W , s � ale des at S =

~

S � { .

Bevis. De�ner simp elthen

~

S ( e

r

1

^ � � � ^ e

r

k

) = S ( e

r

1

; : : : ; e

r

k

) ;(396)

og udvid v ed linearitet. Dette er den eneste c hance for

~

S . Om v endt er det klart,

at denne de�nition virk er.

Pr oposition B.23 . Der �ndes en entydigt de�ner et biline�r afbildning

^

k

( V ) � ^

l

( V ) 3 !

1

; !

2

! !

1

^ !

2

2 ^

k + l

( V ) ;(397)

s � ale des at for al le v

1

; : : : ; v

k

; ~v

1

; : : : ; ~v

l

2 V

( v

1

^ � � � ^ v

k

) ^ ( ~ v

1

^ � � � ^ ~v

l

) = v

1

^ � � � ^ v

k

^ ~v

1

^ � � � ^ ~v

l

:(398)

Denne afbildning kaldes det ydr e pr o dukt. Den g�r

V

( V ) =

P

n

k =0

^

k

( V ) ;(399)

hvor p er de�nition ^

0

( V ) = R , til en asso ciativ algebr a, kaldet den ydr e algebr a .

Bevis. Holdes v

i

-erne fast i (398) f � as en alternerende m ultiline�r afbildning

T ( v

1

; : : : ; v

k

) af V � � � � � V

| {z }

l

ind i

V

k + l

( V ). Denne k an via Prop osition B.22 udvi-

des til

V

l

( V ). Endvidere er, for fastholdt !

2

2

V

l

( V ), afbildningen V � � � � � V

| {z }

k

3

v

1

; : : : ; v

k

! T ( v

1

; : : : ; v

k

) !

2

m ultiline �r og alternerende og k an derfor, igen p � a

grund af Prop osition B.22, udvides til

V

k

( V ). P � astanden f�lger let fra dette.
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Bem�rkning B.24 . Den ydr e algebr a er ikke kommutativ. Der g�lder faktisk

(overvej)

!

k

^ !

l

= ( � 1)

k � l

!

l

^ !

k

hvis !

k

2 ^

k

( V ) o g !

l

2 ^

l

( V ) :(400)



APPENDIX C

T op ologi

Vi minder her om nogle af de mest grundl�ggende top ologisk e b egreb er.

Definition C.1 . En m�ngde X kaldes et top olo gisk rum me d top ologien T , s � a-

fr emt der �ndes en familie T af delm�ngder af X , der opfylder:

� X 2 T o g ; 2 T .

� O

1

; : : : ; O

r

2 T ) O

1

\ � � � \ O

r

2 T .

� Hvis f O

�

g

� 2 A

� T , da er [

� 2 A

O

�

2 T .

Elementerne i T kaldes de � abne delm�ngder.

Hvis x 2 X , er en ome gn om x
x

x p er de�nition en � ab en delm�ngde O , s � a x 2 O .

R ummet X kaldes et Hausdor�sk rum s � afr emt

8 x

1

6= x

2

2 X : 9 O

1

; O

2

2 T : x

1

2 O

1

; x

2

2 O

2

o g O

1

\ O

2

= ; :(401)

En m�ngde X k an altid g�res til et top ologisk rum v ed at v�lge T = f X ; ;g .

Dette k aldes den trivielle top ologi. I den anden yderlighed k al man v�lge T som

familien af alle delm�ngder. Den dur heller ikk e til meget. Vi vil skriv e ( X ; T )

n � ar vi har situationen i De�nition C.1.

Definition C.2 . L ad ( X

1

; T

1

) o g ( X

2

; T

2

) v�r e top olo giske rum. En afbildning

f : X

1

! X

2

kaldes kontinuert (me d hensyn til de b etr agte de top olo gier) s � afr emt

8 U 2 T

2

: f

� 1

( U ) 2 T

1

:(402)

Definition C.3 . En delfamilie B � T kaldes en b asis for top olo gien el ler en

b asis for de � abne m�ngder , s � afr emt ethvert O 2 T kan skrives som for e-

ningsm�ngden af visse elementer i B . R ummet X siges at v�r e anden-t�l lelig ,

s � afr emt der �ndes en t�l lelig b asis for de � abne m�ngder.

99
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Definition C.4 . Et top olo gisk rum ( X ; T ) siges at v�r e usammenh�ngende ,

s � afr emt der �ndes to � abne ikke-tomme delm�ngder O

1

; O

2

af X s � a

X = O

1

[ O

2

o g O

1

\ O

2

= ; :(403)

Hvis X ikke er usammenh�ngende, da kaldes X for sammenh�ngende .

Definition C.5 . Hvis ( X ; T ) er et top olo gisk rum o g Y � X , de�ner er

T

Y

= f O \ Y j O 2 T g(404)

en top olo gi p � a Y kaldet sp ortop olo gien .
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Opga ve 1.1 . L ad t ! � ( t ) v�r e en vilk � arlig r e gul�r kurve.

� Udr e gn eksplicit krumningen.

� Vis, at tangentialkomp onent en af �

00

( t ) er lig me d d

2

s=dt

2

gange enhe ds-

tangentvektor en o g at komp onenten i r etningen af hove dnormalen er givet

ve d ( ds=dt )

2

� k gange hove dnormalen.

Opga ve 1.2 . Vis, at hvis t ! � ( t ) er en simp el lukket kurve i R

2

me d p erio de T ,

da er st�rr elsen

L =

Z

T

0

j det( �

0

( t ) ; �

00

( t )) j

1

3

dt

uafh�ngig af p ar ametriseringen. Det kaldes den a�ne l�ngde. Vis, at L

3

= A er

invariant under a�ne tr ansformationer, hvis A er ar e alet af m�ngden omsluttet

af kurven.

Opga ve 1.3 . Betr agt kurven x i R

3

(kaldet skruelinien el ler helixen):

x ( s ) =

�

a cos

s

c

; a sin

s

c

; b

s

c

�

; s 2 R ;(405)

hvor a; b; c er p ositive r e el le tal o g c

2

= a

2

+ b

2

.

� Vis, at s er buel�ngde.

� Bestem krumningen o g torsionen af x .

� Bestem den oskuler ende cirkel.

� Vis, at linien b estemt af n ( s ) gennem x ( s ) sk�r er z -aksen i vinklen � = 2 .

� Bevis, at tangentlinierne til x danner en konstant vinkel me d enhe dsvekto-

r en i z -aksens r etning.
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Opga ve 1.4 . Den plane kurve

x ( t ) = ( t; cosh t ) ; t 2 R(406)

kaldes katenoiden. Bevis, at krumningen me d forte gn er givet ve d

k ( t ) =

1

cosh

2

( t )

:(407)

Opga ve 1.5 . L ad x ( t ) = ( x

1

( t ) ; x

2

( t )) v�r e en plan kurve. Bevis, at krumningen

me d forte gn er givet ve d

k

�

( t ) =

x

0

1

x

0 0

2

� x

0 0

1

x

0

2

(( x

0

1

)

2

+ ( x

0

2

)

2

)

3 = 2

:(408)

Opga ve 1.6 . L ad x : ( a; b ) ! R

2

v�r e en r e gul�r kurve. A ntag, at der �ndes et

punkt t

0

2 ( a; b ) , s � ale des at j x ( t ) j har et lokalt maximum i t

0

. Bevis, at j k ( t

0

) j �

1 = j x ( t

0

) j .

A ntag nu, at x er en lukket kurve, der l�b er inden i en cirkelskive me d r adius r .

Bevis, at der �ndes et t 2 ( a; b ) s � ale des, at krumningen i punktet x ( t ) opfylder:

j k ( t ) j � 1 =r .

Opga ve 1.7 . A ntag, at �

0

(0) i b eviset for S�tning I.10 p e ger i den p ositive x -

akses r etning. L ad y ligge i komplement�rm�ngden C

c

til C . De�ner variatio-

nen d ( y ) som v�r dien �

y

( L ) � �

y

(0) , hvor �

y

( s ) er vinklen, som enhe dsvektor en

( � ( s ) � y ) = k � ( s ) � y k fr a y til � ( s ) danner me d en fast r etning|f.eks. �

0

(0) .

Bevis, at d ( y ) altid enten er 0 el ler 2 � . Vis vider e, at C

e

= f y 2 C

c

j d ( y ) = 0 g

er en ub e gr�nset � ab en sammenh�ngende m�ngde|det ydr e af kurven|hvorimo d

C

i

= f y 2 C

c

j d ( y ) = 2 � g |det indr e af kurven|er en b e gr�nset � ab en sam-

menh�ngende m�ngde. (Dette er (den di�er entiable) Jor dans kurves�tning).

Vink: Unders�g f�rst en ome gn af � (0) , dern�st en ome gn af kurven.

Opga ve 1.8 . Bevis, at cylinder en f ( x; y ; s ) 2 R

3

j x

2

+ y

2

= 1 g er en delmangfol-

dighe d af R

3

o g �nd lokale p ar ametriseringer, der tilsammen d�kker den.

Tilsvar ende sp�r gsm � al for delm�ngden f ( x; y ; z ; s; t ) 2 R

5

j x

2

+ y

2

+ z

2

= 1 g af

R

5

.

Opga ve 1.9 . Bevis, at enhe dskugle over
aden S

n

� R

n +1

,

S

n

= f ( x

1

; : : : ; x

n +1

) 2 R

n +1

j x

2

1

+ � � � + x

2

n

+ x

2

n +1

= 1 g

er en delmangfoldighe d. Konstruer et kort.

Opga ve 1.10 . Delm�ngden S = f ( x; y ; z ) 2 R

3

j 0 = z + y

2

� x

2

g er en 2-

dimensional delmangfoldighe d af R

3

(hvorfor?). Che ck, at de to ne denfor anf�rte

funktioner er kort p � a S :
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� f ( u; v ) = ( u + v ; u � v ; 4 uv ) ; ( u; v ) 2 R

2

.

� g ( u; v ) = ( u cosh v ; u sinh v ; u

2

) ; ( u; v ) 2 R

2

; u 6= 0 .

Opga ve 1.11 . A ngiv et atlas for den to-blade de hyp erb oloide f ( x

1

; : : : ; x

n +1

) 2

R

n +1

j � x

2

1

� � � � � x

2

n

+ x

2

n +1

= 1 g .

Opga ve 1.12 . Bevis, at en � ab en delm�ngde af en delmangfoldighe d selv er en

delmangfoldighe d.

Opga ve 1.13 . Bevis p � astanden i ( 54 ) side 11.

Opga ve 1.14 . Bevis, at den ortho gonale grupp e O (2) er en delmangfoldighe d af

R

4

. Pr�v at formuler e hvorle des den \glob alt" ser ud.

F or tilsvar ende at b evise, at O (3) er en 3-dimensional delmangfoldighe d af R

9

kan

man evt. fors�ge me d f�lgende pr o gr am:

� Find 6 \naturlige" funktioner p � a m�ngden af 3 � 3 -matric er ( � R

9

), der

tilsammen er en kandidat til funktionen \F" i de�nitionen (2) side 14.

� Bevis, at F

0

er surjektiv i punktet I 2 O (3) .

� Udnyt grupp estruktur en i O (3) til at konkluder e, at F

0

o gs � a er surjektiv i

ethvert andet punkt i O (3) .

� Konkluder det �nske de.

Opga ve 1.15 . L ad

! =

0

B

@

0 �

3

� �

2

� �

3

0 �

1

�

2

� �

1

0

1

C

A

:(409)

o g lad � = ( �

1

; �

2

; �

3

) . Udnyt, at ! ( � ) = 0 til at b evise, at exp( t! ) er en r otation

gennem vinklen t k � k omkring � .

Vis, at der �ndes matric er A; B ; C s � ale des at

exp ( t! ) = A + B cos( t k � k ) + C sin ( t k � k ) ;(410)

o g b estem disse. Benyt dette til at �nde al le kurver � i R

3

, hvor torsionen o g

krumningen er givne konstanter (o g sidstn�vnte 6= 0 ), o g s � ale des at � (0) = 0 2 R

3

,

o g de tr e vektor er �

0

(0) ; n (0) o g b (0) netop udg�r det s�dvanlige orthonormalsystem

for R

3

.

Opga ve 1.16 . Bevis, at hvis n er ulige o g S er en r e el sk�vsymmetrisk n � n

matrix, da har ligningen S � = 0 mindst � en l�sning � 6= 0 o g vis, at exp( tS ) � = � .

Vis for et vilk � arligt n , at hvis S 6= 0 er en sk�vsymmetrisk n � n matrix, da

�ndes et 2-dimensionalt underrum W � R

n

s � ale des, at b � ade W o g dets vinkelr ette

komplement W

?

er invariante under S o g derme d o gs � a under exp( tS ) . Beskriv

struktur en af S o g exp ( tS ) ge ometrisk. Vink: N � ar S er sk�vsymmetrisk o g n er
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ulige, s � a er det kar akteristiske p olynomium det( t � I � S ) en ulige funktion i t : : : .

F or at komme igang me d det 2-dimensionale underrum kan man t�nke p � a, at S {

som jo har reelle ko e�cienter{har en imagin�r e genv�r di h�r ende til en vektor

w me d komplekse ko e�cienter{for i � S er en selvadjunger et (hermitisk) matrix.

Skrives w som v

1

+ i � v

2

, hvor v

1

o g v

2

har r e el le ko e�cienter, dukker en naturlig

kandidat til det �nske de underrum op.

Opga ve 1.17 . L ad m o g a v�r e komplekse n � n matric er o g antag, at a er in-

vertib el. Bevis, at

exp( a � m � a

� 1

) = a � exp ( m ) � a

� 1

:(411)

Brug ( 411 ) samt at en hermitisk el ler sk�v-hermitisk matrix m (i.e. m

�

= m

el ler m

�

= � m ) kan diagonaliser es over C til at b evise, at den uendelige r�kke

i de�nitionen af exp ( m ) konver ger er, hvis m er hermitisk el ler sk�v-hermitisk.

Sp e cielt konver ger er den, hvis m er r e el o g sk�v-symmetrisk.

Opga ve 1.18 . Betr agt en � ab en delm�ngde ! af R

n

. Opfat den som ind lejr et i

R

N

( N > n ) som \de sidste n ko or dinater"; ~! � f (0 ; : : : ; 0 ; x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

N

j

( x

1

; : : : ; x

n

) 2 ! g . Bevis, at ~! derve d bliver en delmangfoldighe d af R

N

. A ngiv

konkr ete funktioner F o g G som i b eviset for S�tning I I.6 , der kan bruges i denne

situation.

Opga ve 1.19 . L ad v

1

o g v

2

v�r e to line�rt uafh�ngige vektor er i R

5

. L ad M =

f x � v

1

+ y � v

2

j x; y 2 R g . Bevis, at M er en delmangfoldighe d af R

5

o g angiv

funktioner F o g G som i b eviset side 14.

Opga ve 1.20 . Betr agt f�lgende (gener aliser e de) gr af: M = f ( x; y ; x + x

2

y

2

; y +

y

2

) 2 R

4

j ( x; y ) 2 R

2

g . A ngiv (lokalt) en funktion F

1

, der opfylder (1) side 14.

Suppler denne op til en funktion \ 	

� 1

1

" o g diskuter funktionen f

1

( x ) = 	

1

( x

1

; : : : ;

x

n

; 0 ; : : : ; 0) . A ngiv tilsvar ende en funktion f , der opfylder (2) side 14 o g suppler

denne op til en funktion 	 . Diskuter funktionen F i (lokalt) ( F ; G ) = 	

� 1

.

Opga ve 1.21 . Betr agt R

3

me d ko or dinater ( x; y ; z ) . L ad I 3 v ! (0 ; f ( v ) ; g ( v ))

b ete gne en simp el r e gul�r (ikke n�dvendigvis lukket) kurve i y z -planen, o g antag,

at 8 v 2 I : f ( v ) > 0 . A ntag endvider e, at f (0 ; f ( v ) ; g ( v )) j v 2 I g er en 1-

dimensional delmangfoldighe d af denne plan. Dr ejes denne kurve en hel omgang

om z -aksen f � as en 
ade M, hvor et vilk � arligt punkt har formen ( f ( v ) cos u; f ( v ) sin u;

g ( v )) for et p assende u; v . Bevis, at M er en 2-dimensional delmangfoldighe d af

R

3

|en s � akaldt omdr ejnings
ade .

Opga ve 1.22 . Konstruer en di�e omor� mel lem en el lipsoide E = f ( x; y ; z ) 2 R

3

j

x

2

a

2

+

y

2

b

2

+

z

2

c

2

= 1 g ( a > 0 ; b > 0 ; c > 0 ) o g kugle over
aden S

2

i R

3

.
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Opga ve 1.23 . A ntag, at  : U

1

! U

2

er en di�er entiab el afbildning af en � ab en

delm�ngde U

1

� R

N

1

ind i en � ab en delm�ngde U

2

� R

N

2

. A ntag yderliger e, at

M

1

o g M

2

er delmangfoldighe der af hhv. R

N

1

o g R

N

2

, der opfylder, at M

1

� U

1

o g

 ( M

1

) � M

2

. Bevis, at  er di�er entiab el som afbildning fr a M

1

ind i M

2

.

Opga ve 1.24 ( Stereografisk pr ojektion ) . L ad N b ete gne \nor dp olen " i S

n

,

N = (0 ; : : : ; 0 ; 1) o g lad tilsvar ende S = (0 ; : : : ; 0 ; � 1) b ete gne \sydp olen ". F or et

vilk � arligt punkt ( x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

n

de�ner es �

N

2 S

n

til at v�r e det entydige punkt

der b � ade ligger i S

n

o g p � a linien fr a ( x

1

; : : : ; x

n

; 0) til N . Bevis, at ( �

N

; R

n

) er et

kort p � a S

n

. De�ner nu tilsvar ende �

S

b aser et p � a \pr ojektion " fr a sydp olen. A ngiv

explicitte udtryk for

�

� 1

S

� �

N

o g �

� 1

N

� �

S

:(412)

Opga ve 1.25 . L ad notationen v�r e som i Op gave 1.24 , idet vi do g nu s�tter n = 2

o g opfatter R

2

som C . L ad P : C ! C v�r e et ikke-konstant komplekst p olyno-

mium, d.v.s., der �ndes et r � 1 o g for al le i = 0 ; : : : ; r komplekse konstanter a

i

me d a

r

6= 0 s � a

P ( � ) = a

r

�

r

+ � � � + a

1

� + a

0

:(413)

De�ner en afbildning  : S

2

! S

2

ve d

 ( p ) = �

N

� P � �

� 1

N

hvis p 2 S

2

� f N g

 ( N ) = N :(414)

Bevis, at  er en di�er entiab el afbildning.

Opga ve 1.26 . Skits � er et b evis for, at O ( n ) er en delmangfoldighe d af R

n

2

. Bevis

dern�st, at hvis g er et vilk � arligt element i O ( n ) , da er b e gge afbildningerne O ( n ) 3

o ! g � o o g O ( n ) 3 o ! o � g di�e omor�er af O ( n ) p � a O ( n ) .

Opga ve 1.27 . L ad M

1

v�r e en delmangfoldighe d af R

N

1

o g lad M

2

v�r e en del-

mangfoldighe d af R

N

2

. Bevis, at

M

1

� M

2

= f ( m

1

; m

2

) j m

1

2 M

1

o g m

2

2 M

2

g(415)

er en delmangfoldighe d af R

N

1

+ N

2

, o g at pr ojektionerne �

1

: ( m

1

; m

2

) ! m

1

o g

�

2

: ( m

1

; m

2

) ! m

2

er di�er entiable afbildninger.

Opga ve 1.28 . Bevis, at S O (2) = f o 2 O (2) j det o = 1 g som delmangfoldighe d af

R

4

er di�e omorf me d S

1

= f z 2 C j j z j = 1 g . Bevis yderliger e, at afbildningen

S

1

� S

1

! S

1

: ( z

1

; z

2

) !

z

1

z

2

er di�er entiab el (se Op gave 1.27 ).

Opga ve 1.29 . Bevis, at afbildningen O ( n ) � O ( n ) ! O ( n ) : ( o

1

; o

2

) ! o

1

� o

� 1

2

er

di�er entiab el. (Dette viser, at O ( n ) er en Lie grupp e.)
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Opga ve 1.30 . L ad F : U � R

N

! R v�r e en di�er entiab el funktion. A ntag, at

8 X 2 M = F

� 1

( a ) : gr ad F ( X ) 6= 0 . Bevis, at M (hvis den er forskel lig for

den tomme m�ngde) er en N � 1 dimensional delmangfoldighe d af R

N

. Bevis

yderliger e, at tangentrummet i et punkt X

0

2 M er givet ve d ligningen

h gr ad F ( X

0

) ; X i = 0 ;(416)

o g at den plan, der tanger er M i X

0

, som delmangfoldighe d af R

N

, er givet ve d

ligningen

h gr ad F ( X

0

) ; X � X

0

i = 0 :(417)

Opga ve 1.31 . Vi vil sige, at to delmangfoldighe der M

1

o g M

2

i R

3

sk�r er hinan-

den ortho gonalt, s � afr emt normalerne N

1

( p ) o g N

2

( p ) til ethvert punkt p 2 M

1

\ M

2

svar ende til til tangentplanerne hhv. M

1

o g M

2

er vinkelr ette. Bevis, at hver af

ligningerne (hvor a; b; c 6= 0 )

x

2

+ y

2

+ z

2

= ax

x

2

+ y

2

+ z

2

= by

x

2

+ y

2

+ z

2

= cz

de�ner er delmangfoldighe der af R

3

, o g at de sk�r er hinanden ortho gonalt.

Opga ve 1.32 . L ad f o g g v�r e di�er entiable funktioner p � a R

2

. L ad M

f

o g M

g

b ete gne gr aferne (delmangfoldighe der af R

3

) for hhv. f o g g . A ntag 8 x 2 R

2

:

gr ad f ( x ) 6= gr ad g ( x ) , o g at M

f

\ M

g

6= �. Bevis, at M

f

\ M

g

er en 1-dimensional

delmangfoldighe d af R

3

.

Opga ve 1.33 . Find ko e�cienterne g

j k

( x ) til den f�rste fundamentalform for f�l-

gende delmangfoldighe der me d hensyn til et kort.

� S

2

m.h.t. til et kort af typ en ( x; y ; (1 � x

2

� y

2

)

1 = 2

) .

� En plan i R

4

gennem et punkt X

0

o g udsp�ndt af tr e line�rt uafh�ngige

vektor er v

1

; v

2

; v

3

.

� f ( x; y ; z ; w ) 2 R

4

j x

2

+ y

2

+ z

2

= 1 g . V�lg selv et kort.

� En omdr ejnings
ade i R

3

me d hensyn til et naturligt kort. (Se Op gave 1.21 ).

� S

n

m.h.t. ster e o gr a�sk pr ojektion (hvad b etyder r esultatet?).

� Helic oiden f ( v cos u; v sin u; au ) j u; v 2 R o g a 6= 0 en konstant g m.h.t.

naturligt kort.

Opga ve 1.34 . L ad M

i

for i = 1 ; 2 v�r e n -dimensionale delmangfoldighe der af

R

N

. A ntag at 2 n � N > 0 o g at M

1

\ M

2

6= �. Vis, at der gener elt g�lder

at dim ( T

m

( M

1

) \ T

m

( M

2

)) � 2 n � N . A ntag nu f�lgende: 8 m 2 M

1

\ M

2

:

dim ( T

m

( M

1

) \ T

m

( M

2

)) = 2 n � N . Bevis, at M

1

\ M

2

er en 2 n � N dimensional

delmangfoldighe d.
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Opga ve 1.35 . L ad J v�r e en n � n matrix me d f�lgende diagonal:

(1 ; : : : ; 1

| {z }

p

; � 1 ; : : : ; � 1

| {z }

q

) ( p + q = n ) o g nul ler uden for diagonalen. De�ner en bili-

ne arform ( � ; � )

J

p � a R

n

� R

n

ve d

( x; y )

J

= ( J x; y )

e

;(418)

hvor ( � ; � )

e

b ete gner det s�dvanlige (euklidiske) indr e pr o dukt p � a R

n

. De�ner

den pseudo-orthogonale grupp e O ( p; q ) = f n � n matric er m j 8 x; y 2 R

n

:

( mx; my )

J

= ( x; y )

J

g . Skits � er et b evis for, at O ( p; q ) er en delmangfoldighe d af et

p assende endeligt-dimensional t r e elt vektorrum. Hvad er dens dimension?

Opga ve 1.36 . Bevis, at det er lige gyldigt hvorvidt man i b etingelse (1) side 14

kr�ver, at F

0

er surjektiv p � a hele U el ler blot at F

0

er surjektiv p � a M \ U .

Opga ve 1.37 . A ntag givet, for den samme � abne delm�ngde U af V , b � ade et p ar

( F ; U ) som i (1) o g et p ar ( f ; O ) som i (2) (b e gge side 14). Udnyt disse afbildninger,

samt velkendte s�tninger om kernen for en line�r afbildning L sammenholdt me d

bil le det for L

t

, til at konstruer e kandidater til kort p � a normalbundtet. Vis dern�st,

at normalbundtet er en delmangfoldighe d af R

2 N

, o g at dimensionen er N .

Opga ve 1.38 . L ad  : M ! R v�r e givet ve d  ( X ) = k X � X

0

k

2

for et fast

punkt X

0

2 R

N

. A ngiv et udtryk for d 

X

( v ) for v 2 T

X

( M ) .

Opga ve 1.39 . L ad X 2 M o g antag givet to kort ( f

1

; O

1

) o g ( f

2

; O

2

) s � ale des, at

X 2 f

1

( O

1

) \ f

2

( O

2

) . L ad os vider e angive punkter i O

1

som n-tupler ( x

1

; : : : ; x

n

)

o g punkter i O

2

som n-tupler ( y

1

; : : : ; y

n

) . En vilk � arlig vektor v 2 T

X

( M ) kan da

skrives

v =

n

X

i =1

�

i

f

1

x

i

=

n

X

j =1

�

j

f

2

y

j

:(419)

A ntag, at X = f

1

( x

0

) . Bevis, at

� =

0

B

B

@

�

1

.

.

.

�

n

1

C

C

A

=

0

B

B

@

@ y

1

@ x

1

� � �

@ y

1

@ x

n

.

.

.

.

.

.

@ y

n

@ x

1

� � �

@ y

n

@ x

n

1

C

C

A

0

B

B

@

�

1

.

.

.

�

n

1

C

C

A

=

 

@ y

@ x

( x

0

)

!

( � ) ;(420)

hvor vi, i standar d notation, opfatter y

j

-erne som funktioner af x

i

-erne via y =

( f

2

)

� 1

� f

1

( x ) .

Opga ve 1.40 . Et kritisk punkt for en di�er entiab el afbildning  : M ! R er et

punkt m 2 M hvor d 

m

= 0 . (N � ar mer e gener elt  er en afbildning fr a M til N ,

er det et punkt m , hvor d 

m

ikke har maksimal r ang.)
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� L ad  : M ! R v�r e givet ve d  ( m ) = k m � m

0

k , hvor m

0

62 M . Bevis,

at m er et kritisk punkt for  hvis o g kun hvis m � m

0

2 T

m

( M )

?

.

� L ad � : M ! R v�r e givet ve d � ( m ) = h m; v i for en fast enhe dsvektor

v 2 R

N

. Vis, at m er et kritisk punkt for � hvis o g kun hvis v 2 T

m

( M )

?

.

Opga ve 1.41 . L ad  : M ! R v�r e en di�er entiab el funktion p � a en (kurve-)sam-

menh�ngende delmangfoldighe d M . A ntag, at d 

m

= 0 for al le m 2 M . Bevis, at

 er konstant.

Opga ve 1.42 . F uldf�r detaljerne i Bem�rkning I I.42 side 29.

Opga ve 1.43 . Betr agt lokale kort ( f

i

; O

i

) ; i = 1 ; 2 p � a S

2

givet ve d

f

1

( �; � ) = (sin � cos �; sin � sin �; cos � ) ; � 2 ]0 ; 2 � [ ; � 2 ]0 ; � [ and

f

2

( x

1

; x

2

) = ( x

1

; x

2

;

q

1 � x

2

1

� x

2

2

) ; x

2

1

+ x

2

2

< 1 :

Betr agt funktionerne C

2

( x

1

; x

2

; x

3

) = x

2

o g C

3

( x

1

; x

2

; x

3

) = x

3

r estringer et til S

2

o g udr e gn

~

@

@ �

;

~

@

@ �

;

~

@

@ x

1

, o g

~

@

@ x

2

af disse.

|Hvilke af vektorfelterne (sin

n

� )

@

@ �

; n = 0 ; 1 ; 2 ; : : : , kan udvides til S

2

, i.e. to

C

1

( S

2

) ?

Opga ve 1.44 . Find samtlige Christo�elsymb oler b � ade af f�rste o g af anden art

for f�lgende delmangfoldighe der me d hensyn til et kort.

� En plan i R

4

gennem et punkt X

0

o g udsp�ndt af tr e line�rt uafh�ngige

vektor er v

1

; v

2

; v

3

.

� f ( x; y ; z ; w ) 2 R

4

j x

2

+ y

2

+ z

2

= 1 g . V�lg selv et kort.

� En omdr ejnings
ade i R

3

me d hensyn til et naturligt kort.

� S

n

m.h.t. ster e o gr a�sk pr ojektion.

� Helic oiden f ( v cos u; v sin u; au ) j u; v 2 R o g a 6= 0 en konstant g m.h.t.

naturligt kort.

Opga ve 1.45 . L ad M � R

6

v�r e den 3-dimensionale delmangfoldighe d givet ve d

M = f ( x; y ; z ; x; y ; xz ) j x; y ; z 2 R g :

Bestem al le Christo�elsymb olerne af b � ade den f�rste o g af den anden art.

Opga ve 1.46 . Udr e gn al le Christo�elsymb olerne p � a torus (Op gave 1.72 ) me d hen-

syn til en p ar ametrisering som i Op gave 1.85 , ligning ( 437 ). L�s dern�st Op-

gave 1.85 . Udf�r endelig den del af Op gave 1.86 , der har me d torus at g�r e.
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Opga ve 1.47 . Bevis, at afbildningen  de�ner et i op gave 1.25 kun har endeligt

mange kritiske punkter. (A lts � a hvor determinanten af Jac obimatric en er 0, se i

�vrigt Op gave 1.40 ).

Opga ve 1.48 . Betr agt r estriktionen af exp onentialafbildninge n exp til vektorrum-

met f ! 2 M at ( r ; R ) j ! + !

t

= 0 g . Denne afbildning (o gs � a b ete gnet me d exp )

afbilder ind i O ( r ) , o g er stadig givet ve d

exp( ! ) =

1

X

j =0

!

j

j !

:(421)

Det antages b evist, at afbildningen er velde�ner et o g di�er entiab el. Hvad er dif-

fer entialet exp

0

0

af exp i 0 ?.

Opga ve 1.49 ( Geod�tisk kr umning med en vilk

�

arlig p arametrisering ) .

Betr agt en r egul�r kurve t ! � ( t ) p � a en delmangfoldighe d M . F or at �nde den

ge o d�tiske krumning o g den ge o d�tiske hove dnormal skal kurven omp ar ametriser es

til buel�ngde, s ! � ( s ) , o g �

0 0

( s ) skal der efter pr ojic er es ne d p � a tangentplanen .

Brug f.ex. formel ( 13 ) til at vise, at den ge o d�tiske hove dnormal er vinkelr et p � a

�

0

( t ) o g angiv vider e de ge o d�tiske st�rr elser i termer af pr ojektionen af �

00

( t ) p � a

normalplanen. Besvar endelig sp�r gsm � alene side 46.

Opga ve 1.50 . Betr agt funktionen  : R

2

! R

2

givet ve d  ( x; y ) = ( x

2

y ; y

2

x ) o g

lad M

 

= M � R

4

v�r e gr afen for  .

� L ad f ( x; y ) = ( x; y ; x

2

y ; y

2

x ) v�r e et kort p � a M , de�ner et p � a hele R

2

. A ngiv

den anden fundamentalform langs en vilk � arlig kurve t ! f ( x ( t ) ; y ( t )) .

� Bevis, at ( x; y ; z ; w ) ! ( z ; w ; 2 xy z + w x

2

; z y

2

+ 2 xy w ) ve d r estriktion de�-

ner er et vektorfelt X p � a M .

� Udr e gn den kovariant a
e de de af X langs en kurve af formen t ! f ( a � t +

x

0

; b � t + y

0

) , for vilk � arlige r e el le konstanter a; b; x

0

; y

0

.

� L ad � ( t ) = f ( t; t ) . Find den ge o d�tiske krumning o g hove dr etning.

Opga ve 1.51 . L ad v

1

( t ) o g v

2

( t ) v�r e vektorfelter langs en kurve � ( t ) p � a en del-

mangfoldighe d M . A ntag, at b e gge vektorfelter opfylder, at den kovariant a
e de de

langs kurven er identisk nul. Bevis, at h v

1

( t ) ; v

2

( t ) i er uafh�ngig af t .

Opga ve 1.52 . (Se i �vrigt Op g. 1.39 ) L ad m 2 M o g antag givet to kort ( f

1

; O

1

)

o g ( f

2

; O

2

) s � ale des, at m 2 f

1

( O

1

) \ f

2

( O

2

) . L ad os vider e angive punkter i O

1

som

n-tupler ( x

1

; : : : ; x

n

) o g punkter i O

2

som n-tupler ( y

1

; : : : ; y

n

) . En vilk � arlig vektor

v 2 T

m

( M ) kan da skrives v =

P

n

i =1

�

i

f

1

x

i

=

P

n

j =1

�

j

f

2

y

j

. L ad os for klarhe dens

skyld skrive g

x

= f g

x

i

x

j

g , hvor g

x

i

x

j

= h f

x

i

; f

x

j

i o g tilsvar ende g

y

= f g

y

i

y

j

g me d
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g

y

k

y

l

= h f

y

k

; f

y

l

i . Bevis, at g

x

i

x

j

=

P

k ;l

@ y

k

@ x

i

@ y

l

@ x

j

g

y

k

y

l

, alts � a, i mer e komp akt notation,

at

g

x

= j

t

g

y

j;(422)

hvor vi opfatter y

j

-erne som funktioner af x

i

-erne via y = ( f

2

)

� 1

� f

1

( x ) , o g hvor

j = (

@ y

@ x

) b ete gner Jac obimatric en for ko or dinatskiftet.

Opga ve 1.53 . L ad ( f ; O ) v�r e et lokalt kort p � a en delmangfoldighe d M . Udr e gn

den kovariant a
e de de af vektorfeltet f

x

j

langs en kurve af formen t ! f ( x

0

+ t � e

i

) ,

hvor e

i

b ete gner den i-te b asisvektor i R

n

o g x

0

2 O .

Opga ve 1.54 . L ad � v�r e en di�er entiab el afbildning fr a en delmangdoldighe d

M til en delmangfoldighe d N . Bevis, at afbildningen d � : T ( M ) 3 ( m; v ) !

d �

m

( v ) 2 T ( N ) er di�er entiab el.

Opga ve 1.55 . Bevis, i forts�ttelse af Op gave 1.52 , at

dx

i

=

X

j

@ x

i

@ y

j

dy

j

:(423)

Opga ve 1.56 . F ormuler o g b evis en gener alisation af \S�tningen om den In-

verse F unktion " til afbildninger mel lem delmangfoldighe der af den samme dimen-

sion. Bevis dern�st, i forts�ttelse af Op g. 1.48 , at der �ndes en ome gn 
 af 0 i

f ! 2 M at ( r ; R ) j ! + !

t

= 0 g , s � ale des at (exp ; 
) er et lokalt kort p � a O ( r ) ( exp

r estringer et til 
 ) me d I 2 exp(
) . Bevis endelig, at hvis o 2 O ( r ) , da er s � avel

( o � exp ( � ) ; 
) som (exp ( � ) � o; 
) lokale kort p � a O ( r ) omkring o .

Opga ve 1.57 . Bevis, at symmetriske r � r matric er er vinkelr ette p � a sk�vsymme-

triske r � r matric er i det indr e pr o dukt h m

1

; m

2

i = tr ( m

1

m

t

2

) . Bevis dern�st, at

kurverne t ! exp t! i O ( r ) ( !

t

= � ! ) over alt har ge o d�tisk krumning 0.

Opga ve 1.58 . I tilf�ldet n = 2 , lav en liste over de symb oler R

ij k l

, der altid er 0.

Opga ve 1.59 . L ad f o g g tilh�r e C

1

( R

2

) , lad  ( x; y ) = ( f ( x; y ) ; g ( x; y )) o g lad

M

 

= M � R

4

v�r e gr afen for  . Udr e gn samtlige symb oler R

ij k l

.

Opga ve 1.60 . L ad M

 

= M � R

4

v�r e gr afen for funktionen  ( x; y ) = ( x

2

�

y

2

; 4 xy ) .

� Find samtlige Christo�elsymb oler af 2.den art.

� Find R ic ci tensor en samt den skal�r e krumning i det punkt, der svar er til

( x; y ) = (0 ; 0) .
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Opga ve 1.61 . � L ad o ( r ) = f ! 2 M at ( r ; R ) j !

t

= � ! g . Bevis, at afbild-

ningen

o ( r ) � O ( r ) 3 ( ! ; o ) ! ( o; o � ! ) 2 T ( O ( r ))(424)

er en di�e omor�. (T angentbundtet kan m.a.o. trivialiseres . Dette g�lder

altid for Lie grupp er, men er el lers me get us�dvanligt).

� F or fastholdt ~o 2 O ( r ) induc er er afbildningen

M at ( r ; R ) � M at ( r ; R ) 3 ( m

1

; m

2

) !(425)

( m

1

� ~o ; m

2

� ~o ) 2 M at ( r ; R ) � M at ( r ; R )

ve d r estriktion en di�er entiab el bijektion T ( O ( r )) ! T ( O ( r )) . (Be grund.)

Via (424) f � as derve d en afbildning o ( r ) � O ( r ) ! o ( r ) � O ( r ) . Beskriv

denne.

Opga ve 1.62 . L ad M v�r e en hyp er
ade i vektorrummet V . Betr agt afbildningen

G

k

: V 3 v ! k � v 2 V , hvor k er en r e el konstant, k 6= 0 . L ad M

k

= G

k

( M ) . Ud-

tryk middelkrumning o g Gauss krumning p � a M

k

i et punkt k � m ve d de tilsvar ende

st�rr elser i m 2 M .

Opga ve 1.63 . F or hver af f�lgende gr afer �nskes hove dkrumningerne o g hove dr et-

ningerne i punktet svar ende til ( x; y ) = (0 ; 0) :

� z = x

2

+ y

2

.

� z = x

3

� 3 y

2

x .

� z = x

2

� by

2

� ay , hvor a; b er r e el le konstanter.

Opga ve 1.64 . Beskriv ge o d�terne 
 p � a en cylinder
ade i R

3

. (De m � a have 


0 0

vinkelr et p � a tangentplanen). Vis, at to vilk � arlige punkter p � a cylinder
aden i for-

skel lig h�jde kan forbindes me d uendeligt mange forskel lige ge o d�ter.

Opga ve 1.65 . (Se Op gave 1.52 ). P � a en delmangfoldighe d M , lad  v�r e en C

1

-

funktion me d komp akt st�tte S indenfor en ko or dinatome gn f ( ! ) � M . De�ner

Z

S

 dM =

Z

f

� 1

( S )

(  � f )( x )

q

g ( x ) dx;(426)

hvor dx b ete gner det s�dvanlige L eb esguem � al p � a R

n

o g g ( x ) = det g

ij

( x ) . Bevis, at

(426) er uafh�ngig af p ar ametrisering i den forstand, at hvis S o gs � a ligger indenfor

en anden ko or dinatome gn

~

f ( ~ ! ) , da f � as samme r esultat i (426) n � ar f erstattes me d

~

f . F aktisk kan (426) udvides til m�ngden af C

1

-funktioner p � a M me d komp akt

st�tte, o g vider e helt ud til m�ngden af m � alelige funktioner p � a M . A ntyd hvorle des.

Det derve d opn � ae de m � al kaldes det euklidiske volumenelement p � a M .
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Opga ve 1.66 . Bevis, at n � ar g ( x ) = det g

ij

( x ) , da er

@ g ( x )

@ x

l

= 2 g ( x )

P

i

�

i

il

o g der-

me d

@

p

g ( x )

@ x

l

=

q

g ( x )

P

i

�

i

il

.

Opga ve 1.67 . Bevis, me d notationen som i Op gave 1.66 , at

R

ik

=

n

X

j =1

@ �

j

ik

@ x

j

�

1

2

@

@ x

i

@

@ x

k

log g +

1

2

n

X

l =1

�

l

ik

@ log g ( x )

@ x

l

�

n

X

l;j =1

�

l

ij

�

j

lk

:(427)

Opga ve 1.68 ( F or ts�ttelse af Opga ve 1.35) . L ad I b ete gne den identiske

afbildning. Beskriv tangentrummet T

I

( O ( p; q )) . R e gn der efter op gaven svar ende

til Op gave 1.61 for O ( p; q ) .

Opga ve 1.69 . Bevis, evt. under brug af Op gave 1.30 , at der altid �ndes et lokalt

de�ner et di�er entiab elt felt af enhe dsnormalvektor er p � a en hyp er
ade M .

Opga ve 1.70 . L ad M v�r e en hyp er
ade i V . L ad m 2 M ; v 2 T

m

( M ) ( v 6=

0) , lad N ( m ) v�r e en normalvektor til M i m (dvs. til T

m

( M ) ) o g lad endelig

P ( v ; N ( m )) v�r e planen fr embr agt af f v ; N ( m ) g gennem m . Bevis, at f�l les-

m�ngden P ( v ; N ( m )) \ M i en ome gn af m kan fr emkomme som sp or et af en

r e gul�r kurve t ! � ( t ) me d � (0) = m o g �

0

(0) = v . (A lts � a, at der �ndes en

ome gn U om m s � ale des, at U \ P ( v ; N ( m )) \ M = f � ( t ) j t 2 I g for et p assende

interval I .) Gennemf�r der efter et b evis for en tilsvar ende p � astand, men hvor

r estriktionen om, at M er en hyp er
ade, fjernes. Bevis endelig, at hvis k v k = 1

o g den konstruer e de kurve er p ar ametriser et ve d buel�ngde, da g�lder

�

00

(0) 2 N

m

( M ) :(428)

Opga ve 1.71 . A ngiv explicit formlerne for middelkrumningen o g den totale krum-

ning for en hyp er
ade af formen f ( x

1

; : : : ; x

n

; � ( x

1

; : : : ; x

n

)) j ( x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

n

g ,

hvor � er en di�er entiab el funktion. Bem�rk, at formlerne f � ar et s�rligt sim-

p elt udse ende i et punkt �x hvor 8 i = 1 ; : : : ; n : ( @ �=@ x

i

)( � x ) = 0 o g 8 i; j; i 6= j :

( @

2

�=@ x

i

@ x

j

)( � x ) = 0 . Bevis, at man for en vilk � arlig hyp er
ade M o g et vilk � arligt

punkt m 2 M kan �nde en funktion � (o g et r etvinklet ko or dinatsystem me d ko-

or dinater ( x

1

; : : : ; x

n

; x

n +1

) ) s � ale des, at M i en ome gn af m er lig gr afen for � o g

s � ale des, at � opfylder disse extr a kr av i punktet �x for hvilket m = ( � x; � ( � x )) .

Opga ve 1.72 . Find, under brug af Op gave 1.65 ar e alet (el ler \volumenet" som

det gener elt kaldes) af f�lgende 
ader:

� T orus i R

3

: En cirkel i y z planen me d r adius r o g c entrum i (0 ; a; 0) ( a >

r > 0 ) dr ejet en hel omgang om z -aksen.

� S

n

(enten ve d induktion el ler ve d brug af ster e o gr a�sk pr ojektion).
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Opga ve 1.73 ( Lamber t's pr ojektion ) . Betr agt over
aden af en kugle me d r a-

dius R i R

3

o g lad f : ( �; � ) ! ( R sin � cos �; R sin � sin �; R cos � ) v�r e et s�dvan-

ligt kort me d � o g � i p assende interval ler.

En lo dr et cylinder me d r adius R plac er es nu, s � a den omslutter kuglen (kuglen o g

cylinder en r�r er hinanden p � a �kvator). L ad os sige, at cylinder en st � ar p ar al lelt

me d z aksen. Her efter pr ojic er es punkter p � a kugle over
aden over p � a cylinder en

som f�lger:

f ( � ; � ) ! ( R cos �; R sin �; R cos � ) :(429)

Endelig klipp es cylinder en op efter en lo dr et linie, o g r esultatet foldes ud. Ind l�gges

p assende r etvinkle de ko or dinater x

1

; x

2

p � a den udfolde de cylinder
ade kan man

opn � a:

x

1

= R� o g x

2

= R cos � :(430)

Beskriv afbildningen ge ometrisk. Bevis dern�st, at den omvendte afbildning til

(430) , me d p assende b e gr�nsninger p � a x

1

; x

2

, er en kort-afbildning p � a den givne

kugle over
ade. L ad os kalde dette kort for (

~

f ;

~

O ) . Bevis, at dette kort er ar e altr o :

En (m � alelig) delm�ngde S af

~

f (

~

O ) har samme ar e al som

~

f

� 1

( S ) .

Opga ve 1.74 . L ad I 3 v ! (0 ; f ( v ) ; g ( v )) v�r e en r e gul�r kurve i y z -planen

s � ale des, at 8 v 2 I : f ( v ) > 0 . A ntag yderliger e, at f (0 ; f ( v ) ; g ( v )) j v 2 I g er en

delmangfoldighe d af y z -planen o g lad O v�r e omdr ejnings
aden, der fr emkommer

ve d at dr eje denne kurve om z -aksen.

� A ngiv hove dkrumninger o g hove dr etninger i et vilk � arligt punkt.

� A ngiv Gauss-krumningen o g middelkrumningen.

� En meridian er en kurve p � a O , der kan fr emkomme fr a den oprindelige

fr embringerkurve i y z -planen ve d en dr ejning on z -aksen. Bevis, at disse

er r e gul�r e kurver, der, hvis de p ar ametriser es ve d buel�ngde, er ge o d�ter.

� En p ar al lel er en kurve, der fr emkommer ve d sk�ring mel lem O o g en

plan p ar al lel me d xy -planen. Disse er kun ge o d�ter under me get sp e ciel le

forhold.|Hvilke?

Opga ve 1.75 . Vi vil sige, at to delmangfoldighe der M

1

o g M

2

r�r er hinanden

langs en kurve � : I ! M

1

\ M

2

s � afr emt

8 t 2 I : T

� ( t )

( M

1

) = T

� ( t )

( M

2

) :(431)

L ad t ! v ( t ) v�r e et vektorfelt (altid antaget C

1

) langs � s � ale des at 8 t 2 I : v ( t ) 2

T

� ( t )

( M

1

) . Bevis, at den kovariant a
e de de af v langs kurven er den samme, hvad

enten den udr e gnes p � a M

1

el ler M

2

. Bevis sp e cielt, at hvis � er en ge o d�t p � a M

1

,

da er den det o gs � a p � a M

2

(o g vic e versa).
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Opga ve 1.76 . L ad M v�r e en komp akt (lukket, b e gr�nset) hyp er
ade i V . Bevis,

f.eks. ve d brug af bl.a. Op g. 1.6 o g Op g. 1.40 , at der �ndes mindst et punkt m 2 M ,

i hvilket al le hove dkrumningerne har samme forte gn.

Opga ve 1.77 . L ad M

0

v�r e en � ab en delm�ngde af hyp er
aden M som afbildes

di�e omorft p � a sit bil le de N ( M

0

) � S

n

ve d Gaussafbildningen N . A ntag, at  er

en kontinuert funktion me d st�tte indenfor N ( M

0

) . Vis, at

Z

 dS =

Z

(  � N ) j K j dM ;(432)

hvor dS o g dM er de euklidiske volumenelemen ter p � a henholdsvis S

n

o g M .

Opga ve 1.78 . L ad M v�r e en hyp er
ade i R

3

. L ad ( f ; O ) v�r e et kort p � a M

me d 0 2 O o g lad f (0) = m

0

. A ntag, at der �ndes et di�er entiab elt felt N af

enhe dsnormalvektor er p � a f ( O ) . L ad (

~

f ;

~

O ) v�r e et kort p � a S

2

s � ale des, at 0 2

~

O

o g

~

f (0) = N ( m

0

) . A ntag endelig, at for i = 1 ; 2 : f

x

i

(0) =

~

f

x

i

(0) .

� Det oplyses, at

N ( f ( t; 4 t )) =

~

f ( t; � 4 t ) o g

N ( f ( � t; � 2 t )) =

~

f ( � 3 t; � 2 t ) ;

for j t j tilstr�kkelig lil le. Bestem Gauss-krumningen o g middelkrumningen

af M i m

0

.

� I et punkt m

1

= f ( x

1

; x

2

) 6= m

0

angiver f

x

1

( x

1

; x

2

) + 2 f

x

2

( x

1

; x

2

) en ho-

ve dr etning me d tilh�r ende hove dkrumning 8. Endvider e er g

11

= 4 ; g

22

=

1 ; g

12

= 0 o g Gauss-krumningen er 4 i dette punkt. Bestem den anden

hove dr etning o g hove dkrumning.

Opga ve 1.79 . Benyt ( 95 ) o g L emma I I.43 til at udr e gne Liep ar entesen [ �

1

; �

2

] af

to vektorfelter i en kort-ome gn ( f ; O ) .

Opga ve 1.80 . L ad ( f ; O ) v�r e et lokalt kort p � a en hyp er
ade M i R

3

. Bevis, at

N ( f ( x )) =

f

x

1

� f

x

2

k f

x

1

� f

x

2

k

er et di�er entiab elt felt af enhe dsnormalvektor er p � a f ( O ) .

Opga ve 1.81 . Betr agt en hyp er
ade M i R

3

af formen M = f ( x; y ; � ( x; y )) j

x; y 2 R g me d � 2 C

1

( R

2

) , o g lad f b ete gne kortet f ( x; y ) = ( x; y ; � ( x; y )) de�-

ner et p � a hele R

2

. I det f�lgende opfattes vektorfelter som derivationer af r elevante

rum af funktioner.

� Bevis, at vektorfelterne ( @ =@ x )

m

o g ( @ =@ y )

m

kan udvides til derivationer af

C

1

( R

3

) .

� Beskriv de mest gener el le udvidelser af disse vektorfelter.

� F ormuler kr avet til et vektorfelt p � a R

3

for, at det kan r estringer es til en

derivation af C

1

( M ) .



OPGA VER 115

� L ad �

1

o g �

2

v�r e to vektorfelter p � a R

3

, der kan r estringer es til vektorfelter

p � a M . Har [ �

1

; �

2

] n�dvendigvis samme e genskab?

Opga ve 1.82 ( Bianchi ) . Bevis den f�rste Bianchi-identitet :

R ( t

1

; t

2

; t

3

; t

4

) + R ( t

1

; t

4

; t

2

; t

3

) + R ( t

1

; t

3

; t

4

; t

2

) = 0 :(433)

Opga ve 1.83 . L ad m

1

; m

2

v�r e to vilk � arlige r � r -matric er me d r e el le ko e�cienter.

Svar ende til disse de�ner es to derivationer �

1

; �

2

af C

1

( M at ( r ; R )) ve d:

( �

i

� )( m ) =

d

dt

j

t =0

� ( m � exp tm

i

) ( i = 1 ; 2)(434)

� Udr e gn explicit disse derivationer (start f.eks. me d eksemplet r = 1 ).

� L ad m

0

v�r e en invertib el r � r matrix. De�ner L

m

0

: C

1

( M at ( r ; R )) !

C

1

( M at ( r ; R )) ve d ( L

m

0

� )( m ) = � ( m

0

� m ) . Bevis, at �

i

� L

m

0

= L

m

0

�

�

i

( i = 1 ; 2) .

� Udr e gn [ �

1

; �

2

] .

Opga ve 1.84 . L ad  v�r e funktionen

 ( t ) =

(

e

�

1

t

t > 0

0 t � 0

;(435)

o g lad g ( t ) =

 ( t )

 ( t )+  (1 � t )

. L ad �x 2 R

n

v�r e givet, o g lad 0 < R

1

< R

2

. Bevis, at

for velvalgte konstanter � o g � g�lder, me d

~

� de�ner et ve d x

~

�

! g ( � + � � k x � �x k ) ,

at � 2 C

1

( R

n

) o g

~

� ( x ) =

(

1 for x 2 K ( � x ; R

1

)

0 for x 62 K ( � x ; R

2

)

:(436)

Benyt dette til at fuldf�r e b eviset for Pr op osition I I.39 side 28.

Opga ve 1.85 ( Flad tor us ) . Betr agt S

1

som hyp er
ade i R

2

o g lad T

f lad

= S

1

�

S

1

� R

2

� R

2

= R

4

.

� Udr e gn den f�rste fundamentalform p � a T

f lad

m.h.t. et kort af formen

( u; v ) !

~

f ( u; v ) = (cos u; sin u; cos v ; sin v ) . Diskuter al le krumningsst�rr el-

ser.

� Benyt det explicitte udse ende af et lokalt kort ( f ; O ) p � a en torus T i R

3

(cf.

Op gave 1.72 ),

f ( u; v ) = (( a + r cos v ) cos u; ( a + r cos v ) sin u; r sin v ) ( u; v 2 ]0 ; 2 � [ ) ;

(437)

til at konstruer e en di�e omor� mel lem T o g T

f lad

.
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Opga ve 1.86 . Betr agt en torus T i R

3

me d et lokalt kort ( f ; O ) som i (437) .

Bevis, at vektorfelterne f

u

o g f

v

kan udvides til vektorfelter p � a hele torus. A ngiv

dern�st en derivation af C

1

( R

3

) , der r estringer er til f

u

. Betr agt nu det lokale

kort ( f

1

; O

1

) p � a S

2

givet ve d

f

1

( �; � ) = (sin � cos �; sin � sin �; cos � ) ; � 2 ]0 ; 2 � [ ; � 2 ]0 ; � [ :(438)

G�lder et tilsvar ende r esultat for f

1

�

; f

1

�

?|Hvilke af vektorfelterne (sin

n

� )

@

@ �

kan

udvides til C

1

( S

2

) ?

Opga ve 1.87 . L ad v ( x ) = ( v

1

( x ) ; : : : ; v

n

( x )) v�r e et vektorfelt p � a en � ab en del-

m�ngde U af R

n

. En kurve I 3 t ! x ( t ) kaldes en b ane for v gennem �x s � afr emt

0 2 I , x (0) = �x o g 8 t 2 I : x

0

( t ) = v ( x ( t )) . F�lgende r esultat er en konsekvens af

s�tninger om existens o g entydighe d af l�sninger til or din�r e di�er ential ligninger:

� Givet et element �x af U �ndes et st�rste � ab ent interval I omkring 0 o g en

b ane x

�x

for v gennem �x de�ner et p � a I . Denne b ane er entydig p � a f�lgende

m � ade: Hvis J 3 t ! ~x ( t ) er en anden b ane for v gennem �x , de�ner et p � a et

� ab ent interval J , da g�lder, at J � I o g ~x er r estriktionen til J af x

�x

.

Bevis, at x ( t ) er en b ane for et vektorfelt v hvis o g kun hvis

8 t 2 I ; 8  2 C

1

( U ) :

d

dt

(  ( x ( t )) =

n

X

i =1

v

i

( x ( t ))(

@

@ x

i

 )( x ( t )) :(439)

Det oplyses, at afbildningen B

t

: �x ! x

�x

( t ) altid opfylder: B

s + t

( � x ) = B

s

( B

t

( � x ))

(vider e g � aende op gave).

Udr e gn b anerne for f�lgende vektorfelter p � a R

2

:

( y ; � x ) ; ( x; y ) o g ( y ; x ) ;(440)

o g eftervis i hvert tilf�lde explicit p � astanden om B

t

.

Opga ve 1.88 . Betr agt afbildningen O (3) � R

3

! R

3

givet ve d

( o; x ) ! o ? x

D ef :

= o ( x ) :(441)

Bevis, at afbildningen er uendeligt ofte di�er entiab el o g at o

1

? ( o

2

? x ) = ( o

1

o

2

) ? x .

Kar akteriser m�ngderne f o ? x j o 2 O (3) g for x 2 R

3

. Bevis, at for et fast

x

0

2 R

3

er f o 2 O (3) j o ? x = x g en under grupp e af O (3) o g b eskriv denne.

L ad ! v�r e en 3 � 3 matrix me d !

t

= � ! . Bevis, at ( �

!

 )( x ) =

d

dt

j

t =0

 ( exp ( t! ) ? x )

de�ner er en derivation �

!

af C

1

( R

3

) . Bevis, at �

!

r estringer er til en derivation af

C

1

( S

2

R

) (over
aden af en kugle me d r adius R i R

3

) for vilk � arligt R . L ad sp e cielt

! =

�

0 0 0

0 0 � 1

0 1 0

�

. Udr e gn �

!

for dette ! p � a R

3

samt r estriktionen til C

1

( S

2

R

) m.h.t.

et kort som i (438) .
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Opga ve 1.89 . Udnyt entydighe den af l�sningen i Op gave 1.87 til at vise den mang-

lende p � astand (lokalt).

Opga ve 1.90 . Udf�r s � a me get som muligt af Op gave 1.88 , men me d O (3) erstattet

af O (1 ; 2) (el ler O (1 ; 3) hvis I har lyst). Erstat evt. ! me d ~! =

�

0 0 1

0 0 0

1 0 0

�

. Hvad

erstatter S

2

? : : :

Opga ve 1.91 . (Se Pr op osition B.4 .) Hvorle des tr ansformer er ko or dinaterne til

et element i V 
 V under b asisskifte i V ?| o g, helt gener elt, til et element i

V 
 V

�

?|i

V 
 � � � 
 V

| {z }

r


 V

�


 � � � 
 V

�

| {z }

s

?(442)

Opga ve 1.92 . L ad f e

i

g

n

i =1

o g f �

j

g

n

j =1

v�r e duale b aser for hhv. V o g V

�

. V e d

fasts�ttelsen V 3 x =

P

n

i =1

x

i

e

i

!

P

n

i =1

x

i

�

i

de�ner es en line�r bijektion T

1

af V

p � a V

�

. Bevis, at et andet valg af duale b aser kan give en line�r bijektion T

2

, der

er forskel lig fr a T

1

.

Opga ve 1.93 . L ad V v�r e et 2-dimensionalt r e elt vektorrum. L ad f e

1

; e

2

g o g

f �

1

; �

2

g v�r e duale b aser for V o g V

�

.

En line�r afbildning T : V ! V er givet ve d: T ( e

1

) = 2 e

1

+ e

2

o g T ( e

2

) = 3 e

1

+ 4 e

2

.

� Bestem den tilh�r ende biline arform p � a V

�

� V i termer af b asen f �

i


 e

j

j

i; j = 1 ; 2 g .

� Bestem den tilh�r ende biline arform p � a V � V

�

o g derfr a den tilh�r ende

line�r e afbildning V

�

! V

�

.

L ad en biline arform p � a V

�

� V v�r e givet ve d

B ( y

1

�

1

+ y

2

�

2

; x

1

e

1

+ x

2

e

2

) = 12 y

1

x

1

+ 2 y

1

x

2

� 42 y

2

x

1

Beskriv de tilh�r ende line�r e afbildninger T

1

B

: V ! V o g T

2

B

: V

�

! V

�

.

Opga ve 1.94 . L ad f e

i

g

n

i =1

o g f �

j

g

n

j =1

v�r e duale b aser for hhv. V o g V

�

o g antag,

at n = 3 . L ad L = e

1

^ e

2

+ 2 � e

1

^ e

3

2 ^

2

( V ) . L ad �

1

= x

�

1

�

1

+ x

�

2

�

2

+ x

�

3

�

3

o g

�

2

= y

�

1

�

1

+ y

�

2

�

2

+ y

�

3

�

3

. Find et explicit udtryk for L ( �

1

; �

2

) .

Opga ve 1.95 . Bevis, at sp or et netop er den line�r e afbildning af L ( V ; V ) =

V

�


 V der svar er til afbildningen

V

�

� V 3 � ; v ! ( � ; v ) 2 R :(443)

Opga ve 1.96 . Hvis T

ij k

; i = 1 ; : : : ; N ; j; k = 1 ; : : : ; n , er ko or dinaterne af et ele-

ment i W 
 V

�


 V me d hensyn til en b asis f f

i

g

N

i =1

af W o g duale b aser f "

j

g

n

j =1

,

R f e

k

g

n

k =1

i V

�

; V , da er kontr aktionen af elementet den vektor i W , hvis i -te ko-

or dinat er givet ve d

P

n

j =1

T

ij j

.
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Opga ve 1.97 . L ad P ol y

k

( R

n

) b ete gne m�ngden af homo gene p olynomier p � a R

n

af

gr ad k o g lad D if f

k

( R

n

) b ete gne m�ngden af homo gene di�er entialop er ator er me d

konstante ko e�cienter p � a R

n

af or den k . (Et element D 3 D if f

k

( R

n

) er alts � a et

homo gent p olynomium D af gr ad k i variablene

@

@ x

i

; i = 1 ; : : : ; n .) Bevis, at

D if f

k

( R

n

) � P ol y

k

( R

n

) 3 ( D ; P ) ! h D ; P i = ( D (

@

@ x

1

; : : : ;

@

@ x

n

) P )(0)(444)

de�ner er en ikke-de gene r er et biline arform.

Opga ve 1.98 . L ad V = R

3

. Vis, at S

3

( V ) � ^

3

( V ) $ V 
 V 
 V . (Det kan

b enyttes uden b evis, at S

k

( V ) kan identi�c er es me d homo gene p olynomier p � a V

�

af gr ad k .)

Opga ve 1.99 . Bevis, at s�ttet � = f v

1

; : : : ; v

r

g i vektorrummet V er line�rt uaf-

h�ngigt, hvis o g kun hvis v

1

^ v

2

^ � � � ^ v

r

6= 0 . Bevis, at hvis � er line�rt

uafh�ngigt, da er span f v

1

; : : : ; v

r

g = f v 2 V j v ^ v

1

^ � � � ^ v

r

= 0 g .

Opga ve 1.100 . Bevis, at to line�rt uafh�ngige s�t f v

1

; : : : ; v

r

g o g f w

1

; : : : ; w

r

g

er b aser for det samme underrum af et vektorrum V , hvis o g kun hvis v

1

^

� � � ^ v

r

= c � w

1

^ � � � ^ w

r

, hvor (n�dvendigvis) c 6= 0 . Vis vider e, at i det

tilf�lde er c = det A , hvor A er matric en me d ko e�cienterne a

ij

fr a ligningerne

v

i

=

P

n

j =1

a

ij

w

j

; i = 1 ; : : : ; n .

Opga ve 1.101 . L ad ' 2 C

1

( M ) , hvor M er en n -dimensional delmangfoldighe d

af vektorrummet V . A ntag, at 8 m 2 M : d'

m

6= 0 .

� Bevis, at hvis '

� 1

( a ) 6= � for et a 2 R , da er M

a

= '

� 1

( a ) en ( n � 1) -

dimensional delmangfoldighe d af V .

� Bevis, at 8 m 2 M

a

: T

m

( M

a

) � T

m

( M ) .

� Via det indr e pr o dukt p � a T

m

( M ) kan T

�

m

( M ) afbildes bijektivt p � a T

m

( M ) .

Derve d f � as fr a afbildningen m ! d'

m

et vektorfelt m ! gr ad

m

' , kaldet

gr adientfeltet h�r ende til ' . Bevis, at dette er uendeligt ofte di�er entiab elt.

� Bevis, at 8 m 2 M : gr ad

m

' 2 ( T

m

( M

a

))

?

( a = ' ( m )) .

Opga ve 1.102 . L ad R

k

[ x

1

; : : : ; x

n

] b ete gne m�ngden af homo gene p olynomier af

gr ad k p � a R

n

. Bestem dette rums dimension ve d f�lgende opskrift:

Betr agt le ddene af k -te or den i

(1 + x

1

+ � � � + x

s

1

� � � ) � (1 + x

2

+ � � � + x

s

2

: : : ) � � � � � (1 + x

n

+ � � � + x

s

n

� � � ) :

(445)

S�t nu x

1

= x

2

= � � � = x

n

= t o g udr e gn udtrykket ovenfor explicit for j t j < 1 .

Dimensionen er da ko e�cienten til t

k

i p otensr�kken udfr a 0 for denne funktion.
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Opga ve 1.103 . Benyt, at determinantafbildningen essentielt er entydig til at b e-

vise, at

det( A � B ) = det( A ) � det( B ) ;(446)

for vilk � arlige n � n matric er A o g B .

Opga ve 1.104 . L ad A v�r e en line�r afbildning V ! V o g lad B v�r e en line�r

afbildning W ! W . Bevis, at

V 
 W 3 v 
 w ! Av 
 B w(447)

p � a naturlig m � ade kan udvides til en line�r afbildning A 
 B : V 
 W ! V 


W . Hvor dan ser denne afbildning ud, n � ar vi b enytter identi�kationen V 
 W �

L ( W

�

; V ) ? Bevis endelig, at A 
 B er en bijektion, hvis b � ade A o g B er det.

Opga ve 1.105 . Besktiv ko or dinatskiftet f

� 1

�

� f

�

for to kort p � a

� T

�

( M )

� T

r ;s

( M )

� ^

r

( T

�

( M ))

Opga ve 1.106 . L ad X ( t ) o g Y ( t ) 2 T


 ( t )

M v�r e p ar al leltr ansp orterne af hen-

holdsvis X

0

o g Y

0

i T


 (0)

M langs kurven 
 . Bevis, at h X ( t ) ; Y ( t ) i = h X

o

; Y

0

i .

Opga ve 1.107 . Skriv ligningerne for en ge o d�t explicit ne d for en hyp er
ade i R

3

.

Betr agt der efter en omdr ejnings
ade, hvor fr embringerkurven (en meridian) er

p ar ametriser et ve d buel�ngde. Bevis ve d udr e gning, at meridianerne er ge o d�ter.

Hvorn � ar er en p ar al lel en ge o d�t?

Opga ve 1.108 . Betr agt den torus T , der fr emkommer ve d dr ejning af en cirkel i

y z -planen me d c entrum i (0 ; 2 ; 0) o g r adius 1 omkring z -aksen. Punkterne P

1

=

(2 ; 0 ; 1) ; P

2

= (2 ; 0 ; � 1) ; P

3

= (0 ; 2 ; � 1) o g P

4

= (0 ; 2 ; 1) ligger s � ale des p � a T . L ad 


v�r e en lukket kurve p � a T : P

1

! P

2

! P

3

! P

4

! P

1

, s � ale des at 
 udelukkende

b est � ar af p ar al lel ler o g meridianer. Beskriv p ar al leltr ansp ortafbildningen langs 
 .

Giver forskel lige s � adanne veje forskel lige afbildninger?

Opga ve 1.109 . L ad S

2

som s�dvanligt b ete gne enhe dskuglen i R

3

me d nor dp olen

N liggende i (0 ; 0 ; 1) . L ad Q

1

= (sin � cos �; sin � sin �; cos � ) o g Q

2

= (sin � ; 0 ; cos � ) .

L ad v v�r e en enhe dsvektor i T

N

( S

2

) p e gende ud langs meridianen fr a N til Q

1

.

T r ansp orter denne langs meridianen til Q

1

, dern�st langs p ar al lel len til Q

2

o g en-

delig tilb age til N langs meridianen fr a Q

2

til N . Hvilken vinkel danner den derve d

fr emkomne vektor me d v ?|diskuter gr�nsetilf�ldene � !

(

0

�

.
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Opga ve 1.110 . L ad X ; Y v�r e vektorfelter (alts � a snit i tangentbundtet) p � a en

mangfoldighe d M . A ntag, at X o g Y er givet i et lokalt kort som hhv.

X =

n

X

i =1

X

i

@

@ x

i

o g Y =

n

X

j =1

Y

j

@

@ x

j

:(448)

Bevis, at i det samme kort er

[ X ; Y ] =

n

X

i =1

X ( Y )

i

@

@ x

i

�

n

X

i =1

Y ( X

i

)

@

@ x

i

:(449)

Opga ve 1.111 . L ad D

1

( M ) b ete gne vektorrummet af C

1

-vektorfelter p � a M .

� L ad X 2 D

1

( M ) o g � 2 C

1

( M ) . Bevis, at � � X 2 D

1

( M ) . Hvad er

[ X ; � � X ] ?

� L ad 
 2 �

2

( M ) v�r e en (ydr e) 2-form. Bevis, at da er afbildningen

D

1

( M ) � D

1

( M ) 3 X ; Y ! 
( X ; Y ) 2 C

1

( M )(450)

biline�r, alterner ende o g opfylder yderliger e

8  

1

;  

2

2 C

1

( M ) ; 8 X ; Y 2 D

1

( M ) � D

1

( M ) :(451)


(  

1

� X ;  

2

� Y ) =  

1

 

2

� 
( X ; Y )

� Bevis omvendt, at en afbildning 
 : D

1

( M ) � D

1

( M ) ! C

1

( M ) , der har

disse e genskab er, svar er til en ydr e 2-form.

� L ad  6= 0 v�r e et fast element i C

1

. Kommer afbildningen

D

1

( M ) � D

1

( M ) 3 X ; Y ! [ X ; Y ]  (452)

fr a en ydr e 2-form ?

� L ad '

1

; '

2

2 C

1

v�r e fast2. Udtryk 2-formen

D

1

( M ) � D

1

( M ) 3 X ; Y ! X ( '

1

) � Y ( '

2

) � Y ( '

1

) � X ( '

2

)(453)

i lokale ko or dinater.

Opga ve 1.112 . L ad M v�r e en 2{dimensional R iemannsk mangfoldighe d. A ntag,

at der �ndes et enkelt kort ( f ; ! ) s � ale des, at M = f ( ! ) o g at den f�rste fundamen-

talform m.h.t. dette er givet ve d

f g

ij

g =

 

( h ( x

1

))

2

0

0

1

( h ( x

1

))

2

!

;(454)

hvor h er en p ositiv C

1

-funktion p � a R .

� Find samtlige Christo�elsymb oler af 1. o g 2. art.

� Vis, at enhver 1. ko or dinatkurve t ! f ( t; x

2

) kan omp ar ametriser es til at

v�r e en ge o d�t.
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� L ad 


x

1

b ete gne 2. ko or dinatkurven svar ende til et fastholdt x

1

o g lad X

x

1

( t )

b ete gne det p ar al lelfelt langs 


x

1

, der til t = 0 har v�r dien X

x

1

(0) = f

x

1

.

Bevis, at X

x

1

( t ) er dr ejet vinklen

h

0

( x

1

)

( h ( x

1

))

3

� t i forhold til f

x

1

( x

1

; t ) .

Opga ve 1.113 . Bevis den f�lgende formel o g b eskriv, hvorle des den fuldst�ndigt

b estemmer den kovariant a
e de de:

hr

X

Y ; Z i =

1

2

�

h [ X ; Y ] ; Z i + h [ Z ; X ] ; Y i � h [ Y ; Z ] ; X i(455)

+ X ( h Y ; Z i ) + Y ( h X ; Z i ) � Z ( h X ; Y i )

�

:

Opga ve 1.114 . L ad ! : X ! ! ( X ) v�r e en afbildning fr a rummet D

1

( M ) af C

1

-

vektorfelter til rummet C

1

( M ) af C

1

-funktioner p � a en mangfoldighe d M . A ntag,

at

8  2 C

1

( M ) : ! (  � X ) =  � ! ( X ) :(456)

Bevis, at man i dette tilf�lde kan de�ner e, for hvert m 2 M , en line�r afbildning

!

m

: T

m

( M ) ! R ve d forskriften

!

m

( v ) = ( ! ( X ))( m ) hvis X er et vektorfelt p � a M s � ale des, at X

m

= v :(457)

Der g�lder m.a.o. ( ! ( X ))( m ) = !

m

( X

m

) .

Bevis, at hvis Y er et fast vektorfelt (forskel ligt fr a 0), da har afbildningen X !

! ([ X ; Y ]) ikke denne e genskab.

Opga ve 1.115 . L ad M v�r e en mangfoldighe d me d en ikke-de gener er et (ydr e) 2-

form 
 . Der g�lder m.a.o., at 
 opfylder 8 m 2 M :

8 X

m

2 T

m

( M ) n f 0 g9 Y

m

2 T

m

( M ) : 


m

( X

m

; Y

m

) 6= 0 :(458)

Bevis, at M 's dimension er lige .

Via (456) kan vi de�ner e en afbildning F : T

m

( M ) ! T

�

m

( M ) ve d ( F ( X

m

) ; Y

m

) =




m

( Y

m

; X

m

) , hvor ( � ; � ) b ete gner dualitetet mel lem T

m

( M ) o g T

�

m

( M ) . Bevis, at

F er en line�r bijektion.

L ad H 2 C

1

( M ) . Bevis, at F

� 1

( dH ) 2 D

1

( M ) .

Bevis, at F

� 1

( dH ) er det vektorfelt �

H

, der opfylder: 8 Y : 


m

( Y

m

; �

H

m

) = Y

m

( H ) .

Opga ve 1.116 . Gennemf�r detaljerne i forbindelse me d r esultatet (238 ) p � a side 62

{ b � ade ge ometrisk o g ve d at l�se di�er ential ligninge rne for p ar al leltr ansp ort.

Opga ve 1.117 . Udr e gn d 
 for f�lgende di�er entialformer p � a R

3

:

� 
 = 3 x

2

+ 4 xy

� 
 = (sin x + cos xy ) dx + l og (1 + x

2

z

2

) dy + ( xy + z

44

) dz

� 
 = (cos xy z ) dx ^ dy + ( x

3

+ xy + y z ) dy ^ dz

� 
 = ( xy + y z ) dx ^ dy ^ dz
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Opga ve 1.118 . L ad I 3 t ! x ( t ) 2 R

2

v�r e en r e gul�r kurve o g antag, at C =

f x ( t ) j t 2 I g er en delmangfoldighe d af R

2

. L ad i b ete gne inklusionsafbildningen

i : C , ! R

2

. Bestem i

�

( f

2

dx + f

1

dy ) for vilk � arlige C

1

-funktioner f

1

; f

2

p � a R

2

.

L ad os nu b etr agte formerne 


i

p � a R

n

givet ve d




i

= dx

1

^ � � � ^ dx

i � 1

^ dx

i +1

^ � � � ^ dx

n

; i = 1 ; : : : ; n:(459)

L ad endvider e P v�r e en plan gennem et punkt x , udsp�ndt af n � 1 ortho gonale

enhe dsvektor er y

1

; : : : ; y

n � 1

o g v�lg en enhe dsvektor y

n

vinkelr et p � a P . L ad (igen)

i b ete gne inklusionsafbildningen P , ! R

n

. Bestem i

�

(


i

) . (Man kan f.eks. indf�r e

den matrix A , hvis k l -te ko e�cient a

k l

er givet ve d y

l

's k -te ko or dinat. R esultatet

kan da udtrykkes ve d visse ko e�cienter til A

� 1

o g har en ge ometrisk tolkning).

Opga ve 1.119 . L ad M v�r e en di�er entiab el mangfoldighe d. G�r r e de for, at der

til enhver derivation o g/el ler f�rste-or dens di�er entialop er ator uden konstant le d

� i et punkt m kan �ndes en kurve I 3 t ! x ( t ) s � ale des, at

8 ' 2 C

1

lok ( M )

: �

m

( ' ) =

d

dt

j

t =0

' ( x ( t )) :(460)

L ad nu N v�r e en anden mangfoldighe d o g lad f : M ! N v�r e en di�er entiab el

afbildning. G�r r e de for, hvorle des di�er entialet f

0

m

: T

m

( M ) ! T

f ( m )

( N ) kan

de�ner es i analo gi me d de�nitionen i tilf�ldet, hvor M o g N er delmangfoldighe der

af euklidiske rum. F ormuler endvider e f

0

m

dir ekte som en afbildning fr a et rum af

derivationer til et andet tilsvar ende. Giv endeligt et eksplicit udtryk for f

0

m

via

lokale p ar ametriseringer o g f�rste-or dens di�er entialop er ator er.

Opga ve 1.120 . L ad ( M ; g ) o g ( N ; ~g ) v�r e R iemannske mangfoldighe der af samme

dimension. En afbildning � : M ! N siges at v�r e isometrisk i m
m

m , s � afr emt

8 v

1

; v

2

2 T

m

( M ) : ~ g

�( m )

h �

0

m

v

1

; �

0

m

v

2

i = g

m

h v

1

; v

2

i :(461)

Hvis � er isometrisk i m for al le m 2 M kaldes den en isometri. N siges at v�r e

lokalt isometrisk me d M , s � afr emt der til hvert n 2 N �ndes en � ab en delm�ngde U

af M o g en isometri �

U

de�ner et p � a U , s � ale des at �

U

( U ) er en � ab en ome gn af n

i N . Bevis, at i dette tilf�lde er afbildningen �

U

lokalt injektiv, o g at der faktisk

g�lder, at ethvert n 2 N ligger i en kortome gn af formen

~

f ( O ) , hvor

~

f =

~

� � f

for en p assende (lokalt de�ner et) isometri

~

� . Bevis vider e, at der i de lokale

ko or dinater ( f ; O ) o g (

~

f ; O ) g�lder, at

g

ij

( x ) = ~ g

ij

( x ) 8 i; j = 1 ; : : : ; n o g x 2 ! :(462)

A ntag omvendt givet kort ( f ; O ) o g (

~

f ; O ) p � a henholdsvis M o g N , s � ale des at (460)

g�lder. Bevis, at da er f ( O ) isometrisk me d

~

f ( O ) .
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L ad nu N v�r e lokalt isometrisk me d M . Diskuter sammenh�ngen mel lem geo-

d�ter, p ar al leltr ansp ort, krumningsst�rr elser o g lignende p � a M o g N .

Bevis, ve d at b etr agte kort af formen henholdsvis ( � ; � ) ! ( � cos � ; � sin � ) o g

( � ; � ) ! ( � � sin  � cos

�

sin  

; � � sin  � sin

�

sin  

; � � cos  ) at ke gler af formen K

k

=

f ( x; y ; z ) j x

2

+ y

2

= k

2

z

2

; z > 0 g er lokalt isometriske me d R

2

( k

2

= tan

2

(  ) ).

Opga ve 1.121 . L ad


 = B

1

dx

2

^ dx

3

+ B

2

dx

3

^ dx

1

+ B

3

dx

1

^ dx

2

(463)

+ E

1

dx

1

^ dt + E

2

dx

2

^ dt + E

3

dx

3

^ dt

v�r e en 2-form p � a R

4

, hvor vi i �vrigt b ete gner punkterne me d ( x

1

; x

2

; x

3

; t ) . Skriv

explicit de di�er ential ligninge r ne d, som B

1

; : : : ; E

3

skal opfylde, for at d 
 = 0 .

Opga ve 1.122 . L ad

R

2

3 ( x; y ) ! F ( x; y ) =

 

f ( x; y )

g ( x; y )

!

2 R

2

(464)

v�r e en di�er entiab el afbildning. Bestem F

�

( dx ) , F

�

( dy ) o g F

�

( dx ^ dy ) udtrykt

ve d dx , dy , and dx ^ dy .

L ad

R

3

3 ( x; y ; z ) !

~

F ( x; y ; z ) =

 

sin( x � y )

exp( x � y ) + z

!

2 R

2

:(465)

A ngiv en formel for

~

F

�

( dx ) o g

~

F

�

( dy ) i termer af dx , dy o g dz .

Opga ve 1.123 . i) Bevis, at p � a S

1

er volumenformen d� ( � er vinklen p � a S

1

) ikke

eksakt . Findes der andr e 1-former p � a S

1

, der ikke er eksakte?

ii) (Sammenlign me d Op gave 1.86 ) Betr agt lokale kort ( f

i

; O

i

) ; i = 1 ; 2 p � a S

2

givne

ve d

f

1

( �; � ) = (sin � cos �; sin � sin �; cos � ) ; � 2 ]0 ; 2 � [ ; � 2 ]0 ; � [ o g

f

2

( x

1

; x

2

) = ( x

1

; x

2

;

q

1 � x

2

1

� x

2

2

) ; x

2

1

+ x

2

2

< 1 :

Hvilke af di�er entialformerne sin

n

� d� o g sin

n

� d� ( n = 0 ; 1 ; : : : ) kan udvides til

C

1

former p � a hele S

2

?

iii) Benyt Stokes S�tning til at ar gumenter e for, at volumenformen p � a S

2

ikke kan

v�r e eksakt.
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Opga ve 2.1 . F or f 2 F ( V ) o g O 2 O ( n ) de�ner es e = O � f 2 F ( V ) udfr a ligning

( 40 ) side 9, alts � a

e

i

= ( O � f )

i

=

n

X

k =1

O

ik

f

k

:(466)

Vis, at dette er en virkning , alts � a at f�lgende to b etingelser er opfyldt:

� I � f = f .

� 8 O

1

; O

2

2 O ( n ) : O

1

� ( O

2

� f ) = ( O

1

O

2

) � f .

Opga ve 2.2 . L ad s 2 R . Betr agt 2 � 2 -matric erne

A =

 

0 0

s 0

!

o g B =

 

0 � s

0 0

!

:

Udr e gn exp A , exp B , exp( A + B ) , exp A � exp B o g exp B � exp A .
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Opga v es�t til b esv arelse i l�b et af 29 timer.

Opga v erne sk al b esv ares selvst�ndigt af h v er eksaminand uden hj�lp fra andre p ersoner

(mens brug af fagb�ger, egne noter o.l. er tilladt).

Opga v es�ttet udlev eres den 7. juni kl. 10 p � a Matematisk Institus k on tor, og b esv arelsen

a
ev eres sammesteds senest den 8. juni kl. 15, dateret og underskrev et af eksaminanden.

Hv er opga v e tildeles 25 p oin ts. Hv er opga v e indeholder 4 sp�rgsm � al, dog k an man udelade

det sidste sp�rgsm � al i to af opga v erne (efter eget v alg).

Opga v e 1

P � a torus T � R

3

b etragtes tre lok ale k ort, ( f ; O ) ; ( f

+

; O

+

) og ( f

�

; O

�

), giv et v ed, re-

sp ektivt,

� f ( � ; � ) = (( a + r sin � ) cos �; ( a + r sin � ) sin �; r cos � ) ; O = f ( � ; � ) j 0 < � ; � <

2 � g :

� f

�

( x

1

; x

2

) = ( x

1

; x

2

; �

q

r

2

� (

p

x

2

1

+ x

2

2

� a )

2

) ; O

�

= f ( x

1

; x

2

) j a � r <

p

x

2

1

+ x

2

2

< a + r g :

Som s�dv anlig an tages, at 0 < r < a . Observ er ogs � a en mindre �ndring i forhold til

Opga v e 78.

P � a S

2

b etragtes ogs � a tre lok ale k ort, (

~

f ;

~

O ) ; (

~

f

+

;

~

O

+

) og (

~

f

�

;

~

O

�

), de�nede v ed

�

~

f (

~

� ;

~

� ) = (sin

~

� cos

~

�; sin

~

� sin

~

�; cos

~

� ) ;

~

O = f (

~

� ;

~

� ) j 0 <

~

� < � ; 0 <

~

� < 2 � g :

�

~

f

�

( y

1

; y

2

) = ( y

1

; y

2

; �

p

1 � ( y

2

1

+ y

2

2

)) ;

~

O

�

= f ( y

1

; y

2

) j 0 �

p

y

2

1

+ y

2

2

< 1 g :

En k on tin uert afbildning F : T ! S

2

afbilder T \ f ( x

1

; x

2

; x

3

) 2 R

3

j x

3

> 0 g p � a

S

2

\ f ( y

1

; y

2

; y

3

) 2 R

3

j y

3

> 0 g , og ligeledes afbilder F m�ngden af punkter i T , h v or

x

3

< 0, p � a m�ngden af punkter i S

2

, h v or y

3

< 0. An tag, at vi har f�lgende lok ale

udtryk:

~

f

� 1

�

� F � f

�

( x

1

; x

2

) =(1)

~

f

� 1

+

� F � f

+

( x

1

; x

2

) = ( y

1

; y

2

) =

 

p

x

2

1

+ x

2

2

� a

r

p

x

2

1

+ x

2

2

!

� ( x

1

; x

2

) :

N � ar vi nedenfor refererer til de lok ale k o ordinater ( y

1

; y

2

) b et yder det, at vi b en ytter de

lok ale k ort (

~

f

�

;

~

O

�

) og tilsv arende for de andre lok ale k o ordinater.

1

�

: Angiv F

0

(

@

@ x

1

) og F

0

(

@

@ x

2

) v ed hj�lp af de lok ale k o ordinater y

1

; y

2

i punktet

m

1

= F � f

+

(

a

p

2

; �

a

p

2

) 2 S

2

.

2

�

: Angiv F

0

(

@

@ �

) og F

0

(

@

@ �

) v ed hj�lp af de lok ale k o ordinater y

1

; y

2

i punktet m

2

=

F � f (

�

4

;

11 �

6

) 2 S

2

.

7 . juni 1993/LK Opga v e 1 forts�ttes p � a side 2
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side 2

3

�

: Lad

�

f

+

: ( � y

1

; �y

2

) ! S

2

v�re et lok alt k ort p � a S

2

, de�neret for 0 <

p

�y

2

1

+ � y

2

2

< 1.

An tag, at

�

f

+

(

1

2

;

1

2

) = m

2

, og at Jacobimatricen for k o ordinatskiftet mellem

�

f

+

og

~

f

+

opfylder

(2)

 

@ y

1

@ �y

1

@ y

1

@ �y

2

@ y

2

@ �y

1

@ y

2

@ �y

2

!

( � y

1

; �y

2

)=(

1

2

;

1

2

)

=

�

2 � 1

� 1 1

�

:

Angiv F

0

(

@

@ �

) og F

0

(

@

@ �

) v ed hj�lp af k o ordinaterne �y

1

; �y

2

i ( � y

1

; �y

2

) = (

1

2

;

1

2

).

4

�

: Beskriv afbildningen F v ed hj�lp af k o ordinaterne ( � ; � ) p � a T og k o ordinaterne

(

~

� ;

~

� ) p � a S

2

og angiv pr�cist den delm�ngde af O , h v or

~

f

� 1

� F � f er de�neret. Bevis,

at F er en di�eren tiab el afbildning fra T til S

2

.

Opga v e 2

Lad ( f ; O ) v�re et lok alt k ort p � a en 2-dimensional Riemannsk mangfoldighed M . Lad

g

11

; g

21

; g

12

og g

22

v�re k o e�cien terne til den f�rste fundamen talform. Det m � a an tages,

at M er en indlejret delmangfoldighed af R

3

, og at ( f ; O ) er en af de s�dv anlige lok ale

parametriseringer (som i De�nition I I.3.). An tag, at g

12

er iden tisk n ul. Lad de v ariable

i O v�re b etegnede med x

1

; x

2

. An tag, at k o e�cien terne kun er funktioner af x

1

(d.v.s.

g

11

( x

1

; x

2

) = h

1

( x

1

) og g

22

( x

1

; x

2

) = h

2

( x

1

) for visse funktioner h

1

; h

2

).

1

�

: Udregn alle Christo�elsym b olerne af f�rste og af den anden art ud fra (a
edede

af ) funktionerne g

11

; g

22

.

2

�

: Bevis, at h vis � ( t ) = f ( x

1

( t ) ; x

2

) er en regul�r kurv e langs en f�rste k o ordi-

natkurv e, da er

(3) I ( �

0

( t )) = g

11

( x

1

( t ) ; x

2

) � ( x

0

1

( t ))

2

;

h v or, som s�dv anligt, I b etegner den f�rste fundamen talform.

3

�

: Nedskriv ligningerne som � in 2

�

sk al opfylde for at v�re en geo d�t. Bevis, at de

er �kviv alen te med, at funktionen t ! I ( �

0

( t )) er k onstan t. Konkluder, at en kurv e �

som i 2

�

k an omparametriseres til at v�re en geo d�t.

4

�

: An tag n u, at g

11

( x

1

; x

2

) = x

2

1

og g

22

( x

1

; x

2

) = x

4

1

. An tag, at O = f ( x

1

; x

2

) j

x

1

> 0 ; x

2

> 0 g . Anf�r, og l�s, ligningerne for et parallelfelt langs andenk o ordinatkurv en

f (1 ; t ).

Opga v e 3

Betragt en 1-form ! = P ( x; y ; z ) dx + Q ( x; y ; z ) dy + R ( x ; y ; z ) dz p � a R

3

. Lad v = ( v

1

; v

2

; v

3

)

v�re en enhedsv ektor og �v en vilk � arlig v ektor i R

3

. Lad L

v ; �v

= f �v + s � v j s 2 R g og lad

i b etegne inklusionsafbildningen i : L

v ; �v

, ! R

3

.

Opga v e 3 forts�ttes p � a side 3
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1

�

: Beskriv, h v orledes tangen trummet til eth v ert punkt p � a L

v ; �v

er udsp�ndt af den

ene v ektor v . Bevis, at

(4) i

�

! = ( P � v

1

+ Q � v

2

+ R � v

3

) ds;

h v or ds er 1-formen p � a L

v ; �v

, der an tager v�rdien 1 p � a v i tangen trummet til h v ert punkt

p � a L

v ; �v

.

2

�

: Lad � v�re en regul�r kurv e i R

3

s � aledes, at L

�

= f � ( t ) j t 2 I g er en 1-

dimensional indlejret delmangfoldighed. Det m � a b en yttes uden b evis, at ( �; I ) er et

globalt k ort p � a L

�

. Generaliser 1

�

til dette tilf�lde.

Betragt afbildningen ( x; y ; z ) 3 R

3

F

! ( u; v ) = ( e

z

x; e

z

y ) 2 R

2

. Lad a; b; c 2 C

1

( R

2

).

3

�

: Udregn F

�

( a ( u; v ) du + b ( u; v ) dv ).

4

�

: Udregn F

�

( c ( u; v ) du ^ dv ).

Opga v e 4

Lad M v�re en n-dimensional di�eren tiab el mangfoldighed og lad X v�re et v ektorfelt

p � a M . Lad ( f ; O ) v�re et lok alt k ort p � a M .

1

�

: Bevis, at h vis i disse k o ordinater X =

P

n

i =1

a

i

( x )

@

@ x

i

, da er

(5) 8 i = 1 ; : : : ; n : a

i

( x ) = dx

i

( X ) :

2

�

: Lad i; j; k 2 f 1 ; : : : ; n g v�re vilk � arlige. Lad Y

1

= b

@

@ x

j

og Y

2

= c

@

@ x

k

med b og c

vilk � arlige C

1

-functioner p � a f ( O ). Bestem

(6) Y

1

( dx

i

( Y

2

)) :

3

�

: Lad ! v�re en vilk � arlig 1-form p � a M og lad Z

1

; Z

2

v�re vilk � arlige v ektorfelter p � a

M . Bevis, at

(7) d! ( Z

1

; Z

2

) = Z

1

( ! ( Z

2

)) � Z

2

( ! ( Z

1

)) � ! ([ Z

1

; Z

2

]) :

4

�

: (Uafh�ngig af det foreg � aende) Betragt 2-formen dp ^ dq p � a R

2

= f ( p; q ) j p og q 2

R g . Lad  2 C

1

( R

2

). Angiv eksplicit v ektorfeltet �

 

for h vilk et

(8) F or alle v ektorfelter Y on R

2

: ( dp ^ dq )( �

 

; Y ) = Y (  ) :
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Opga v es�t til b esv arelse i l�b et af 29 timer.

Opga v erne sk al b esv ares selvst�ndigt af h v er eksaminand uden hj�lp fra andre p ersoner

(mens brug af fagb�ger, egne noter o.l. er tilladt).

Opga v es�ttet udlev eres den 3. juni kl. 10:00 p � a Matematisk Institus k on tor, og b esv arel-

sen a
ev eres sammen med den udlev erede \p � a tro og lo v e" erkl�ring v ed ho v edindgangen

til H.C. �rsted Institutet senest den 4. juni kl. 15:00, dateret og underskrev et af eksam-

inanden.

Der er ialt 20 sp�rgsm � al. Alle sp�rgsm � al tildeles samme v�gt (6

1

4

%). Det samlede

resultat fremk ommer som summen af de 16 b edste.

Opga v e 1

Der b etragtes en 2-dimensional Riemannsk mangfoldighed M sam t et k ort ( f ; O ) p � a

denne. Det an tages, at O = f ( x

1

; x

2

) 2 R

2

j x

1

> 0 og x

2

> 0 g sam t at k o e�cien terne

til den f�rste fundamen talform med hensyn til denne parametrisering er givne v ed

g

11

( x

1

; x

2

) = x

2

1

; g

12

( x

1

; x

2

) = g

21

( x

1

; x

2

) = 0 og g

22

( x

1

; x

2

) = x

2

2

:

1

�

: Find sam tlige Christo�elsym b oler b � ade af f�rste og af anden art (mh t. ( f ; O )).

2

�

: Bevis, at R

pr k l

= 0 for alle p; r ; k ; l 2 f 1 ; 2 g .

3

�

: Lad t ! � ( t ) = f ( x

1

( t ) ; x

2

( t )) v�re en kurv e i f ( O ) de�neret i et in terv al I , der

indeholder 0. Bevis, at et v ektorfelt Y ( t ) = Y

1

( t )

@

@ x

1

+ Y

2

( t )

@

@ x

2

langs � er parallelt

langs � , netop h vis

8 t 2 I : Y

1

( t ) =

Y

1

(0)

x

1

( t )

og Y

2

( t ) =

Y

1

(0)

x

2

( t )

;

og b evis herv ed, at paralleltransp ort mellem to punkter p; q 2 f ( O ) er uafh�ngig af,

h vilk en kurv e fra p til q der paralleltransp orteres langs.

4

�

: Lad p = f (1 ; 1) og lad X

p

=

@

@ x

1

+ 3

@

@ x

2

2 T

p

( M ). Find paralleltransp orten

X

q

= P

q

�

( X

p

) af X

p

til T

q

( M ), h v or q = f (2 ; 3), langs en kurv e � i f ( O ) fra p til q , og

b evis v ed eksplicit udregning, at

k X

p

k

T

p

( M )

= k X

q

k

T

q

( M )

:

5

�

: An tag, at � ( s ) = f ( x

1

( s ) ; x

2

( s )) er en geo d�t. Bevis, at funktionen x

1

� x

0

1

er

k onstan t.

6

�

: Find det generelle udtryk i f ( O ) for en geo d�t s ! � ( s ), der opfylder, at � (0) =

f (1 ; 1).

2 . juni 1994/LK Opga v es�ttet forts�ttes p � a side 2
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Opga v e 2

1

�

: Lad N = f ( y

1

; y

2

; y

3

) 2 R

3

j y

3

= y

2

1

y

2

2

+ 1 g . Bevis, at N er en indlejret delmang-

foldighed af R

3

.

Lad U = f ( x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) 2 R

4

j x

4

6= 0 g . F unktionen F : U ! R

2

er giv et v ed

F ( x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) = ( x

1

x

2

x

3

x

4

� 1 ; x

1

+ x

2

+ x

3

+

1

x

4

) :

2

�

: Lad M = f ( x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) 2 U j F ( x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) = (0 ; 0) g . Bevis, at M er en

indlejret delmangfoldighed af R

4

.

3

�

: Lad O

1

= f ( x

1

; x

2

) 2 R

2

j x

1

6= 0 ; x

2

6= 0 ; x

1

+ x

2

6= 0 og x

1

x

2

6= � 1 g , og lad

f

1

: O

1

! R

4

v�re giv et v ed

f

1

( x

1

; x

2

) = ( x

1

; x

2

;

� ( x

1

+ x

2

)

1 + x

1

x

2

;

� (1 + x

1

x

2

)

x

1

x

2

( x

1

+ x

2

)

) :

Bevis, at ( f

1

; O

1

) er et k ort p � a M (alts � a, at f

1

og O

1

for et vilk � arligt m

0

2 f

1

( O

1

) k an

bruges som hh v. \ f " og \ O " i b etingelse (2) p � a side 14 i noterne).

4

�

: Lad O

2

= f ( w

1

; w

2

) 2 R

2

j w

1

6= 0 ; w

2

6= 0 ; w

1

+ w

2

6= 0 og w

1

w

2

6= � 1 g , og lad

f

2

: O

2

! R

4

v�re giv et v ed

f

1

( w

1

; w

2

) = ( w

1

;

� ( w

1

+ w

2

)

1 + w

1

w

2

; w

2

;

� (1 + w

1

w

2

)

w

1

w

2

( w

1

+ w

2

)

) :

S � a er ( f

2

; O

2

) ogs � a et k ort p � a M . Betragt p = (2 ; 1 ; � 1 ; �

1

2

) 2 M , og lad X

p

2 T

p

( M )

v�re giv et i de lok ale k o ordinater ( f

1

; O

1

) v ed

X

p

= 2

@

@ x

1

� 4

@

@ x

2

:

Angiv X

p

udtrykt v ed ( f

2

; O

2

).

5

�

: Bevis, at funktionen  : R

4

! R

3

giv et v ed

 ( z

1

; z

2

; z

3

; z

4

) = ( z

1

z

3

z

4

; z

2

z

3

z

4

; ( z

3

z

4

)

2

+ 1)

v ed restriktion til M de�nerer en di�eren tiab el afbildning af M ind i N .

6

�

: P � a mangfoldigheden N b etragtes k ortet

~

f ( y

1

; y

2

) = ( y

1

; y

2

; y

2

1

y

2

2

+ 1). Lad p og X

p

v�re som i 4

�

. Find  

0

p

( X

p

) udtrykt v ed (

~

f ; R

2

).

7

�

: Lad i : M , ! R

4

b etegne inklusionsafbildnin gen, dvs. i ( m ) = m for alle m 2

M . Angiv i

0

p

( T

p

( M )) med p som i 4

�

. V�lg selv, om det sk al v�re som et rum af

retningsa
edede eller som et underrum af v ektorrummet R

4

.

Opga v es�ttet forts�ttes p � a side 3
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Opga v e 3

1

�

: Lad v

�

2

V

1

( V

�

) og lad !

r

2

V

r

( V

�

). Bevis, at

8 v

1

; : : : ; v

r +1

2 V : ( v

�

^ !

r

)( v

1

; : : : ; v

r +1

) =

r +1

X

i =1

( � 1)

i +1

v

�

( v

i

) !

r

( v

1

; : : : ; �v

i

; : : : ; v

r +1

) ;

h v or en � o v er et led b et yder, at dette sk al udelades.

2

�

: Lad !

2

2

V

2

( V

�

). Lad f e

i

g

n

i =1

v�re en basis for for V og f "

j

g

n

j =1

den duale

basis for V

�

. Da !

2

sp ecielt er en bilinearform, sv arer der til !

2

en line�r afbildning

T

!

2

: V ! V

�

. Lad a

ij

, for i; j = 1 ; : : : ; n , v�re b estem t v ed

T

!

2

( e

i

) =

n

X

j =1

a

j i

"

j

:

Bevis, at 8 i; j = 1 ; : : : ; n : a

ij

= � a

j i

.

3

�

: Opfat !

2

som elemen t i V

�


 V

�

, og angiv udviklingen af !

2

p � a den basis for

V

�


 V

�

, der sv arer til den givne basis for V

�

, idet notationen fra sp�rgsm � al 2

�

sk al

b en yttes.

4

�

: (Uafh�ngigt.) Lad ! = f

1

dx

2

^ dx

3

+ f

2

dx

3

^ dx

2

+ f

3

dx

1

^ dx

2

v�re en 2-form

p � a R

3

, og lad X = a

1

@

@ x

1

+ a

2

@

@ x

2

+ a

3

@

@ x

3

v�re et v ektorfelt i R

3

, for givne funktioner

f

1

; f

2

; f

3

; a

1

; a

2

; a

3

2 C

1

( R

3

). G�r rede for, at tilordningen

D

1

( R

3

) 3 Y ! ! ( X ; Y )

de�nerer en 1-form p � a R

3

, og �nd et eksplicit udtryk for denne.

Opga v e 4

En funktion G fra R

2

til R

3

er giv et v ed

R

2

3 ( x

1

; x

2

) ! G ( x

1

; x

2

) = ( y

1

; y

2

; y

3

) = ( x

2

sin x

1

; x

2

cos x

1

; x

1

x

2

) :

1

�

: Lad !

1

= ( y

1

dy

2

) 2 


1

( R

3

) og !

2

= ( y

2

3

dy

2

^ dy

3

+ y

3

y

1

dy

1

^ dy

2

) 2 


2

( R

3

).

Bestem G

�

!

1

og G

�

!

2

.

2

�

: Bestem d!

1

; d!

2

; G

�

( d!

1

) og G

�

( d!

2

).

3

�

: Betragt afbildningen S : R

4

! R

3

de�neret v ed

8 ( z

1

; z

2

; z

3

; z

4

) 2 R

4

: S ( z

1

; z

2

; z

3

; z

4

) = ( z

1

+ z

4

; z

2

+ z

4

; z

3

+ z

4

) :

Bestem S

�

!

1

; S

�

!

2

og d ( S

�

!

2

).
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Opga v es�t til b esv arelse i l�b et af 29 timer.

Opga v erne sk al b esv ares selvst�ndigt af h v er eksaminand uden hj�lp fra andre p ersoner

(mens brug af fagb�ger, egne noter o.l. er tilladt).

Opga v es�ttet udlev eres den 8. juni kl. 10:00 p � a Matematisk Institus k on tor, og b esv arel-

sen a
ev eres sammen med den udlev erede \p � a tro og lo v e" erkl�ring samme sted senest

den 9. juni kl. 15:00, dateret og underskrev et af eksaminanden.

Der er ialt 19 sp�rgsm � al. Alle sp�rgsm � al tildeles samme v�gt (6

1

4

%). Det samlede

resultat fremk ommer som summen af de 16 b edste.

Opga v e 1

Der b etragtes en 2-dimensional Riemannsk mangfoldighed M sam t et k ort ( f ; O ) p � a

denne. Det an tages, at O � f ( x

1

; x

2

) 2 R

2

j x

1

> 0 og x

2

> 0 g , at (1 ; 1) 2 O sam t at

k o e�cien terne til den f�rste fundamen talform med hensyn til denne parametrisering er

giv et v ed

g

11

( x

1

; x

2

) = �

2

( x

2

) ; g

12

( x

1

; x

2

) = g

21

( x

1

; x

2

) =  

2

( x

1

) og g

22

( x

1

; x

2

) = �

2

( x

2

) ;

h v or x

1

!  ( x

1

) er en C

1

-funktion, der opfylder: 8 x

1

: 0 �j  ( x

1

) j < 1 og x

2

! � ( x

2

)

er en C

1

-funktion, der opfylder: 8 x

2

: 1 � � ( x

2

).

1

�

: Find sam tlige Christo�elsym b oler b � ade af f�rste og af anden art (mh t. ( f ; O )).

2

�

: Find R

1212

. Begrund, at Riemanns krumningstensor derv ed er fuldst�ndig b e-

skrev et.

3

�

: An tag her, at  ( x

1

) er forsk ellig fra 0 for alle punkter ( x

1

; x

2

) i O . Bevis, at

en andenparameterkurv e t ! f ( a; t ) netop er en geo d�t h vis � (lok alt) er k onstan t,

og at en f�rsteparameterkurv e t ! f ( t; b ) er en geo d�t s � afrem t  (lok alt) har formen

 ( x

1

) = �

p

cx

1

+ d , h v or k onstan ten c = � ( b ) �

0

( b ).

4

�

: An tag, at M med de angivne st�rrelser er en indlejret delmangfoldighed af R

3

.

An tag, at i et punkt ( x

0

1

; x

0

2

) er middelkrumnin gen H = 0 og v = 6 � f

x

1

� 12 � f

x

2

angiv er en

ho v edretning med tilh�rende ho v edkrumning k

1

= 4. Angiv den anden ho v edkrumning

k

2

og �nd c

1

; d

1

2 R s � a den anden ho v edretning ligger i retningen c

1

� f

x

1

+ d

1

� f

x

2

.

5

�

: An tag n u, at � � 1, at  ( x

1

) = cos( x

1

) og at j cos x

1

j 6= 1 p � a hele O . Betragt

kurv en � : t ! f ( e

� t

; e

� t

). Find l�ngden af et kurv est ykk e C fra � (0) til � ( t

1

), h v or t

1

> 0

og C � f ( O ). (Brug evt. en passende substitution).

Opga v e 2

1

�

: Bevis, at M = f ( x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) 2 R

4

j x

1

x

4

� x

2

x

3

= 1 g er en indlejret delmang-

foldighed af R

4

.

1 . juni 1995/LK Opga v e 2 forts�ttes p � a side 2
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2

�

: Angiv eksplicit et atlas A b est � aende af pr�cist to k ort.

3

�

: Lad N = f ( y

1

; y

2

; y

3

; y

4

) 2 R

4

j y

2

1

� y

2

2

+ y

2

3

� y

2

4

= 1 g . Bevis, at ogs � a dette er

en indlejret delmangfoldighed af R

4

og b egrund, at ogs � a her �ndes et atlas b est � aende af

pr�cist 2 k ort.

4

�

: Bevis, at afbildningen M 3 ( x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) !

1

2

( x

1

+ x

4

; x

1

� x

4

; x

2

� x

3

; x

2

+ x

3

)

er en di�eomor� af M p � a N .

5

�

: Vi b etragter n u M som en indlejret Riemannsk delmangfoldighed af R

4

, h v or R

4

udst yres med metrikk en h�rende til det s�dv anlige indre pro dukt h v ; w i = v

1

w

1

+ v

2

w

2

+

v

3

w

3

+ v

4

w

4

. Find den f�rste fundamen talform p � a M , udtrykt v ed hj�lp af k ortene i det

fundne atlas A .

Opga v e 3

Lad V v�re et n -dimensionalt reelt v ektorrum udst yret med et p ositivt de�nit indre

pro dukt h� ; �i . Lad f e

1

; : : : ; e

n

g v�re en orthonormal basis for V . De�ner et indre pro dukt

p � a

V

r

( V ) v ed at s�tte

h v

1

^ � � � ^ v

r

; w

1

^ � � � ^ w

r

i = det( h v

i

; w

j

i )

og s � a udvide v ed linearitet. (Det �nsk es ikk e b evist, at dette er v elde�neret).

1

�

: Bevis, at

f e

i

1

^ � � � ^ e

i

r

j ( i

1

; : : : ; i

r

) 2 P

n

r

g

1

udg�r en orthonormal basis.

2

�

: An tag, at M er en indlejret orien teret 2-dimensional delmangfoldighed af R

4

. Lad

f v

1

; v

2

g v�re en orthonormal basis for tangen trummet T

m

( M ) til et fast punkt m 2 M .

Bevis, at 2-formen !

v

1

;v

2

de�neret v ed

8 w

1

; w

2

2 T

m

( M ) : !

v

1

;v

2

( w

1

; w

2

) = det h v

i

; w

j

i = h v

1

; w

1

ih v

2

; w

2

i � h v

1

; w

2

ih v

2

; w

1

i

op til et fortegn er lig med v olumenformen p � a M i m .

3

�

: An tag n u, at !

v

1

;v

2

faktisk er v olumenformen i m . Lad i b etegne inklusionsafbild-

ningen i : M , ! R

4

. Lad endelig ! v�re en vilk � arlig 2-form p � a R

4

. Bevis, at

( i

�

! )

m

= h !

m

; !

v

1

;v

2

i � !

v

1

;v

2

:

4

�

: Lad v

1

= ( x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) og v

2

= ( y

1

; y

2

; y

3

; y

4

). Lad endelig !

1

v�re 1-formen

!

1

= f

1

dx

1

+ f

2

dx

2

+ f

3

dx

3

+ f

4

dx

4

1

Se evt. side 96 i noterne

Opga v e 3 forts�ttes p � a side 3
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p � a R

4

, h v or f

i

2 C

1

( R

4

) for i = 1 ; 2 ; 3 ; 4. Da er ( i

�

d!

1

)

m

= c � !

v

1

;v

2

. Bestem c i termer

af de givne st�rrelser x

1

; : : : ; x

4

; y

1

; : : : ; y

4

; f

1

; : : : ; f

4

.

5

�

(Uafh�ngigt): Lad

~

M v�re en n -dimensional di�eren tiab el mangfoldighed og lad

G :

~

M ! R

N

v�re en di�eren tiab el afbildning. An tag, at G (

~

M ) � Q , h v or Q er en

indlejret r -dimensional delmangfoldighed af R

N

. Lad ! v�re en ( r + s )-form p � a R

N

med

s > 0. Bevis, at G

�

! = 0.

Opga v e 4

Lad M v�re en 2-dimensional di�eren tiab el mangfoldighed. Betragt to k ort p � a M ,

( f

1

; O

1

) og ( f

2

; O

2

). Lad k o ordinaterne i O

1

v�re b eskrevne v ed x

1

; x

2

og k o ordinaterne

i O

2

v ed y

1

; y

2

. An tag, at Jacobi-matricen

�

@ y

i

@ x

j

�

i;j

h�rende til k o ordinatskiftet

( x

1

; x

2

) ! ( f

� 1

2

� f

1

)( x

1

; x

2

) = ( y

1

( x

1

; x

2

) ; y

2

( x

1

; x

2

)) ;

i et fast giv et punkt ( x

0

1

; x

0

2

) for h vilk et m

0

= f

1

( x

0

1

; x

0

2

) 2 f

1

( O

1

) \ f

2

( O

2

), er giv et v ed

�

@ y

i

@ x

j

�

i;j

=

�

2 4

� 1 3

�

:

1

�

: V ektorfeltet X har i punktet m

0

= f

1

( x

0

1

; x

0

2

) f�lgende udseende med hensyn til

k ortet ( f

1

; O

1

):

X

m

0

= 5

@

@ x

1

� 8

@

@ x

2

:

Angiv X

m

0

v ed hj�lp af k ortet ( f

2

; O

2

).

2

�

: I lighed med det f�rste sp�rgsm � al �nsk es f�lgende former i m

0

udtrykt v ed hj�lp

af ( f

2

; O

2

):

!

1

m

0

= 30 � dx

1

� 40 � dx

2

og !

2

m

0

= 200 � dx

1

^ dx

2

:

3

�

: Det oplyses n u, at

( f

� 1

2

� f

1

)( x

1

; x

2

) = ( e

x

1

+ x

2

2

; x

1

x

2

) :

Angiv dy

1

; dy

2

; og dy

1

^ dy

2

v ed hj�lp af ( x

1

; x

2

)-k o ordinaterne i f

1

( O

1

) \ f

2

( O

2

).

4

�

: Der b etragtes n u en di�eren tiab el afbildning F fra M ind i en 2-dimensional

mangfoldighed N . Der b etragtes et k ort (

~

f ;

~

O ) p � a N , og k o ordinaterne i

~

O b etegnes

z

1

; z

2

. Med m

0

som tidligere an tages n u, at F ( m

0

) 2

~

f (

~

O ). Videre an tages, med X

m

0

som f�r, at

F

0

( X

m

0

)  = 3

@

@ z

1

 + 6

@

@ z

2

 

for alle  2 C

1

( N ). Endelig an tages, at

Opga v e 4 forts�ttes p � a side 4



134 FLERE OPGA VER

K�b enha vns Univ ersitet

Naturvidensk ab elig k andidateksamen, sommeren 1995

Matematik 3 GE

side 4

F ( f

1

( x

0

1

� t; x

0

2

)) =

~

f ( z

0

1

+ t; z

0

2

+ 2 t )

for t tilstr�kk elig lille. Her er

~

f ( z

0

1

; z

0

2

) = F ( m

0

). Bestem F

0

(

@

@ x

1

� 2 �

@

@ x

2

).
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m

, 51

M

n
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 -pro dukt, 92

 -relateret, 36

D

1

( M ), 33, 56

d , 69

g

ij

, 43, 56

g

ij

, 40

k -line�r, 95

o ( n ), 12

(r,s)-tensorer, 65

� ab en delm�ngde, 99

1-form, 22, 33, 35

1-parametergrupp e, 11

acceleration, 44

a�n sammenh�ng, 58

alternerende form, 95

anden fundamen talform, 40, 41, 51

k o e�cien ter, 51

anden fundamen taltensor, 51

k o e�cien ter, 51

anden-t�llelig, 99

arealtro, 113

atlas, 13, 32, 35

bane, 22, 116

basis, 99

bilinearform, 91

binormalv ektor, 7

buel�ngde, 2

Christo�elsym b oler, 42, 108

af anden art, 42, 56

af f�rste art, 42, 56

cylinderen, 102

cylinder
ade, 111

de Rham, 72

deling af enheden, 75

delmangfoldighed, 14, 36, 39

deriv ation, 25, 27

di�eren tiab el, 83

afbildning, 18, 19

funktion, 18

mangfoldi ghed, 13, 17

struktur, 13

di�eren tialet

af en afbildning, 22, 31

af en funktion, 22, 33

di�eren tialform, 66

af grad k, 66

di�eren tialop erator

f�rste-ordens, 25

dimension, 13

div ergens, 81

duale basis, 90

duale v ektorrum, 33, 89

Einstein tensoren, 55

ellipsoide, 104

enhedstangen tv ektor, 2

et-form, 22, 33, 35

exp, 11, 109, 110

exp onen tialafbildningen, 11, 109

exp onen tialfunktionen, 11, 109

f�rste fundamen talform , 39, 40

k o e�cien ter, 40


adedyr, 44, 54

form

alternerende, 95

biline�r, 91

kv adratisk, 39

lukk et, 72

fortegn, 95

F renet, 7

F renets formler, 7

F renets treb en, 7

fundamen talform

anden, 40, 41

f�rste, 39, 40

Gaussafbildningen, 50

Gausskrumningen, 52

135
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Gaussligningerne, 47

geo d�t, 44, 47, 60{62

di�eren tialligningssystem, 45, 47

geo d�tisk ho v ednormal, 60

geo d�tisk krumning, 44, 60

glat, vii

gradien tfelt, 118

Hausdor�sk rum, 99

helicoiden, 106, 108

helix, 101

ho v edkrumning, 52

ho v ednormal, 2, 41, 44

ho v ednormalretning

geo d�tisk, 44

ho v edretning, 52

h yp erb oloide, 103

implicit funktionss�tning, 17

isometri, 122

Jacobimatrix, 31

jacobimatrix, 83

Jordans kurv es�tning, 102

k-form, 66

k atenoiden, 102

k o-tangen trummet, 22

k ohomologi, 72

k on tin uert afbildning, 99

k on traktion, 50, 95, 117

k o ordinatfunktion, 30, 31, 34

i-te, 30

k o ordinatkurv e, 20, 21

k o ordinatomegn, 13

k ort, 13

k otangen tbundtet, 35, 65

k otangen trummet, 33

k o v arian t a
edet, 44, 45, 56, 109

k o v arian t di�eren tiation, 58

k o v arian t k onstan t, 47

kritisk punkt, 107, 109

krumning, 2, 44

geo d�tisk, 44, 109

med fortegn, 3

normalkrumning , 44

krumningsin v arian ten, 50

krumningsradius, 2

krumningstensor, 49

kurv e, 1, 19

di�eren tiab el, 19

ho v ednormal, 2

k o ordinatudtryk, 19

krumning, 2

krumningsradius, 2

p erio disk, 3

regul�r, 1

simp el lukk et, 3

sp or, 1

kurv el�ngde, 1, 2, 40

kv adratisk form, 39

Lam b ert's pro jektion, 113

Liealgebra, 37, 38

Liegrupp e, 37

line�rt funktionale, 89

lok al, 70

lok ale

k o ordinater, 13

parametriseringer, 13, 18

lok alt endelig, 75

Loren tz metrik, 55

mangfoldi ghed, 13, 17

indlejret delmangfoldighed, 14, 17, 36,

39

Riemannsk, 55

matrix

symmetrisk, 52

meridian, 113

metrik, 55

middelkrumni ngen, 52

normal

udadrettet, 81

normalbundtet, 21, 22, 48

normalfelt, 48

normalkrum ning, 44, 53

normalplan, 22, 41, 48

normalsnit, 53

O(n), 105, 110, 111, 116

O(p,q), 107, 112

omdrejnings
ade, 104, 106, 108, 113
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omegn, 99

orien terbar, 50, 75

orien teringsb ev arende, 78

orthogonal, 9

orthogonale grupp e, 8, 9, 103, 105, 116

oskulerende cirk el, 2

parallel, 113

parallelfelt, 60, 61

paralleltransp ort, 61, 119

p erm utationsgrupp en, 95

P oincar � e Lemma, 72

p ositivt orien teret, 76

pro jektion

k anonisk, 33, 66

pseudo-orthogonale grupp e, 107

pull-bac k, 67

punkt

elliptisk, 55

h yp erb olsk, 55

parab olsk, 55

plan�rt, 55

ramme, 8

regul�r, 1

retningsa
edet, 24

Ricci tensoren, 50

Riemanns krumningstensor, 49

Riemannsk mangfoldighed, 55

rotationsindex, 4

sammenh�ngende, 100

simp el, 3

sk�vsymmetrisk, 12

sk alarkrumningen, 50

skruelinien, 101

snit, 23, 33, 48, 66

snitkrumningen, 55

sp oret, 1, 93, 117

sp ortop ologi, 100

stereogra�sk pro jektion, 105, 108

Stok es formel, 75

Stok es s�tning, 80

symmetrisk, 52

symmetrisk e grupp e, 95

tangen tbundtet, 21, 32, 65, 111

tangen tplan, 21

tangen trum, 12, 20, 27, 30

T a ylorudvikling, 25

tensor, 48, 59

tensor-pro dukt, 92

tensorer, 65

af t yp e r,s, 65

tensorfelt, 59

tensorfelter

af t yp e r,s, 66

T eorema Egregium, 54

top ologi, 99

top ologisk rum, 99

torsion, 6, 7

transp oneret, 91

v ektor

k on tra v arian t, 95

k o v arian t, 95

v ektorbundt, 32

v ektorfelt, 22, 23, 27

langs kurv e, 23

v enstrein v arian t, 37

v enstrein v arian t, 37

v enstretranslation, 37

virkning, 124

v olumenelemen t

euklidisk, 111

v olumenform , 80

ydre

algebra, 97

bundt, 66

k-te ydre bundt, 66

pro dukt, 67, 69, 97
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