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2 MATEMATIK 4AL

1 Symmetriske polynomier

Lad i det folgende R veere en kommutativ ring (uden nuldivisorer) med ét-element.

Definition 1.1. Et polynomium f(Xy,...,X,) € R[X1,...,X,] kaldes symmetrisk
hvis f gar over i sig selv ved enhver permutation af X1,..., X, dvs.

f(XU(l),...,XU(n)):f(Xl,...,Xn), Vo € 5, .

Eksempel 1.2. Polynomierne

s1=X;+---+ X, (n Led)

S0 = X1 Xo+ X1 Xa 44+ X, 1 X, ((Z) led)

s3= X1 Xo X3+ 4+ X0 X 1Xn ((g) led)

Sp = XlXQXg .. .Xn (1 led)
er symmetriske, da
(T-—X)(T—-X2)...(T—X,) =T" —5;T" ' 45T 2 — .. 4 (=1)"s,.

S1,82,...,5, kaldes de elementer-symmetriske polynomieri X1, Xo, ..., X,.

Seetning 1.3. (Hovedsaetning for symmetriske polynomier). Ethvert symmetrisk
polynomium i R[X1,..., X,] kan pa én og kun én made skrives som et polynomium i
S1,.-.58n-

Inden beviset giver vi forst nogle forberedelser.

Lad f(X1,...,X,) = Sai,. 5, X1 ... X!» € R[Xy,...,X,]. Ved graden af et led
ail___ianl .. .Xan med a;, . ;, # 0 forstas iy + -+ + ip.

Ved graden af et egentligt polynomium f forstas den hgjeste forekommende grad af
leddene med koefficient # 0.

Graden af leddene er ikke nok til at bestemme en ordning af leddene. Derfor indfgres
begrebet signatur. Ved signaturen af et led ail,__ianl .. .XfL“ med a;,. ;, # 0 forstas
talseettet i@ = (i1,...,4n). Meengden af signaturer ordnes ved, at man fgrst ordner
efter grad og derefter inden for hver grad ordner lexikografisk, dvs. for to forskellige
signaturer (i1,...,%,) og (j1,...,jn) haves

(ila'“?in) < (jlﬂ"‘7jn)

hvis enten 4y + -+ 4+ 4, < j1 +---+gneller iy +---+ip =751+ 4+, 0g 3, < j, for
det mindste v for hvilket 7, # j,.
Ved signaturen af et egentligt polynomium forstas den hgjeste forekommende signatur.
2
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Lemma 1.4. Produktet af to egentlige polynomier i R[X1, ..., X,] er egentligt, og led-
det af hgjeste signatur i produktet er produktet af leddene af hgjeste signatur i de to
polynomier.

Bevis. Ovelse. O
Nu vender vi tilbage til hovedsaetningen.

Bevis (for Hovedsaetningen om symmetriske polynomier).

Forst eksistens

Lad f € R[X1,..., X,] veere symmetrisk. Kan antage f # 0. Lad ¢X|' ... X! vare
leddet af hgjeste signatur. Da f er symmetrisk ma i1 > io > - -+ > i,,.

Betragtes specielt de elementaer-symmetriske polynomier sq, ..., s, har disse som led
af hgjeste signatur henholdsvis X7, X1 Xs,..., X1... X,,.
Pa grund af Lemma 1.4 vil polynomiet si's3* ... s/ for vilkarligt hele tal

J1s--+,Jn > 0 som led af hgjeste signatur have
XX 1 Xo)2 . (X .. X)),

hvis signatur er
(Jr+Jet+ -+ in,dattdnesdn)-

Vaelger vi jl = il - ig,jg = iQ - ig, e 7jn71 = in,1 - inajn = in bliver dette netop
signaturen (iy,...,4,).
Differencen

_ aed1d2 Jn
f—csytsy ..s)

vil derfor enten vaere nulpolynomiet eller et symmetrisk polynomium af lavere signatur
end f. Fortsaettes med dette, ma vi efter endeligt mange skridt fa nulpolynomiet.

Entydighed:
Hertil er det nok at vise, at for g = g(Y1,...,Y,) € R[Y1,...,Y,] gelder

g;éO — g(Sl,...,Sn) :g(Xl+"'—f—Xn,XlXQ+"'+Xn,1Xn,X1...Xn) %0
Lad dY;...Y, med d # 0 veere et led i g. Indsaettes heri for Y7,...,Y,, de elementaer-
symmetriske polynomier s1, ..., s, fas i folge det foregaende, et polynomiumi X, ..., X,
i hvilket leddet af hgjeste signatur er

dXI (X1 X0)2 . (X ... X))t
Signaturen af dette led er
(t1 4ttt tn, o tn).
Betragtes nu fgrst de led i g for hvilke t1 4 - - - +1¢,, er stgrst, derefter blandt disse de led,

for hvilke to+- - -4, er storst osv., far vi i g udskilt et bestemt led dY{* ...Y*» med den
3
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egenskab, at det og kun det ved indssetning af de elementaer-symmetriske polynomier
fgrer til et led med naevnte signatur

(t1 4 - tnyto+ - tp, ooy tn).
Dette led kan ikke forkortes med noget andet, hvorfor

g(X1+"'Xn,XlXQ—f—"'—f—Xn,an,...,Xl...Xn) %0

U
I anvendelser spiller polynomiet
D CHETTID ¢
1 X, - Xyt
n>isg>1 Do : :
1 X, Xxn-t
en vigtig rolle.
Abenbart geelder
A(Xq, ..., X,) for o lige
A(XU(].)?"'7XU(H)) = .
—A(X1,...,Xn) for o ulige.
Specielt er
d(X1,..., X)) = (A(Xy, ..., X))?
et symmetrisk polynomium. Alment kaldes et polynomium f (X, ..., X,,) skevsymmetrisk,

hvis
f( X1, ..., Xn) for o lige

Xo1)y - Xgn)) = :
f( 1) ( )> { —f(X1,..., X,) for o ulige.

Bemazerkning 1.5. f er skeevsymmetrisk safremt f(Xy1y,..., Xymn)) =
—f(Xy,...,X,) for enhver transposition o.

Vi viser nu
Seetning 1.6. Lad R vere et legeme af karakteristik # 2, og lad f(Xi,...,X,) €
R[X4,...,X,]. Da gelder

f(Xq,...,X,) er skeevsymmetrisk <=
f(Xl, .. .,Xn) = A(Xl, .. .,Xn)g(Xl, .. .,Xn),

hvor g(X1, ..., X,) er symmetrisk.
Bevis. “«<": klar.
‘=" Lad1<7,5<nogt>j.
Viskriver f =3 ¢ X XY, hvor

Cuv S R[Xl, .. '7Xj—17Xj+17 .. '7X’i—17X’i+17 .. ,Xn] .
4
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i ij B ) . B .
Ved at anvende transpositionen <j 2) ses, at ¢, = —c¢, V1, v; specielt er ¢, = 0. Hvis

f.eks. v < u fas

CHVXZHX; + C,/MXfX]H == CMVXZHX‘;L(X]I'jiﬂ - X:*M)
vV—p—

1 v—p—1
] +"'+Xi H )

Heraf ses, at f er delelig med X; — Xj.

Da de (g) polynomier X; — X;, 1 < j < i < n er ikke-associerede irreducible el-
ementer i R[Xy,...,X,], der har entydig primfaktoroplgsning, ses, at f = Ag, hvor
g e R[Xl, o ,Xn].

g bliver automatisk symmetrisk, da bade f og A er skaevsymmetriske. O

Opgave: Lad f(Xi,...,X,) € R[Xy,...,X,] og antag, at man ved anvendelse af de
n! permutationer af de variable X1,..., X, hgjst far to forskellige polynomier. Vis, at
f kan skrives

f=g+Ah,
hvor g og h er symmetriske polynomier i R[X7,..., X,].

Da d(Xy,...,X,) = (A(Xy,...,X,))? er symmetrisk, kan d fremstilles som poly-
nomium i s1,...,8,. Hertil far vi brug for Newtons Formler for Potenssummer. Vi
setter

P=X1+ - +X,
Py=X3+---4 X2

P,=X'+- 4+ X"

Vi betragter F(T,Xq,...,X,) = [[..,(T — X;) = T" — s1T" 1 4 5T 2 — o 4
(—=1)"s,, = T"+a; T *+asT" 2+ - +ay,, hvor a; = (—1)%s;; vihar F(T, X1, ..., X,) €
R[X1,...,X,][T]. Vi anvender formel differentiation med hensyn til T’

F(T) ., F(T)
T - X, T—-X,

F'(T)=nT" ' +(n—1Da1T" 2+ +a, 1=

2 _— DY Tin/
T—X; T—x, TWM—7—x, T On-17"x,

F(T F(T)—F(X; T X1 Tr—1l_xn-t
Nuel“T_(X),:() (Xe) _ i

(Tn—l —|—X2'Tn_2 _|_XZ2TTL—3 et Xin_l)
+ al(Tan + XiTnffS et Xin_2)
+ a2(Tn—3 4t XZ?’L73)

+an—1-
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Ved addition fas et udtryk for F’(T"), som sammenholdt med (2), giver

Py 4+ nay =(n—1)a
P2 +G1P1 + nasg = (n—2)a2
Pg + CL1P2 + a2P1 + nas = (TL - 3)&3

P, 1+a1P, s+asP, s+asP, 4+ -+ apn_—oP +napn_1=an_1.

Nu er
X'+ o X '+ tan 1 Xit+a, =0.

Ved addition fas
Pn+a1Pn_1+~-~+an_1P1 + nan, =0.

Endvidere er for £k =1,2,...
XMF g X e g, X 10, X =0,
Ved addition fas
Poyx+a1Poygp—1+ - +apn-1Pep1 +an, P, =0.

De udledte formler kaldes for Newtons Formler for Potenssummer:

Py + a; =0
P2 + CL1P1 + 2&2 =0
P; 4+ a1 P + as P + 3as =0

Poi 4+ 4apn3 +ap2Pi+(n—-1)an_1 =0
P,+a1Py 1+ +ap_2oP +ap_1P1 +na, =0

og for ¢ > n haves
P,+a1Py_1+ - apn1Py_ny1 +apnPy_, =0.
Hvis vi saetter ap = 0 for £ > n kan Newtons formler skrives ensartet:
P,+a1Py—1+aPy_o+---+ag_1P +qa; =0.

Af disse formler kan Py, P>, ... beregnes:

Py = —a

P, = a? — 2a,

P3 = —a‘;’ + 3&1&2 — 3a3

P, = a‘ll — 4a%a2 + 4aqia3 + 2a% —4day

6
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Et alment eksplicit udtryk er:

1 0 0 0 -
ai 1 0 0 —2as
Pq = az ai 1 s 0 —3a3
Qg—1 Qg—2 QAg—3 cee aq —(qagq
Potenssummerne Py, Py, ... spiller en central rolle, nar vi vil udtrykke

d(Xq,...,X,) ved s1,...,8p.
Ud fra (1) fas, idet determinantens kvadrat udregnes ved sgjle-sgjle multiplikation

n P1 P2 e Pn,1

P PR P - Py

d=AN2—-| P» P Py - Py
Pnfl Pn PnJrl T P2n72

For n =1,2,3,4,5 fas
n=2: F(T,X1,X3) =T%+a;T + as

. 2 P1 . 2 —a1 _ 2
d= P1 PQ - ‘ —a1 a% — 2@2 -9 4&2.
n=3J3: F(T,Xl,XQ,Xg) :T3—|—a1T2—|—a2T+a3
3 P P
d=|P P, P3|=a%d3—4a3 — 4a3a3 — 27a% + 18ajazas3.
P, Py Py

n=4%: F(T,Xl,...,X4) :T4+G1T3+CL2T2+CL3T+G4
d = 256a3 — 192a2aza; — 128a2a2 + 144a2asa? — 27a2a} + 144a403 — 6aga3al
—80a4a3a§a1 + 18a4a3a2a‘;’ + 16a4a§ — 4a4a% — 4a4a§a% — 27&% + 18a§a2a1 — 4a§a‘;’
4aa3 + a2a3a;.

n = 52 F(T,Xl,...,X5) :T5+G1X4+GQT3+G3T2+CL4T+CL5
d bliver ret kompliceret, men til vores formal er fglgende tilstraekkeligt:
d = 4*a} + 5°a2 + a; (heltalspol. i ay,...,as) + ay (heltalspol. i ay,...,as)
+as (heltalspol. i ay,...,as).
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2 Aut (S.)

Forberedelser

Definition 2.1. En permutation o € S,, siges at have cykeltype (¢1,...,4), hvor n =
ly + - -+ 4, hvis leengderne af cyklerne i ¢’s kanoniske cykelfremstilling er ¢4, . .., ;.

Lemma 2.2. To permutationer o og 7 i S, er konjugerede <= o og T har samme

cykeltype.

. . 1 2
Bewvis. Betragt permutationen (
ay az

1 2 - n ” 1 2 -+ n 71_ ay as - ap
ap az - ay ap az - Gy Uo(1) Qo(2) “'° Go(n) )

Dvs. overgang til en konjugeret permutation svarer til “navneskift” af de permuterede
objekter. Dette giver umiddelbart lemmaet. ([l

K ) For ethvert o € S, er
(7%

Lemma 2.3. Lad o € S, have cykeltypen ({1,...,0;). Da er o’s orden lig mindste
felles multiplum af €1, ..., 4.

Bewvis. Umiddelbart. ]

Seetning 2.4. Forn # 2, n # 6 er S, fuldkommen; dvs. Z(S,) = 1 og Aut(S,) =
Auti(Sn) ~ Sn

Bevis. Nok at godtgere Aut(S,) ~ S,.

Det sker i to etaper:

1° Lad ¢ € Aut(S,,), og antag ¢ (transposition) = transposition. Da er ¢ en indre
automorfi for S,,.

Beuvis for 1° Da enhver permutation i S,, er produkt af transpositioner af formen (1; k),
k=2,3,...,n, er det nok at se pa billederne af (12)...(1n).
Am%wﬂ% (ab).
a (1 2) og (1 3) ej er ombyttelige, er p(1 2) og ¢(1 3) ej ombyttelige. Hvis
(1 3) (x y), ma {z,y} og {a,b} have et felles element, f.eks. a. Dvs., vi kan
antage
©(13)=(ac), a,b,c indbyrdes forskellige.

Hvis ¢(1 4) = (u v) ma {u,v} have netop ét feelles element med {a,b}, og netop ét
feelles element med {a,c}, dvs. (u v) ma enten veere (b ¢) eller (a d) for passende d,
(# a,# b,# ¢). Hvis p(1 4) = (b ¢), skulle ¢((1 2)(1 3)(1 4)) = (1 4 3 2) veere lig
(ab)(ac)(bc)=(ac), hvilket er umuligt, da (1 4 3 2) har orden 4 og (a ¢) har orden 2.
Altsa ma (1 4) = (a d) for passende d.

Videre ses, at (1 5) = (a e) for passende e osv. Dvs. der findes indbyrdes forskellige
elementer a; = a,as = b,az = c,ag = d,... sa o(1 k) = (a1 ag) for 2 < k < n. Idet
(ay az...a,) er en permutation af 1,2,...,n, gelder

1 2 - n 1 k ai as -+ Qp
wum=mmm=(m o .. %)(kl)(f > ... n)
[ a1 ag
S \ar a1 )’

8
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1 2 ..

n . o
a1y - a ) bestemte indre automorfi for S,, stemmer overens pa

dvs. ¢ og den ved (
transpositionerne (1 k), 1 < k < n. Ifplge tidligere bemaerkning er ¢ derfor den ved

1 2 . n .
< ) bestemte indre automorfi.
aj az -+ Anp

2° Hvis n # 2, n # 6, vil enhver automorfi for S, fore transpositioner over i transposi-
tioner.

Bevis for 2° Lad ¢ € Aut(S,,), og lad (a b) veere en transposition. Da (a b) har orden 2,
har ¢(a b) orden 2, dvs. ifplge Lemma 2.3 er ¢(a b) et produkt af k indbyrdes disjunkte
transpositioner, 1 < k < %. Da vil ¢ fgre konjugationsklassen bestemt ved (a b), dvs.
maengden af alle transpositioner, over i konjugationsklassen Cj, af alle permutationer,
der er produkt af k indbyrdes disjunkte transpositioner. Antallet af transpositioner er

Lngl). Et kombinatorisk argument viser, at C}, bestar af

1 fn(n—1)(n—-2)(n—3) (n—2k+2)(2—-2k+1)
k! 2 2 o 2
permutationer (hvorfor?)

Vi viser 2° ved at godtggre, at |Cy| = w for n # 2, n # 6 medfgrer k = 1. Denne
ligning kan omskrives til

(n—2)(n—3)...(n—2k+1) =kI2"1. (3)
Da venstre side er positiv, ma n > 2k. For fast n fas
venstre side > (2k —2)(2k—3)...(2k -2k —1) = (2k — 2)!
Ved induktion ses let, at
(2k — 2)! > k1281 for k >4

sa (3) kan kun geelde for k < 4 uatheengigt af n.

k = 2 kan ikke forekomme, da (n — 2)(n — 3) = 2!2 = 4 ikke har heltalslgsninger i n.
Hvis k = 3 ma n > 6. Hvis n > 6 er venstre side i (3), (n —2)(n — 3)(n —4)(n — 5)
mindst 5-4 -3 -2 = 120, hvilket er > 3!23~! = 24,

Altsa er der kun muligheden n = 6.

Dette godtgaer 2°. ([l

Bemazerkning 2.5. For n = 6, k = 3 gelder (3), og vi skal senere vise, at Sg €j er
fuldkommen.
Vi har faktisk bevist, at hvis en automorfi ¢ for Sg ikke er en indre automorfi, ma

©(Ch) = C3 og p(C3) = Ch.
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3 Homomorfien,

Lad H veere undergruppe i gruppen G med [G : H|] = n, hvor n € N. Lad G =
Ui, 9:H veaere inddelingen af G i disjunkte hgjreklasser med hensyn til H. Vi kan

f.eks. antage g1 = e. For ethvert g € G vil G = J_; gg;H igen veere en inddeling af G
g1H g2H - gnH

GO H ganH - gonH vil veere en permutation af sideklasserne

i hgjresideklasser, hvorfor (

, H g2H - goH . .
. < < g1 g2 9n
giH,1<1i<n. <991 H ggoH - gonH ) Kan opfattes som element i .S,,, og vi definerer

. _ ( 91H g2H -+ gnH
p:G — Sy ved pg = <991H gg2H - ggnH)

Vi skriver ggiH = gy, 1 <1 <n.

Det ses let, at p er en homomorfi. Endvidere vil pG veere en transitiv undergruppe i
Sy, hvorfor n | |pGl|.

Kerp= i, 9:iHg;' C H og Kerp< G, 52 G/Kerp ~ pG.

Eksempel 3.1. Lad G vere en simpel ikke-abelsk gruppe. Hvis G 2 H, H under-
gruppe i G og [G : H| = n, da ma |G| ga op i n!

Opgave 3.1. Vis ved hjxlp af Sylows seetninger og ovenstaende, at enhver gruppe af
orden < 60 er oplgselig.

Definition 3.2. For 1 <i < n sattes Si) = {o € Splo(i) =i}.
Bemaerkning 3.3. [5,, : Sﬁi)] =n.

Seetning 3.4. Sff) er en maksimal undergruppe i Sy, dvs. H undergruppe i S, og
SVCHCS, = SV =HvVS,=H.

Bewvis. For n = 2, 3,4 verificeres direkte.

For 5 > n fgres beviset indirekte. Antag der fandtes undergruppe H for hvilken
Sy ¢ HGS,, ogdermed [S,: H =t, 1<t <n.

Betragt homomorfien p : S,, — S; defineret ovenfor.

Da vil Ker« S, og Kerp C H. Ifslge Galois’ seetning om S,,, ma Kerp = e, A,, S,
(da n >5). Her kan Ker p = A,, eller Ker p = S,, ikke forekomme, dvs. Kerp = e, sa p
er injektiv, og dermed S,, isomorf med en undergruppe i S;.

Dette giver den gnskede modstrid da t! < n! O

Seetning 3.5. Antagn > 5 og Aut(S,) = Aut;(S,). Lad H vere en undergruppe i Sy,
for hvilken [S,, : Hl =n. Da er H = S for passende i, 1 < i < n.

Bewvis. Vi betragter homomorfien p : S,, — S,, med hensyn til H.

Hvis S, = U;_, 0iH geelder altsa 00y = 0,0y H. (Vi antager 0, = e).

Som ovenfor ses, at p er injektiv og dermed bijektiv, dvs. p : S,, — Sy, hvor p(o)
er den ved 0o; = 0,,)[;H bestemte permutation i S, er en automorfi for S,,. Ifglge
forudsaetningen er p en indre automorfi, dvs. 37 € S, sd p(o) = To7 Vo € S,.

Lad nu 0 € H,daer cH = H, dvs. 0o1H = 01H og dermed p(o)[1] = 1; folgelig
er p(o) € s, og derfor To771 € S eller rHr=t € SV, da |H| = |tHT7 1| = |S7(11)|
(= (-1 e tHr ! = SV hvorfor H = 7718"7. Da gaelder H = S, hvor
7(j) = 1. O

Vi er nu i stand til at vise
10



MATEMATIK 4AL 11

Seetning 3.6. Sg har ikke-indre automorfier.

Beuwis. Ifplge Seetning 3.5 er det nok at finde en undergruppe H i Sg af indeks 6 i Sg,
sd H # Séz) for ethvert 7, 1 < i < 6.

S5 har netop 6 5-Sylowundergrupper P, P, ..., Ps, der hver isaer har orden 5. Ifglge
Sylows 2. Seetning er Py, Ps, ..., Ps indbyrdes konjugerede.

Vi definerer nu en afbildning ¢ : S5 — Sg, hvor Sg opfattes som permutationer af
Pl,PQ, . .,P@Z

. P Py Ps Py Ps Py
€85, )= (xplx—l rPyx™l zPyz! aPixm! zPsr ! aPsz!

¢ er en gruppehomomorfi, og ¢S5 er (p.g.a. Sylows 2. Satning), en transitiv under-
gruppe i Sg. Folgelig vil 6 | |pS5| = [S5 : Ker ¢]. Da Ker p < S5, ma ker ¢ = {e}. Altsa
©(S5) har indeks 6 i Sg. Da ¢S5 er transitiv, kan ¢S5 ikke have formen Séz) for noget
i. OJ

Af det ovenstaende fas, at [Aut(Sg) : Aut;(Ss)] > 2.
Lad a € Aut(Se) \ Aut;(Ss). Hvis C; er konjugationsklassen i Sg bestaende af alle
transpositioner, og C3 konjugationsklassen i Sg bestaende af alle permutationer der er

produkt af 3 disjunkte transpositioner, da fremgar det af beviset for Seetning 2.4, at
a(Cy) = C5 og a(Cs) = Cy. Derfor er [Aut(Se) : Aut;(Ss)] = 2.

4 Orbit

Lad S,, operere pa en maengde M, f.eks. mangden af polynomier i n variable over
et legeme.

For m € M definerer vi Stab(m) = {o € S, |om = m}, samt banen eller orbit for m
som mengden {oml|o € S, }. Da geelder

Seetning 4.1. Antallet af elementer i m’s bane (| Orbit(m)|) er lig indekset [S, :
Stab(m)].

Bevis. o1m = oom <+ 0'1_102m =m < 01_102 € Stab(m) <= 01 ~Stab(m) T2-

O

Derfor er det af interesse at bestemme undergrupper i S,, af givet indeks.

Seetning 4.2. Lad H vere en undergruppe i Sy, H # Sy, H # A,,. Daer[S, : H > n,
bortset fra tilfeldet n = 4, hvor Sy indeholder undergrupper af indeks 3.

Bevis. Lad [S,, : H] = t: Viskal vise t > n (nar n # 4). For n = 1,2 eller 3 er alt klart.
For n = 4 vil en 2-Sylowgruppe i S4 have indeks 3. For n > 5 betragtes homomorfien p:

Sn|—>St
p

Kerp C H og Ker p< S,,, hvorfor Ker p = {e}. Altsa er p injektiv, og t > n. O

11
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Eksempel 4.3. Lad Sy operere pa K[X1, X2, X3, X4]. Stabilisatoren for
f(Xl, XQ, Xg, X4) = X1X3 + X2X4 er ™~ D4. Altsa er | Orblt(f)‘ = 3; der gaelder:

Orblt(f) = {X1X3 + X2X4, X1X4 + X2X3,X1X2 + X3X4} .

Fra ssetningen om undergrupper i S,, af indeks n fas

Seetning 4.4. Lad f(X1,...,X,) € K[X1,...,Xy], n # 6. Da gelder | Orbit(f)]

= n (i.e. ved permutationer af de n variable Xy,..., X, i f(X1,...,X,) fas netop n
forskellige polynomier) <= f(X1,...,X,) er ikke-symmetrisk i Xy,...,X,,, men der
findes eti (1 <i<n), saf ersymmetriskide (n—1) variable X1,..., X;—1, Xit1,.-., Xn-

Bevis. “<": Stab(f) = S (benyt at Sff) er en maksimal undergruppe i .Sy,).
“=": Stab(f) er en undergruppe i S,, af indeks n, hvorfor der findes et i (1 <i < n),
sé Stab(f) = S{. 0

5 Warings formel

Med notationerne fra Newtons formler for potenssummer, kan man vise fglgende:

. . V1+...+Vnm(yl+"'+yn_1)! [ 22 Un
P = Z (=1) vl vy B8z .- Oa

V1lyeeoylUn

v, ...,y gennemlgber alle ikke-negative hele tal for hvilke v4 4+ 2v5 + -+ + nv,, = m
og a; = (—1)'s; fori =1,2,...n.

6 Trediegradspolynomier
Lad f(X) = X3+ a1 X?+ as X + a3 veere et polynomium i Q[X]. Diskriminanten er
Disk(f) = a2a2 — 4a3 — 4a3as — 27a2 + 18a1aza3 .

Ved hjelp af 12A i kapitel III [Alg3, Theorem 3.41] fas:

Seetning 6.1. Lad M wvere spaltningslegeme for f(X) over Q. Antag f(X) har lutter
simple rodder. Da gelder Gr(M/Q):

f(z) Disk(f) € Q% | Disk(f) ¢ Q°
f(z)irred. | Gr(M/Q) ~ As | Gr(M/Q) ~ S5

f(z) reducib. | Gr(M/Q) ~ {1} | Gr(M/Q) ~ S,

7 Fjerdegradspolynomier
12
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Lad f(X) = X%+ aX3 + bX? + cX + d vaere et polynomium i Q[X] med rgdderne
a1, g, a3, ag, der antages at veere indbyrdes forskellige. Den kubiske resolvent for f(X)
defineres som

g(y) = (y — Q102 — 043044)@ — Qa3 — a2a4)(y — 10y — 042043)
og man udregner

g(y) = v° — by? + (ac — 4d)y — a*d + 4bd — ¢*,
som altsa far koefficienter i Q. Diskriminanten af g er

[(craz + azas — s — asas) (@102 + agos — aroy — azas)(onas + asas — oy — azas))?,
der netop er lig diskriminanten for f (udregning!). Specielt er radderne i g(y) indbyrdes
forskellige, da rodderne i f(X) er forudsat indbyrdes forskellige.

Antag nu f(X) er irreducibel i Q[X], og lad M veere spaltningslegeme for f(X) over
Q. Da er Gr(M/Q) en transitiv undergruppe i Sy, og der er de fem muligheder for
GI‘(M/Q) 84, A4, D4, Z/4Z, og ‘/4

Lad V veere undergruppen i S4 bestaende af

(1),(12)(34), (13)(24) og (14)(23) .

Y er isomorf med Kleins Vierergruppe V4, og V er den eneste transitive undergruppe i
Sy, der er isomorf med Vj.

Lad nu K = Q(ajag + agay, ayas + asay, ayay + asas) veere spaltningslegemet
(resolventlegemet) over Q for den kubiske resolvent g(y)). Ved direkte verifikation fas

TK = {0 € Gr(M/Q)|Vk € K : o(k) = k} = Gr(M/Q) N V.

Vi har altsa diagrammet

M= @/’n,“'w"h’"‘ -~ £
n GJ’(H/@)/\ ,V’
o  tetved

Lad m = [K : Q] som ma vere 6,3, 2 eller 1. Endvidere er [M : K| divisor i 4, altsa 1,2
eller 4. Ved bl.a. diskriminantovervejelser fas

Seetning 7.1.
m=6 = Gr(M/Q) ~S,.
m=3 = Gr(M/Q)~ A,.
m=2 = Gr(M/Q)~Z/4Z, eller Dy.
m=1 = Gr(M/Q)~V;,.

Vi taenker pa Sy som hexaedergruppen, bestaende af alle drejninger i rummet, der
forer et hexaeder (en terning) over i sig selv.
13
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e Til I svarer to sideflader, hvortil vi knytter polynomiet X; Xy + X3.X4.
e Til II svarer to sideflader, hvortil vi knytter polynomiet X; X35 + X5 X}.
e Til IIT svarer to sideflader, hvortil vi knytter polynomiet X; X, + X5 X5.

Til hver drejning i hexaedergruppen (=~ Sy) svarer en permutation af I, IT og I1I, og vi far
derved en surjektiv homomorfi ¢ : Sy — S3; ker(¢) = V. Sy opererer pa polynomierne i
Xl,XQ,Xg og X4. En permutation iV fixer X1X2 + X3X4,X1X3 + X2X4 og X1X4 +
X5 X3, mens en permutation, der ikke ligger i V effektivt flytter mindst et af ovenstaende
tre polynomier.

Hvert af de tre polynomier X1X2 + X3X4,X1X3 —+ X2X4 og X1X4 —+ X2X3 har
en med D, isomorf stabilitetsgruppe. Disse tre stabilitetsgrupper er netop de tre 2-
Sylowgrupper i Sy.

Vedrgrende tilfzeldet m = 2. Her er g(y) = (y—7)(y*+By+9) for passende v, 3,6 € Q,
og y* + By + ¢ er irreducibelt i Q[X]. Det kubiske resolventlegeme K er Q(1/3% — 46).
Da gaelder

Seetning 7.2. Gr(M/Q) = Z/4Z <= z? —~yx +d og 2% +ax + (b— ) har rodder i
K.

Bewvis. Vi kan antage v = ajas + agay. Da finder vi

P rtd = (2w - aza) } (*

2 tar+b—y=[z— (01 + )|z — (a3 + o))

Hvis Gr(M/Q) = Z/AZ er K det eneste kvadratiske dellegeme af M; folgelig vil
rgdderne til ovenstaende to andengradspolynomier (x) som tilhgrer M, allerede ligge i
K.

Antag omvendt, at de to andengradspolynomier (x) har rgdder i K. For at vise
Gr(M/Q) ~ Z/AZ er det, (jf. Seetning 7.1), nok at godtgere [M : Q] = 4. Hertil
bemeerkes forst, at M = K («aq, as); thi

K(aq,a2) = Q(agag + asau, ajas + asou, ajag + asag, ag, as)
og abenbart geelder

ay,as € K(ag, as)
arag + asay € K(ag, as)

ast+as=—a—a; —as € K(ag,as).
14
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Da a1 # ay viser lgsning af de to sidste ligninger (linezere i a3 og ay), at ag og ay ligger
i K(aq,az). Altsa:
M = K(ay, a0, a3,a4) C K(ag,a9) .

Da den modsatte inklusion er triviel, fas saledes M = K(«1,a2). Da rgdderne til ()
ligger i K, geelder specielt:

a1 +as e K og ajas € K.
Da (x — aq)(x — ag) saledes har koefficienter i K, fas
[M: K| =[K(aj,a9) : K] < 2.

Nuerm=[K:Q] =2o0g[M: K] <2, hvorfor [M : Q] < 4, hvilket som tidligere
naevnt medfprer, at Gr(M/Q) ~ Z/4Z, O

Vi har altsa nu en systematisk metode til at bestemme Galoisgruppen for et fjerde-
gradspolynomium. Undertiden kan fglgende vaere nyttig:

Opgave 7.1. Lad f(X) veere et fjerdegradspolynomium i Q[X]. Vis, at f(X) er
irreducibelt i Q[X], hvis hverken f(X) eller den kubiske resolvent har rationale rgdder.

Lad os nu betragte det “bikvadratiske” tilfselde:
f(X)=X*+bX%+d.

Hertil forst et kriterium for, at f(X) er irreducibelt.

Szetning 7.3. Lad f(X) = X* 4+ bX? +d € Q[X] have rodderne +a, £5. Da er
folgende betingelser ekvivalente:
(i) f(X) erirreducibelt i Q[X].
(ii) a® ¢ Q og ingen af tallene o & B ligger i Q.
(iii) % —4d ¢ Q? og —b + 2V/d ¢ Q2.

Bewvis. Vi bemzerker forst, at f(X) = X% + bX? + d kan skrives
FX) = (X —a)(X +a)(X = B)(X +B) = (X* —o?)(X? = %) = X* — (o + %)X + 0?57,

dvs. a? + 3?2 = -b € Q, og (aB)? =d.

Vi viser seetningen i kontraponeret form. Antag f(X) er reducibelt i Q[X]. Da
ma f(X) enten have en forstegradsfaktor i Q[X] eller en andengradsfaktor i Q[X]. I
det forste tilfeelde ma a eller B ligge i Q. Dermed ma a? eller 82 ligge i Q. Da
a? + B2 = —b € Q, mé specielt o® € Q. I det andet tilfeelde m4 et af polynomierne

1) X-a)X+a) (2) X-a)(X-5) () X-a)(X+P)

have koefficienter i Q.

o I tilfeeldet (1) vil o? € Q.
o I tilfzeldet (2) vil a + 3 € Q.
o [ tilfeeldet (3) vila — 5 € Q.
15
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Antag nu at o®, a+ B eller a — B ligger i Q. Da er f(X) reducibelt i Q[X]. Thi:
e a2 cQ = X?%-a?eren faktor i Q[X] til f(X).
e a+feQ = af = (a+6)2_2(a2+’82) = (a+’32)2+b €EQ = (X—a)(X—0)er
en faktor i Q[X] til f(X).
ca—BeQ = af= =) _ (0B c g — (X —a)(X +8) er
en faktor i Q[X] til f(X).
Beviset for ssetningen afsluttes nu ved at bemaerke:
e d’cQ = a2:@EQ <« b% —4d € Q2.
e at+BeQ «— (axpB)?ecQ?® < a?+p2+2aB€Q? «— —b+2Vdec Q%
O

Szetning 7.4. Lad f(X) = X* + bX? + d vere irreducibelt i Q[X]. Da gelder for
Gr(M/Q), hvor M er spaltningslegemet for f(X) over Q.

1. de Q* = Gr(M/Q) ~ V.
2. d ¢ Q?, men d(b®> —4d) € Q* = Gr(M/Q) ~ Z/4Z.
3. d¢ Q?, ogd(b® —4d) ¢ Q? = Gr(M/Q) ~ Dy.

Bewvis. Den kubiske resolvent bliver
g(y) = y® — by? — ddy + 4bd = (y — b)(y> — 4d) .

Huvis d € Q?, er g(y) et produkt af forstegradsfaktorer i Q[X] hvorfor m = 1, og
dermed (Seetning 7.1) Gr(M/Q) ~ V.
Hvis d ¢ Q2 er m = 2, og vi far brug for Saetning 7.2. Vi skal betragte polynomierne

X2 -bX+d og X’+0-X+0=X2.

Det sidste polynomium har naturligvis rgdder i K. Det fgrste polynomium har rgdder
i K netop nar
> —4d e K.

Nuer K = Q(v/32 — 46) = Q(v/16d) = Q(+/d). Da f(X) er irreducibelt, er b*> —4d ¢ Q?
ifplge Seetning 7.3. Ifplge Seetning 7.2 er Gr(M/Q) = Z/AZ eller Dy alt efter om enten

Vb2 —4d € Q(\/d) eller ikke. Ifglge en opgave i 3AL, er Q(vb? — 4d) = Q(Vd) +—=
d(b* — 4d) € Q%. Altsa er Gr(M/Q) = Z/4Z netop nar d(b? — 4d) € Q2.

Vi giver nu en anvendelse.

Seetning 7.5. Lad g € Q, ¢ ¢ Q2. Da er Q(,/q) indeholdt i en normal udvidelse N/Q
med Z./A7 som Galoisgruppe, netop nar q er en sum af to kvadrater.

Bevis. Antag forst Q(,/q) C N, Gr(N/Q) ~ Z/4Z. Det eneste (segte) mellemlegeme
mellem Q og N er Q(,/g). Da [N : Q(\/q)] = 2 findes rationale tal q; og g2, sa

N =Q(Va,\/a1 + ¢21/q) -
16
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Da Q(/q) er eneste zegte dellegeme af N, ma N = Q(y/q1 + ¢q2/q), og N er da spalt-
ningslegeme over Q for Irr(y/q1 + g21/q, Q), der ma have grad 4. Nuer /g1 + g2,/q rod

1
X*—2¢:1 X%+ (¢ — ¢3q) ,

der altsa ma vaere irreducibelt i Q[X].
Da Gr(N/Q) ikke er V. er (ifglge Seetning 7.4) ¢ — q5q ¢ Q?, hvorfor ¢go # 0. Da
Gr(N/Q) ~ Z/AZ er (ifplge Seetning 7.4)

(47 — 639)(4q; — 4(qf — G3q)) € Q7

dvs.
(6 — 43q9)4g5q € Q°.

Da ma ¢; # 0.

Lad os nu skrive (¢7 — ¢3¢)4q3q = r? for passende r € Q. Folgelig er q = %,
der er sum af to kvadrater i Q.

Antag omvendt, at ¢ er en sum af to kvadrater i Q:

I=q +a.

Da er polynomiet f(X) = X% —2¢X? + ¢iq irreducibelt i Q[X]. Dette vises ved hjzlp
af Seetning 7.3:

4¢> —4q7q = 49(q — ¢}) = 4945 ¢ Q°,
da g ¢ Q2, og endvidere er
2q + 21/q?q =2q £ 2q1/q ¢ Q* (endda ¢ Q).
Rgdderne til f(X) kan skrives +a, £ 3, sa
fX) =X -a)(X+a)(X = B)(X +5).
Konstantleddet er o?23% = ¢iq, dvs. 3—? = +,/q, hvorfor ,/q ligger i spaltningslegemet

M = Q(«, ) for f(X) over Q. For at bestemme Gr(M/Q), benyttes Seetning 7.4.
Konstantleddet ¢7q ¢ Q?, hvor Gr(M/Q) ikke er ~ V,. Endvidere er

ai1q(4q® — 4qiq) = 441¢* (¢ — ¢1) = 44id° 6 € Q°,
hvorfor Gr(M/Q) ~ Z/47.

Eksempel 7.6. 3 er ikke sum af to kvadrater i QQ, hvorfor Q(\/g) tkke er indeholdt i
en normal udvidelse af Q med Z/47Z som Galoisgruppe. Derimod er V5 = V12 22
indeholdt i en sadan udvidelse (f.cks. Q5 = Q(e*5")).

17
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Eksempel 7.7. Lad p vaere en primtal = 1(4). Da er Q,/Q normal, og Gr(Q,/Q)
~ 7/(p—1)Z. Vi kan skrive p = 1+4h, h € Z. Til enhver divisor d i 4h findes netop én
undergruppe i Z/(p — 1)Z = Z/4hZ af indeks d. Specielt findes netop én undergruppe
H, af indeks 2 og netop én undergruppe H, af indeks 4. Vi har fglgende diagram:

@P . £
tf
L’b ; Hq.
2
Ly Y Ha
21 :

Altsa findes netop ét dellegeme Lq (nemlig F'(Hy)) af dimension 2 over QQ, og netop ét
dellegeme Ly (nemlig F'(Hz)), der har dimension 2 over Ly og Gr(Ls/Q) ~ Z/AZ. Ifplge
et eksempel i Mat 3AL p.4.7 (2000-udgave), er L; = Q(/p). Altsa kan Q(,/p) indlejres
ien (Z/47)-udvidelse. Ifplge Seetning 7.5 er p altsa sum af to kvadrater af rationale tal.
(En rent talteoretisk seetning!)

8 Generiske/parametriske z/:z—poly-
nomier

Polynomiet f,(X) = X3 —aX?+(a—3)X +1 er “parametrisk” for Z/3Z-udvidelse over
Q. Dvs.:

Seetning 8.1. Lad M wvere spaltningslegeme for fo(X) over Q, hvor a er et rationalt
tal.

1. For ethvert a € Q er Gr(M/Q) enten triviel eller Z./3Z.
2. Enhver Z/3Z-udvidelse af Q er spaltningslegeme over Q for fo(X) for passende
a € Q.

Bewvis. (1) fglger af, at Disk(f,(X)) = (a® — 3a + 9)? (jf. Seetning 12A i kap. III Mat
3AL).
(2): Lad M/Q veere normal med Gr(M/Q) ~ Z/3Z. Lad « € M \ Q og Gr(M/Q) =

{e,0,0%}. Da er a, ca og ca? indbyrdes forskellige. Szt § = 2% daer off =
e = ot = phy = o =14 J(X) = (X~ A)(X oB)(X — o) far

rationale koefficienter, idet
f(X) =X = (B+0B8+0?8)X* + (Bof + Bo>B + (a8)(0°B)) X — B(oB)(0?) -

Seet a = B+ o + 023. Da viser udregning, at o8 + B2 + (08)(0%8) = a — 3, og
B(cB)(0%B) = —1. Her méa of3 veere forskellig fra 3, da 3 ellers var rational, og dermed
ville o8 = ﬁ = 3; men X? — X + 1 har ingen rationale rgdder.

Altsa er M = Q(pB) og Irr(5, Q) bliver

X3~ (B4 0B+ 0?8) X2+ (BoB + Bo?B + (0B8)(0?B8) X + 1 = fu(X),
18
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for a = B+ o + o2B. Altsa er M spaltningslegeme for f,(X) over Q. O

9 Linesere grupper

Lad K vere et legeme. For vilkarlige elementer a og b € K, a # 0, vil afbildningen fra
K til K defineret ved

o(x)=azx+b

veere bijektiv. Nar a og b gennemlgber alle elementer i K\ {0} og K, vil disse afbildninger
udggre en gruppe kaldet Aff(K, 1), “den affine gruppe af dimension 1 over K.

Meengden T' = {x — = + c|c € K} af “translationer” udggr en (med (K, +) isomorf)
abelsk undergruppe i Aff(K,1). Der geelder T'< Aff(K,1); thi hvis 0 € Aff(K,1),
o(x) =ar+b,a#0,daer o l(z) =% —2ogoro~! €T, idet oro (2) =z + ac
for 7 = (z — x + ¢). Endvidere er Aff(K,1) en oplgselig gruppe, da T er en abelsk
normaldeler i Aff(K, 1) og faktorgruppen er isomorf med den multiplikative gruppe af
de fra 0 forskellige elementer i K og dermed abelsk.

Lad os nu betragte tilfeeldet hvor K er det endelige legeme F,, p et primtal. Da er
Aff(F,, 1), som vi for kortheds skyld betegner L, en oplgselig gruppe af orden p(p —1).
L, bliver undergruppe i Sp, idet vi opfatter S, som gruppen af permutationer af de p
restklasser 0,1,...,p—11T,.

Det ses let, at L, er en transitiv undergruppe i Sj,.

Lemma 9.1. Lad G vere en transitiv undergruppe © S,, og N < G. Hvis N # E, da
er N transitiv.

Beuvis. S, er mangden af permutationer af 0,1,...,p — 1. Vi definerer a ~ b, a,b € F,,
hvis dv € N : va = b. Relationen ~ er en akvivalensrelation, da N er en undergruppe
i S,. Endvidere geelder a ~ b, 0 € G = ca ~ob;thia~b = Jv e N :va=b;da
N< G, vilove~l € N. Nuer ovo~1(oa) = ova = ob.

Heraf sluttes, at alle aekvivalensklasser har samme elementantal. (Jf. bevis Mat 3AL,
Lemma kap.5 p.11-12, [Alg3, Chap.5. Lemma 5.23] ). Altsa

p = (antallet af sckvivalensklasser)-(det faelles elementantal i sekvivalensklasserne).

Da N # FE er sidste faktor > 1. Idet p er et primtal, bliver sidste faktor = p, dvs. alle
elementer i [F), er aekvivalente, dvs. N er transitiv. 0

Vi er nu i stand til at vise:

Szetning 9.2. Lad G vere en transitiv undergruppe © S,. Da er G oplgselig <= I €
Sy pGu~t C L, (dvs. G er konjugeret med en undergruppe i Ly).

Bewvis. “<” Klar.

“=”. Lad Gp> ---> Gs_1 > G5 = {e} veere en kompositionsraekke. Da er |G4_1]| et
primtal. Pa grund af ovenstaende lemma er G4_; transitiv, hvorfor p | |Gs_1|. Dette
indebeerer, at |Gs_1| = p.

Gs_1 er derfor cyklisk og frembragt af en p-cykel, f.eks. p = (

19
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Lad p veere permutationen <a(—)0 af (;p__ll ) Da geelder

0

puGe_1p~ 1 er frembragt af p-cyklen ( i

NIy
]
|
—_
~~

Sidstnzevnte kan betragtes som translationen x — x+1. Szetningen fas da ved successive
anvendelser af nedenstaende lemma. 0J

Lemma 9.3. Lad G C S,, N1 G, N C L,, og antag N indeholder translationen
T(z)=z+1, z€F,. DavilGCL,.

Bevis. Lad o veere et vilkarligt element i G. Da N er normaldeler i G , ligger o101 i
N, og da 7 har orden p vil ogsé oro ! have orden p. Da |L,| = p(p—1) findes der ifglge
Sylows 3. seetning, netop én p-Sylowgruppe i L, og derfor ogsa kun én p-Sylowgruppe i
N. Dvs. elementerne 7,72, ..., 7P~ ! er de eneste elementer i N som har orden p. Altsa
maoro =74 1<a<p-—1.

Nu er o = 7%.

oly+1)=o07(y) =7"0(y) =0o(y) +aVy €Fp
oly+2)=oc(y+1)+a=o(y)+2a
oly+3)=0c(y) + 3a
oly+z)=0(y)+zavVy eF,

o(x) =0(0)+axie o€ L,.

O

Lemma 9.4. Lad A veere den af en p-cykel frembragte undergruppe i S,. Da er A sin
egen centralisator i S, (centralisatoren er defineret i Mat 3AL side 1.39 [Alg3, Chapl,
Def.1.88)).

Bevis. Da A er abelsk, ma C4 D A. Abenbart er |A| = p. Vi betragter nu fglgende
undergruppe 01(41) i C'4 defineret ved 01(41) = {0 € Cxlo(1) = 1}; vi pastar, at denne
undergruppe har orden 1. Lad nemlig o veere et element i 01(41). Da ma for alle p € A
geelde, at po = op og dermed po(1) = op(1). Da o(1) = 1, er p(1) = op(1) for alle
p € A. Da A er frembragt af en p-cykel, er A transitiv, hvorfor o er identiteten. CS)

far derfor orden 1. Nu er C'4 transitiv, da den indeholder A og derfor er [C4 : 01(41)] =p.
Altsa har C4 orden p, hvorfor C'y = A. O

Hoveds=etning 9.1. Lad G vere en transitiv undergruppe © S,, p primtal. Da er
folgende betingelser ekvivalente:

1. G har netop én p-Sylowgruppe.
2. G er oplgselig.
3. G er konjugeret med en undergruppe i L.
4. Enhver permutation (# E) i G har hgjst ét firpunkt.
5. |G|=p-1, hvorl| (p—1).
20
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Beuvis. 1 — 2 — 3 — 4 — 1, dernaest 3 =— So0gbh = 1.

1 = 2 Da G er transitiv, ma p | |G|. Da |G| | p(p—1)(p—2)...2-1 og p? { p!, fas
p? 1|G|. Den entydigt bestemte p-Sylowgruppe A i G er derfor cyklisk af orden p.

Da A er den eneste p-Sylowgruppe, er normalisatoren N4 = G. Ifglge ovenstaende
lemma er C'4 = A. Derfor er G/A isomorf med en undergruppe i Aut(A), (jf. Mat 3AL
s.1.38). Aut(A) er cyklisk af orden p — 1, hvorfor G/A er cyklisk, og F< A< G er en
normalrzekke med abelske (endda cykliske) faktorer. Altsa er G oplgselig.

2 = 3 Dette fas af seetning 9.2.
3 = 4 Direkte verifikation.

4 — 1 Vi antager altsa, at enhver fra identiteten forskellig permutation i G hgjst
har ét fixpunkt. Vi betragter stabilitetsgruppen G(® i 0, dvs. G = {o € G | ¢(0) =
0}. Da G er transitiv, er [G : G(®] = p. P4 grund af antagelsen 4 har de fra identiteten
forskellige permutationer i G(9) ingen fixpunkter bortset fra 0. Fglgelig vil forskellige
permutationer i G(°) fgre 1 over i forskellige elementer, hvorfor |G(®)| < p — 1. Altsa er
Gl < p(p—1).

Da p | |G| ma |G| =p-1, hvor | < p — 1. Ifplge Sylows 3. satning, bliver antallet af
p-Sylowgrupper netop én.

3 = 5 Nar G er konjugeret med en undergruppe i L,, ma ordenen af G' ga op i
|L,| = p(p —1). Da p er divisor i ordenen af G, kan vi for et passende hele tal k og !
skrive: p(p—1) =|G|-k=p-1-k. Altsa er |G| =p -1, hvor [ er en divisor i p — 1.

5 = 1 Fglger af Sylows 3. saetning.

Hovedsaetningen er hermed bevist. ([l

9.1 Eksempler og opgaver
Opgave 9.1. Vis, at L, er dobbelt transitiv.
Opgave 9.2. Vis (ved brug af Lemma 9.3), at L, er sin egen normalisator i S,,.

Opgave 9.3. Vis, at en dobbelt transitiv undergruppe i S, har en orden, der er delelig
med p(p —1).

Opgave 9.4. Vis (vha. hovedsatningen), at en oplgselig dobbelt-transitiv undergruppe
i S, (p primtal), er konjugeret med L,,.

I forbindelse med Opgave 9.4 kan naevnes en bergmt (og dybtliggende) seetning af
Burnside: Enhver transitiv undergruppe i S, (p primtal), der ikke er oploselig, er dobbelt
transitiv,

Ved brug af Galoisteoriens hovedsaetning og Seetning 12 Kapitel 111 i 3AL[Alg3 The-
orem 3.40] fas:

Seetning 9.5. Lad f(X) vere et irreducibelt polynomium i Q[X| af primtalsgrad p. Lad
a1, Qa,. .., 0y vere rodderne © f(X), og lad M vere spaltningslegeme for f(X) over Q.
Da er folgende betingelser ekvivalente:

1. f(X) er oploselig ved rodtegn.

2. Gr(M/Q) er oplpselig.

3. V(i,7), i #j, 1 <i,5<perM=Q(a;, ;).

4. 3(i,5),1# 37,1 <4, <psa M =Q(w, ;).
21
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Bevis. 1 <= 2 er hovedsatningen i 3AL Kapitel V s.5.6.[Alg3. Theorem 5.16]
2 = 3 Gr(M/Q) opfattes som en permutation

( o as )
ooy oQy - 0Q
Ifplge Hovedsaetningen (udsagn 4) pa side 21 i dette afsnit, vil o € Gr(M/Q), o # e
hgjst holde ét af o’erne fast, dvs. hvis oy; # oj og o(;) = o, 0(aj) = 5, daer 0 =1d,
eller ifplge Galoisteoriens hovedseetning, T'(Q(ay, ;) = E, hvorfor Q(«;, aj) = M.

3 = 4 er triviel.

4 = 1 Antag der findes to rgdder «a;, a;j sa M = Q(«y, o),

Q) : Q] = Grad(Irr(ey, Q) = Grad(f(X)) =p,
[Q(avi, aj) : Q) = [Q(avs, o) + Q)] - [Q(e) = Q] = Grad(Irr(ay, Q(ew;))) - p-

Da Grad(Irr(ej, Q(e))) < p—1, og | Gr(M/Q)| er delelig med p, er | Gr(M/Q)| =p-1,
hvor [ <p—1.

ALtsa har Gr(M/Q) ifelge Sylows 3. saetning netop én p-Sylowgruppe. Da Gr(M/Q)
desuden er en transitiv undergruppe i S, (ifplge Seetning 12 Kapitel 1111 3AL[Alg3. The-
orem 3.40]), medfgrer hovedsaetningen (udsagn 1) pa side 21 i dette afsnit, at Gr(M/Q)
er oplgselig. ]

Korollar 9.6. Lad f(X) vere et irreducibelt polynomium i Q[X]| af primtalsgrad p.
Lad t veere antallet af reelle rodder til f(X). Hvis 1 <t < p, er f(X) ikke oploselig ved
rodtegn.

Eksempel 9.7. f(X)= X7 —7X + 3 er irreducibelt i Q[X] (Eisenstein pa f(X + 4)).
f(X) har netop 3 reelle rodder, og er derfor ikke oplgselig ved rodtegn.

Tilfgjelse til Hovedsaetning side 21 i dette afsnit:

Til enhver divisor 1 i (p — 1), hvor p er et primtal, findes én — og paner konjugering —
kun én transitiv undergruppe ¢ S, af orden p - 1.

Bevis. Pa grund af Hovedsaetningen er det nok at vise, at L, har netop én undergruppe
af orden p-[l. Undergruppen T' = {(z — z+a)|a € F,} er en normal-deler i L,, af orden
p, og L,/T ~ (F, \ {0}, ), der er cyklisk af orden p — 1. Til enhver divisor [ i (p — 1)
findes derfor netop én undergruppe i (F, \ {0}, -) af orden .

Ved Noethers 2. isomorfissetning anvendt pa

Ly > —~ o (F, \ {0}, )

T [ {e}

ses derfor, at der findes én undergruppe i L,,, der indeholder T" og har orden p - [.
Beviset afsluttes nu ved at bemeerke, at T" er den eneste undergruppe i L,, af orden
p. O
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Definition 9.8. Den ovenfor indfgrte — panger konjugering entydigt bestemte — un-
dergruppe i S, af orden p - [, kaldes Frobeniusgruppen, og betegnes Fj;. Bemeerk, at
F5, = D, (diedergruppen af orden 2p).

Angaende antallet af undergrupper, der er konjugerede med Fj,; viser vi

Seetning 9.9. Lad F),; C L, C S,. Da er L, normalisatoren af Fy,; i S,. Specielt findes
netop (p — 2)! med Fy,; konjugerede undergrupper i S,.

Bevis. Abenbart er F, < Ly, dvs. normalisatoren indeholder L,. Ved anvendelse af
Lemma 9.3 med G = normalisatoren af Fj,; i S, og N = F},; ses, at normalisatoren er
indeholdt i L,, og dermed eksakt = L,,.

Som naevnt i 3AL Kapitel I s.32[Alg3, Theorem 1.91], er antallet af med Fj; kon-

jugerede undergrupper i S, lig [S, : L,] = p(pp—il) =(p—2)! O

Eksempel 9.10. Lad p veere et ulige primtal, og lad M veere spaltningslegeme for
XP—2over Q. Daer [M:Q] =p(p—1).

Gr(M/Q) er da en transitiv oplgselig undergruppe i S, (jf. Hovedseetning i 3AL
vedrgrende oplgselighed ved rodtegn). Den ma veere isomorf med L,, eller med ovenstaende
notation Frobeniusgruppen Fj,,_1).

9.2 En gruppeteoretisk anvendelse

I Mat 3AL, Kapitel I [Alg3.Chap. 1]) blev vist, at en gruppe af orden pq er oplgselig,
hvis p og g er primtal. Hvis p og ¢

er forskellige primtal sa p Z 1 (mod ¢) og ¢ # 1 (mod p), blev det vist, at F' endda
ma veere cyklisk.

Vi viser nu

Seetning 9.11. Lad p og q veere primtal sa p =1 (mod q). Da findes netop to grupper
af orden pq: den cykliske Z/pqZ, og en ikke-abelsk, Frobeniusgruppen F,,.

Beuvis. Eksistensen af de to grupper er klar (jf. tilfgjelse til Hovedssetning s.2). Vi skal
derfor blot vise, at der hgjst findes én ikke-abelsk gruppe af orden pq.

Da |G| = pq, hvor q | p — 1, findes ifplge Sylows 3. ssetning, netop én p-Sylowgruppe
i G. Hvis G ogsa kun havde én ¢-Sylowgruppe, matte bade p-Sylowgruppen og g¢-
Sylowgruppen veere normaldelere i G. G ville da veere det direkte produkt af en cyklisk
gruppe af orden p og en cyklisk gruppe af orden ¢, og dermed selv cyklisk. Altsa findes
en undergruppe @ i G, sa |Q| = q og Q ikke er normaldeler i G.

Vi betragter nu afbildningen p : G — S, (som angivet i 3AL s.18 Kapitel I eller i
afsnittet angaende Aut(S,) etc.), svarende til H = @, dvs.

G=g1QUgpQU- --UgQ,

_ 91Q 922Q - gpQ
p(g)_(gng 992Q -~ ggpr)'

Billedet pG er en transitiv undergruppe i S, og ker(p) < G, ker(p) C @Q; da |Q] er et
primtal og @ AG, ma ker(p) = {e}. p er altsa injektiv, og G derfor isomorf med en
23
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transitiv, oplgselig undergruppe i S,. Derfor er GG isomorf med Frobeniusgruppen Fj,.
O

Vi afslutter dette afsnit med en oversigt over samtlige transitive (ikke blot oplgselige)
undergrupper i S, for p = 15,7, 11 (angivet pansger isomorfi).

p = 5 Hvis en transitiv undergruppe i S5 ikke er oplgselig, ma den have orden mindst
60. Men de eneste undergupper i S5 af orden < 60, er A5 og S5. Altsa er konjugeretk-
lasserne af de transitive undergupper i Ss:

(Bemeerk, at Fyy indeholder en ulige permutation, mens alle permutationer i F1g = Ds
er lige).

Mens A5 er “selvkonjugeret”, er der (jf. Sezetning 9.9 i dette afsnit) (5 —2)! = 6 med
F5y konjugerede undergrupper, 6 med D5 konjugerede undergrupper, og 6 med Z/5Z
konjugerede undergrupper indenfor Ss.

p = 7 Konjugeretklasserne af de transitive undergrupper i S7 er:

Her er SL(3,2) gruppen af alle (3 x 3)-matricer med elementer i legemet Fo (med 2
elementer), og determinant 1. Denne gruppe er simpel, og har orden 168.

p=11

S
AM
My , |
] (=1
pool2 ! | Fro (= 4u1)
A Du (= /'.;z)
2y

24
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M1 betegner den skarpt 4-transitive permutationsgruppe i S11, Mathieugruppen M1,
(der er simpel). SL(2,11) er gruppen af alle (2 x 2)-matricer over F1; med determi-
nant 1. PSL(2,11) = SL(2,11)/centret. PSL(2,11) er ogsa simpel. |M1| = 7920,
|PSL(2,11)| = 660.

10 Supplement til linesere grupper

(Arbejdstitel)

Szetning 10.1. Lad G vere en transitiv undergruppe i S,. Da er folgende betingelser
ekvivalente:

1. G er oplgselig.

2. G er kongugeret med en undergruppe i Aff(1,F,).

3. Alle ikke-trivielle permutationer i G har hgjst ét fizpunkt.
4. |Gl=p-1, lp—1.

Definition 10.2. G som ovenfor, kaldes Frobeniusgruppen Fj, ;.

Definition 10.3. Lad f(X) veere irreducibel i Q[X] af primtalsgrad p > 5. Lad
aq, ..., a, vere rgdderne til f(X). Da er

P(p)(X)iZ H [X—(Oézl—F—FOé@k)]EQ[X], 2§k§p—1

1y < <lig

Saetning 10.4. Gr(f) = D, eller Z/p hvis og kun huvis P(p) er et produkt af prl
2

irreducible p*©gradspolynomier i Q[X].

Seetning 10.5. Lad f(X) veere et irreducibelt polynomium i Q[ X] af grad 7. Da gelder:

1. Gr(f) = Sy eller A7 < P35 er irreducibelt i Q[X].
2. Gr(f) = PSL(2,7) <= P35 er et produkt af 2 irreducible polynomier af grad

hhv. 7 og 28.

3. Gr(f) = Fyo <= P35 er produkt af 2 irreducible polynomier af grad hhv. 14 og
21.

4. Gr(f) = Fy1 <= P35 er produkt af 3 irreducible polynomier af grad hhv. 7, 7
og 21.

5. Gr(f) = D7 <= Ps5 er produkt af 4 irreducible polynomier af grad hhv. 14, 7,
T7Tog7.

6. Gr(f) =72/7 < Ps5 er produkt af 5 irreducible 7.gradspolynomier.

Eksempel 10.6. For f(X)= X5+aX +ber
Pio(X) = X' —3aX% — 110X° — 40> X? + 4abX — V.
For a = —5, b = 12 bliver

Pio(X) = (X5 —5X3 —10X? 4+ 30X — 36)(X° +5X3 4+ 10X? 4+ 10X +4).
25
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Lad p veere et primtal, og f(X) irreducibel i Q[X] med rgdderne o, ..., a,. Da har
Pyp_n) = [IX = (i +a))], og
i<j
Prone-2 = H (X — (i + o + ag)]
i<j<k
simple rgdder.
Szetning 10.7. For f(X)=X?+aX +b er

Pio(X) = X" —3aX% - 11X° — 40> X? + 4abX — V.
For f(X)=X"+aX +ber

Py (X) =X?' — 254X — 570X ™ — 530X — 30abX*®
—2800° X" — 2743 X3 + 27a%X? — 9ab® X + b3,

0g

Ps35(X) =X3° + 40aX?° + 3020X%® — 16140 X3 + 2706abX *2
+ 3828b2 X% — 507243 X 17 + 277842 X 16 — 1808ab* X °
+ 362503 X 14 — 5147a* X — 135403 X 10 — 21192622 X°
—2632ab> X8 — 73096 X7 — 1728a°X° — 1728a* b X*
+ 72003 X3 + 928a%b° X2 — 64ab* X — 128b° .

Seetning 10.8. Lad f(X) vere et irreducibelt polynomium i Q[X] af primtalsgrad p.
Da er Gr(f) = D, eller Z/p hvis og kun hvis Ppp-1 er produkt af % irreducible
2

p*gradspolynomier i Q[X].

Bemeaerkning 10.9. Et polynomium med Mathieugruppen M;; som Galoisgruppe over
Q er ifplge Matzat:

XM 421X +183X° +4263 - 571 X® + 56874 - 572X + 86034 - 52 X°

+ 345606 - 52 X° 4 870726 - 5~ X* 4+ 5160633 - 57 ° X > + 6971469 - 5 ° X2

— 11160261 - 5 %X — 531441 -578.
Seetning 10.10. Lad f(X) vere et irreducibelt plynomium i Q[X| af primtalsgrad p >
11. Da er Gr(f) oploselig hvis og kun hvis enten Ppw-1) er reducibel i Q[X], eller

2
Pow-1yw-2 er produkt af mindst 3 irreducible polynomier i Q[X].
6

Beviset er ikke trivielt.

11 Resolventer for 5«gradspolynomier
26
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Lad S5 veere den symmetriske gruppe af grad 5 bestaende af alle permutationer af
012 3 4. Den linezre undergruppe L5 er frembragt af o : <(1) é ; i 3) og T: <8 ; i ?i g)
(Dvs. skrevet i Z/5Z er o(x) = z + 1 og 7(x) = 2x). Ls har orden 20, og der findes
6 med Ls konjugerede undergrupper indenfor S5 (idet Ls som vist i en opgave, er lig
sin egen normalisator i S5). L5 indeholder netop én undergruppe af orden 10, nemlig
diedergruppen Ds. Ds er frembragt af o og 72; D5 bestar af de drejninger og spejlinger,
der fgrer en reguleer femkant over i sig selv. Som tidligere vist geelder:

Enhver transitiv oplgselig undergruppe Ss er indeholdt © en med Ls konjugeret
undergruppe i Ss.

Abenbart er [Sy : Ls] = [As : Ds] = 6, og der findes et fzelles repraesentantsystem for
de respektive hgjresideklasser:

As = D5 U (012)Ds5 U (021)Ds U (014) D5 U (041) D5 U (023) D5
Ss = L5 U (012)Ls U (021)Ls U (014) Ls U (041) Ls U (023) Ls .

Vi betragter nu det generelle 5*®gradspolynomium

f(T) = (T = Xo)(T — X1 )(T = Xo)(T' — X3)(T — X4)
= T5 —|— CL1T4 —|— CLQTS —|— CL3T2 —|— CL4T + as .

Lad

u=XoX1 +X1Xo+ XoX3+ X3X4+ Xy Xo—XoXo — XoXy — X1X4 — X1 X3 —XoX3 .

v —Tv

~
invariant overfor D5 invariant overfor Dsy

Altsa er uy = w invariant overfor Ds. Ay opererer pa Q[ Xy, X1, Xo, X3, X4]. Meengden
{Asu} omfatter fplgende 6 polynomier: up = u; u; = (012)u; ug = (021)u; uz = (014)u;
ug = (041)u; us = (023)u. En udregning viser:

ug = XoX1 + X1 X2 + Xo X3+ X3X4 + XuXo — XoXo — Xo Xy — X1 X4 — X1 X3 — X0X3
up = X1 Xo + XoXo + XoX3 + X3Xy + X1 X4 — XoX1 — XoXy — Xy Xo — XoX3 — X1X3
uz = XoX2 + XoX1 + X1 X3 + X3 X4 + Xo Xy — X1 Xo — X1 Xy — XoXyg — XoX3 — X2 X3
uz = X1 Xg + Xo X4 + XoX3 4+ XoX3 + XoX1 — X1 X2 — XoX2 — XoX4 — X3Xy — X1X3
ug = XoXa + XoXo + Xo X3+ X1 X3+ X1 X4 — XoXy — X1 X2 — XoX1 — XoX3 — X3X4
us = X1 X2 + X1X3 + XoX3 + XoXg + XoXy — XoX3 — X3X4 — X1 X4 — XoX1 — XoX2

Endvidere gaelder:

(i)

TU) = —UQ
TU1T — —Up
TU2 = —Us
TU3 = —Us
TU4g = —UQ
TUs = —U4g

27
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(ii) Til enhver lige permutation af Xo, ..., X4 svarer en permutation af u, ..., us.
(iii) As opererer transitivt pa ug, .. ., us.
(iv) S5 opererer transitivt pa u3, ..., u?.
(v) ud er invariant overfor Ls. (Der geelder mere preecist Stabg, (u2) = Ls).
1

Nu er Lj sin egen normalisator i S5 (hvorfor?); folgelig er pLsp™" (p = E, (012),
(021), (014), (041) eller (023)) de 6 med Ls konjugerede undergrupper i S5. For enhver
transitiv oplgselig undergruppe H i Ss findes derfor et u; (0 < i < 5), s u? er invariant
overfor H.

Vi betragter nu polynomiet

FY) = =uo)(Y —u)(Y —uz) (Y —ug)(Y —ug)(Y — us)
€ Q[Xo, X1, Xo, X3, X4][Y].

F(Y) er invariant overfor alle lige permutationer af X, ..., X4. Derfor er koefficienterne
Biy,... Bgi

FY)=YS%+ B Y®+ B Y*+ B3Y® + B,Y? + B;Y + Bg

: : . 01234
invariante overfor As. Endvidere geelder for 7 = ( 0241 3>, at

=Y% - B, Y’+ B, Y*— BsY®+ B,Y? - B;Y + Bg.

Heraf sluttes, at
Bs, By og Bg er symmetriske i X, ..., Xy,

0g
B1,Bs og By er skeevsymmetriske i Xop, ..., X4.

Ifglge Seetning 1.6 i afsnittet om symmetriske polynomier, er By, Bs og Bs derfor
multipla af

A= J] &xi-x5)

0<j<i<4

indenfor Q[Xo, ..., X4]. Da By, Bs og A er homogene polynomier i Xy, ..., X, af grad
hhv. 2, 6 og 10 (= (}))), er By = B3 = 0.

Da By er homogent i Xo, ..., X4 af grad 10, ma Bs = k- A, k € K. k kan bestemmes
ved for X, ..., X4 at indseette komplekse tal ap, . . ., oy, for hvilke H0<j<i<4(ai_aj) +

0, f.eks. rgdderne i polynomiet X° — X. Man finder da Bs = —32-A. Da B,, B, og Bg
er homogene i Xy, ..., Xy af grad hhv. 4, 8 og 12, findes konstanter [,m og n € K, sa

By =1-a4 4+ polynomium, hvori ai,as eller az indgar
By=m- ai + polynomium, hvori ai,as eller az indgar
Bs =n-a3 + polynomium, hvori ai,asy eller az indgar.

Ved indsaettelse af talvaerdier som ovenfor fas:

[=-20, m =240 og n = 320.
28
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Polynomiet F(Y)-F(=Y) = [[°_, (Y2 —u?) er invariant overfor S5, dvs. koefficienterne
er symmetriske polynomier i Xo, ..., Xy, hvorfor F(Y)-F(=Y) € Q|ao, - .., a4][Y]. Mere
eksplicit fas:

F(Y)-F(=Y) = (Y5 + ByY* + B,Y? + Bg)? — 322A%Y?
= (YO + BoY* + B,Y? + Bg)* — 322dY?,

hvor d = A? er diskriminanten for det (generelle) 5*°gradspolynomium. Det kan veere
praktisk at betragte polynomiet G(Z) = (Z3 + BoZ? + B4Z + Bg)? — 322dZ, der har
rgdderne u, u?, ..., us.

Bs, By og Bg er visse heltalspolynomier i aq,...,as, som kan bestemmes eksplicit.

(Vi vil senere foretage en sadan bestemmelse i et specialtilfeelde).

Lad nu by, ..., bs veere rationale tal, og So, 51, B2, 83, 84 redderne (indenfor C) til
polynomiet X5 4+ b; X4 + by X3 4+ b3 X2 + by X + bs. Hvis vi lader By, By og Bg veere de
rationale tal som fas ved for a; at indsaette b;, 1 <7 <5, vil

(Z3 + B2Z? + BaZ + Bg)* — 1024dZ = (Z — (BoB1 + - + BaBo — BoB2 — - -+ — BoB3)(-..) ...,

hvor faktorerne pa hgjre side fas ved i udtrykkene for u3,...,u2 at indsaette Xy, =
Bo, ..., X4 = Ba, og d er diskriminanten for X° 4+ b; X% 4+ by X3 + b3 X2 + by X + bs.

Vi er nu i stand til at formulere og bevise

Szetning 11.1. Lad f(X) = X5+ b, X* + b3 X3 + b3 X2 + by X + b5 veere et irreducibelt
polynomium i Q[X| med spaltningslegeme M = Q(So, 51, B3, 83, B4). Da gelder f(X)
oplgselig ved rodtegn (dvs. Gr(M/Q) er oplgselig) hvis og kun hvis G(Z) = (Z3+ By Z?+
By4Z + Bg)? — 1024dZ har en rational rod. (Her betegner By,By og Bg de tal man fdr
ved for ay at indsette by, for as at indsette by , etc.)

Bevis. “kun hvis”: Lad f(X) veere oplgselig ved rodtegn. Gr(M/Q) er da en transitiv
oplgselig undergruppe i S5. Ifglge tidligere bemaerkning, findes et 7, 0 < ¢ < 5, sa
u?(Bo, - - -, B4) er invariant overfor Gr(M/Q). Det betyder, at uZ(So, ..., 34) som er rod
i G(Z), er rational.

“hvis”: Lad Gr(M/Q) veere ikke-oplgselig. Da ma Gr(M/Q) veere isomorf med As
eller S5 (hvorfor?) Som tidligere naevnt opererer savel A5 som S5 transitivt pa u3, . .., uZ.

Dette indebaerer, at en eventuel rational rod « til G(Z) matte have multiplicitet 6, dvs.
(Z° + BoZ? 4 B4Z + Bg)* — 1024dZ = (Z — )",

eller

((Z% + BaZ? 4+ B4Z + Be) + (Z — a)*)((Z® + B2 Z* + B4Z + Bg) — (Z — a)?) = 1024dZ ,

hvilket er umuligt, da diskriminanten d for f er et fra 0 forskelligt rationalt tal. (f(X)
har ingen multiple rgdder). Hermed er ssetningen bevist. 0

Vi udregner nu G(Z) eksplicit i det tilfzelde, hvor by = by = b3 = 0, i.e. f(X) har
formen X°+aX +b € Q[X]. Med henblik pa udregninger af konstanterne I, m og n fas
let:

G(Z) = (Z® — 20aZ? + 240a* Z + 320a°)* — 1024dZ ,

hvor d = 4%a® + 55b* (jf. tidligere udregning). G(Z) kan omskrives:

- G(42)

G(Z) = = (2% —6aZ + 25a>)(Z — a)* — 5°b* Z .
46

Vi far herved:
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Szetning 11.2. Lad a og b vere rationale tal sa f(X) = X°+aX +b er et irreducibelt
polynomium i Q[X]. Da er f(X) oploselig ved rodtegn hvis og kun hvis G(Z) = (Z? —
6aZ + 25a2)(Z — a)* — 55b*Z har en rational rod.

Idet polynomiet f(X) = X°+ aX + b hgjst kan have 3 reelle radder (hvorfor?), kan
Galoisgruppen for f(X)’s spaltningslegeme over Q ikke vaere cyklisk. Dette medfgrer

folgende eksplicitte kriterium:

Satning 11.3. Lad a og b vere rationale tal si f(X) = X° +aX + b er et irre-
ducibelt polynomium i Q[X]. Lad d = 4*a® + 5°b* veere diskriminanten. Da gelder for

spaltningslegemet M for f(X) over Q:

G(Z) har rat.rod. | d € Q* | Gr(M/Q)
+ + Ds
+ - Ls
— + As
_ _ S

Eksempel 11.4. f(X) =25 -5X +12. G(Z) = (Z? + 30Z + 625)(Z + 5)* — 5°124Z

har den rationale rod 25, og d = (2°53)2, i.e. Gr(M/Q) ~ Ds.
Eksempel 11.5. f(X)= X° + 15X + 12, Gr(M/Q) =~ Ls.

Eksempel 11.6. f(X)= X°+20X + 16, Gr(M/Q) ~ As. (Disk = 21656).

Eksempel 11.7. f(X)=X° - X +1, Gr(M/Q) ~ Ss.

Vi giver nu sluttelig en parametrisering af de irreducible 5*gradspolynomier X° 4
aX + b, der er oplgselige ved rodtegn. Vi antager a # 0. Hvis w er en rational rod til

G(Z), kan vi bestemme to rationale tal A, p saledes, at

Dette giver folgende betingelse for a:

(aX — a)*(a®* ? — 6a*\ + 25a%) — 3125a°\u* = 0,

hvoraf:

Saetning 11.8. Lad f(X) = X°+aX + b vere et irreducibelt polynomium i Q[X]. Da

er (for a #0), f(X) oploselig ved rodtegn hvis og kun hvis

3125 04

a = og b=

(A— 1)*(A\2 — 6 + 25)

hvor X og i er rationale tal forskellige fra 0.

3125 \p°

(A= 1)(AZ— 61 +25)

Eksempel 11.9. A = —5 og p = —22 giver X° —5X + 12.
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12 Mathieugrupperne
Vi betragter undergrupper i 511, 512, SQQ, 523 og 524. Lad

A= (1234567891011)
B=(56410)(11837)
C = (112)(211)(36)(48)(59)(710)

Mathieugruppen M- er defineret som undergruppen i Sio frembragt af A, B og C, dvs.
M = (A,B,C). My har orden 12-11-10-9 -8 = 95040, den er simpel, og er 5-dobbelt
transitiv i Sis.

M, er defineret som undergruppen i S7; frembragt af A og B, dvs. M1; = (A, B).
Den har orden 11-10-9-8 = 7920, den er simpel, og er 4-dobbelt transitiv i Si;.

Lad

D= (1234567891011121314151617 18192021 2223)
E=(3171079)(54131419)(111223818)(21 16 1520 22)
F = (124)(223)(312)(416)(518)(6 10)(720)(8 14)(921)(11 17)(13 22)(19 15)

Da er M23 = <D,E,F> og M23 = <D,E> ‘M24| =24-23-22-20-16- 3, og ‘M23| =
23-22-21-20-16 - 3. Moy er 5-dobbelt transitiv i So4, og Msg er 4-dobbelt transitiv i
523. M24 og M23 er simple.

Lad

G=(12245678910111213141516171819202122)
H=(14593)(281076)(1215162014)(1314211817)
1= (1122)(121)(21086)(12141620)(47313)(519 9 18)

Da er Mss := (G, H, I) (indenfor Sas). Mas har orden 22-21-20-16-3, den er 3-dobbelt
transitiv og simpel.

Bortset fra de symmetriske og alternerende grupper, er M5 og My, de eneste 5-
dobbelt transitive permutationsgrupper. Bortset fra de symmetriske og alternerende
grupper og My og Moy er My, og Mss de eneste 4-dobbelt transitive permutations-
grupper. (Beviset herfor beror pa klassifikationen af de endelige simple grupper!)

13 Kroneckers metode til eksplicit
bestemmelse af Galoisgrupper og
anvendelser heraf

Fgrst et par hjelpesatninger:
Lemma 13.1. For et ethvert legeme K er K algebraisk afsluttet i K(X4,...,X,), dvs.

£ e K(X1,...,X,), & algebraisk over K — (€ K.
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Bevis. Polynomiumsringen K[Xy,...,X,] er UFD (jf. Mat 3AL ‘99 Saetning 6, p.2.4
[Alg3 Theorem 2.34]). Et element § € K(X1,..., Xy) kan skrives { = £, hvor p og ¢
er indbyrdes primiske polynomier i K[X,...,X,]. Hvis £ er algebraisk over K, findes
elementer aq,...,a,, € K, sa

m m—1
(13) +ar (13) b etay, =0,
q q

P+ ap™ g+ +ang™ =0.

og dermed

Altsa vil g|p™. Da K|[X1,...,X,] er UFD, og p og q er indbyrdes primiske, ma g vaere
invertibel 1 K[X1,...,X,], dvs. ¢ € K.

Analogt fas, at p|¢™a,,. Da ¢™ og a,, tilhgrer K, ma ogsa p tilhgre K, hvorfor
{=tekK. O

Lad nu f(X) = X"+ a; X" ! + ...+ a, vaere et polynomium i K[X], og antag at
f(X) har lutter simple rgdder a1, ..., a, i sit spaltningslegeme M = K (a1, ..., ay,).

Lad X4,...,X,, vaere variable over K, og betragt diagrammet
. . ~..

—

g

Ifglge Lemma 13.1 er M N K = K, hvorfor translationssasetningen (jf. Mat 3AL ‘99
p.3.12 [Alg3. Theorem 3.46)) indebeerer, at Gr(M/K) ~ Gr(M/K).

Endvidere gelder M = K(o1 X1+ -+ anX,,). (Qvelsesopgave 69 i Mat 3AL).

Vi betragter nu polynomiet

WX X1 X)) = ] [X—zn:aiXU(i)}.
=1

oES,

Pa grund af Hovedszetningen om symmetriske polynomier (Seetning 1.3), er

W(f7X7X177Xn>:Xn'+ Z hi,i1 ..... in(alw"aan)XiXil"'X;;an

hvor h; ;, ..., er et (universelt) heltalspolynomium i aq, ..., a,.
Sy, opererer pa naturlig vis pa ringen K (aq,...,a,)[X, X1,..., X,] ved permutation
af de variable Xy,..., X,,.
Abenbart er W(f; X, X1,...,X,,) € K[X,X1,...,X,], og W er normeret mht. X.
Vi skriver W f som produkt af irreducible polynomier i K[X, X1, ..., X,]

Wf=g1...9s,

hvor hvert g; kan antages normeret mht. X.
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Ved Seetning 4 1 Mat 3AL p.2.2 [Alg3. Theorem 2.31] generaliseret til polynomier
over UFD ses, at hvert g; er irreducibelt i K[X]| = K(X1,...,X,)[X].
S,, opererer transitivt pa g1, ..., gs, derfor er stabilitetsgrupperne

Stab(g;) = {p € Snlpgi = 9;}

indbyrdes konjugerede i .S,,.
Gr(M/K) = Gr(M/K) kan opfattes som en undergruppe i S,,. Her gaelder

Seetning 13.2. Gr(M/K) opfattet pa sedvanlig vis som undergruppe i S,,, er isomorf
med de indbyrdes konjugerede grupper Stab(g;).

Bevis. Lad g1 veere den irreducible faktor i W f, der indeholder den linesere faktor
(X - Oéle - 042X2 — Oéan)
Da ¢y ogsa er irreducibelt 1 K (X7, ..., X,,)[X], bliver
g1 =TIrr(an X5 + -+ ap, X, K(X4, ..., X,)).
Ifplge Mat 3AL ‘99 p.3.6 Seetning 7 (Vigtigt Lemma [Alg3. Lemma 3.4]), er derfor

g1 = H (X —plar1 X1+ + 0 X))
peGr(M/K)

Lad nu ¢(a;) = ag(;) for 1 <i <n, hvor g € Sy, og ¢ + @ er afbildningen Gr(M/K) —
S,,. Abenbart kan g1 skrives

H [X — zn:XiO@(i)} = H [X — iz:;Xa‘l(i)O‘i]

peGr(M/K) i=1 peGr(M/K)
= H |:X — ZXE(Z')O‘Z} .
peGr(M/K) i=1

Antag nu ¢ € Gr(M/K), og dermed 1 € Im(Gr(M/K) — S,,). Da er

g1 = H [X — z”: XE@(Z')OH} = H [X — z”: Xa(i)az} =01,

peGr(M/K) 1=1 peGr(M/K) =1

dvs. 1 € Stab(g1).

Lad nu omvendt p € S,,, p € Stab(g1). Da vi indenfor M[X;, ..., X,, X] har (X —
Xy — - —apXy)|g1 0g pg1 = g1, vil der findes ¢ € Gr(M/K),sa X =3 | X5;)a; =
X =30 X 0y, dvs. B(i) = p(i), Vi, i < i < n, og dermed p =9 € Im(Gr(M/K) —
Sn).

Altsa er Stab(g1) = Im(Gr(M/K) — Sy,). O

Vi skal senere bevise
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Saetning 13.3. Hilberts Irreducibilitetssaetning. Lad

fi(X17~~-7Xn;T17-~~7Tm)7 1§2§57

veere s irreducible polynomier i Q[X1,..., Xp; 11, ..., Tn]. Da findes uendeligt mange
rationale talset (aq,...,an) € Q™, for hvilket polynomierne fi(X1,..., Xn;
1y, Q) er irreducible (evt. konstanter) i Q[ X1, ..., X,].

Modulo HIS (Hilberts Irreducibilitetsssetning (13.3)), kan nu vises

Saetning 13.4. Antag at en endelig gruppe G kan realiseres som Galoisgruppe for en
endelig normal udvidelse af Q(T1,...,Tym); da kan G ogsa realiseres som Galoisgruppe
for en endelig normal udvidelse af Q.

Bevis. Pa grund af antagelsen, findes et irreducibelt polynomium f i

QT1, ..., Tm)[X],

for hvilket Galoisgruppen for spaltningslegemet over Q(7T4,...,T,,) er ~ G. Vi kan
antage, at f = f(X;T1,...,Tn) € Q[X;T4,...,T,], og at f er normeret mht. X
(hvorfor?)

Daer W(f)=Wf(X;X1,...,Xn;T1,.-.,Tn) € QX5 X1, ..., Xo; Ty oo, T

Lad Wf(X; Xy, ..., Xn;T1, .- T) = [[9:(X; X1, .o, Xy T, - - o, Top) VeeTE
produktfremstillingen af irreducible faktorer i Q[X; X1,..., X,; T, ..., Tinl-

Lad os betragte én af faktorerne g;(X; X1,..., Xn; Th, ..., Tm).

Lad (o1,...,00,) € Q™, sa ¢;(X; X4, ..., Xpsa1,...,am,) 08 f(X500,...,0a5,) er
irreducible i Q[X; X1, ..., X,,]. Ifslge HIS (13.3) findes uendeligt mange sadanne talszet.
Da vil

[Wf(X7X17 e '7Xn;T17 cee 7Tm)]t1%a1,...,tm%am
=WFHX;Xq,....Xn;01,...,0m,),

og Stab(g;(X; X1,..., Xn; 1, ..., quy,)) = Stab(g;(X; X1,..., Xp; Th, ..., T),)) taget un-

der hensyn til S,, opererende via permutationer af Xq,..., X,.
Under hensyn til den tidligere viste Szetning 13.2 fas herved, at Galoisgruppen for
spaltningslegemet over Q for f(X;aq,...,a,), er ~ G. O

Korollar 13.4. (Under forudsetning af HIS (13.3).) S,, n > 1, er realiseret som
Galoisgruppe for en endelig normal udvidelse af Q.
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13.1 Bestemmelse af Galoisgrupper via reduktion mod p.

Lad f(X) = X" + a1 X" ' + .-+ a, € Z[X] have lutter simple rgdder aq,...,a,.
Daer Wf(X;Xy,...,X,) € Z[X; Xy, ..., X,], og koefficienterne er heltalspolynomier i
A1y ey Q.

Lad Wf = g1 ... gs veere produktfremstillingen i irreducible polynomier i
Z|X; X1,...,Xy]. Daergs,...,qgs (if. Gauss’ Lemma etc.) ogsairreduciblei Q[X; X1, ..., X,].

Lad for 1 < j <'s, G; = Stab(g;) = {p € Sulpg; = g;}. Daer G;, 1 < j < s,
konjugerede undergrupper i 5,, og isomorfe med Galoisgruppen for spaltningslegemet
af f over QQ, idet denne Galoisgruppe opfattes som permutationsgruppe af rgdderne
Ap,...,0p.

Betragt nu f(X) = X" +a X" ! + - +a, € Z,, hvor p er et primtal der ikke gar
op i Disk(f). Der geelder, at Disk(f) = Disk(f) (hvorfor?) Derfor far f lutter simple
rgdder i spaltningslegemet over Z,. Lad disse veere 31, ..., By,

wi— T [x- Y 8x0] -7
=1

oES,

Ud fra fremstillingen W f = ¢ ... g, irreducible i Z[X; X1, ..., X,] fas da
WFE=g1...9s 1 Zp[X; X1,...,Xn],

med §gi, ..., Js ikke ngdvendigvis irreducible i1 Z,[X; X1, ..., Xp].
Hertil gaelder

Gi={peSilpgr=ag1} ={p € Snlpir =1}

(“C” triviel; “2” kreever en lille overvejelse).
Lad g1 = g11,..., g1, veere spaltning af g; i irreducible faktorer i
Z,[X; X1, ..., X,.
Lad Gi1 = {p € Snlpgi1 = 911}
Da er Gi1 C G; thi antag p € Gi1, p ¢ G, da ville pg1 = g5, (j > 2).
Idet g11 | g1 indenfor Z,[X; X3, ..., X,,], ville hermed

g11 = pgi1 | pg1 = gj ,

men g; og g; er indbyrdes primiske.
Altsa er gll Q Gl.

Hvis L er spaltningslegemet for f over Z,, er Gi1 ~ Gr(L/Z,) opfattet som permu-
tationsgruppe i rgdderne S, ..., B,.

Antag f = fi... fm, hvor fi,..., fy, er irreducible i Z,[X].

Lad grad f; = (1, og redderne i f; vaere B, ..., Bi,. Sder D" i =n.

L er kompositet af spaltningslegemerne for f; over Ly, (1 <p<m).

Spaltningslegemet for f; over Z, er ~ GF(p%).

[L : Z,] = mindste feelles multiplum af /1, ..., {,,.

Hver af Galoisgrupperne Gr(GF(p%)/Z,) er cykliske af orden ¢;, og hver af disse
frembringes af automorfien o (Frobeniusautomorfien), der er potensering med p.

35



36 MATEMATIK 4AL

Den til o svarende permutation bliver saledes

( B - P ) ( B o P )m(ﬁml o B, )
o(f1) -+ o(Pe) o(Ba1) - o(B2e,) o(Bm1 -+ 0(Bme,,)
(cykel af laengde ¢;) (cykel af leengde ¢5) ---  (cykel af leengde ¢, )

Derfor findes i Gr(Spl f(X)/Q), opfattet som permutationsgruppe af redderne a, . .., @y,
en permutation af formen

(cykel af laengde ¢1) (cykel af leengde o) - - - ( cykel af leengde £,,, )

(disjunkte cykler), hvor ¢; + 3 + - - - + {,, = n.
Hermed er bevist den ene halvdel af

Seetning 13.6. (Frobenius-Dedekind). Lad f(X) = X"+a1Z" 1 +---+a, € Z[|X]
veere et polynomium med lutter simple rodder. Lad M wvere spaltningslegemet over Q,
o9 G = Gr(M/Q), Galoisgruppen opfattet som undergruppe i S,.

Lad p veere et primtal, og p1 Disk(f). Antag f(X) modulo p er

(irr. pol. i Z,[X] af grad 1) (irr . pol . i Zp[X] afgrad £2) - - - (irr. pol . i Zy,[X] af grad €y, ) (4)

hvor b1 + 40y + -+ - + £, = n.
Da findes permutation © G, der er

(cykel af laengde ¢1) (cykel af leengde o) - - - ( cykel af leengde £, )

(indbyrdes disjunkte.
Omwvendt, antag G indeholder en permutation, der er

(cykel af laengde ¢1) (cykel af leengde o) - - - ( cykel af leengde £, ) (5)

hvor 1 + by + -+ + £,, = n. Da findes uendelig mange primtal p, (p 1 Disk(f)), for
hvilke f(X) modulo p har en spaltning i irreducible faktorer af formen (4).
“Taetheden” af sadanne primtal er = den forventede, dvs.:

#(Elementer i G der har fremstilling (5))
|G|

Vi beviser ikke 2. halvdel af ssetningen.
Den 1. (og af os beviste) halvdel, er i praksis den vigtigste.
Vi illustrerer dette ved at vise direkte

Saetning 13.7. For ethvert n er S, Galoisgruppe for en normal udvidelse af Q.

Vi far brug for
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Lemma 13.8. Lad G vere en transitiv undergruppe i Sy, der indeholder en 2-cykel og
en (n — 1)-cykel. Da er G = S,.

Bevis. Antag 7= (.27 " 1" 1) ¢ G. Lad (4, j) € G. Da G er transitiv findes o € G,
23 .n—1 1

n—
n—
sa o(i) =n, o(i,j)0 ! = (n,k) med k = o(j).
Transpositionerne 7%(n, k)7~% a = 1,2, ... er i passende rakkefplge

(I,n),(2,n),...,(n—1,n),

hvorfor G = S,,. O

Beuvis for Setning 13.7.

For n < 3 er resultatet velkendt. Sa antag, at n > 3.

Lad f; veere et normeret polynomium i Z[X] der har grad n, og er irreducibelt modulo
2. Lad fy veere et normeret polynomium i Z[X] der har grad n og modulo 3 er

(et 1.grads pol.) (et irr. (n — 1) grads pol.).
Lad f3 veere et normeret polynomium i Z[X] der har grad n og modulo 5 er
(et irr. 2.grads pol.) (et irr. (n — 2) grads pol.) nar n er ulige,

og

(et irr. 2.grads pol.) (et 1.grads pol.) (et irr. (n — 3) grads pol.) nar n er lige.

Hvis f = —15f1 + 10f; + 6 f3, er

f=fi mod?2
f=fo mod3
f=fs modb

Da f = fi mod 2 er f irreducibelt i Z[X], og dermed i Q[X]; dvs. Galoisgruppen G
for spaltningslegemet af f over QQ, er en transitiv undergruppe i S,,.

Da f = f, mod 3, indeholder G en (n — 1)-cykel.

Da f = fo mod 5, indeholder G for ulige n et produkt af to disjunkte cykler af
leengde hhv. (n — 2) og 2. Den (n — 2)-te potens af dette produkt er en 2-cykel. For
lige n indeholder G et produkt af to disjunkte cykler af leengde hhv. (n-3) og 2. Den
(n-3)-te potens af dette produkt er en 2-cykel. I begge tilfeelde vil G derfor indeholde
en 2-cykel.

Ovenstaende lemma (13.8) giver nu resultatet. O
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14 Realisering af visse linesere grupper
som (Galoisgrupper

Vi begynder med et “teknisk lemma”.

Lemma 14.1. Lad K wvere et legeme af karakteristik O der indeholder de p’te en-
hedsrgdder, hvor p er et primtal. Lad o, B vere elementer i K. Da gelder:

K(¥a)=K(({/B) < 3t,1<t<p—1,Iye K:[=a'"".

Bevis. Vi kan antage o ¢ KP, og dermed 5 ¢ KP.
“&" er klar.
“=7: Antag ¢/B € K(¥/a). Da findes ko, k1,...,k,—1 € K, sa

WZko+k1€/a+k2f/a2+"’+kpfl{l/ap_l'

Fra Mat 3AL (kapitel 5[Alg3. Theorem 5.6]) ved vi, at Gr(K ({/«)/K) er cyklisk af orden
p, og en frembringer o er defineret ved o(¢/a) = ¢/ae, hvor ¢ betegner en (vilkarlig, men
fast) primitiv p’te enhedsrod. Da méa o(¥/3) = ¥/Be’ for et passende ¢, 1 <t < p— 1.
Pa den anden side har vi

o(/B) = ko + k1 /ae + koY e+ + ky_ Vb P

0g
/Bet = koe' + ki ac + kad/a et + -+ k1 ok el

Heraf sluttes, at k; = 0 for alle 4, 0 < i < p — 1 undtagen i = ¢, dvs. /8 = kt(%t),
hvilket giver den gnskede relation. ([l

Lad Q, = Q(¢), € er primitiv p’te enhedsrod, veere det p’te cirkeldelingslegeme. Fra
Mat 3AL vides, at Gr(Q,/Q) er cyklisk af orden p — 1, og at en frembringer p for
Gr(Q,/Q) er defineret ved p(e) = €9, hvor g er en “primitiv”’ rod modulo p, dvs. g er
frembringer for den multiplikative gruppe ((Z/pZ) \ 0)*.

Seetning 14.2. Lad o € Q,, og antag o ¢ Qb (i.e. xP — « har ingen rodder i Q).
Da gelder: N = Q,(¢/a) er normal udvidelse of Q <— I Q, I, 1 <t <p-—-1:
pla) =a'pr.

Bevis. “=": Antag N/Q normal. Automorfien p € Gr(Q,/Q) kan ifplge Galoisteoriens
hovedsatning (punkt 5) fortszettes til automorfi p’ € Gr(N/Q). Da a = ¥/a”, fis
p'(a) = pla) = (p'(Y))P, ie. {/p'(a) € N; endvidere er p'(a) = p(a) ¢ Q. Altsa er

Qp () = Qp({/p(a)), og ovenstaende lemma giver det gnskede § og t.
“<”: Spaltningslegemerne over QQ, for hvert af polynomierne

xP — o, xP — p(Oé) ’ xP — p2(04), - '7$p - pP—Q(a)
er N. Folgelig er N spaltningslegemet over Q for polynomiet
(2P —a)(a? — p(a))(a” = p*(a)) ... (a¥ — pP7*(a)),

der har koefficienter i Q. O
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Seetning 14.3. Lad o € Qp, a ¢ QF, og antag N = Q,({/a) er normal over Q. Ifl.
Setning 14.2 er altsa p(a) = o' P for et passende 5 i Q, og et passendet,1 <t < p—1.
Da er Gr(N/Q) af orden p(p — 1), og frembragt af folgende to automorfier

o€ Gr(N/Q,), o(¥a)= Yae (¢ primitiv p’te enhedsrod),

og p', hvor p'lq, = p-
Der gelder folgende relationer for o og p':

1. p' har orden p — 1.

2. o har orden p.

3. pla(p’)™t = o€, hvor c er bestemt ved tc = g(p), hvor t er det i Setning 14.2
definerede tal.

Endvidere gelder: Gr(N/Q) abelsk < t = g(p).

Beuvis. Fra Galoisteoriens hovedsaetning fas en eksakt folge

(1) —— Gr(N/Qp) —5~ Gr(N/Q)

inj.

“Res, 0, Gr(Q,/Q) —— (1)

(dvs. Res, Q, er surjektiv, ker(Res, Q,) = im(Gr(N/Q,) — Gr(N/Q)). Da|Gr(N/Q,)| =
pog|Gr(Q,/Q)| = p—1, ma der findes p’ € Gr(N/Q), sa p’ har orden p—1 og p'|g, = p.
(Hvorfor ?)

Nu geelder

p’({”/a):{’/atﬂl for 1<t<p-1,8€Q,,
0og

plo(a) = /o' fef
o°p' (Ya) = Ya' flet.

Heraf ses, at for ct = g(p) fas

C

plo=c% eller po(p)t=0°.

Da p’ har orden p— 1, og ¢ har orden p, kan ethvert element i Gr(N/Q) entydigt skrives
(p)iol,1<i<p—1,1<j<p. O

I det fplgende skriver vi for simpelheds skyld p i stedet for p’.

Seetning 14.4. Med benevnelserne fra Setning 14.3, antag t # g(p), sa Gr(N/Q) ikke
er abelsk. Da er centret Z(Gr(N/Q)) frembragt af p°, hvor £ er ordenen af restklassen

_ . . . -1
¢ af c i (Z/pZ)*. Specielt er Z(Gr(N/Q)) cyklisk af orden 25=.

Bevis. Antag p'c? € Z(Gr(N/Q)). Da ma
p'alp=pp'ol, (%)
og dermed

alp = pol.
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1 1

Da pop~! = o¢ (ifslge Seetning 14.3), ma po’p~! = 0%, der sammenholdt med (*)
medfgrer

po’ =ap=0d'p,

og dermed c¢j = j(p); da t # g(p) indebaerer ¢ # 1(p), vil kongruensen c¢j = j(p), (der
kan skrives (¢ — 1)j = 0(p)), medfore

Z(Gr(N/Q)) kan altsa kun besta af potenser af p.
Lad p' € Z(Gr(N/Q)). Af relationen

,00'[)_1 — ¢
fas ’ . _
plop~t =0°,
hvorfor p'c = op® <= ¢ = 1(p) <= /{|i, hvor £ er det mindste naturlige tal for

hvilket ¢! = 1(p). Folgelig fas

Z(Gr(N/Q)) = {p", p*,.... 0" " =e}.

Antag med ovennaevnte benaevnelser, at N/Q er normal med ikke-abelsk
Gr(N/Q). Hvad bliver G = Gr(N/Q)/Z(Gr(N/Q))? Denne faktorgruppe bliver frem-
bragt af de homomorfe billeder & og p af 0 og p. Relationerne mellem & og p, bliver

(@) =e=(p) po(p) ' =)

Frobeniusgruppen Fy, {|p—1 er gruppen af alle permutationer af det endelige legeme
F, givet ved
z+— (¢)'r+a, 4 modulo £, acl,.

Ved afbildningen ’ .
{z—cz+a}l— (0)(p)

fas en bijektion F, — CAJ, der er en homomorfi, idet
(¢x+a)o(@x+b)=cr+b+a,

og der gaelder

da
pr(p) ™ = ()
(P)a(p) " = @)
(P)'(@)"(p) " = (2)"
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Konklusion: Frobeniusgruppen Fj, kan realiseres som Galoisgruppe for en normal
udvidelse af Q, hvis der findes et a € Q,, sa o ¢ Qb, p(a) = o'fP, (B € Q,), hvor
tc = g(p), g er en primitiv rod modulo p, sa p(e) = €7 og ¢ er en restklasse i F’ af
(multiplikativ) orden /.

Eksistensen af et sadant « er ikke-triviel. En ansats hertil er fglgende: Lad v € Q,,
og definer for ag,ai,...,a,—2 € Z den “symbolske potens”

ot a2 (o)) (P () (0P ())
Lad nu t veere et helt tal, sa 1 <t <p —1. Visgger 8 € Qp, sa

ao+aiptazp’+-+ap_2pP 2 ao+aiptazp’+-tap_o2p? 2 b o
P\ = (7 B

Dette giver anledning til en ligning i “grupperingen” (Z/pZ)[G|, hvor G betegner den
af p frembragte cykliske gruppe af orden p — 1:

p(@o + a1p + asp?® + - - - + ap_op? %) = t(Go + a1p + agp® + -+ ap_9p”?).

Dette giver folgende system af linesere ligninger

ap—o = tag
ag = taq
a] = tas

Gp—a = tap_3

ap—3 =tap_o.

En lgsning hertil er

Ap_9 = 1
ap_3 =1
Ap_g=1°
ag =17 *
ay = =3
ag = P2 ,

idet vi bemaerker, at =1 = 1. Derfor tilfredsstiller elementet

= Al ot
ligningen p(a) = a!BP for passende 8 € Q,.
Ved hjeelp af algebraisk talteori kan man finde v € Q,, sa ovenstaende o ¢ Qb.
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Vi benytter her i stedet Hilberts Irreducibilitetsseetning (HIS) til at finde et v € Q,,
sa a ¢ Qb. Hertil bemeerkes forst, at for legemerne Q(7T") og Q,(T") af brudne ratio-
nale funktioner i 7', vil Q,(7")/Q(T") vaere en normal udvidelse, og Gr(Q,(T")/Q(T")) =
Gr(Q,/Q), idet enhver automorfi i Gr(Q,/Q) pa entydig vis kan fortsaettes til en auto-
morfi i Gr(Q,(T")/Q(T)), nemlig koefficientvis. (Jf. kapitlet om Kroneckers metode til
bestemmelse af Galoisgrupper).

Da Q,[T] er UFD ses det let, at (T + ¢)"  +7  pt+t0" 40" ikke er p’te potens
af et element i Q,(7"). Derfor er

]’L(Xa T) = XP — (T + g)tP*Q—f—tP*Bp_F...+tpp73+pp,2

et irreducibelt polynomium i Q,[X,T] (jf. Seetning 3 i Mat 3AL p.5.4 [Alg3. Theorem
5.7]). Produktpolynomiet

H(X7 T) = H pyh(X, T) = H <XP — (T—|— pyg)tp72+tp73p+...+tppf3+pp72) ,
v=0 v=0

har rationale koefficienter, idet de er invariante under automorfien p. Nu er H(X,T)
irreducibelt i Q[ X, 7. Thi antag der fandtes en ikke-triviel faktorisering

H(X,T)=H(X,T)H(X,T) ()

indenfor Q[X,T]. Da h(X,T) er en divisor i H(X,T) indenfor Q,[X,T], og h(X,T) er
irreducibel i Q,[X, T, matte h(X,T') (indenfor Q,[X,T]), ga op i enten Hy(X,T) eller
Ho (X, T). Antag f.Eks., at h(X,T) gar op i H1(X,T). Ved anvendelse af automorfien
p fas da

(

ph ) le(XvT) :Hl(X7T)
p*h

X,T) |
X7T) ‘ p2H1(X7T) :Hl(X7T

~—

pP*Qh(X, T) ‘ pp72H1(X7 T) = Hl(X7 T)

Da h(X,T), ph(X,T),...,pP 2h(X,T) er indbyrdes primiske, far vi for produktet, at
p—2
[ p"h(X,T) = H(X, T)|H\(X,T),
v=0

hvor “ga op” relationen a priori geelder indenfor Q,[X, T, og da H(X,T) og H1(X,T)
har rationale koefficienter, ma “ga op” relationen ogsa geeldei Q[X, T]. Men H(X,T)|H1(X,T)
og H1(X,T)|H(X,T) strider imod at () var en ikke-triviel faktorisering.
Ifplge HIS findes rationale tal ¢, sa H (X, q) er irreducibel i Q[X]. Men da ma h(X, q)
veere irreducibel 1 Q,[X]. (Hvorfor?) Dermed er

(q+ &)t HE" ot ttet ot
ikke p’te potens af et tal i Q, og dermed et brugbart a.

Konklusion: For ethvert primtal p og enhver divisor £ i p—1, findes en normal udvidelse
af Q med Frobeniusgruppen Fy,y som Galoisgruppe.
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ANVENDELSER AF ALGEBRAISK TALTEORI

Nogle Grundbegreber i algebraisk Talteori.

Vi minder om nogle grundlaeggende begreber og saetninger i algebraisk talteori. For
udfgrlige beviser henvises til f.eks. A.L.Schmidt’s Noter i Algebraisk Talteori.

Definition. FEt komplekst tal kaldes algebraisk, hvis det er rod i et egentligt polynomium

Definition. FEt komplekst tal kaldes “helt algebraisk”, hvis det er rod i et normeret
polynomium i Z[z)|.

Bemaerkning 14.5. Lad o vere et komplekst tal og h et naturligt tal. Hvis o er et
helt algebraisk tal, da er ogsa o« et helt algebraisk tal.

Det folgende er en simpel konsekvens af Gauss’ s seetning ang. primitive polynomier:
Seetning 14.6. Lad o veere et algebraisk tal. Da gelder:

a er et helt algebraisk tal < Irr(a, Q) € Z|x].
Korollar. Et rationalt tal er helt algebraisk hvis og kun det er et (sedvanligt) helt
rationalt tal.

De efterfglgende seetninger er ikke svaere at eftervise. Udfgrlige beviser kan f.eks. ses
i Asmus L. Schmidt’s Noter i algebraisk talteori.

Saetning 14.7. Sum, differens og produkt af hele algebraiske tal er selv hele algebraiske
tal. Med andre ord: de hele algebraiske tal udgor en ring med sedvanlig addition og
multiplikation.

Seetning 14.8. Lad D vere et kvadratfrit helt rationalt tal, der er =1 (mod /). De
hele algebraiske tal i Q(v/D) er netop tallene af formem (a+bv/D)/2 , hvor a og b ligger

iZ oga=b (mod 2).
Vi far endvidere brug for felgende ssetning kendt fra 3AL:

Seetning 14.9. For et ulige primtal p gelder:
Qvp) € Q, = p=1(mod4)
Q(/-p) CQ, ©p=3 (mod 4).
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Eksplicit Realisering af Fj,,_;)/2 som Galoisgruppe over Q for Primtal p =3
mod 4.

For et ulige primtal p der er = 3 (mod 4) vil vi eksplicit realisere Frobeniusgruppen
F,(p—1)/2 som Galoisgruppe over Q. [Fp(p,l)/g er undergruppen i L, = F,,_1) af orden
p(p—1)/2 bestiende af alle permutationer {x — ax +b|a € (Z/Zp)*\ 0,b € (Z/Zp)}.]

Specielt far vi eksplicit realiseret de ikke-abelske grupper af orden 21 og 55 som
Galoisgrupper.

Vi benytter overvejelserne fra 14.1-14.3. Hvis g er en primitiv rod modulo p og p = 3
(mod 4) vil den ved —g bestemte rstklasse modulo p have orden (p—1)/21 (Z/Zp\0,-).
Vi sgger derfor et a1 Q, \ QF, men ap(a) € QF, hvor p som szedvanlig er den automorfi
i Gr(Q,/Q), der sender en primitiv p-te enhedsrod € over i €9.

Seetning 14.10. Lad a og b vere tal i Z sa a = b (mod 2) og ab ikke er deleligt med p,
hvor p er et primtal der er =3 (mod 4). Da er <‘12%b2p) . (%) et brugbart .

Inden beviset bringer vi et alment lemma, der er interessant i sig selv og er meget
nyttigt.

Abel’s Lemma. Lad K vere et legeme af karakteristik 0 og p et primtal. For ethvert
a1 K gelder:
P — a er reducibelt i K[x] < xP —a har en rod i K.

Bevis for Abel’s Lemma. <: klart.
=: Antag zP — a er reducibelt. Inden for spaltningslegemet for P —a over K galder

p—1

¥ —a= H(:v—ﬁai),

1=0

hvor ( er et element i spaltningslegemet, hvis p-te potens er lig a og € er en primitiv
p-te enhedsrod.

Néar 2P — a er reducibelt i K[z], ma der findes et t, hvor 1 <t <p—1, sa 8¢ - (p-te
enhedsrod) ligger i K. Folgelig ma P! ligge i KP. (Her betegner K? den multiplikative
gruppe af fra 0 forskellige p-te potenser i K.) Da [P = a slutter vi at a® € KP. Da
endvidere a? tilhgrer KP? og (t,p) = 1, fas, at a ligger i KP, dvs. 2P —a har en rod i K.
O

Beuvis for Setning 14.10. Vi bemaerker fgrst, at p.gr. af Seetning 14.8 vil
-1

<“2%l’2p) e (%) virkelig ligge i det p-te cirkeldelingslgeme Q,,. Med de hidtige
betegnelser vil restriktionen af p til Q(y/—p veere kompleks konjugering, hvorfor

ap(a) = (w)%l.(“+52\/——p).(a2+b2p)p7_1.(%) _ (M)p

4 4 4

der ligger i QF.
Vi skal godtgere, at « ikke ligger i QP. Vi viser fgrst, at a ikke er p-te potens af et
tal i Q(v/—p).
Antag a = ~P for et v i Q(v/—p).
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Ifl. Bemaerkning 14.5 matte « vaere et helt algebraisk tal i Q(y/—p) og kunne derfor
ifl. seetning 14.8 skrives pa formen (¢ + dy/—p)/2, hvor c og d ligger i Z og ¢ = d (mod
2). Vi matte da have:

(#499) 7 (e23) - (o)

(Cp + (B)er~tdy/=p + (B)c2d*(—p) + -+ + dP(—p) T \/—_p)
op

Ved at identificere imagineerdelene pa hgjre og venstre side og at udnytte (1), (%),
- (pfl) er delelige med p fas da:
p—1
(a2 + b2p) > b=0 (mod p),

hvilket er umuligt, da p hverken gar op i a eller b.

Altsa er « ikke p-te potens af et tal i Q(\/—p).

P.gr.af Abel’s lemma er 2P — « derfor irreducibelt i Q(y/—p)|x].

Antag der fandtes et v i Q,, sa 7P = a. Da ville 2P — a vaere lig Ir7(y, Q(/—p)

og dermed ville graden af v over Q(y/—p) veere p. Men dimensionen [Q, : Q(/—p)] er
(p — 1)/2. Modstrid! .

Seetning 14.11. Lad p vere et primtal =3 (mod 4) og a og b tal i Z for hvilke p t ab
oga=b (mod 2). Da er

2 2 pTil —
M=RNQ, \/(W) (%)

en normal udvidelse af Q med Frobeniusgruppen Fy,,_1y/2 som Galoisgruppe.

Bemerkning. Den ovenstaende p-te rod er kun bestemt pa neer en faktor, der er
en p-te enhedsrod. Men da den ovenstaende p-te rod skal adjungeres til et legeme der
indeholder alle p-te enhedsrgdder, fas samme legeme M uanset hvilken af de p vaerdier
man velger.

p—1
Bewvis for Setning 14.11. Hvis N betegner legemet Q, (i)/(“z%b%) ° <%>>

viser konstruktionen, at Gr(N/Q) er den i setning 14.3 bestemte gruppe af orden
p(p—1), hvor c = —g og ¢ = (p — 1) /2. Centret for denne gruppe er (jfr. ssetning 14.4)
er cyklisk af orden 2. Da p(p — 1) = 2-( ulige tal), er centret den eneste undergruppe
i Gr/N/Q) af orden 2. Fixpunktslegemet for centret giver en normal udvidelse af Q
med Fj,,—1)/2 som Galoisgruppe. Kompleks konjugering er en automorfi af orden 2, sa
centret bestar af identiteten og kompleks konjugering. Det omhandlede fixpunktslegeme
er derfor RN N. O

Vi vil nu angive eksplicitte irreducible p-te gradspolynomier i Q[z], hvis spaltningslege-
mer over Q har Fj,,_1)/2 som Galoisgruppe.
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Vi skriver

2, 2.\ o /= 2 4+ p2p\?
(#) .(W): (%bp) - (cosf + isind),

a

Va2+b2p
Realdelene af de p rgdder i’/ <“2J§17pr> . <%‘/__p) er tallene

2 1 p2 0 + 2k
,/%-cos( tem ) k=0,1,2,...,p—1.
b

Vi far nu brug for de sakaldte Tschebycheff polynomier.

hvor cosf =

Seetning 14.12. For ethvert naturligt tal n findes et n-te gradspolynomium T, (x) €
Z|x], sa cos nx = T,(cos x).

Bewvis. Ifl. ”de Moivres formel” er
cos nx + isin nz = (cosx + isinz)".

Ved anvendelse af binomialformlen pa hgjre side fas:

n

(cosz + isinx)" = cos™x + (T) cos” L x(isinz) + (2

)cos”_2x(—sin2x) + -
Da realdelen af hgjre side er cos nz, fas:

cos nx = cos"x + (n) cos”’Qx(—siDQx) + (n) cos”*4gc(sin4 ) EET

2 2

Da sin“x = 1 — cos“x, ser vi at cos nx bliver et heltalspolynomium i cos . O

Definition. T),(x) kaldes det n-te Tschebucheff polynomium (af 1-ste art).

Eksempler. Ti(z) = z; Te(z) = 222 — 1; Tz(x) = 423 — 3z; Ty(x) = 82t —
8x2 + 1; Ts(x) = 162° — 2023 + 5x; ;Tg(x) = 3225 — 482 + 1822 — 1; Tr(x) =
64" — 11225 + 5623 — Tx.

Et alment eksplicit udtryk er fglgende:

-1 -2

Der geelder rekursionsformlen

Th(z) = 22T, —1(x) — Th—2(x).
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For ulige (resp.lige) n er T),(z) en ulige (resp. lige) funktion i # (dvs. kun ulige (resp.
lige) potenser af x optraeder i T, (z).

Nu tilbage til Galoisgruppen for M /Q.

p—1

Realdelene af de p veerdier for f/ (“2’271’21’> . <%> er rgdderne i polynomiet

a’?+v%p-T, _ —a
Va2 +b%p

der er et polynomium i Q[z], da T,(z) er en ulige funktion.
Ovennaevnte polynomium kaldes G, (a, b, ).
Det er klart, at spaltningslegemet M for Gp(a,b, z) over Q er indeholdt 1 M.
Med notationerne fra ssetningerne 14.3 og 14.4 vil o give en cyklisk forskydning af

p—1
. D a?2+b2 2 a+by/—p
de p veerdier for \/(Tp> : <#p)

M er RNN og bestar derfor af de tal i N der er invariante under kompleks konjugering.
Som tidligere nzevnt ligger kompleks konjugering i centret for Gr(N/Q). Derfor vil
o(realdelen af et tal v i N) veere lig realdelen af o(v). Det medfgrer, at o giver en

=1
cyklisk forskydning af realdelene for de p vaerdier for i’/ <“2+f’2p) © (%).

G,(a,b,z) er derfor irreducibelt i Q[z], hvorfor specielt p gar op i dimensionen [M :

Q.
Vi har nu diagrammet
M— E
M-+ Gr(M/Q)=TM
Q- Gr(M/Q) (= transitiv undergruppe i Sp)

Da Gr(M/Q) er en transitiv undergruppe i S, og TM er normaldeler i Gr(M/Q) vil
ifl. lemma 9.1 T'M enten veere E eller en transitiv undergruppe i Sp. Hvis sidstneevnte
var tilfzeldet, matte p gd op i TM = [M : M]. Men da p ogsa er en divisor i [M : Q),
matte p? g op i [M : Q] = p(p — 1)/2, hvilket er umuligt.

Altsd er TM = E og dermed er M = M. O

Korollar. Lad p vere et primtal = 3 (mod 4) og a og b tal i Z for hvilke a = b
(mod 2) og p{ ab. Da er Gp(a,b,z) et irreducibelt p-te gradspolynomium i Q[x], hvis
spaltningslegeme over Q har Frobeniusgruppen Fyq,_1y/2 som Galoisgruppe.

Eksempler. For p =7 og a = b =1 vil man efter en simpel transformation [benyt, at
et n-te gradspolynomium f(z) vil have samme spaltningslegeme som z f(1)] fa, at

27 + 142% — 562* + 5622 — 16
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har Frobeniusgruppen Fy; som Galoisgruppe over Q.

For p =11 og a = b = 1 vil man pa lignende vis fa, at
2t — 3329 + 39627 — 20792 + 445523 — 2673z — 243

har Frobeniusgruppen Fs5; som Galoisgruppe over Q.
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