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Forord

Gennem en saerlig aftale varetages undervisningen i matematik pa erhvervsgkonomi-
matematikstudiet ved Handelshgjskolen i Kgbenhavn af Matematisk Afdeling, Institut
for Matematiske Fag, Kgbenhavns Universitet. Denne undervisning bestar af to kurser,
Matematik H1 og Matematik H2, der fglges pa henholdsvis forste og andet ar af studiet.

Matematik H1 er opdelt i to dele, nemlig et kursus i lineser algebra og et kursus i
matematisk analyse. Neervaerende notesset udger det skriftlige materiale til kurset i
lineser algebra. Det er beregnet til et halvt ars studier med 2 x 2 forelaesningstimer, 2 x 2
gvelsestimer samt en skriftlig aflevering om ugen. Saettet bestar af foreleesningsnoter,
35 hjemmeopgaver, 146 gvelsesopgaver og en samling af blandede opgaver.

I foreleesningsnoterne er der lagt vaegt pa en stringent gennemgang af matematik-
ken. Det betyder, at alle definitioner er omhyggeligt og praecist givet, og der bliver fgrt
bevis (argumenteret) for langt de fleste pastande. Formalet med at give disse beviser er
farst og fremmest, at det er gennem arbejdet med dem (naturligvis forenet med gvelses-
regning), at den dybe forstaelse nas. Men formalet er ogsa at praesentere den videnska-
belige matematiske metode. Det er formalet med de fleste videnskaber at finde frem til
“sandheder”, men matematik adskiller sig ved at kraeve absolut sandhed. I matematik
kan et udsagn ikke veere nogenlunde rigtigt. I andre teorier, som f.eks. gkonomi, ville et
sadant krav veere absurd; hvis bare virkeligheden beskrives godt (efter en given male-
stok) betragtes teorien som vaerende “sand”. Det er efter min mening vigtigt, nar man
arbejder med matematisk gkonomi, at man behersker metoderne fra begge omrader,
saledes at man kan overskue hvad der er “sandt” i hvilken forstand.

Som regel praesenteres beviserne med mange detaljer, men det er, som med al mate-
matisk laesning, alligevel ngdvendigt at laeseren hele tiden stopper op og taenker hvert
enkelt skridt igennem, for det naeste tages. Den matematiske sprogbrug er tit meget
kortfattet, og der bruges en raekke faste vendinger, som det er helt afggrende at forsta
den preaecise betydning af (f.eks. er “hvis” ikke det samme som “hvis og kun hvis”). Det
kan vaere en langsommelig, og af og til maske kedelig, proces, og det kan undervejs
blive sveert at se skoven for bare traeer. Forhabentlig kan gvelser og forelaesninger her
bidrage til at fremhaeve de centrale (og smukke!) punkter i teorien.

Forfatteren til notesaettet, Niels Vigand Pedersen, afgik alt for tidligt ved deden i
1995. Da det ikke har veeret muligt at finde filen med kildeteksten, har det veeret ngd-
vendigt at genskabe kildeteksten (i IZTEX) pa grundlag af den seneste udgave (1998) ved
Henrik Schlichtkrull. Overassistent Dita Andersen har ydet en forbilledlig indsats ved
skrivning af manuskriptet.

Kgbenhavn, juli 2000 Asmus L. Schmidt
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Forord til 2. udgave

Dette oplag er en revideret udgave i forhold til tidligere. De vaesentligste sendrin-
ger er fglgende: Hvor noteseettet tidligere udelukkende har beskeaeftiget sig med reelle
matricer behandles nu bade reelle og komplekse matricer. Desuden er de vigtigste saet-
ninger tydeligere typografisk fremhaevet, og der er tilfgjet forskellige “opskrifter” hvor
vigtige metoder er skematisk beskrevet. Derudover er der indfgrt en saerlig notation for
koordinatsgjlen for en vektor med hensyn til en given basis, for matricen for en line-
er afbildning med hensyn til givne baser samt for koordinattransformationsmatricen
for overgang fra en gammel basis til en ny basis. Denne notation er inspireret af en
notation med fodtegn gaende tilbage til noter af Hans-Bjgrn Foxby fra 1990’erne — en
notation der ggr det nemmere at huske de ngdvendige formler.

Sidst men ikke mindst er der tilfgjet en reekke grafiske illustrationer dygtigt udfert
af Rune Johansen.

Kgbenhavn, oktober 2009 Morten S. Risager
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1. Lineaere atbildninger og matricer

I dette kapitel introducerer og studerer vi reelle og komplekse n-dimensionale rum,
samt sakaldte linesere afbildninger mellem sddanne rum. Det viser sig at de linezere
afbildninger kan repraesenteres ved rektanguleere talskemaer : sakaldte matricer. Bade
talskemaerne og de n-dimensionale rum kommer til at spille en central rolle i hele
bogen.

1.1. Talrummene R®, C".

De naturlige tal betegnes med N, de reelle tal betegnes med R og de komplekse tal
betegnes med C (jvf. A.1). Lad F veere enten R eller C og lad n veere et naturligt tal.
Meangden af alle n-talsaet

x=(x1,"",%n),
hvor x1,---,x, ligger i F, betegnes med F". Vi kalder ogsa x for en vektor i F". Talle-
ne x1,---,x, kaldes koordinaterne for vektoren x. Det er ofte bekvemt at skrive x =
(x1,--+,x,) som en n-talsgjle
X1
x=
Xn

Denne — dobbelttydige — skrivemade er kendt fra regning med (koordinater for) vektorer
i planen, der jo betegnes bade med f.eks. (x,y) og (;)

For en vektor
X1

1R
Il

Xn

i F” og et tal A € F defineres vektoren Ax (“x multipliceret med 1”) ved

Ax1
Ax =
Axy,



1. Lineaere afbildninger og matricer

Med —x betegner vi vektoren (-1)x, altsa

—x1
—Xx=
—x,
For to vektorer
X1 )1
x=1:1,y=|:
Xn Yn

1" defineres vektoren x + y (“summen af x og y”) ved

x1t+y1
xt+y= :
Xn+Yn

Med x — y betegner vi vektoren x + (—y), altsa

X1—)1
X—y= :
Xn—Yn
Med disse definitioner af —x og x—y opnas, at vi kan regne med minustegn pa seedvanlig
made.

P G,
———— e

Figur 1.1.: Regneregler for vektorer i R?.

Et udtryk af formen Ax + py kaldes en linearkombination af x og y.



1.1. Talrummene R", C".

Eksempel 1.1.1 Hvis vektorerne x og y i R* er givet ved

1 3
| -3 B 5
X= 2 ’ Z - -1
4 -2
er
1 3 2 3 5
-3 5 -6 5 -1
26+y=2 o [H] 1 |7 4 | 21 |7 3
4 -2 8 -2 6
&
Nulvektoren o i F* defineres ved
0
o=1:]
0

En vektor x € F"?, der ikke er nulvektoren, kaldes en egentlig vektor.

Vi har nu defineret to operationer pa vektorer i F”, nemlig multiplikation af en vektor
med et tal (skalarmultiplikation) og dannelse af to vektorers sum (addition). Om disse
operationer geelder folgende regneregler, der i tilfeeldet n = 2 er bekendte fra regning
med (koordinater for) vektorer i planen.

Seetning 1.1.2 (Regneregler for vektorer i [") For vilkdarlige vektorer x, y, z i "
og vilkarlige tal A, piF geelder:

VI: (x+y)+z=x+(y+2).
V2: x+o0=x.

V3: x+(-x)=o.

V6: (A+pwx = Ax + px.

V7: (Awx = Apux).

V8: 1x =x.
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Bevis. Disse regneregler fglger let af de tilsvarende regneregler for de reelle og kom-
plekse tal. Vi ngjes med et par eksempler. Lad
X1 Y1 z1
x=|:,y=|:|-2=
Xn Yn Zn

veere vektorer i . Der gaelder da:

xX1+¥1 21 xX1+y1+2z1
@+y)+z= = |+|:|= :
Xn+Yn Zn Xn+Yntzn
og
X1 yitzi X1+y1+z1
x+(y+2)=:|+] ¢ |= :
Xn Ynt2n Xn+Yntzn

Heraf ses, at (x+y)+z = x+(y+2), altsd er V1 opfyldt. For f.eks. at indse, at V5 er opfyldt

skriver vi
x1+y1 Mx1+y1) Ax1+ Ayt

/1(§+z) =A : = : = :
XntYn A(xn'i'yn) Axn"'Ayn
0og
Ax1 /1y1 Axq +/1y1
Ax+Ay=| 1 [+]| P |= : ;
B Axy, AYn Axy + Ayn

hvoraf gyldigheden af V5 aflaeses. De gvrige regneregler bevises efter et tilsvarende
mgnster. a

Den feelles veerdi af (x +y)+z og x+(y +2z) (regneregel V1) betegnes x+y+z. Den feelles
veerdi af (Apu)x og A(ux) (regneregel V7) betegnes Apux.

Eksempel 1.1.3 Hvis vektorerne x, y, z er givet ved

1 3 2

| -3 _ 5 _ 0

= 2 P27 -1 P27 1

4 -2 -1

er

1 3 2 -1
-3 5 0 -1
20+y—-3z=2 9 |*] —1 -3 1= 0
4 -2 -1 9



1.1. Talrummene R", C".

For to vektorer
X1 )1

x=1:1,y=
Xn Yn

1" defineres skalarproduktet x -y ved
Xy=x1y1+ " +XnYn,

ogsa betegnet Z;‘:lx iy;. Her henviser y til den komplekse konjugerede af y (Jvf A.3)
(Sa hvis y e Rer y = y.) Om skalarproduktet geelder fglgende regneregler, der i tilfeeldet
n =2 F =R er bekendte fra regning med skalarprodukt af vektorer i planen. )

Seetning 1.1.4 (Regneregler for skalarprodukt) For vilkdrlige vektorer x, y, z i F"
og vilkarlige tal A € F gelder:

Sl: (x+y)-z=x-z+y-2
S2: (Ax)-y=Mx-y)

S3: x-y=y-x

S4: x-x=20

S5: x-x=0=>x=0

Bemerk at hvis F =R siger S3 blot atx-y=y-x

Bevis. Regnereglerne S1, S2 og S3 falger let af de tilsvarende regneregler for de reel-
le/komplekse tal. Vi ngjes derfor med et enkelt eksempel. Lad

X1 Y1 21
x=[:|2=|:1]-2=
Xn Yn Zn
veere vektorer i . Der gaelder da:
xX1+y1 Z1
(x+y)-z= : :
Xn+Yn Zn
=@1+y1)z1+ -+ (@xn + Yn)zn
=x121+ Y121+ +Xpn2n + YnZn

og
x-z2+y-z2=@1Z1+  +x220) + (Y121 + - + YnZn)

=x121+ Y121+ +Xpn2pn + Yn2n.
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Heraf ses, at (x+y)-z =x-z+y-z, altsa er S1 opfyldt. Beviset for regnereglerne S2 og
S3 felger et tilsvarende mgnster.
Gyldigheden af S4 og S5 fglger umiddelbart af, at

XX =X1X1+ -+ X%,
samt at der for alle x € F gaelder xx = 0 med lighedstegn netop hvis x = 0. O
For en vektor x € F" defineres leengden af vektoren x som tallet
x| = /% x.
Denne definition giver mening da x-x = 0 (S4). Vi bemaerker, at |x| = 0 netop hvis x = o,
og at [Ax| =|A||x| for AeF, x e F".
To vektorer x og yi " siges at veere ortogonale, hvis

x-y=0.

Eksempel 1.1.5 Hvis x, y i R? er givet ved

A3

xy=2-T+(-3)-1+6:(-2)=-1

er

0g

2l = V22 +(-3)2+62 = V49 =7, |yl = V72 +12+(-2)? = V54 = 3V6.

&
Eksempel 1.1.6 Hyvis x, yi C? er givet ved
_ 0 _ l
L5 1= P27 244
er
x-y=0-(-1)+(1-i)(2-i)=1-3i
og
kI =v0-0+(1-0)-(1+1)=V2, |yl = Vi- (=) +@2+i)2-i) = V6.
&



1.1. Talrummene R", C".

Vektorerne

1 0 0
0 :
21_ ’ 92]': 1 —J ,en:
: 0
0 0 1

kaldes standard enhedsvektorerne i F". Der geelder, at le;| =1 og e;-e; =0 for i # j
(Overvej!).

A
1
I
I

-———

Figur 1.2.: Standardenhedsvektorer i R? og R3.

Hvis

X1

18
Il

er en vektor i F”* gaelder, at

£2x1€1+...+xngn’

og at

K
<

Il
1R
|



1. Lineaere afbildninger og matricer

1.2. Matricer
En matrix® er et rektangulaert talskema af formen
a1l a2 ... Qin
A- az1 a2 ... Q2
Aml @m2 .- Qmn

hvor a;; liggeri[F. Hvis F = R kaldes A en reel matrix og hvis F = C kaldes A en kompleks

matrix.
Den i’te reekke i A, der ogsé betegnes Ali, *], er

(@i1-..ain),
og den j’te sgjle i A, der ogsi betegnes A[x, j], er

alj

Amj
Tallet a;; star i den i’te reekke og den j’te sgjle og betegnes ogsa Ali, j1. Det kaldes den
ij’te indgang. Matricen A har m raekker og n sgjler, og bestar saledes af mn tal fra F. Vi
kalder ogsa A for en m x n-matrix.
Vi kan opfgltte A som opbygget af n m-talsgjler, og omtaler

a11 Q1n

som matricens sgjlevektorer . Den j’te sgjlevektor er

En matrix, hvori alle elementer er lig 0 kaldes en nulmatrix. Nulmatricer betegnes 0

eller 0, .
Eksempel 1.2.1 En 3 x 2-matrix ser saledes ud

11 Q12
a1 a2 |.
aszr as2

10rdet matrix bgjes pa fslgende made: en matrix, matricen, flere matricer, alle matricerne.



1.2. Matricer

&

Eksempel 1.2.2 Matricen
0 -1 4 -7 3
-5 5 0 8 10

har to reekker og fem sgjler, og er altsé en reel 2x5-matrix. Her er A[1, x] = (0 -1 4 -7 3),
-1

é[*,le( .

),é[2,4]=8. *

I stedet for at opskrive matricen é i et skema bruges ogsa den kortere skrivemade
A =(aij)1<ism,15j=n-
Som en forkortelse af dette udtryk skriver vi ofte kun
A =(aij)m,n

og fremhaever, at dette sidste udtryk altsa er ensbetydende med

ailr ... Qin
4 =
Am1l --- Qmn
En n x n matrix
ailr ... Qin
apl ... Qnn

kaldes ogsé en kvadratisk matrix. I en kvadratisk matrix siges a;; at sta i diagonalen
dersom i = j, og uden for diagonalen dersom i # j.

En kvadratisk matrix, hvori alle elementer uden for diagonalen er lig 0 kaldes en
diagonalmatrix. En diagonalmatrix hvori alle diagonalelementer er lig 1 kaldes en en-
hedsmatrix. Enhedsmatricer betegnes E eller E, ,, dersom man gnsker at fremhaeve

raekke- og sgjleantal. Enhedsmatricer har altsa formen

1 0 ... 00O
01 ..00
117: S .o
oo ... 10
00 ... 01

Det ses, at den j’te sgjlevektor i E netop er den j'te standard enhedsvektor i [".



1. Lineaere afbildninger og matricer

Eksempel 1.2.3 De fglgende matricer er eksempler pa diagonalmatricer:

2 00 -0 00 100
00 0 0
0 -3 0], ) ,{ 0 1 0.
0 o0 1 0 0 5+71 0 00 1
00 0 0
Den sidste af disse matricer er en enhedsmatrix. &
En kvadratisk matrix
ail] ... Qip
4 =
anl e ann

kaldes en nedre trekantsmatrix hhv. gvre trekantsmatrix dersom a;; = 0 for alle i og
J med i < j hhv. i > j. En nedre trekantsmatrix hhv. gvre trekantsmatrix er altsa en
matrix af formen

a;; 0 ... O a1 a2 ... Qi
.. : 0 a a

as1 Qa9 . : 22 ... 2n
. . ’ hhv. . . . .
0 : . . :

Gnl Gn2 ... Qnn 0 ... 0 apy

Eksempel 1.2.4 De fglgende matricer er eksempler pa nedre trekantsmatricer:

2 00 L0 00 2 00
30 00
13010, 74 5ol 000
-4 01 02 2 0 00 3

og de felgende matricer er eksempler pa gvre trekantsmatricer:

2 -1 3+2i _é 8 g 2 2 00
0 -3 21, ,1 0 0 0. &
0 0 1 005 -1 0 0 3
000 O
En m x 1-matrix har formen
ail ax
eller blot
am1 Am

og kaldes en sgjlematrix, og en 1 x n-matrix har formen

(a11...a1p) eller blot (aq...a,)

10



1.2. Matricer

og kaldes en reekkematrix.
Det ses, at vi nu har to mader pa hvilken vi kan navngive en n-talsgjle

X1
’
Xn
nemlig
X1 X1
x=[:] og X=
Xn Xn

I forste tilfaelde kalder vi sgjlen for en vektor, og i andet tilfaelde kalder vi sgjlen for
en (sgjle-)matrix. Det er bekvemt at have disse to muligheder for navngivning af en
sgjle; det athaenger af sammenhaengen hvilken man bruger, men vi vil i gvrigt ikke
skelne skarpt mellem de to muligheder. P4 samme made som vi taler om en matrices
sgjlevektorer, taler vi om en matrices sgjlematricer.

Matricerne
1 0

Evi=|:]En=|:
o -
kaldes for standard enhedssgjlematricerne.
Er der givet en m x n-matrix A og en m x p-matrix B kan man danne en m x (n + p)-
matrix C ud fra A og B’s sﬂjler_ved at opskrive B’s s;gjler efter A’s sgjler. Matricen C
kaldes en blokmatrix med blokkene A og B og man skriver ) B

c=(4 5)

Tilsvarende kan man sla flere matricer sammen og opna blokmatricer af formen

A=(Ar .. A,

Er specielt Ay,---,A, sgjlematricer med m elementer, er

A=(Ar .. A

en m x n-matrix, hvis j’te sgjlematrix er A ;. Er tilsvarende a,, - ,a, vektorer i " kan
disse opfattes som sgjlematricer, og vi benytter da ogsa betegnelsen

A=(a; ... ga,)

for den m x n-matrix A, hvis j’te sgjlevektor er a -

11



1. Lineaere afbildninger og matricer

Eksempel 1.2.5 Hvis

er
2 -1 0 0 2
({11_3): -3 -2 2 -8 4|,
1 0 -1 3 3
og hvis
2 -3 0 1
a; = -1 , Qg = 0 , Qg = -4 Q= 1],
0 2 4 1
er

Lad
all aig ... Qin
aai a9 ... Qopn
4 =
aml amz cee amn

vaere en m x n-matrix med indgange i F, som vi minder om er enten R eller C. Til A
knyttes en afbildning f :F* — F" ved fastseettelsen

X1 a11x1+--+ainXn
Xn Am1X1+ - +aQmnxn

Definition 1.3.1 En afbildning f :F" — F™, der pa denne mdde er knyttet til en m x n-
matrix A, kaldes lineser.?

2Hvis F = R omtales afbildningen til tider som reelt linezer og hvis F = C omtales den som komplekst
linezer.

12



Eksempel 1.3.2 En linezer afbildning f : F2 — F3 har formen

X1 a11x1 ta12%2
f( ): a1x1 +agexs |.

X2
a31x1 +a32x2

Eksempel 1.3.3 Afbildningen f : R? — R? givet ved

X1
f iz _ —x9 +4x3— Txy + 3x5
317\ —5xq +5x9 +8x4 + 10x5
X4
X5

er lineeer, idet den er givet ved matricen

0 -1 4 -7 3
-5 5 0 8 10 )°

1.8. Lineaere atbildninger

[ )

Eksempel 1.3.4 En fabrik fremstiller to varer X; og X2 under anvendelse af tre rava-
rer Y1, Yo og Y3. Hvis der dagligt fremstilles x1 enheder af X1 og x9 enheder af X9 siger
vi, at fabrikkens produktionsseet er (x1,x9). Hvis fabrikken dagligt forbruger y; enhe-
der af Y1, y2 enheder af Yo og y3 enheder af Y3 siger vi, at fabrikkens forbrugssat er

(¥1,¥2,¥3)-
Om den pageeldende produktion geelder, at

3 enheder af Y;
produktion af en enhed af X; kreever < 2 enheder af Y,
1 enhed af Y3

og

5 enheder af Y;
produktion af en enhed af Xy kreever < 5 enheder af Y,
3 enheder af Y3

Der er da fglgende sammenhaeng mellem forbrugssaet og produktionsseet:

y1 = 3x1 + 5xo
yo = 2x1+5x9
y3 = x1+3x9.
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1. Lineaere afbildninger og matricer

Lader vi f : R? — R® betegne den afbildning, der til et produktionssaet (x1,x2) knytter
det tilsvarende forbrugsseet (y1,y2,y3) ser vi, at

X y1 3x1 + 5x9
f( 1): yo|=| 2x1+5x2 |,
X2
¥3 X1+ 3x2

og dermed, at f er en lineeer afbildning givet ved 3 x 2-matricen
3 5
2 5].
1 3

Til en given m x n-matrix A = (a;;)m,, med indgange i F knytter vi altsa en linezer
afbildning f :F* — F™. Vi ser at

&

1 ail 0 A1n

0 asi 0 aan
f = s ’f =

0 am1 1 Amn

Med andre ord har vi:

Szetning 1.3.5 (Sgjlereglen) Den j’te sgjlevektor i A er lig med billedet ved f af den

J'te standard enhedsvektor.

Af denne s@tning fas umiddelbart:

Seetning 1.3.6 En linezr afbildning f :F" — F™ er knyttet til netop én m x n-matrix A.

Eksempel 1.3.7 Lad afbildningen f : R? — R? veere givet ved

2
X x4+
G- )

y x=y
Vi vil undersgge, om denne afbildning er linezer. Er f lineser, ma den tilhgrende matrix
ifplge sgjlereglen veere

1 1
a=(1 4l

14



1.8. Lineaere atbildninger

Men den til A hgrende lineaere afbildning g : R2 - R2 er s&

f[)-(5)

Det ses umiddelbart, at afbildningerne f og g er forskellige, og derfor er f ikke linezer.
Idet a j betegner den j’te sgjlevektor i A

kan Satning 1.3.5 udtrykkes:

f(gj):QJ, l1<j<n.

For en vektor

X1
x=
Xn
i R" finder vi sa fglgende udtryk for f(x):
X1 aiixi+---+ainxn
fFli] = .
Xn Am1X1t -+ AmnXn
ai11xy A1nXn
= + .. 4
aAm1X1 OmnXn
ai a1n
= x| 0 [Feera| 0|
am1 Amn

altsa
f@)=x1a;+ - +xa,.

Eksempel 1.3.8 Den lineare afbildning f fra Eksempel 1.2.2 kan skrives

-1\ (LT ). 3
5 7% o) T 8 "% 10 )

X1
flxs =x1( _5 )+x2
X4
X5

15



1. Lineaere afbildninger og matricer

Den identiske afbildning pa F", dvs. den afbildning e : F"* — " for hvilken e(x) = x for
alle x € ", er linezer, idet den er givet ved n x n-enhedsmatricen E. &

Den neeste saetning viser at man lige sa godt kunne have defineret begrebet lineaer
afbildning pa en anden made. Man kunne nemlig have valgt at lade L1 og L2 nedenfor
veere definitionen af hvad det vil sige at en afbildning er lineser. Bemark at en sadan
definition ikke ville henvise til begrebet matrix.

Saetning 1.3.9 Lad [ :F* — F" veaere en linezr afbildning. Da gzlder
L1: f(Ax) =Af(x) for alle x € ", A €F.

L2: fx+y)=f@)+f(y) for alle x,y € F".

Huvis omvendt [ :F* — F™ er en afbildning, sa L1 og L2 er opfyldt, da er f en lineser
afbildning.

Bevis. Antag fgrst, at f er linezer, og lad A vaere den tilhgrende m x n-matrix. Idet

ay, - ,a, betegner sgjlevektorerne i A gaelde;' for en vilkarlig vektor
x1
x=|:
Xn
iF”, at

Men da

gaelder
f(Ax)

Axiaq +-+ Axna,
= Mxiag+---+xpa,) = Af (x).

Dette viser, at L1 er opfyldt. For at vise at L2 er opfyldt bemaerker vi, at der for vilkarlige

vektorer
X1 y1

&
Il
[
Il

Xn Yn

16



1.8. Lineaere atbildninger

geaelder, at
X1+y1
xX+y= : ,
Xnt+Yn
og derfor er
fla+y) = (i+yda;+-+@xn+ynla,

= X107 tYy18;t--+xpa, +ynQ,
= (x1ay+-+xpa,)+(y10;+-+yna,)
= f@+f.

Dette viser, at L2 er opfyldt.
Antag nu omvendt at f : " — F™ er en afbildning, s4 L1 og L2 er opfyldt. Seet a ;=
f(gj), lad A veere m x n-matricen

é:(gl eoa,),

=n
og lad g : " — ™ vaere den lineaere afbildning, der er knyttet til A. Der gaelder

glx) = xia;+--+xma,
= x1f(e))+--+xnf(e,)
= f(xie))+--+f(xpe,) (her benyttes L1)
= f(x1e;+---+x,e,) (her benyttes L2)
= f(x).
Dette viser, at afbildningen f er lig med afbildningen g, og dermed at f er linezer. O

Se figur 1.3 for en grafisk illustration af Saetning 1.3.9.
Vi slutter med fglgende

Seetning 1.3.10 Huvis f :F" — ™ er en linezer afbildning knyttet til matricen A = (a;j)mn

geelder, at
aij=f(2j)'gi, l<i<m,l1<j<n.
Bevis. Hvis
a;=

er den j’te sgjlevektor i A geelder (overvej), at
a;;j=a;-e,.

=j =i

Men da a;= f(gj) ifplge sgjlereglen fas heraf, at a;; = f(gj) ‘e O
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1. Lineaere afbildninger og matricer

f(2x)=2f(x)

_______-‘.v________________>.

Figur 1.3.: Szetning 1.3.9. En linezer afbildning f: R?2 — R? opfylder at f(Ax) = Af(x) og
fx+y)=f@)+f(y) for alle x,y e R* og A €.

1.4. Matrix algebra

Vi vil nu definere 3 regneoperationer for matricer: multiplikation med skalar, addition
og multiplikation.

For
a1 ... Qip
A= =(aij)
Am1 oo Amn
defineres
/1(111 Aaln
1A = =(Aaij),
A/aml cee //Lamn

dvs en skalar ganges med en matrix ved at gange hver indgang med den pagseldende
skalar.

For

ailr ... Qin bi1 ... bin

1>
1l

1oy
Il

aml ... Amn bml bmn

18



1.4. Matrix algebra
hvor A og B begge er m x n matricer, defineres

a11+b11 a1n+b1n

>
+

[lvs)
Il

: =(aij+bij),
Am1 +bm1 oo Qmnt bmn
dvs to matricer af samme stgrrelse laegges sammen ved at leegge de enkelte indgange
sammen parvis.
For
ailr ... a1p bll bln

>
Il

oy
Il

Am1l - Gmp, bp1 ... bpn
hvor A er en m x p-matrix, og B er en p x n-matrix, defineres C = AB, som den m x n-
matrix B -
Ci11 ... Cin

for hvilken

cij:ai1b1j+---+aipbpj, l<si<m,l1<j<n,

eller anderledes udtrykt

b
cij= ) airbr;
k=1

= Ali, *]-B[*,J] ,1<i<m,1<j<n.

Se ogsa figur 1.4 for en grafisk illustration af matrixmultiplikation. Bemeerk, at for at
produktet AB skal veere defineret skal antallet af sgjler i A veaere lig med antallet af

raekker i B.

Eksempel 1.4.1 Hvis

er
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1. Lineaere afbildninger og matricer

B : p reekker n sgjler

/bJ.l/—-T—' . b1

{0

C1j Cin

a,:nl a:nk a,:np Cr;l C,:nj C,:,m

A : m raekker p sgjler ‘ C =AB : m rekker n sgjler

Figur 1.4.: Matrixmultiplikation

Eksempel 1.4.2 Hvis

ai; a2 b b
A=laz ap| og B= (b21 b22)
as1 as

er en 3 x 2-matrix hhv. 2 x 2-matrix er

a21b11 +agba1 a21b12+agsbas |.

a11b11+ai2b21 ai1biz+ai12bag
AB =
a31b11+aszba1 aszibiz+assbag

&

Eksempel 1.4.3 Vi udregner et produkt af en 2 x 3-matrix og en 3 x 4-matrix. Den re-
sulterende matrix bliver en 2 x 4-matrix.

o 3 5 (1 101
1o a2]l2 021
0 531
[ 8 23 21 10
“l-1 11 6 1)
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Eksempel 1.4.4

Seetning 1.4.5 For matrixregning geelder fplgende regneregler:
M1:

M2:
Ma3:
M4:
M5:
Mé:
M7:
MS:
Mo:
M10:
M11:

M12:

(A+B)+C=A+B+C)
A+0=4
A+(-8)=0

A+B=B+A

AA+B)=14+1B
(A+u)é 2/113+ué
(AA = MpA)

14=4

MAB) =(1A)B = A(AB)
AB+C)=4B+AC
4+B)C=4C+BC

(4B)C = ABC)

1.4. Matrix algebra

Her er 0 nulmatricen, og —A = (-1)A den matrix, der fremgar af A ved at skifte

fortegn for alle elementer i A. Sidstnaevnte matrix kaldes A’s modsatte matrix.

Bemeaerk, at det er et krav, at operationerne 1 M1-M12 skal vaere definerede, det vil
sige at de relevante matricer har passende stgrrelser.
Reglerne bevirker, at man stort set kan regne med matricer som med tal, men med
to betydningsfulde forskelle. Man kan ikke umiddelbart dividere med en matrix, og der
gaelder normalt ikke

AB=BA.
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1. Lineaere afbildninger og matricer

hvilket ses af Eksempel 1.4.4. Faktorernes orden er altsa ikke ligegyldig for matrixmul-
tiplikation. Derimod kan man udelade parenteser ved produkt af 3 eller flere matricer,
hvilket er en konsekvens af den vigtige regel M12, den sdkaldte associative regel for
matrixmultiplikation.

Bevis. De farste 11 regneregler er alle simple at vise. For at vise M12 indfgrer vi ele-
mentsere matricer

0O --- 0 --- 0
;=0 -+ 1 - 0f,
0O --- 0 --- 0

hvor der er 1 p4 plads (j, k) og 0 ellers. En vilkarlig m x n-matrix A kan derfor skrives

hvor alle de indgaende elementsere matricer er m x n.
Der gaelder abenbart for 2 elementaere matricer (der kan multipliceres)

1 k=m
Iiplyn=0pmlin, hvor O, = .
:J,k im,n km:J,n km {0 ellers

(Orm defineret pa denne made kaldes ofte Kroneckers delta.)
Det fglger nu, at

(AB)Q = (§ a]kIj,k § bmn-!m n) Crs{rs: a]kbmncrs (I]klm n)lr&
-0 T .k - m,n - r,s - j,kmnr.s -
ABO) = TauLin(LomlnnTentes) =5 5 T aubmerLis (Lnalrs).
- T - - j,km,nrs - - -

og derfor er (AB)C = A(BC), safremt

(LipLmn) Lrs =L (LmnLrs).

Af reglen for produkt af 2 elementaere matricer fglger, at

(gj,k£m,n) £r,s = 5km£j,n£r,s = 6km6nr£j,s,
£j,k (£m,n£r,s) = £j,k5nr£m,s = 6nr£j,k£m,s = 5nr5km£j,37
og det viser det gnskede. O
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1.4. Matrix algebra

Lad f:F* — ™ veere en lineger afbildning knyttet til m x n-matricen

ailr ... Qin
4:
Aml ... Amn
Der geelder da
X1 a11X1t - +a1pXn
f = (%)
Xn Am1X1t -t QmnXn

Hyvis vi skriver vektorer i F” som sgjlematricer

X1
)_{:

Xn

kan (*) udtrykkes ved hjalp af matrix multiplikation pa felgende made:

fX)=AX,
eller mere udferligt
X1 ailr] ... Qip X1
THE
Xn AQml1 ... Amn Xn

Vi skal nu se, at matrix multiplikation heenger ngje sammen med sammensatning af
linezere afbildninger. Fgrst et eksempel:

Eksempel 1.4.6 Lad de lineaere afbildninger f : R2 — R? hhv. g : R? — R? vaere givet ved

matricerne
1 -2
A:(2 0), hhv. B:( 2 1).

3 3 -1
Vi vil beregne den sammensatte afbildning z = f o g : RZ — R3. Der gaelder
X1 x1| X1y 2x1 + x9
o) = el el = 2005

—X1+X2

1-(2x1+x9)—2-(—x1+x9) 4x1 — x2
2-(2x1+x9)+0-(—x1+x9)| = 4x1+2x9 |.

3-(2x1 +x2)+3-(—x1+XQ) 3x1 + 6x9

Vi ser altsa at den sammensatte afbildning A = f o g er linezr, og at den er givet ved

3 x 2-matricen
4 -1
(_Z' =14 2.
- 3 6
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1. Lineaere afbildninger og matricer

Ved udregning ses, at C = AB. &

Saetning 1.4.7 Lad [ :FP — F" og g :F* — P vare linezre afbildninger. Den sam-
mensatte afbildning h = fog :F* — F" er da ligeledes linezer. Hvis [ svarer til m x p-
matricen A og g svarer til p x n-matricen B, da svarer h = f o g til m x n-matricen

Bevis. Daf:Y - AY,g: X - BX er fog: X — A(BX) =(AB)X, idet vi benytter den

associative regél for matrixprodukt. Men heraf fglger, at f o g er den linezere afbildning,
der svarer til matricen AB. O

Seetning 1.4.8 Idet A er en m x n-matrix gaelder

Emm

>
S

Enn=

1>

Bevis. Dette ses ved en simpel udregning, men falger ogsa umiddelbart ved at opfatte
A og Ep, , hhv. E;, ;, som matricer for linezere afbildninger. d

For en n x n-matrix A og et naturligt tal £ defineres den k’te potens af 4k af A ved

A*=A.. A (k faktorer).

Specielt bemaerkes, at 41 =A.

Vi bemearker igen, at ma_trixproduktet ikke er kommutativt, idet der for to n x n-
matricer A og B i almindelighed gaelder, at AB # BA.

For diagonalmatricer er matrixmultiplikation seerlig overskuelig. Hvis

/ln l’tn

er

Anbin
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1.4. Matrix algebra

Eksempel 1.4.9 Vi ser igen pa fabrikken fra Eksempel 1.3.4. Ravarerne Y1, Y2 og Y3
fremstilles af fabrikken selv ud fra to andre ravarer Z; og Zs. Om denne produktion
gaelder, at

1 enhed af Z4

1 enhed af Zy

b

produktion af en enhed af Y1 kraever {

0g
4 enheder af Z4
3 enheder af Z,

K

produktion af en enhed af Yo kraever {

og

10 enheder af Z;

0 enheder af Zo

Ved denne produktion beskrives den fremstillede mangde af varerne Y7, Y2 og Y3 ved

produktionssaettet (y1,y2,y3) og den hertil forbrugte meengde af Z; og Zs beskrives ved
forbrugsseettet (z1,z2). Mellem disse to seet gelder fglgende sammenhaeng:

produktion af en enhed af Y3 kraever {

y1+4y2+10y3
y1+3y2.

21

z2

Hvis g : R? — R? betegner den afbildning, der til saettet (y1, y2, y3) knytter det tilhgrende

st (z1,29), ser vi, at
y1 (z1)
gly2|= 29)

Y3
og dermed, at g er en lineger afbildning knyttet til 2 x 3-matricen

1 4 10

13 0)
Idet vi stadig benytter betegnelserne fra Eksempel 1.3.4 ser vi, at den sammensatte
afbildning go f : R?2 — R? knytter produktionssaettet (x1,x9) for varerne X; og X til

forbrugsseettet (z1,z2) for ravarerne Z1 og Z,. Ifglge Saetning 1.4.7 er den sammensatte
afbildning go f lineeer, og den er knyttet til produktmatricen

y1+4ys+ 10y3)
y1+3ye

(1410)22_(21 55)
13 0)(7 7 9 20

2)-(% 50 ()

Heraf sluttes
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1. Lineaere afbildninger og matricer

eller

21x1 + 55x9
29 = 9x1+20xs.

21

1.5. Invers matrix

Vi skal i dette afsnit se hvornar vi kan give mening til “division med en matrix”. Vi ser
forst pa den omvendte til en bijektiv lineser afbildning. Der geelder:

Seetning 1.5.1 Lad [ :F" — " vaere en bijektiv linezr afbildning. Den omvendte afbild-
ning f~1:F" — " er ligeledes linezr.

Bevis. Viviser, at f ! opfylder L1 og L2 fra Seetning 1.3.9. Ferst L1: Lad A € F og yE F”,
og st x = f1(y), hvoraf y = f(x). Der geelder s& f~'(dy) = f(Af(x) = f1(f(Ax)) =
Ax = )Lf‘l(z), altsé geelder L1. Dernsest L2: Lad y1,y2 € ", og seet x; = f‘l(zﬂ, X9 =
[~ (y2), hvoraf y1 = f(x1), y2 = f(x2). Der geelder f~'(y1+y2) = 1 (f(x) + f(x2) =
FUf(xy +x2) = x1 +x9 = f‘1(21) + f‘l(zz), altsa gaelder L2. Undervejs har vi adskil-
lige gange benyttet at f er linezer. O
Definition 1.5.2 En nxn-matrix A kaldes regulzer (eller invertibel), hvis den tilhgrende

linezere afbildning f : F* — F" er bijektiv. I givet fald kaldes den til =1 hgrende n x n-
matrix for den inverse til A og betegnes 4_1.

Eksempel 1.5.3 Vi betragter afbildningen f : R? — R? givet ved
X1 X1+Xx3
flag|=x1+x2
X3 X1 —X3
Denne afbildning er linezer, idet den er givet ved matricen

10 1
A=[11 ol
~ 10 -1

At f er bijektiv vil sige, at ligningen f(x) = y har netop en lgsning x € R3 for hvert yEe R3.
I koordinater betyder denne ligning

X1tx3 = y
X1+Xx2 = Y2
X1—%x3 = Y3.
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1.5. Invers matrix

Ved addition af farste og sidste ligning efterfulgt af division med 2 ses, at

x1 = 3(y1+y3),

der ved indsaettelse i forste og anden ligning giver
Xy = —3y1+Y2-3)3
X3 = 3YI— 33

Det ses heraf (samt ved at ggre prgve), at der for hvert y € R3 findes netop et x € R3 sa
y = f(x), altsa er f bijektiv og dermed er matricen A reguleer. Af de fundne udtryk for

. 1 x1 %y1+%y3
fhiloe| = o2 =2y +y2 - 393 ]
¥3 x3 3Y1— 33

Den tilhgrende matrix 4_1 kan herefter nedskrives:

ol

Det bemseerkes, at vi senere vil finde mere effektive metoder til at afggre om en kvadra-
tisk matrix er reguleer, og i givet fald finde dens inverse. &

X1,X9,X3 ses, at

0
1 -
0

DNO| DO | =N =
|
N[ =N | DN | =

Seetning 1.5.4 Der galder fplgende:

(1) Enhedsmatricen E er reguleer, og

El=E.
(2) Huvis A er reguleer, er 4_1 reguleer, og
(A™H1=A.
(3) Huvis é er regulzer er
ATA=AATI=E.

(4) Huvis A og B er regulzre, da er AB reguler, og
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1. Lineaere afbildninger og matricer

Bevis. (1) folger umiddelbart af, at den identiske afbildning er bijektiv, og har sig selv
til invers. (2) fglger af, at hvis en afbildning f er bijektiv, da er f~! bijektiv, og (f 1)1 =
f. (3) folger af, at hvis f er en bijektiv afbildning, da er f 1o f og f o f 1 begge lig med
den identiske afbildning. (4) fglger af, at hvis afbildningerne f og g er bijektive, da er
f o g bijektive, og (fog) =g lof1 jvf. A.2. for en neermere omtale af disse ting. O

Lad os herefter se pa hvornar diagonalmatricer er reguleere. Lad

A

1>
Il

An

veaere en diagonalmatrix. Den til A hgrende linezre afbildning er

X1 A1x1

Xn AnXn

Det ses umiddelbart, at f er bijektiv netop nar tallene 14,---,1, alle er forskellige fra
0, og i givet fald er den omvendte afbildning givet ved

AN el
=]
Yn ﬁy n
Af dette slutter vi umiddelbart falgende:

Seetning 1.5.5 En diagonalmatrix

M
An
er regulzer netop nar alle diagonalelementerne er forskellige fra nul. I givet fald er
M (£
An ) 1

An

For en n x n-matrix A har vi defineret den £’te potens for hvert naturligt tal k. Hvis

A er reguleer definerer vi for hvert naturligt tal £ den negative potens 4‘13 ved

4—}6 — (4—1)]6,
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1.6. Transponeret og adjungeret matrix

og vi sa@etter endvidere
A% =

”.b‘j

Herved har vi opnaet, at 4k er defineret for alle hele tal k. Det er ikke sveert at se, at
AklAkz :Ak1+k2
for alle hele tal k1,k9.

Vi slutter med en nyttig seetning, som vi senere (Seetning 2.6.6) skal bevise en forbed-
ret udgave af.

Seetning 1.5.6 Hvis A og B er n x n-matricer, sdledes at

>
[vs)
eS|

og B

>

- E,

da er A (og B) regulzr, og 4_1 =B (og

es)

_1:13)-

Bevis. Lad f,g : " — " veere de lineaere afbildninger der hgrer til A, hhv. B. Da er

fog=idgn og gof =idpn, hvoraf fas (A.2), at f (og g) er bijektiv, og f ! = g (og 4;7‘1 =f).
Dette viser, at A er reguleer, og 4_1 =B. O

1.6. Transponeret og adjungeret matrix

For en given m x n-matrix
ail ... Qip

>
Il

am1l oo Amn

definerer vi den transponerede matrix A som den n x m-matrix
/ !

aj; ... aj,
!/ !

a,; ... Qupy

hvorom det geelder, at

Vi har altsa
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1. Lineaere afbildninger og matricer

Matricen 4t opstar ud fra A ved at skrive fgrste raekke i A som fgrste sgjle i 4t, anden
raekke i A som anden sgjle i 4t, o.s.v. Der geelder derfor 4t[i,j] =Alj,il.
Vi definerer desuden den adjungerede matrix A* ved A™ = E 3 Bemeerk at hvis Aer

reel er 4t =A".

Eksempel 1.6.1 Hvis A er 3 x 2-matricen

a1 @12
=laz1 a22
as1 as2

>

er 4t givet ved 2 x 3-matricen

>

t_(au a2 031)
a2 age asg

og é* givet ved 2 x 3-matricen

«_[@11 @21 as1
A
a2 Qa2 asg

Eksempel 1.6.2 Hvis

0 -1 4 -7 3
é_( -5 5 0 8 10 )
er
0 -5
-1 5
Al=[ 4 o0
- -7 8
3 10
Hvis
X1
}_(:
Xn

er en sgjlematrix, er X ! rekkematricen givet ved

Xt=(e1 o ).

3Den konjugerede matrix E af en matrix B er den matrix man far ved at komplekst konjugere alle

indgangene i B. For en reel matrix gaelder der dermed at E = B. Bemark ogsa at (1_3_t) = (E)t.
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1.6. Transponeret og adjungeret matrix

Hvis
X1 Y1
x=|:|.v=|:
Xn

<
Il

Yn

er to sgjlematricer, er skalarproduktet af vektorerne x = X og y= Y givet ved

xy=X'Y.
)
Om transponering og adjungering af matricer geelder:
Seetning 1.6.3 For en vilkarlig m x n matrix é geelder
A% =A
(A=A
Bevis. Dette fglger af udregningen
(AN'Ti, j1= A"lj,il= Ali, ]
(A")[i,j1=Aj,il=Ali, jl1= Ali, ] o
Saetning 1.6.4 Idet A og B er vilkdrlige m x p- hhv. p x n-matricer gzelder
(AB)'=B'A".
(AB)"=B"A".
Bevis. Dette folger af udregningerne
(ABYLi,jl = (AB)lj,il=ALj,*1-BLx,1}
= B'[i,*]-A'[x,j]1=Bl*,il-Alj, *] = Alj, *]- Bl,i].
O

(B*AN, 1]
samt at Q_Q = EE for vilkarlige m x p- hhv. p x n-matricer C, D.
Seetning 1.6.5 Huis A er en regulzer n x n-matrix, da er den transponerede (adjungere-

de) ét (é*) ligeledes regulzer, og der gzlder
AH =@, @y t=@ahn
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1. Lineaere afbildninger og matricer

Bevis. Idet

>
[
||D:
Il
Iy
)
o)}
>
>
[
Il
eS|

fas af Seetning 1.6.4 at
4t(4—1)t — (4—14)1’ :Et :E og (4—1)1’41,‘ — (44—1)t :Et :E-
Herefter fglger resultatet af Seetning 1.5.6. Pastanden for A* fglger pa samme méade. O

Definition 1.6.6 Lad f :F" — ™ veere en linezer afbildning horende til m x n-matricen
A. Ved den transponerede linezre afbildning til [ forstds den lineere afbildning f* :

F™ — F", der hgrer til den transponerede matrix 4t. Ved den adjungerede linesere afbild-

ning (eller den konjugerede transponerede linezere afbildning) til f forstdas den linezere
afbildning f* :F™ — ", der hgrer til den adjungerede matrix A™.

Om adjungeret linezer afbildning mellem F” og ™ gaelder fglgende vigtige seetning:

Saetning 1.6.7 Lad [ :F"* — F"™ vaere en linezr afbildning. Der gelder da
f@)-y=x-f"(y) (%)

for alle vektorer x € F" og alle vektorer y € ™. Er endvidere g :F" — " en afbildning
for hvilken
f@)-y=x-8(y) (%)

for alle vektorer x € F" og alle vektorer y € F™, daer g =f".

Bevis. Idet vi skriver vektorerne x og y som sgjlematricer X og Y fés

fx)y=AX)Y =(X'AYY = XX

Vy=xf"(.

Dette viser at (*) er opfyldt. Antag at g :F” — [” er en lineaer afbildning, der opfylder
() for alle vektorer x € F" og alle vektorer y e F"". Daer 0= f(x)-y - f(x)-y =x-8(y) -
x-f* (y) =x- (g(y) f* (y)) for alle vektorer x € " og alle vektorer Y€ F™. Specielt for

; g(y) fr (y) fas 0= Ig(z) fr (Z)Iz, hvorafg(z) =f* (Z) for alle ye ™, og det viser, at
g=r". 0

En matrix A (@;j)m,n kaldes symmetrisk, hvis At A. Dette er ensbetydende med

atm=n,oga;j=aj foralle1<i,j<n.En lineser afblldnlng f kaldes symmetrisk hvis
den tilhgrende matrix er symmetrisk. Dette er ensbetydende med at f! = f.
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1.6. Transponeret og adjungeret matrix
En matrix A = (a;;)m,» kaldes hermitisk, hvis A* = A. Dette er ensbetydende med at

m=n,oga;;=a,; foralle1=<i,j<n.Enlineaer a_fbildIIing f kaldes selvadjungeret hvis
den tilhgrende matrix er hermitisk. Dette er ensbetydende med at f* =f.

Eksempel 1.6.8 Fglgende matricer er symmetriske
0o -1 2 0 0O
(? ;) , ] -1 3 5 1],]0 1 0}.
2 5 -4 0 01
Eksempel 1.6.9 Fglgende matricer er hermitiske
. 0 3+i 4i
( 2 ;) 1 3-i 3 2 |,
! —4i 2 -4

Af Saetning 1.6.7 fas umiddelbart

Saetning 1.6.10 For en selvadjungeret linezer afbildning [ :F* — F" gelder
f@)-y=x-f()

for alle vektorer x € I" og alle vektorer y € [".
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2. Raxkke- og sgjleoperationer
Lineare ligningssystemer

I dette kapitel skal vi se hvordan man ved at manipulere med matricer far et meget
kraftfuldt veerktgj til at lgse lineaere ligningssystemer. Vi skal udvikle en teknik hvor
man helt maskinelt kan afggre om m lineaere ligninger med n ubekendte har lgsninger,
og i givet fald finde dem.

2.1. Raekke- og sgjleoperationer

En given m x n-matrix
ail] ... Qip

am]_ cee amn

kan omformes til en ny m x n-matrix ved hjeelp af de sakaldte reekke- og sgjleoperationer.
Vi ser forst pa reekkeoperationer. Af sdidanne er der tre typer, nemlig

Type M: Multiplikation af en reekke med et tal ¢ # 0.

Type B: Ombytning af to reekker.

Type S: Addition af et multiplum af en raekke til en anden raekke.
(Her hentyder M til “multiplikation”, B til “byt” og S til “sum”.)

Eksempel 2.1.1 Vi viser nu eksempler pa de tre typer raekkeoperationer, og demon-
strerer samtidig hvorledes raekkeoperationer angives. Fgrst multipliceres forste reekke
i den nedenfor givne matrix med %, dernaest ombyttes forste og anden raekke og endelig
adderes den anden raeekke multipliceret med —2 til forste reekke:

1
—2 -2 4\x} (-1 -1 2 T—
1 -2 3 1 -2 3
1 -2 3)\-2R, 3 0 -1
-1 -1 2 -1 -1 2
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

Eksempel 2.1.2 To (eller flere) operationer, der ikke influerer pa hinanden (d.v.s. er
ombyttelige) kan udfgres i samme skridt:

0121 1 2 3\ -Ry 111
12 3[<—]|012 — 10 1 2.
2 4 6)x3 1 2 3/+3Ry 159

Til hver rekkeoperation svarer en omvendt reekkeoperation:

Den omuvendte til den raekkeoperation, der bestdr i at multiplicere den raekke med en
konstant ¢ # 0, er den raekkeoperation, der bestdar i at multiplicere samme raekke med %

Den raekkeoperation, der bestdr i at ombytte to reekker, har sig selv til omvendt raekke-
operation.

Den omvendte til den raekkeoperation, der bestar i at multiplicere en raeekke med en
konstant ¢ og addere den til en anden raekke, er den raekkeoperation, der bestar i at
multiplicere den samme raekke med —c og addere den til samme anden rekke.

Hvis man udferer en raekkeoperation pa en matrix, og pa den fremkomne matrix
dernaest udfgrer den omvendte reekkeoperation, kommer man tilbage til den oprindelige
matrix.

Eksempel 2.1.3 Vi udfgrer de omvendte til de i Eksempel 2.1.2 udferte raekkeoperatio-
ner, og kommer herved tilbage til den oprindelige matrix:

3 0 -1)+2Ry 1 -2 3 j
-1 -1 2 -1 -1 2

-1 -1 2)\x2 -2 -2 4
1 -2 3 1 -2 3 )

Tilsvarende er der tre typer sgjleoperationer, nemlig

Type M: Multiplikation af en sgjle med et tal ¢ # 0.

Type B: Ombytning af to sgjler.

Type S: Addition af et multiplum af en sgjle til en anden sgjle.

Eksempel 2.1.4 Vi viser nu eksempler pa de tre typer sgjleoperationer, og demonstre-
rer samtidig hvorledes sgjleoperationer angives:

2 2 -2 21 -2 1 2 -2 1 21
1 2 3 11 3 11 3 1 16)

T 1 +3S1

X

D[
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2.2. Trappematricer

2.2. Trappematricer

I sidste afsnit sa vi hvordan man kan séendre pa en matrix ved hjalp af reekkeoperatio-
ner. I dette afsnit skal vi klarggre hvilken s&endret form af matricen vi dermed prgver at
opna.

Lad A =(a;;)m,, vaere en m x n-matrix.

Definition 2.2.1 Matricen A kaldes en trin-1 matrix, hvis den har formen

0 0 a % *

0 0 0 % *
A= ,

0 ... 00 % ... %

hvor a # 0, og hvor * betyder, at der pd de pagealdende pladser kan std vilkarlige tal.
Tallet a kaldes da for matricens forste trin. Positionen (i,j) for forste trin i en trin-1
matrix er (1,j1) for 1 < j1 < n. Matricen A1, der fremkommer af A ved at slette forste

reekke kaldes restmatricen for trin-1 matricen A. Hvis restmatricen A1 ogsd er en trin-1
matrix kaldes A for en trin-2 matrix. I givet fa_ld kaldes fprste trin i_él for andet trin i
A. Positionen (i_,j) for andet trin i en trin-2 matrix er (2, j9) for j1 < jg_S n. Restmatricen
éz for trin-1 matricen A1 kaldes ogsd restmatricen for trin-2 matricen A. Tilsvarende
cieﬁneres trin-3, trin-4, ... matricer. B

Matricen A kaldes en trappematrix, hvis den er en trin-d matrix for et d = 1,2,3,...,
og hvis den tilsvarende restmatrix enten er tom (dvs. uden elementer) eller en nulmatrix.

Huis A er en trappematrix kaldes tallene j1 <--- < jq for trinpositionerne for A.

Vi definerer nulmatricen til at veere en trappematrix.

Eksempel 2.2.2 Fglgende matricer er trin-1 matricer. Fgrste trin er indrammet. Det
ses, at j1 =1, hhv. j; =2.

32 0 45 -6 0 300 40
0 5 7 1 -3 2 0 0O 0010 -320
003 2 26 2|0 0101 20
01 4 -2 1 4 5 0O 00 2 1 3 1
De tilhgrende restmatricer er
0 5 7 1 -3 2 0 00010 -320
003 2 262],]00101 20
01 4 -2 1 4 5 000 21 31
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

Eksempel 2.2.3 Fglgende matricer er trin-2 matricer. Trinnene er indrammet. Det ses,
at j1=1o0g jo=3,hhv. j1 =2 0g jo =4.

2] 3 2 0 45 -6 013 00 40
0017 1 -32 0 0 00 ([1 0 -3 0
00 0 2 26 2’0 00 01 20
00 0 -2 14 5 0 00 01 31

Eksempel 2.2.4 Fglgende matricer er (trin-3 hhv. trin-4) trappematricer. Trinnene er
indrammet. Det ses, at j1 =1, jo=3 0g j3 =6, hhv. j1 =2, jo=4, j3=50g j4=T17.

2] 3 20 4 5 -6 0[1]3 o 0o 4 o
001[71-3 2 0 0 001 0 -3 o0
00 00 of6] 2| [o oo of1] 2 o
00 00 0 0 O 0 00 0 0 o0 [1]

For at afggre om en given matrix er en trin-1 matrix opsgger man altsa forste sgjle,
a

0
der ikke er nulsgjlen. Har denne sgjle formen | . | er matricen en trin-1 matrix. Man

0
kan sa danne restmatricen, og undersgge om den er en trin-1 matrix. Er dette tilfaeldet

kan man fortsaette, og ender man til sidst med en nulmatrix eller den tomme matrix, er
den givne matrix en trappematrix.

Nedenstaende Satning 2.2.8 siger, at enhver matrix ved hjelp af reekkeoperationer
kan omformes til en trappematrix. Vi giver fgrst et par eksempler pa, at det er tilfael-
det. Som det vil fremga af det fglgende, er man normalt interesseret i, at trinnene i
en trappematrix har vaerdien 1, og det kan man naturligvis altid opna (ved hjeelp af
raekkeoperationer af Type M).

Eksempel 2.2.5 En matrix omdannes til en (trin-2) trappematrix ved hjalp af raekke-
operationer:
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2.2. Trappematricer

00 -1 1) 12 41
(24 55)Jﬁ 2 4 55)—2R1—>
12 41 00 -11
12 41 12 4 1
(00—3 3)x—%—> 00 1—1) —
00 -11 00 -1 1/+Ry

&

Eksempel 2.2.6 En matrix omdannes til en (trin-4) trappematrix ved hjalp af reekke-
operationer:

1 -2 2 -2 1 -2 2 -2
-2 4 -3 6 |+2R; 0O 0 1 2 j
1 -3 0 O0|-R; 0o -1 -2 2
0 -1 1 10 0 -1 1 10
1 -2 2 -2 1 -2 2 -2
0o -1 -2 2 0o -1 -2 2
O o0 1 2 0O 0 1 2
0 -1 1 10 |-Ro 0 0 3 8 )-3Rs
1 -2 2 -2 1 -2 2 -2
0 -1 -2 2 |x-1 0 1 2 -2
o o0 1 2 0O 01 2
0 0 0 2]/ x3 0 00 1
)
Eksempel 2.2.7 Vi omformer en kompleks matrix til en trin-2 trappematrix
i1 1 1+ 1 1+1 1 1+1¢
1 1+ j—» i1 -iRi— | 0 2-i —1 0 2-g
2 1 o 1 J72B1 (o —1-2: /P2 {0 o
som er pa trappeform. )
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

Saetning 2.2.8 Enhver m x n-matrix kan ved hjelp af reekkeoperationer omformes til
en trappematrix.

Beviset nedenfor viser desuden at en reel matrix kan omformes til en reel trappema-
trix. For en ikke reel matrix kan man ikke pa forhand afggre om en tilhgrende trappe-
matrix bliver reel eller ej. I Eksempel 2.2.7 ovenfor er den trappereducerede reel, men
dette geelder ikke for alle ikke-reelle matricer.

Bevis. Lad A = (a;jj)m,» veere den givne matrix. Vi kan antage, at A ikke er nulmatri-

cen. Lad j; veere det mindste tal, sa den ji’te sgjle ikke er nulsgjlen. Vi sgrger fgrst for,
atayj, #0, ved om ngdvendigt at foretage en reekkeombytning. Det kan lade sig ggre, da
den ji’te sgjle ikke er nul. Dernsest skaffer vi nuller under a1;, ved at addere 1. raekke
multipliceret med —ai’ L til 2. reekke, 1. reekke multipliceret med — 3; 1 til 3. reekke etc.
Pa denne made bliver A omdannet til en trin-1 matrix. Idet raekkeoperationer, der ikke

involverer 1. raekke, i en trin-1 matrix ikke gdelaegger, at matricen er en trin-1 matrix,
kan vi nu behandle restmatricen A; p4 samme made, og nir herved frem til en trin-2

matrix. Saledes fortseettes, indtil restmatricen enten er tom eller en nulmatrix, og den
fremkomne matrix er en trappematrix. O

For at omdanne en given matrix til en trappematrix opsgges altsa den forste sgjle
forskellig fra nul, og ved hjeelp af reekkeoperationer omdannes matricen til en matrix,
der har nuller i denne sgjle, undtagen pa farste plads. Herved er fremkommet en trin-1
matrix. Restmatricen behandles nu pa samme made, og fortsaettes pa den made frem-
kommer til sidst en trappematrix.

Bemeerk, at antallet d af trin i en m x n-matrix trappematrix naturligvis altid er
mindre end eller lig med bade raekke- og sgjleantallet. Der gaelder, at m = d netop hvis
sidste raekke ikke er en nulraekke, og d = n netop hvis der om trinpositionerne geelder,
atjlzl,j2:2,---,jd:n:d.

Definition 2.2.9 En reduceret trappematrix er en trappematrix, sdiledes at trinnene alle
har veerdien 1, og saledes, at der er nuller ikke blot under, men ogsa over trinnene.

Saetning 2.2.10 Enhver m x n-matrix kan ved hjelp af reekkeoperationer omformes
til en reduceret trappematrix.

Bevis. Det drejer sig om at vise, at en trappematrix kan omformes til en reduceret
trappematrix (Seetning 2.2.8). Fgrst skaffes 1-taller i trinnene ved rakkeoperationer
af type M. Dernaest begynder vi bagfra, idet der fgrst skaffes nuller over sidste trin
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2.3. Lineare ligningssystemer

ved hjalp af reekkeoperationer af Type S. Dette influerer ikke pa de sgjler, der star til
venstre for den sgjle, der indeholder sidste trin, og de reekker der star under den raekke,
der indeholder sidste trin. Herefter fortsaettes pa samme made med naestsidste trin, og
vi ender til slut med en reduceret trappematrix. |

Eksempel 2.2.11 Matricen fra Eksempel 2.2.5 videreomformes til en reduceret trap-

pematrix:
1 2 4 1)\-4Ro 1 20 5
( 0 01 -1 ) —»( 00 1 - )
000 O 000 O

Eksempel 2.2.12 Matricen fra Eksempel 2.2.6 videreomformes til en reduceret trap-
pematrix:

&

1 -2 2 -2 \+2R, 1 -2 2 0)-2R;
0 1 2 -2 |+2R, 0 1 2 0 |-2R;
0 01 2|-2R, |0 010 —
0 00 1 0 00 1
1 -2 0 0 \+2R, 1000
0 100 0100
0 010 —“loo010 *
0 00 1 000 1

2.3. Linezere ligningssystemer

Vi skal nu se hvordan vi kan formulere linesere ligningssystemer ved hjalp af matricer,
og hvordan man kan bruge reekke-operationer til at finde lgsninger til ligningssystemet
hvis sadanne lgsninger findes.

Et lineeert ligningssystem med m ligninger og n ubekendte er et antal ligninger pa

formen
aiixitaiexg+ -+ a1pX, = bl

ag1xX1+ag9xg+---+agnXxy = b2

Am1X1+amoxo+ -+ QmnXn =bnm.

En lgsning til ligningssystemet er et talsaet (x1,x2,---,x,), som tilfredsstiller alle lig-
ningssystemets ligninger. Maengden af alle lgsninger kaldes lgsningsmangden.

Hvis alle b;-erne er lig med 0 kaldes ligningssystemet homogent, ellers kaldes det in-
homogent ligningssystem. Et homogent ligningssystem har altid lgsningen (x1,---,x,) =
0,---,0).
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

Eksempel 2.3.1 Ligningssystemet

2x1—3x9+x3 = -1
—xX1+x9—%x3 = 2,
3x1+2x9+2x3 = 3

der bestar af 3 ligninger med 3 ubekendte, er inhomogent. Det tilhgrende homogene
ligningssystem er

2x1—3x9+x3 = 0

—x1+x9—x3 = 0.

3x1+2x9+2x3 = 0

Matricen
a1 a1 ... Q1ip
aai a9 ... Qopn
4 =

aml am2 cee amn

kaldes for ligningssystemets koefficientmatrix. Tilfgjes sgjlematricen

b1
B=|: |,
= -
der kaldes ligningssystemets konstantsgjle efter sidste sgjle i A, fis ligningssystemets
totalmatrix B
a1 @12 ... @1n b1
c=| : . . ’
Aml Am2 ... Amn bm

der er en m x (n + 1)-matrix. Bemaerk, at C kan skrives som blokmatricen
c=(A B

Det er klart, at enhver m x (n + 1)-matrix C kan opfattes som totalmatrix for et linezert
ligningssystem med m ligninger og n ubekendte. )

Eksempel 2.3.2 Totalmatricen for det inhomogene ligningssystem fra Eksempel 2.3.1
er
2 -3 1| -1
-1 1 -1| 2
3 2 2| 3
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2.3. Lineare ligningssystemer

Af hensyn til overskueligheden er der her sat en skillelinie mellem ligningssystemets
koefficientmatrix og dets konstantsgjle.

Seetter vi
x1
X=[:]
= .
ser vi, at ligningssystemet kan skrives

A

I
||Itlu

Saetning 2.3.3 Huvis det om totalmatricerne for to linezere ligningssystemer gaelder, at
den ene fremgar af den anden ved udfprelse af reekkeoperationer, da har de to linezere
ligningssystemer samme lgsningsmaengde.

Bevis. Vi illustrerer seetningen pa et ligningssystem bestaende af 3 ligninger med 4
ubekendte. Vi skriver totalmatricen under ligningssystemet:

a11X1 +a12x2 + @13x3 + @ 14%4 = b1
a21X1 +Qa22X2 +a23X3 + @244 = by
a31x1 +a32X2 +a33x3 +a34x4 = b3

()
a1 a2 a3 ais b

a1 a2 a3 ag bs
@31 asy as3 as4 bs

Hvis vi udfgrer en reekkeoperation af type M pa totalmatricen, f.eks. multiplicerer vi
tredie raekke med c # 0, far vi fglgende ligningssystem og totalmatrix

a11x1 + Q12X +a13%3 + @14x3 = b1
a21X1 +a29x2 +a93x3 +a24x3 = bo
casgixy +cagexg +cagzxs +cagqaxs = Cb3
(%)
a1 a2 a3 ais b

a1 age @3 azq by
casz; casgy cass caszs cbsg

Det er klart, at de to ligningssystemer (*) og (**) har samme lgsningsmaengde; lignin-
gen (**) fremkommer jo fra ligningen (x) ved multiplikation af tredie ligning med c.
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

Hvis vi udfgrer en raekkeoperation af type B pa totalmatricen, svarer det til at to af
ligningerne ombyttes, og det a&endrer naturligvis ikke pa lgsningsmaengden.

Hvis vi udfgrer en reekkeoperation af type S pa totalmatricen, f.eks. multiplicerer vi
tredie reekke med ¢ # 0 og adderer den til farste reekke, far vi folgende ligningssystem

og totalmatrix

(@11 +cag)xr +(a12 +case)xe + (@13 +casz)xs +(a14 + cage)xs = b1 +cbs
@21X1 +ageXx2 +ag3x3 +ag4x4 = b
@31X1 +a3eXxe +a33x3 +a34xy = b
(3 * )

ai1tcasgy aig2+cazz aizt+casy ai4+casgqs b1+cb3
a1 a2 a3 a24 b
a3y as as33 a34 b3

Igen er det klart, at en lgsning til ligningen (*) ogsa er lgsning til ligningen (* * x);
den sidste ligning i (*) er jo blot multipliceret med ¢ og adderet til den fgrste ligning.
Omvendt er en lgsning til (x * x) ogsa lgsning til (x), idet (*) jo fremkommer fra (x * *)
ved at multiplicere tredie ligning med ¢ og traekke den fra fgrste ligning. O

Vi vil nu give en raeekke eksempler pa, hvorledes man ved hjalp af Saetning 2.3.3 pa
behaendig made kan lgse linesere ligningssystemer. Fremgangsmaden er, at man om-
danner det givne lineare ligningssystems totalmatrix til en trappematrix.

Eksempel 2.3.4 Vi vil bestemme lgsningsmangden til det lineaere ligningssystem

2x1—3x9+x3 = -1
—X1+X2—Xx3 = 2.
3x1+2x0+2x3 = 3

Vi opskriver totalmatricen for ligningssystemet, og omdanner denne til en trappematrix
ved hjzlp af raekkeoperationer:

2 -3 1]-1 j -1 1 -1 2
-1 1 -1| 2 e 2 -3 1|-1 [+2R1 —
3 2 2| 3 3 2 2| 3 )+3R;
-1 1 -1]2 -1 1 -1 2 \x-1
0 -1 -1/3 — 0 -1 -1 3 [x-1—
0 5 =19 J+5Ry 0 0 -6|24 x—%
1 -1 1|-2
0 1 1|-3
0 0 1|4
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2.3. Lineare ligningssystemer

Vi opskriver herefter ligningssystemet, der har den herved fremkomne matrix til to-

talmatrix:
X1—%X9+x3=-2
x9+x3=-3 .
X3 = —4

Heraf afleeses, at x3 = —4. Dette indsaettes sa i den anden ligning, og vi finder xo—4 = -3,
hvoraf xo = 1, og indseettes sa endelig i den fgrste ligning fas x1—1-4 = -2, hvorafx; = 3.
Vi slutter altsa, at ligningssystemet har netop en lgsning, nemlig (x1,x9,x3) =(3,1,—4).

[ )

Eksempel 2.3.5 Vi vil bestemme lgsningsmeengden til det lineaere ligningssystem

—X1— 2x2 - 5x3 = -3
2x1+3x9+8x3 = 4 .
2x1+6x9+14x3 = 10

Vi opskriver totalmatricen for ligningssystemet, og omdanner denne til en trappematrix
ved hjeelp af reekkeoperationer:

-1 -2 -5]|-3 -1 -2 -5|-3
(2 3 8 4)+2R1—»( 0 -1 -2 —2)

2 6 14|10 )+2R; 0 2 4| 4 )+2R,
-1 -2 -5|-3\x-1 1 2 5|3
(0—1 -2 —2)x—1—>(0122)

00 00

0O o0 o0 O

=

Vi opskriver sa ligningssystemet, der har den herved fremkomne matrix til totalmatrix:
x1+2x9+bxg = 3
xo+2x3 = 2°

Her har vi kun nedskrevet ligningerne, der kommer fra de to fgrste raekker; den sidste
rakke giver jo ligningen 0 = 0, og den kan vi derfor se bort fra. Det ses, at for hvert valg
af en vaerdi ¢ af x3 har systemet en lgsning (x1,x9,x3), nemlig xo = 2 —2x3 = 2 — 2¢ og
x1=3—2x9—bxg=3—-2(2-2¢t) -5t =—-1-t. Lgsningsmeengden er altsa

()5 e}

Vi siger, at lgsningsmeengden er beskrevet ved en parameterfremstilling med parameter
t. Bemeerk, at en lgsning ogsa kan skrives

B
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

Eksempel 2.3.6 Vi vil bestemme lgsningsmangden til det lineaere ligningssystem

—X1— 2x2 - 5x3 = -3
2x1+3x9+8x3 = 4 .
2x1+6x9 +14x3 = 5

Dette ligningssystem har samme koefficientmatrix som ligningssystemet i Eksempel
2.3.5, men konstantsgjlen er en anden. Vi opskriver igen totalmatricen for ligningssy-
stemet, og omdanner denne til en trappematrix ved hjeelp af de samme reekkeoperatio-
ner som i Eksempel 2.3.5:

-1 -2 -5]|-3 -1 -2 -5|-3
( 2 3 8| 4 )+2R1——»( 0 -1 -2|-2 ) —
2 6 14| 5 )+2R; 0 2 4|-1)+2R,
-1 -2 -5|-3\x-1 1 2 5| 3
( 0 -1 -2|-2 )x—l——»(O 1 2] 2 )

0 0 0|-5 00 0|-5

Vi opskriver sa ligningssystemet, der har den herved fremkomne matrix til totalmatrix:

x1+2x9+5x3 = 3
X9 +2x3 = 2.
0 = -5

Da den sidste ligning aldrig er opfyldt, idet venstresiden altid er 0, har ligningssystemet
ingen lgsninger. )

Eksempel 2.3.7 Vi vil bestemme lgsningsmangden til det lineaere ligningssystem

4x—-6y+2z = -2
2x—-3y+z = -1~
Vi opskriver totalmatricen for ligningssystemet, og omdanner denne til en trappema-
trix:
4 -6 2|-2)\xi 2 -3 1|-1 2 -3 1|-1
2 -3 1|-1 2 -3 1|-1)-R; 0O 0 0| 0)

Vi opskriver sa ligningssystemet, der har den herved fremkomne matrix til totalmatrix:

2x—-3y+z=-1.

Saetter viher z=tog y=s fas 2x—3s+¢t=—1, hvoraf x = —% + %s - %t. Der gelder altsa,
at der for hvert valg af en vaerdi ¢ af z og en vaerdi af s af y findes en lgsning (x,y,2),

nemlig
1.3, 1 1 3 1
—ptes—3t —2 2 —3
= s = O |+s|1|+¢ 0.
t 0 0 1

N R
[\l
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2.3. Lineare ligningssystemer

Vi siger, at lgsningsmaengden er beskrevet ved en parameterfremstilling med parame-

trene (s, t).

[ )

Eksempel 2.3.8 Vi vil bestemme lgsningsmangden til det lineaere ligningssystem

2x3 — x4 + 8x5
x1—2x9 +3x3 + 2x4 + x5
3x1—6x9 + 10x3 + 6x4 + Hx5

-13
10.
27

Vi opskriver totalmatricen for ligningssystemet og omdanner denne til en trappematrix
ved hjelp af reekkeoperationer:

002—18—131
1 -2 3 21 10 —

3 -6 10 6 5| 27

-2 3 21 10
0 2 -1 8|-13 —
-6 10 6 5| 27 J-3R;

W o =

-2

-1 4| -7 0O o0 0 1 -4 7

Vi opskriver séa ligningssystemet, der har den herved fremkomne matrix til totalmatrix:

1 -2 3 2 1| 10 1 -2 3 2 1| 10
0 0 1 0o 2|-3 —| 0 01 0 2| -3
x—1

x1—2x9+3x3+2x4+x5 = 10
X3 +2x5 = -3.
x4—4x5 = 7

Seetter vi her x5 = t9, ses at x4 =7 +4tg 0og x3 = —3 — 2t9. Saetter vi videre x9 = 1 ses, at
x1—2t1+3(—3—-2¢t9)+2(7+4t9)+1te =10, hvoraf x1 = 5+2¢t1—3t9. Der galder altsa, at der
for hvert valg af en veerdi #9 af x5 og en vaerdi £1 af xo findes en lgsning (x1,x92,x3,%4,%5),
nemlig

X1 5+2t1 —3t9 5 2 -3
X2 t1 0 1 0
x3 | = -3 —2t9 =| -3 |+¢1|0|+¢t2| -2
X4 T+4to 7 0 4
X5 to 0 0 1

Det ses, at lgsningsmaengden er beskrevet ved en parameterfremstilling med parame-
trene (¢1,%9). &
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

Den i eksemplerne illustrerede metode, der bestar i at omdanne totalmatricen for et
givet lineaert ligningssystem til en trappematrix, og hermed opna et simplere lignings-
system, der har de samme lgsninger som det oprindelige, kaldes Gauss-elimination. Af
og til gar man videre og benytter Gauss-Jordan elimination, der bestar i at omdanne
totalmatricen til en reduceret trappematrix. Herved opnar man, at lgsningsmeengden
umiddelbart kan opskrives. Nar man alligevel normalt foretreekker at ngjes med Gauss-
elimination haenger det sammen med, at det samlede skrive- og regnearbejde i reglen
er mindre end nar der benyttes Gauss-Jordan elimination. Eliminationsmetoderne er
opkaldt efter den store tyske matematiker C.F. Gauss (1777-1855), og den tyske geodaet
W. Jordan (1842-1899).

Eksempel 2.3.9 Vi ser pa ligningssystemet i Eksempel 2.3.4. Dets totalmatrix blev i
naevnte eksempel omformet til en trappematrix. Vi gar nu videre og omformer det til en
reduceret trappematrix:

1 -1 1|-2)\-R3 1 -1
0 1 1|-3|-R3—| 0 1

0 0 1|4 0 o
Det hertil hgrende ligningssystem er

X1 =
xg= 1,
x3=-4
der netop angiver lgsningen. &

Eksempel 2.3.10 Vi ser pa ligningssystemet i Eksempel 2.3.8. Dets totalmatrix blev i
navnte eksempel omformet til en trappematrix. Vi gar nu videre og omformer den til
en reduceret trappematrix:

1 -2 3 2 1] 10 \-2R3 1 -2 3 0 9| -4)\-3Rg
0 0 1 0 23) —»(0 0 1 0 23)
0 0 0 1 -4 7 0O o0 0 1 -4/ 7
1 -2 0 0 3| 5
(O 0 1 0 2—3)
0 0 0 1 4| 7

Det hertil hgrende ligningssystem nedskrives:

x1—2x9+3x5 = 5
x3+2x5 = -3.
X4 — 4x5 = 7
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2.3. Lineare ligningssystemer

Indsaettes heri xo = £1, x5 = t9 fas

x1—2t1+3ty = 5
xg+2t = -3,
x4 —4ty = 7

hvoraf vi finder, som ovenfor

X1 542t —3tg

X9 t1
x3 | = —-3—-2t9
X4 T+4t9
X5 to

&

Vi kan opsummere den beskrevne lgsningsmetode for lineare ligningssystemer pa
fslgende méde: Lad A veere en m x n-matrix og B er en sgjlematrix,

Opskrift 2.3.11 (Lgsning af linezere ligningssystemer AX = B)

1.

2.

Opskriv blokmatricen C = (é é)

Omdan ved hjelp af reekkeoperationer C til en trappematrix

C = (é, él)

Huis der er trin i sidste sgjle af C' er der ingen lgsninger.

Huis der ikke er trin i sidste sgjle og antallet af trin i C' er lig antallet of spjler
i A er der en entydig lgsning som findes ved baglaens substitution (juf. Eksempel
2.3.4).

Hvis der ikke er trin i sidste sgjle og antallet of trin i C' er mindre end antal
sgjler i A er der uendeligt mange lpsninger. Disse findes ved at szttes de variable

xj, hvor j ikke er en af trinpositionerne j1, -, jq lig med parametrene t1, - ,t,_q,
og dernzest ved baglaens substitution udtrykkes de variable x;j,,---,x;, svarende
til trinpositioner, ved parametrene t1,--- ,t,_q (juf. Eksempel 2.3.5, 2.3.8).

Hyvis ligningssystemet har lgsninger vil alle trinpositioner i trappematricen svare til
variable. Disse variable kalder vi de ledende variable. Hvis der er variable, der ikke
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

svarer til trinpositioner kaldes de frie variable. Det er de frie variable, der udtrykkes
ved parametre i lgsningsprocessen.

Seetning 2.3.12 Lad A vaere en m x n-matrix, og antag at A ved hjzlp af rekkeopera-

tioner er omdannet til en trappematrix A' med d trin. Der geelder da:

(1) Hvis m > d findes der en sgjle B, sd ligningssystemet AX = B ingen lgsninger

har.

(2) Hvis n > d har ligningen AX =0 en lgsningsmangde givet ved parameterfrem-

stilling med n —d parametre, og ligningen har altsd uendeligt mange lgsninger.

(3) Hvis m = n =d har ligningssystemet AX = B netop en lgsning for hvert valg af
B.

Bevis. (1): Hvis m > d satter vi @’ = eq+1, hvor egy1 er den (d + 1)te standard en-

hedsvektor. Ligningssystemet A’X = B har da ingen lgsninger, idet totalmatricen C' =

(é’ lj') er en trappematrix, der har sidste trin i sidste sgjle. Udfgrer vi nu pa C' de

omvendte til raekkeoperationer, der fgrte A over i 4' , vil Q’ blive overfgrt i en matrix

C= (é E ), og det ligningssystem AX = B, der har C til totalmatrix, har da heller ingen

l;asninger. Dette viser, at (1) gaelder. (2) og (3): Dette felger umiddelbart af ovenstaende
opsummering af lgsningsmetoden for linesere ligningssystemer. O

Eksempel 2.3.13 Vi betragter 3 x 3-matricen (jvf. Eksempel 2.3.5 og 2.3.6

-1 -2 -5
A= 2 3 8|
) 2 6 14

Denne omdannes ved hjelp af reekkeoperationer til en trappematrix:
-1 -2 -5 -1 -2 -5
2 3 8 |[+2R;— 0 -1 -2 —
2 6 14 J+2R; 0 2 4 )+2Ry

-1 -2 -5 \x-1 1 2 5
0 -1 -2 |x-1— |0 1 2].
0 0 O 0 00
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2.3. Lineare ligningssystemer

Idet antallet af trin er mindre end antallet af reekker i matricen findes ifglge Seetning
b1
2.3.12 en sgjle B = (bg), s ligningen AX = B ingen lgsninger har. Vi vil finde en siddan
= s, == T2
sgjle B. Ligningssystemet, der har totalmatricen

1 2 5|0
01 2|0
0 0 01
har ingen lgsninger. Vi udfgrer nu de omvendte raekkeoperationer pa denne matrix.
510 \x-1 -1 -2 5|0
210 |x-1— 0 -1 -21|0 —
0|1 0 0 0|1 /)-2Ry

-1 -2 -5|0 -1 -2 -5|0
0O -1 -2|0 |-2R;— 2 3 810 |.

0 2 4|1 )-2Ry 2 6 14 |1

1
0
0

S = N

Ligningssystemet, der har denne matrix til totalmatrix, har heller ingen lgsninger. Som

0
sgjlen B kan vi da bruge (0) &
- 1

Eksempel 2.3.14 Vi betragter det linesere ligningssystem

ix1+x9 =
x1+(1+1)xg =

2x1+x9 = —1
Koefficientmatricen er givet ved
i1
1 1+ |.
2 1

Vi omformer totalmatricen til en trappematrix

i1 1 1 1+:
1 1+ 0 |[— 1 1
2 1 |— 2 1 |-

1 1+:2(0
— | 0 2-7]1 ].

0O o0 |0

)
N~
-—
S O =
|
= DN
|+
NN-N.
o™~
l ro
N~
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

Det tilsvarende ligningssystem er

x1+Q+1)x2=0
(2-1)xg2=1.

Bemeerk, at her er bade x1 og x2 ledende variable, da de svarer til trinpositioner i trap-
pematricen. Da der ikke er frie variable, er der ikke brug for parametre og derfor er der
hgjst en lgsning. I dette tilfeelde er der praecis en lgsning og den er

2+1 -1-3i

1
= = — :—1+' = .
Yp=g =5 x=—(+Dx 5

Saetning 2.3.15 Lad A vaere en m x n-matrix, og antag at A ved hjzlp af reekkeopera-

tioner er omdannet til en trappematrix A" med d trin. Der geelder da:

(1) Huis ligningssystemet AX = B har mindst en lpsning for hvert valg af B, da er

d=m.
(2) Huis ligningssystemet AX =0 kun har en lgsning (nemlig 0), da er d = n.

(3) Huis ligningssystemet AX = B har netop en lgsning for hvert valg af B, da er

d=m=n.

Bevis. (1) og (2) fglger umiddelbart af (1) og (2) i den foregaende seetning. (3) folger af
(1) og (2). O

2.4. Linezere ligningssystemer og linexre afbildninger

Vi skal nu drage nogle konklusioner om linezere afbildninger pa baggrund af den viden
om linegere ligningssystemer vi har opnaet i afsnit 2.3.
Lad A vezere en m x n-matrix. Et lineaert ligningssystem med A som koefficientmatrix

har formen
A

I

=B, (%)

hvor B er en given sgjlematrix, og det drejer sig om at finde de sgjler X, der tilfredsstiller
lignin_gen. Lader visa f :F* — ™ veere den linezere afbildning der h(zs_rer til A, og skriver
vix =X, b =B lyder ligningen )

f(x)=5. (% %)
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At ligningen (*) har en lgsning for hvert valg af B betyder derfor, at f er surjektiv, og at
ligningen () har hgjst en lgsning for hvert valg af B betyder at f er injektiv. Endelig er
f bijektiv nar ligningen (*) har netop en lgsning for hvert valg af B.

Om injektivitet af linezere afbildninger geelder folgende )

Szetning 2.4.1 En linezer afbildning f :F* — [ er injektiv netop ndr ligningen f(x) =
o kun har lpsningen x = o.

Bevis. For en linezer afbildning gzelder altid, at /(o) = 0. Hvis f er injektiv er det derfor
klart, at f(x) = o medfgrer at x = 0. Antag omvendt at f(x) = o medfgrer at x = 0. Hvis
x1 og x9 er lgsninger til ligningen f(x) = b, geelder at f(x1) = b = f(x2), hvoraf o = f(x1) -
f(x2) = f(x1 —x2). Men sé er x1 —x9 = o ifglge forudsaetningen, og dermed er x; = x9. Vi
har hermed vist, at f er injektiv. Bemeaerk, at vi undervejs benyttede at f er lineser. O

Seetning 2.4.2 Lad f :F"* — F™ vaere en linezr afbildning. Der gelder
(1) Huis f er surjektiv er m <n.
(2) Huis f er injektiv er m = n.

(3) Huis f er bijektiv er m = n.

Bevis. Lad A veaere den m x n-matrix der er knyttet til . Vi omdanner A til en trappe-
matrix A’ med d trin. (1): Hvis f er surjektiv fglger det af Seetning 2.3.15, at m =d < n.

(2): Hvis [ er injektiv fglger det af Saetning 2.3.15, at n =d < m. (3): Hvis f er bijektiv
er den surjektiv og injektiv, hvoraf m = n (= d) ifglge (1) og (2). O

2.5. Operationsmatricer

I dette afsnit vil vi definere de sakaldte operationsmatricer, som viser sig nyttige nar vi
skal finde den inverse til en reguleer matrix.

Definition 2.5.1 Ved en operationsmatrix forstdas en matrix, der fremkommer ud fra
enhedsmatricen ved udfprelse af en reekkeoperation.

Svarende til de tre typer reekkeoperationer er der tre typer operationsmatricer.

(1) Type M: Matricerne M;(c)(c # 0), der fremkommer ud fra enhedsmatricen ved

multiplikation af i’te reekke med ¢ # 0. De tilsvarende raekkeoperationer betegnes
M i(C).
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

(2) Type B: Matricerne B;;(i # j), der fremkommer ud fra enhedsmatricen ved om-

bytning af i’te og j’te reekke (i # j). De tilsvarende raekkeoperationer betegnes
B; e

(3) Type S: Matricerne S;;(c)(i # j), der fremkommer ud fra enhedsmatricen ved ad-

dition af j’te reekke multipliceret med c til i’te reekke. De tilsvarende raekkeope-
rationer betegnes S;(c).

Disse matricer er alle n x n matricer for et eller andet n. Det vil fremga af sammenhan-
gen hvilket n der i en given situation er tale om.

Eksempel 2.5.2 Betragter vi 4 x 4-matricer er f.eks.

1 000
wioe|D 5 00
0 001
1 000
Bu=ly 0 1 of
0100
1 000
Sa4(c) = 8 (1) (1) (c)
0 001

Operationsmatricerne kan pa simpel made udtrykkes ved de i afsnit 1.4 indfarte ele-
mentare matricer:

M) = E+(c-DI;,,
Bij = E-Li—Ljj+1ij+Lji
S;j(c) = E+cl;;.

&

Saetning 2.5.3 Lad A veere en m x n-matrix. Hvis A ved raekkeoperationen P (som er
M;(c), B;j eller S;j(c)) omdannes til B=P(A), daer B=PA, hvor P er den til P svarende

operationsmatrix (som er m x m).
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2.5. Operationsmatricer

Bevis. Da
0 --- 0
£r,sé: as1 = Qgp | T,
0 --- 0

hvor I, s er en m x m-matrix, udregner man umiddelbart, at

0 --- 0
Mi(c)A=A+(c-1) a:il a:in —1i=M;(c)(A),
0 o
0 0 0 0 0 0
§ué:é_ ail Ain | —i- a:jl ajn|—J+|a Ajn | —1
0 0 0 0
+lair - ain [ —j=B;j(A),
0 o
0 --- 0
Sijlc)A=A+c a:jl a;n —1=8;;(c)(A). O
0o o

Seetning 2.5.4 Lad A vare en m x n-matrix. Hvis A ved successive reekkeoperationer
Pq,---,P, omdannes til B, da er B =P},---P1A, hvor P1,---,P}, er de tilsvarende opera-

tionsmatricer (alle m x m).
Bevis. Gentagen anvendelse af Seetning 2.5.3.
Seetning 2.5.5 Operationsmatricerne er regulsere, og

() Mie) ' =M;(3),

c
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer
() B;; = =Bij,
(3) §ij(C)_1 =S;j(=0).

Bevis. Enhver m x n-matrix A omdannes ved hver af operationerne M; (%) oM;(c) og
M; (c)OM (2) il A. Ifglge Saetmng 2.5.4 er derfor A=PA =P'A, hvor P = M, (%)M (c),

= M;(c)M; ( ). Da A =PA =P'A for enhver m x n-matrix A (specielt A = E, ), og
P P' er uathaengige af A, er P = P' Epm. Altsa er M; ( )M (c) = Mi(c)M; (%) =Enm
og (1) folger derfor af Saetnlng 1.5.6. Tilsvarende vises (2) og (3). O

Vi skal kort omtale sgjleoperationer og de dertil svarende operationsmatricer.

Saetning 2.5.6 Idet M;(c)’, ij, S;;(c)® betegner de tre typer af sgjleoperationer (altsd
feeks. S;j(c)® den sgjleoperation, der bestdr i til i'te sgjle i A at addere j’te sgjle i A mul-

tipliceret med c) gaelder:

(1) Matricen, der fas ud fra enhedsmatricen ved at anvende M;(c)*, er M;(c)" = M;(c).
(2) Matricen, der fas ud fra enhedsmatricen ved at anvende ij er @’;J =B;;.

(3) Maitricen, der fds ud fra enhedsmatricen ved at anvende S;;(c)* er S;;(c)' = Sji(c).

Bevis. Lad P°® vaere en vilkarlig sgjleoperation og P den tilsvarende rackkeoperation.
Daer
P*(E) =P(117t)t =P(lj7)t =P!

hvor P er operationsmatricen (jvf. Definition 2.5.1) der svarer til reekkeoperationen
P. O

Seetning 2.5.7 Lad A vare en m x n-matrix. Hvis A ved successive sgjleoperationer
®R1, - ,Qr omdannes til B,daer B=AQ:-- Q z, hvor Ql, -,Qp er de tilsvarende opera-

tionsmatricer i henhold til Sztning 2.5.6 (alle nxn).

Bevis. Vi lader Pq,---,P;, vaere de tilsvarende raekkeoperationer. Ifglge Saetning 2.5.3
vil successive reekkeoperationer P1,---,P;, omdanne 4” til E_Bt, hvor

B'=Py--Pid' =@} Q1A = (41 Q'

Altsder B=AQ1---Qy. O
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2.6. Regulaere matricer. Matrixinversion

Eksempel 2.5.8 Matricen

12 4
‘3‘(257)

omdannes ved raekkeoperationerne P1 = S21(—2), Py = S12(—2) til

10 6
13‘(0 1 —1)'

Dette stemmer med at

=4z 0 1 2 57

()Y

Tilsvarende omdannes A ved sgjleoperationerne @1 = S32(-2)*, @2 = S21(-2)° til

1 0 0
c=(3 1 5]

62814:’512(—2@21(—2)@:( 1 -2 ) ( _; (1) ) (1 2 4)

Ilgh

Dette stemmer med at

AQ1Q2 =AS23(-2)S12(-2)

10 O 1 -2 0
:(;gé)OI—Z 0 10

0 0 1 0 01

1 -2 0
2o 1)

0O 0 1 -

2.6. Regulaere matricer. Matrixinversion

Vi har i afsnit 2.4 set, at hvis f : F* — ™ er en bijektiv, linezer afbildning, da er m =
n. (Her finder vi forklaringen pa, at vi i afsnit 1.5 kun betragtede bijektive, linesere
afbildninger fra F" til F” og ikke fra " til F"”* for m # n.)

Vi skal i dette afsnit se pa hvordan man afggr om en given lineaer afbildning f :F* —
" er bijektiv, eller, &ekvivalent hermed, om en given n x n-matrix er reguleer (jvf. afsnit
1.5). Desuden skal vi se pa, hvorledes man finder den inverse til en reguleer matrix.
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

Saetning 2.6.1 Aten nxn-matrix A er regulzer betyder, at ligningen AX =Y har netop

en lgsning X for hvert valg af sgjle Y.

Bevis. Lad f vaere den til A hgrende linezre afbildning. At A er regulaer betyder ifglge
definitionen, at f er bijektiv. Men at f er bijektiv betyder at ligningen f(x) = y har
netop en lgsning x for hvert valg af y- Men hvis x = X og y=Y betyder f(x) = y netop at
AX =Y. O

Bemeerk, at hvis A er reguleer, da er den entydigt bestemte lgsning X til ligningen

givet ved

thi AX = A(A™'Y)=(AA™HY =EY =Y.

Seetning 2.6.2 Huis A og A’ er n x n-matricer, og A' fremgadr af A ved udfprelse af raek-
keoperationer, da er A reguler netop ndr A’ er reguleer.

Bevis. Da A’ fremgér af A ved k reekkeoperationer, er

A'=Py---P1A=PA,

hvor P1,---,P}, er operationsmatricer. Da en operationsmatrix er reguleer ifglge Seet-
ning 2.5.5, er ogsd P = Py --- P reguler ifglge Saetning 1.5.4. At A og A’ er samtidigt
regulaere folger derfor af Seetning 1.5.4. O

Saetning 2.6.3 En n x n-trappematrix er reguleer netop hvis den har n trin.
Bevis. Det fglger umiddelbart af afsnit 2.3 (Setning 2.3.12 og 2.3.15). O

Saetning 2.6.4 En n x n-matrix er regulaer netop nar den ved udfprelse af reekkeopera-
tioner kan overfpres i enhedsmatricen.

Bevis. Hvis den givne matrix kan overfgres i enhedsmatricen er den regulaer ifglge
Seetning 2.6.2. Hvis omvendt den givne matrix antages reguleer, kan den overfgres i en
trappematrix, der ifglge Seetning 2.6.2 og Seetning 2.6.3 ma have n trin. Men det ses
umiddelbart at hvis man omdanner en sadan trappematrix til en reduceret trappema-
trix, da nar man netop frem til enhedsmatricen. O
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2.6. Regulaere matricer. Matrixinversion

Seetning 2.6.5 Lad f :F" — " vare en linezer afbildning. Fplgende betingelser er akuvi-
valente:

(1) f er bijektiv,
(2) f er surjektiv.

(3) f erinjektiv.

Bevis. Lad A veere matricen knyttet til /. Vi omformer 4’ til en trappematrix med d

trin. Det fren_lgé’lr af Seetning 2.3.12 og 2.3.15 at de tre be’Eingelser (1), (2) og (3) alle er
ensbetydende med, at d = n. Hermed er satningen vist. O

Vi udnytter nu Seetning 2.6.5 til at vise folgende skaerpelse af Seetning 1.5.6:

Seetning 2.6.6 Lad A og B vaere n x n-matricer og antag, at

Bevis. Lad f og g vaere de linesere afbildninger der hgrer til A hhv. B. Der gzlder da,

at f og =idgr» hvoraf vi slutter, at f er surjektiv. Men da er /? bijekt_iv ifglge Seetning
2.6.5 og dermed er A regulzer. O

Saetning 2.6.7 Hvis A og B er n x n-matricer sdledes at AB er regulzr, da er A (og B)
reguleer.

Bevis. Idet E = 4@(4@)_1 = A(B(AB)™1) slutter vi af Seetning 2.6.6, at A erreguler. O

Vi vil beskrive hvordan man i praksis kan bestemme den inverse 4_1 til en reguleer
matrix A. Ifglge Saetning 2.6.4 findes raekkeoperationer og tilhgrende operationsmatri-
cer I_’l,-_-- ,Pp, s at PA = Pj---P1A = E. Anvendes disse raeekkeoperationer pa blok-
matricen (A|E), omdannes den til (PA|PE) = (E Ié_l), hvoraf 4_1 kan afleses. Tilsva-

rende kan man finde sgjleoperationer og tilhgrende operationsmatricer @1,---,Q/, sa at
AQ =AQ1---Q,=E. Anvendes disse sgjleoperationer pa blokmatricen (é |E), omdannes
den til (AQIEQ) = (Elé_l), hvoraf 4_1 ligeledes kan afleeses.
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

Det er pa sin plads at advare mod at sammenblande raekke- og sgjleoperationer ved
denne metode. Antag, at der er reekkeoperationer og tilsvarende operationsmatricer
Pq,---, P}, samt sgjleoperationer og tilsvarende operationsmatricer @1, --,Q/, s at

PAQ=Py-P14Q1Q=E.

(E|PQ). Her er PAQ = E, hvorfor A=P~'Q ! =(QP)™}, altsd A™! = QP, men i matricen
(E|PQ) afleeser vi PQ, som i almindelighed ikke er QP = 4_1.
Vi Z)psummerer metoden med raekkeoperationer som en opskrift:
Opskrift 2.6.8 (Find den inverse til en n x n matrix A:)
1. Opskriv totalmatricen (A|E).
2. Omskriv til reduceret trappeform (A'|B).
3. Hvis A' =E er A reguleer og B'=A"".

4. Hvis A'#E er A ikke reguleer.

Eksempel 2.6.9 Lad os igen se pa matricen

10 1
A=[11 o
“ 10 -1

fra Eksempel 1.5.3. Fgrst omdanner vi A til en trappematrix

10 1 10 1
A=l11 O0|-Ri— |0 1 -1,
- 10 -1/)-R, 0 0 -2

der er en trappematrix med 3 trin. Vi ser altsi pany, at A er reguler. Vi vil s finde den
inverse: Vi opskriver blokmatricen (A|E), og omdanner den ved hjelp af raekkeopera-

tioner til matricen (E Ié_l):

1 0 0 1 0 1 1
01 0|-Rh—|O0O 1 -1|-1
0 0 1 1

-Rq 0O 0 -2 -

—_

0
1
0

—_ O
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2.6. Regulaere matricer. Matrixinversion

1 0 1] 1 0 0)\-Rs 100%0%
01—1—110+R3—»010—%1—%.
1 1
oo 1| 3 o -4 00 1| 5 0 -3
Heraf afleses, at
19 1
A—lz_il_i
= 7 i)
3 0 -3

i overensstemmelse hvad vi fandt tidligere.

Vi ser sa pa det linezere ligningssystem

X1 +x3 = -1
X1+ x9 = 2.
X1 —X3 = 3

Dette kan naturligvis lgses ved som saedvanligt at omdanne dets totalmatrix til en trap-
pematrix. Men bemszerker vi at koefficientmatricen netop er den givne matrix A kan vi

— med vores kendskab til 4_1 — umiddelbart skrive lgsningen ned:

X1 -1 % 0 % -1 1
X9 :4_1 2 = —% 1 —% 2 = 1.
X3 - 3 b) 0 -3 3 -2
Eksempel 2.6.10 Vi ser pa matricen
4 3 2
A=15 6 3],
- \8 5 2

og vi vil undersgge om den er reguleer, og i givet fald finde dens inverse. Vi gar direkte
lgs pa at finde den inverse; hvis den alligevel ikke findes viser det sig under vejs (ved at
vi nar frem til en trappematrix med mindre end 3 trin):

4 3 2|1 0 0)\-Rs 1 -2 01 0 -1
( 5 6 3|0 1 0 \) —»( 5 6 3]0 1 O )5R1—>
3 5 2|0 0 1 3 5 2|0 0 1)-3R;
1 -2 0] 1 0 -1 1 -2 0, 1 0 -1
(O 16 3| -5 1 5)—R3—>(0 5 1/ -2 1 1) —
0 11 2|-3 0 4 0 11 2|-3 0 4 J-2Ry
1 -2 0 1 0 -1 1 -2 0 1 0 -1
( 0 56 1]|-2 1 1 )j —»( 0 1 0 1 -2 2 ) —
0 1 0 1 -2 2 0 56 1]|-2 1 1 )-5R9
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2. Raxkke- og sgjleoperationer Linezre ligningssystemer

1 -2 0/ 1 0 -1)\+2Ry 1 0 0] 3 -4 3
0O 1 0] 1 -2 2 —!1 0 1 0] 1 -2 2 |.
0O 0 1|-7 11 -9 0 0 1

Heraf afleeses, at A er reguleer og

3 -4 3
1 -2 2.
7

11 -9

11 11
13 1 2
12 -11
59 1 6

er reguleer. Vi omdanner den til en trappematrix ved hjeelp af reekkeoperationer:

11 11 11 11
13 12|-R |02 011_)
12 -1 1]|-R; 01 -2 0
59 1 6 |-5R; 0 4 -4 1
11 11 11 11 11 11
01 -2 0 01 -2 0 01 -2 0
02 0 1|2y, 00 41 “—loo0o 41
0 4 -4 1 |-4R, 00 4 1]-Rs 00 00

Dette er en 4 x 4-matrix med 3 trin; en sadan er ikke regular, og dermed er den oprin-
delige matrix heller ikke reguleer.

Antag, at A er en regulaer n x n-matrix og antag, at der er givet en n x p-matrix B. Vi
gnsker at finde en n x p-matrix X saledes at

A

I

Det ses umiddelbart, at der findes netop en sidan matrix X, nemlig

X=471

[lvs)
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2.6. Regulaere matricer. Matrixinversion

Eksempel 2.6.12 Vi gnsker at undersgge om nedenstaende matrix er reguleer og i givet

fald finde den inverse.
1 0 0
A=|1 1 -
- i 1-71 1

Vi opstiller matricen (A|E) og reekkereducerer til trappeform:

1 0 0|1 0O 1 O 0|1 0O
1 1 —-1/0 1 0]|]—1| O 1 -1|-11 0 ]|—
i1 1-1 1|0 0 1 0 1-¢: 1 |- 0 1
1 0 O 1 0 0
01 —i -1 1 0|—
0 0 2+:1(1-2i -1+:i 1
1 0 01 0 0
01 —-i|-1 1 0 —
1,3 2 1

00 1 -1 _5+SI’ 5—51,
1 0 0|1 0 0

2 1. 1,2
01 0|0 Sl—gl §+§L
0 0 1|-i —3+3i £-%i

Heraf aflaeses at A er reguleer og at
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3. Determinanter

I dette afsnit skal vi behandle de sakaldte determinanter. Determinanten af en kvadra-
tisk matrix A er et tal det(A) med en masse gode egenskaber: det viser sig f.eks. at vi

alene udfra dette tal kan afggre om matricen er reguleer.

Definitionen kraever en smule tilveenning idet den ggr brug af de sakaldte permuta-
tioner. Vi motiverer den givne definition ved forst at gennemga den for 2 x 2 og 3 x 3
matricer.

En alternativ fremgangsmade — som bruges af flere laererbgger — kunne veere at la-
de den formel vi finder i Seetning 3.6.2 vaere definitionen af determinanten. Desvarre
ville mange af de gode egenskaber ved determinanten i sa fald blive vanskeligere at
bevise, og vi undlader derfor at ggre dette. Nar man i konkrete tilfaelde skal udregne en
determinant for en matrix er det dog snarere denne formel som bruges.

3.1. Determinant af 2 x 2-matrix
For en 2 x 2-matrix

A= (Ctn alz)

a1 @22

defineres determinanten af A som tallet
detA =ai1a22 —a12091.

For determinanten af A benyttes ogsa betegnelserne |[A| og

11 Q12
a1 @22

3.2. Determinant af 3 x 3-matrix

a11 @12 Q13
=|az21 az22 azg

a31 a3z ass

For en 3 x 3-matrix

>
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3. Determinanter

U

Figur 3.1.: Den numeriske vaerdi af determinanten af en 2 x 2-matrix er arealet af pa-
rallelogrammet udspaendt af vektorerne, som udggr sgjlerne i matricen. Til-
svarende resultater geelder i hgjere dimensioner.

defineres determinanten det A af A som tallet

deté =a11022033 + 12023031 + 13021032 — 413022031 —A11023032 — Q120210 33.

Det er en simpel huskeregel for hvordan man udregner determinanten af en sadan
3 x 3-matrix: Vi gentager de to forste sgjler efter de tre sidste sgjler og tegner 6 pile pa
folgende made:

+ + + - - -
1 2
azi azz
1 Q

Vi ganger nu de tre matrixelementer pa hver af de nordvestgaende pile og forsyner
dem med fortegn + og dernaest ganger vi de tre matrixelementer pa hver af de nord-
gstgaende pile og forsyner dem med fortegn —. Dermed bliver determinanten givet ved
udtrykket ovenfor. Denne huskeregel kaldes pilereglen.

For determinanten af A benyttes ogsa betegnelserne [A| og

a1 Q@12 Q13

a1 Q@22 @23
a31 a3z ass

3.3. Permutationer

Med henblik pa definition af determinanten af en vilkarlig n x n-matrix, far vi brug for
teorien om permutationer. Permutation betyder ombytning og vi skal lave en matema-
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3.3. Permutationer

Figur 3.2.: Den numeriske veerdi af determinanten af en 3 x 3-matrix er volumenet af
det parallelepipedum som udspeendes af vektorerne, der udger sgjlerne i ma-
tricen. Sammenlign med figur 3.1. Tilsvarende resultater geelder i hgjere
dimensioner.

tisk teori for noget meget velkendt og konkret. Hvis man har et endeligt antal ordnede
objekter (f.eks en CD-samling ordnet efter udgivelsesdato) hvad kan vi sa sige om de
mulige omarrangeringer af disse objekter (At lade den nyeste og nastnyeste CD byt-
te plads pa hylden og lade de gvrige sta er f.eks en af de simpleste permutationer af
CD-samlingen).

Definition 3.3.1 Ved en permutation (af tallene 1,---,n) forstds en bijektiv afbildning
af mengden {1,--- ,n} pa sig selv. Meengden af samtlige permutationer af tallene 1,--- ,n
betegnes S,,.

Hvis o:{1,---,n} — {1,---,n} er en permutation, angiver vi o pa fglgende made:
1 2 ...
0’=(. ) ’.l),hvorjiza(i).
J1 J2  Jn
Da o er bijektiv, er tallene jq,j9, - ,Jj, en omordning af tallene 1,2,---,n.

Eksempel 3.3.2 Fgrst angives en permutation 0 med n = 3 og dernaest angives en per-
mutation 7 med n = 6:
(1 2 3 (1 2 3 4 5 6
8 12°""l43165 2
b

Idet den omvendte til en bijektiv afbildning igen er en bijektiv afbildning ses, at hvis
o er en permutation, da er ogsa ¢! en permutation. )
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3. Determinanter

Eksempel 3.3.3 Den omvendte til permutationen

er permutationen

Idet sammensaetning af bijektive afbildninger igen giver en bijektiv afbildning ses, at
hvis 0 og T er permutationer i S,, da er ogsa o o7 en permutation i S,,. Ved udregning
af 0 ot skal man (jvf. A.2) ferst udfere permutationen 7 og dernaest o. &

Eksempel 3.3.4 Den sammensatte permutation af permutationerne

(12345 (12345
134 25 1/ ° 4351 2

er permutationen
1 2 3 4 5)

"”:(5 213 4

Den identiske afbildning af {1,--- ,n} pa sig selv kaldes den identiske permutation eller
enhedspermutationen, og betegnes e. Den er givet ved skemaet

[ )

Definition 3.3.5 Lad der vaere givet en permutation o af {1,---,n}. Et talpar (i,j), hvor
1 <i < j<n, siges at svare til en inversion i g, hvis o(i) > o(j). Antallet af inversioner
kaldes I(0). Huis I(0) er lige kaldes o for en lige permutation, og hvis I(o) er ulige kaldes
o for en ulige permutation.

Definition 3.3.6 Fortegnet sign o for en permutation o er tallet +1, hvis o er en lige
permutation, og tallet —1, hvis o er en ulige permutation. Altsé er sign o = (—1)1(?.

Eksempel 3.3.7 Vi betragter permutationen

(12345
345 2 1)

Vi ser, at talparrene (1,4), (1,5), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5) og (4,5) svarer til inversioner,
altsa er I(0) =7, og dermed er o ulige, og sign 0 = —1. &
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3.3. Permutationer

Definition 3.3.8 Ved en naboombytning forstdas en permutation af formen
(T - T i+l -+ n)
97 - i+l i e on)

med andre ord er o(k)=Fk for alle k #1i, k #i+ 1, medens 0(i)=i+1 og o(i +1) =i. For
naboombytninger benytter vi ogsa betegnelsen

i 1+1
i+1 g

Det ses umiddelbart, at hvis o er en naboombytning, da er I(o) =1, og dermed at o er
en ulige permutation. Endvidere er 0 oo = e, hvoraf o1 = 0.

Seetning 3.3.9 Enhver permutation o fremkommer ved sammensatning af et antal na-
boombytninger.

Bevis. Lad (j J’.l ) veere en given permutation. Lad i vaere tallet sa o(i) = j; = n,
1 - Jn
. i 1+1
og lad 71 veere naboombytningen “1 g | Daer
( 1 -~ i i+1 -~ n )
g o Tl = . . . .
J1 0 Ji+l n v Jn

Pa denne made har vi opnaet en ny permutation 01 = o o711, hvor n (i anden raekke) er
rykket en plads til hgjre. Saledes fortsaettes indtil vi efter n —i skridt har opnaet en per-
mutation 0,_; =cotq0---0T,_; saledes at 0,_;(n) = n. Herefter fortsattes med at bringe
n—1 pa plads, dernzest n — 2 etc. indtil vi har fundet naboombytninger 71,72,---,7, sé-
ledes at

00T10--:0Tp =e¢.

Men sa er

Eksempel 3.3.10 Vi ser pa permutationen o fra Eksempel 3.3.3, og omdanner den
skridt for skridt til enhedspermutationen ved multiplikation fra hgjre med naboom-
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3. Determinanter

skrivninger:
1 2 3 456 o (4 5] 1 23 456 . (5 6]
4 316 5 2/ |5 4 4 315 6 2/ [6 5
1 2 3 456 . (4 5] 1 2 3 456 . (1 2]
4 315 2 6] [5 4 4 3125 6/ [2 1)
1 2 3 456 o (2 3] 1 23 456 . (3 4]
341 25 6) |3 2 314 25 6] |4 3]
1 2 3 456 o (1 2] 1 2 3 456 o (2 3]
312 45 6) |2 1) 1 32 45 6/ [3 2
1 2 3 456
1 2 3 456

Heraf sluttes, at
(2 8] _[1 2].[3 4], [2 3].[1 2|.[4 5] [5 6].[4 5
9= 13 2|°l2 1|°|4 3|°[3 2|°|2 1|°|5 4|°|6 5|°|5 4|
&

Seetning 3.3.11 Hvis permutationen o er sammensat af p naboombytninger, da er sign
o =(—=1)?; med andre ord, o er lige hvis p er lige, og o er ulige hvis p er ulige.
i 1+1

. . er goT =
1+1 1

Bevis. Hvis o0 = (j Jn) og hvis 7 er naboombytningen
1 o Jn

.1 B Lot + 1o n ) Heraf fremgar I(oot) = I(0) £ 1; men heraf fglger, at sign
J1 ot Jivl  Ji vt Un
(00T)=—signo. Ernuo =7,0---071 sammensat af p naboombytninger, er got10---01, =
e, og ved gentagen anvendelse af bevisets indledende bemarkninger fas 1 = sign e =
sign (goTy0---07,) =—sign(oot10---07,_1) =(-1)? sign 0, hvoraf sign o = (-1)”. Dette
viser saetningen. O

Seetning 3.3.12 Lad

i J .,

j i] s LFE],

vaere en transposition, dvs. en permutation i S,, der ombytter 2 tal i,j € {1,2,---,n}, og
lader de gurige urgrte. Da er sign o = —1.

Bevis. For en transposition med j =i+ 1 eller j =i —1 fglger dette af Saetning 3.3.11
(med p =1). For en vilkarlig transposition henvises til gvelsesopgave 61. O

Seetning 3.3.13 Hvis 0 og T er permutationer er

sign (0 oT)=sign o -sign 1.
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3.4. Determinant af n x n-matrix

Bevis. Skriv o =0,0---001 som en sammensgtning af naboombytninger, og skriv 7 =
T40---071 ligesd; da er sign o0 = (-1)? og sign 7 =(-1)?. Men oot =0 p0---0010T40---0T7,
hvoraf sign (o o7) =(-1)?*? = (-1)?(-1)? = sign o sign 7. O

Saetning 3.3.14 Huvis o er en permutation, da er

sign o = sign (o).

Bevis. Da 1= sign e = sign(c oo~ 1) = sign o- sign(o~!) folger seetningen. a

Szetning 3.3.15 Afbildningen o — o1 er en bijektiv afbildning af S,. For ethvert (fast)
T €S, er afbildningen o — t o0 en bijektiv afbildning af S,,. For n =2 er der lige mange
(= %n!) lige og ulige permutationer i S,,.

Bevis. Da S,, er en endelig maengde, er det tilstraekkeligt at vise, at afbildningerne
0 — o~ og 0 — 100 er injektive. Dette fglger af at

-1 -1 -1,-1 —1y-1
01 =0y =01=(07") " =(0y) " =02,
roalzroazsalzeoal:(1_101)001:1_10(1001)

:T_lo(TOO’g):(T_loT)OO'z28002 =09.
Antag n =2, og lad 01,-*+,0, veere de lige permutationer i S, og 0,+1,'+,0, veere de

ulige permutationer i S,,. Lad 7 veere en (fast) ulige permutation i S,,, f.eks. en transpo-
sition. Da er

T001,:-,To0, alle ulige permutationer,

TOoOp41, "+ ,T00, alle lige permutationer

ifplge Seetning 3.3.13. Men det medfgrer netop, at der méa veere lige mange lige og ulige
permutationeri S,,. O

3.4. Determinant af n x n-matrix

Udstyret med teorien om permutationer fra forrige afsnit kan vi nu definere determi-
nanten for en vilkarlig kvadratisk matrix.
Til enhver n x n-matrix A knyttes et bestemt tal, determinanten af A, der betegnes

detA eller [A].

Definition 3.4.1 Determinanten af n x n-matricen A =(a;;), , defineres som
deté = Z SIgN 0 A15(1)@20(2) " * Ano(n)-

og€eS,

For n =2 og n =3 genfindes determinanten som den er defineret i afsnit 3.1 og 3.2.
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3. Determinanter

Seetning 3.4.2 For en vilkdrlig n x n-matrix A geelder, at

detA = detét.

Bevis. Viskriver A =(a;;)n, 08 4t = (a’ij)n,n, og der gzelder sa a’ij =aj;. For simpelheds
skyld antager vi nu, at n = 3. Det generelle tilfeelde behandles efter samme mgnster.
Determinanten af A er givet ved

detA= ) sign 0a14(1)a2:230()-
- UESg

Ordner vi nu faktorerne i produktet a1,(1)22+2)@30(3) efter andet indeks i stedet for efter
forste indeks, fas

! !/ !
A10(1)A20(2)230(3) = Ao-1(1)1%5-1(22%0-1(3)3 = X 15-1(1)%25-1(3)% 35-1(3)°
og da sign o = sign (c71), finder vi sa

_ ) N / /
detA = ZS sign (07 )ay,1(4y855-19) %3513
J€ES3

Idet nu 0 — 0! er en bijektiv afbildning af S3 pa sig selv, Gvf. Seetning 3.3.15) finder vi
endelig
detA = Y. sign 0a,q)ah,9)850) = detét.

J€S3

Hermed er ssetningen vist. U

Vi skal nu se, hvad der sker med determinanten for en matrix nar vi udferer raekke-
operationer pa matricen. Ved hjelp af Satning 3.4.2 udleder vi tilsvarende resultater
for sgjleoperationer.

Seetning 3.4.3 Lad A vare en n x n-matrix. Antag, at B er en matrix der er dannet ud
fra A ved

(1) multiplikation af en reekke (sgjle) i A med et tal c; da er detB = cdetA;

(2) ombytning af 2 reekker (sgjler); da er detB = —detA;

(3) addition af et multiplum af en raekke (sgjle) til en anden raekke (sgjle); da er
deté = deté.
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3.4. Determinant af n x n-matrix

Bevis. Vi skriver A =(a;;)n,n 0g B =(b;;)y,,. Vi illustrerer beviset pa en 3 x 3-matrix.
Det generelle tilfelde behandles efter samme mgnster. (1): Hvis f.eks. den anden raekke
i A multipliceres med c geelder for 1 < j <3 at by; = cagj medens b;; = a;; for i #2. Men

sa er

detB= ) sign 0biob2020300)

UESg

= ) sigh 0a14(1)Ca202)230(3)
U€S3

=c Z Sign 0 a14(1)020(2)@30(3) = cdet A.
U€S3 -

(2): Vi ser pa ombytning af to sgjler. Hvis f.eks. anden og tredie sgjle ombyttes gaelder
for1<i<3atb;1=0a;1,b;2=0a;3 08 b;3=a;2, altsd at b;; = a;(;), hvor T er naboombyt-

3). Men si er

ningen 7 = (1 3 9

det]:3 = Z sign 0 b15(1)b20(2)034(3)

UES3

= Z SIgN 0 @ 1700(1)@2700(2)@3700(3)
UES3

- Z sign (T © 0)@ 1700(1)@2700(2)@3700(3)
U€S3

- Z Sign 0 a16(1)@20(2)@30(3) = —det A,
U€S3 -

idet afbildningen o — To0 er en bijektiv afbildning af S3 pa sig selv, jvf. Seetning 3.3.15.
(3): Antag nu, at den tredie raekke er multipliceret med ¢ og adderet til den anden
raekke. Da geelder for 1< j <3, at b1j=aqj, bg; =agj +casj og b3; = as;, og dermed

detB= ) sign 0bio1)b202b30@)

0€S3

= ) sign 0a151) (@202 + €A30(2)a30(3)
0€S3

= ) sign 0a15(1)820(2)830(3)+ € ) SIgN 0a15(1)230(2)330(3)
0€S3 0€S3

=detA +cdetC,

hvor
a1l ai2 ais
C=las1 a3 asz].
~ \as1 a3z ass
Der geelder imidlertid detC = —detC, da C fremgér af sig selv ved ombytning af to
raekker; men sé er detC =0, og dermed er detB =det A. O
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3. Determinanter

Seetning 3.4.4 Lad A vzere en gure (nedre) trekantsmatrix (specielt en diagonalmatrix);

determinanten for A er lig med produktet af diagonalelementerne.

Bevis. Antag feks. at A =(a;;),, er en nedre trekantsmatrix. Da er a;; = 0 for i < j.

Hvis sa o er en permutation i S,,, der ikke er den identiske permutation, findes der 1 <
i <n,sai<o(i); men det betyder, at produktet a15(1)* ‘- @non) er nul, thi det indeholder
faktoren a;,(;) = 0. Konklusionen er, at det eneste led i summen

detA= ) sign oaio)  nowm),

gesS,

der eventuelt ikke er nul, kommer fra den identiske permutation; altsa er

detA=ai1 - ann.

Resultatet for en gvre trekantsmatrix fglger nu af Seetning 3.4.2. O

Saetning 3.4.5 Lad A vzre en n x n-matrix af formen

a1 a1z - Qin
0

S
Il
[lvs)

0
hvor B er en (n—1) x (n — 1)-matrix. Da er

deté =ail detl_?.

Bevis. Ved hjeelp af reekkeoperationer af type S overfgrer vi B til en gvre trekantsma-
trix B1. Vi udfgrer s de samme rsekkeoperationer pid A, hvorved A overfgres i en gvre

trekantsmatrix
a1l a2 v Qip
0
Aq=
21 : B;
0
Idet reekkeoperationer af type S ikke szendrer determinanten skal vi blot vise, at det A1 =
a11detB1. Men det er klart ifglge Saetning 3.4.4. O

Eksempel 3.4.6 Vi beregner determinanten

2 5 -3 -2 |4 1 3 -2 2
-2 -3 2 -5 J _ -2 -3 2 -5 |+2R;
1 3 -2 2 B 2 5 -3 -2 |-2R;
-1 -6 4 3 -1 -6 4 3| +R;
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3.4. Determinant af n x n-matrix

(1) g:; j 3 -2 -1 3 -2 -1
“lo -1 1 —6|7" -1 1 -6 =—|-1 1 -6 |=-(12-8)=-4.
0 -3 92 5 -3 2 5 |+R; 0 0 14
Vi har undervejs anvendt Satning 3.4.3 og 3.4.5. )

Saetning 3.4.7 Lad A vzere en n x n-matrix. Da er A regulzer netop hvis detA # 0.

Bevis. Matricen A kan ved hjelp af reekkeoperationer overfgres i en trappematrix B,
og der geelder (det_4 # 0 © detB # 0) ifplge Saetning 3.4.3. Men der gaelder ogsé at (:g
reguler < B regula;zr) ifglge Sa@jtning 2.6.2. Vi kan derfor ngjes med at se pa tilfaelde'g,
hvor A er en trappematrix. Men en kvadratisk trappematrix er specielt en gvre tre-

kantsx_natrix, og derfor er dens determinant lig med produktet af diagonalelementerne.
Men dette produkt er forskellig fra nul netop hvis alle diagonalelementer er forskellige
fra nul, der netop er betingelsen for at en gvre trekantsmatrix er reguleer. ]

Seetning 3.4.8 Lad A og B vaere n x n-matricer. Der gzelder

det(élj )= deté deté.

Bevis. Antag fgrst, at A er en operationsmatrix. Det ses da umiddelbart ved hjaelp af
Seetning 3.4.3, at identiteten er opfyldt. Antag derneest, at A ikke er reguleer. Da er
AB heller ikke regular ifglge Szetning 2.6.7, og dermed er Hﬂjreside og venstreside 1
identiteten begge lig med nul. Antag si endelig, at A er reguleer. Da kan A skrives som
et produkt af operationsmatricer A = P---Py, og under anvendelse af fgzs;ste del af be-
viset fas sa detA = detP;det(Py---Py) = detP; ---detP}, og det(AB) = det(P; ---PxB) =
det(P)det(Py---P;B) = detP; ---det P, det B = det A det B. Hermed er saetningen vist. O

Seetning 3.4.9 For en reguleer matrix A gaelder, at

1
det(A )= ——.
e(= ) detA

Bevis. Da 44_1 =E,erdetA det(é_l) =detE = 1 ifglge den foregidende szetning. Heraf

fremgar seetningen. O
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3. Determinanter

3.5. Cramers formler

I dette afsnit skal vi se at vi i saerlige tilfeelde kan lgse et linesert ligningssystem ved at
udregne en reekke determinanter.
Vi ser pa et linezert ligningssystem bestaende af n ligninger med n ubekendte

ai1x1+---+aipxy, = bl
: (1)

An1X1+-+appx, = by
Idet A betegner ligningssystemets koefficientmatrix kan (1) skrives
X1 b 1
Al |=]: | (2)
X b,
Vi antager nu, at A er reguler. Ligningssystemet har da netop en lgsning, nemlig
X1 b 1
=A"1
X, B b,

Vi vil finde en formel for x;, j = 1,---,n. Med henblik herpa bemserker vi, at

an o an)[! ' o air -+ by a1n

X -1 al 3)
an1 Unn xsn 1 a;zl b.n ar.Ln

f !

J J

1 X1
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3.5. Cramers formler

Af Saetning 3.4.8 fis s4, at determinanten af venstresiden i (3) er lig med detA -x;, og

dermed er
ail N bl cee a1in
deté-xj: :
ani o by o ann
!
J
hvoraf
air - b1 a1n
anl oo bn oo ann .
xj= ,J=1,--,n,
ail -t Qip
anl *°° Qnn

hvor altsa b’erne er skrevet i den j’te sgjle. Disse udtryk for x1,---,x, kaldes Cramers
formler, efter den schweiziske matematiker G. Cramer (1704-1752).

For n =2 lyder ligningssystemet

ai1xe+agxg = b
ag1x1+agexy = b,
og Cramers formler giver de velkendte udtryk
b1 az ‘ air b1
ba asgr a1 bg
X1=—-——, X2 =
ail ai ‘ ail a2
a1 ag a1 ag
For n = 3 lyder ligningssystemet
a11x1+ajexz +aizxs = bi
ag1x1 +agexg +ag3xs = ba,
a31x1+assxs +azzxs = b3
og Cramers formler giver
b1 a1z ais a1 b1 ais a1 aiz by
ba agze ass a1 bz asgs a1 age bg
b3 a3z ass a31 b3 ass a31 azz b3
X1 = , X2 = , X3 =
a1l a2 ais a1 a2 ais a1l a2 ais
a1 ag a3 a1 age ass a1 ag a3

a31 asz2 asgs as1 a3z2 ass a31 asz2 asgs



3. Determinanter

Eksempel 3.5.1 Vi betragter ligningssystemet

2x1—x9+3x3 = 1
—x1+2x9+x3 = 0
X1 +Xx9 = -1
Determinanten for koefficientmatricen er
2 -1 3
-1 2 1 (=-12.
1 10

Ligningssystemet kan altsa lgses ved hjeelp af Cramers formler; vi finder

1 -1 3
0o 21
-1 10 6 1
X1= = = -
-12 -12
2 1 3
-1 01
1 -1 0 6 1
X2 = = ==,
-12 -12
2 -1 1
-1 2 0
1 1 -1 -6 1
X3 = = = —.
-12 -12 2

3.6. Determinant og invers matrix

Vi skal i dette afsnit udlede en formel for den inverse til en reguleer matrix.
Lad A =(a;;)n,, veere en n x n-matrix. Ved komplementet til a;; forstas tallet

all e O e aln
ALJ = 0 1 0 -
ani 0 Ann
!
J
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3.6. Determinant og invers matrix

A;j er altsd determinanten af matricen, der fremkommer af A ved at skrive 1 pa pladsen

(i,7) og 0 pa de gvrige pladser i i’te raekke og j’te sgjle. For hvert 1 < i,J < n defineres
matricen A;; som matricen der fremkommer af A ved at slette i’te reekke og j’te sgjle.

Seetning 3.6.1 Der gzlder .
Aij =(-1)" detéij.

Bevis. Ved (i — 1) reekkeombytninger efterfulgt af (j — 1) sgjleombytninger overfores
matricen

al]_ oo 0 oo aln
0 1 - 0
—1
anl oo 0 oo ann
!
J
i matricen
10 0
0
0
Men sa er
10 0
A=D1 =1y = (-1)""/ detA;;
0
ifglge Seetning 3.4.3 og Seetning 3.4.5. Hermed er ssetningen vist. O

Saetning 3.6.2 For enhver n x n-matrix A gaelder

deté = ailAil + - +ainAin>

O0=aj1Ain+-+ajnlin, J#I.
Bevis. Af definitionen pa determinant

deté = Z sign 0 a14(1)* " Cnon)

og€eS,
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3. Determinanter

fremgar, at

deté:ailA;1+---+aijA;.kj+---+ainA;kn, (4)
hvor A7,,---,A’, ikke aftheenger af elementerne i i’te reekke af A. Andrer vi A, séledes
at

ai1=""=a;;-1=a;;+1="""=a;,=0, a;;=1,
fas derfor
all e O e aln all e alj e aln
Ajj=| 0 1 0 |—i=| 0 1 0 _l:AZ
ani 0 Ann an1 Qnj Ann
1 !
J J

idet overensstemmelsen mellem de 2 determinanter fremgar ved n — 1 raekkeoperatio-
ner. Den fgrste formel fglger derfor af (4). Aindrer vi derimod A, siledes at i’te reekke i

A erstattes af j’te reekke i A, fas

ai; -+ Qi1n
aji o Qjn |—i
. . k *
0= : . =aj1Ai1+---+ajnAin:alei1+---+ajnAin,
ajp - ajp | J
Anl *°° Qnp

idet en n x n-matrix med 2 ens raekker har determinant 0, og vi benytter det tidligere
viste resultat A;.“j =A;j. O

Saetning 3.6.3 For komplementmatricen

Aun - An
K(4)= :
Anl Ann

hgrende til en n x n-matrix A gaelder

AK(A) = (detA)E.
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3.6. Determinant og invers matrix

Bevis. Af Satning 3.6.2 fas
AK(AY[i,j1 = Ali,*1-K(A)[*, /1= Ali,*]- K(A)[j, *]
= aj1Aj1+--+aizAj,
detA for j=1i

B {0 ) for j#i ’
og det viser pastanden. O
Seetning 3.6.4 For en regulser matrix é gaelder

(=1)"*/ detA ;;

A=
= detA detA ’

d.v.s. den inverse matrix til A er givet ved formlen

1
Al=
= detA

K(é)t.

Bevis. Nar A er reguleer viser Szetning 3.6.3, at

1
A|——KQA)'|=E.
1
Af Seetning 2.6.6 folger heraf, at A~ = K(A). O
= deté =

Eksempel 3.6.5 Vi betragter matricen

10 1
A=[11 o]
“ 10 -1

Vi udregner det A = -2, og dermed er A reguleer. Vi udregner sa

detA11=-1, detAjp=-1, detA;3=-1
detézl =0, detézz =-2, det423 =0
detégl =-1, detég,z =-1, deté33 =1,

hvoraf (idet fortegnsfaktorerne (—1)**/ skal huskes)

( 0
Al=| -

|
N | =D | =N | =
~————

N[ =N [ =D | =

1
0o —
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3. Determinanter

3.7. Udvikling af determinant

I dette afsnit skal vi udlede den formel som oftest bruges nar man i praksis skal udregne
determinanten af en matrix.

Seetning 3.7.1 Lad A veere en n x n-matrix. Da gaelder for hvert 1<i<n, at

detA =a;1A;1+ - +aipAin = (1) a; det A+ + (=1 "a;, det Ay,

detA=ay A+ +aniAn = (D" agdet A+ +(=1)"a,; det Ay,

Bevis. Den fgrste formel blev vist i Seetning 3.6.2, og den alternative version fglger af
Seetning 3.6.1. Den anden formel fas af den fgrste formel anvendt pa A’, idet vi benytter,

at detA = detét (vf. Seetning 3.4.2). O

Disse formler kaldes for udviklingen af det A efter i’te reekke hhv. i’te sgjle. Vi har pa
denne made udtrykt det A ved determinanter af lavere orden. For i = 1 fas specielt

det4 =aii det411 —ai2 det412 +eo 4 (—1)”+1a1n detéln
det4 =ai1 det411 —a921 detézl +eo 4 (—1)"+1an1 deténl.

Normalt vil man vaelge at udvikle efter reekker eller sgjler med mange nuller. Eventuelt
ma man forst ved raekke- eller sgjleoperationer skaffe nuller (jvf. Eksempel 3.7.3). &

Eksempel 3.7.2 Vi beregner en determinant ved udvikling efter forste raeekke:

(2)_(1)8_3 -1.0 0 0 -10
=2| 4 3 5|-(-3)| 7 4 3|=
T2 0 2 2 4 -6 2 2
-6 2 2 4
35 7 3
2(—1)‘2 4 —3(—1)‘ 6 9 ‘_(—2)(12—10)+3(14+18)—92.

Til sammenligning giver udvikling efter 2. raekke:

2 00 -3

2 0 -3
0 -10 0
7 43 5 |=CDEDTELT 3005
-6 2 2 4 6z 4
:—(2(—1)1“2 i‘+(—3)(—1)1+3 _Z 2U:—(2(12—10)—3(14+18))=92.
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3.7. Udvikling af determinant

Eksempel 3.7.3 Vi beregner en determinant ved fgrst at udfere reekkeoperationer, og
dernaest udvikle efter farste sgjle

5 4 2 1|-5R4 14 7 -19

0
2 3 1 -2|-2R4, |0 7 3 -10|_ 1‘; ; :ig _ag

-5 -7 -3 9 |[+5Ry |0 -17 -8 29 17 s 29|
1 -2 -1 4 1 -2 -1 4

Bemeerk, at Seetning 3.4.5, der blev benyttet pa afggrende made ved udledning af tidli-
gere saetninger, er et specialtilfaelde af Seetning 3.7.1 (udvikling efter 1. sgjle). &

Vi afslutter kapitlet med at summere nogle af de vigtigste teknikker til udregning af
determinanten af en n x n matrix:

Opskrift 3.7.4 (Beregning af det(é))
Nar man i praksis skal udregne det(é) gor man ofte brug af folgende teknikker:

1. Lav raekkeoperationer pa A for at lave flere O’er i en raekke. Ved hver skridt holdes
gje med hvad den pdgaeldende reekkeoperation ggr ved det(A) (Sztning 3.4.3).

2. Udregn determinanten af resultatet fra (1) ved brug af udviklingsformen efter en
reekke eller sgjle med mange ‘0’er (Theorem 3.7.1) .

I praksis er det ofte en smagssag hvordan man vil balancere mellem de 2 ovensta-
ende teknikker. Man kan altid lave raekkeoperationer indtil matricen er pa reduceret
trappeform hvorefter determinanten kan aflaeses som produktet at diagonalindgange-
ne. Det vil imidlertid ofte veere mere tidskraevende at lave den fulde reekkereduktion
end at bruge udviklingsformen pa en tilpas reduceret matrix.
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4. Vektorrum

I dette kapitel skal vi introducere og undersgge abstrakte vektorrum. Som det vil frem-
ga af definitionen nedenfor er disse motiveret af de strukturelle egenskaber ved [F":
Vi tager simpelthen regnereglerne for " og lader dem udggre definitionen af abstrakte
vektorrum. Dette gor os i stand til at studere objekter forskellige fra F* som har de sam-
me strukturelle egenskaber som [F". Nar vi har defineret hvad vi mener med et abstrakt
vektorrum begynder vi at studere linezere afbildninger mellem abstrakte vektorrum, og
det viser sig at vi bedre kan forsta " ved at teenke abstrakt om det.

Ved fgrste gennemsyn kan den mere abstrakte tilgang synes vanskeligere. Det er
naturligt. Men i virkeligheden er det stik modsat. Det abstrakte synspunkt fjerner alt
ungdig information som kan forstyrre overblikket, og mange argumenter og overvejelser
bliver lettere nar man fgrst har veennet sig til at teenke om matrixafbildninger mellem
F" og I som eksempler pa linesere afbildninger mellem endeligdimensionale abstrakte
vektorrum.

4.1. Definition af vektorrum; eksempler

Lad V vaere en maengde, hvori der er givet to operationer, nemlig multiplikation af et
element med en skalar og dannelse af to elementers sum; dette betyder, at der til et tal
A €T og et element x € V er knyttet et nyt element Ax € V kaldet x multipliceret med A,
og til to elementer x,y € V er der knyttet et nyt element x + y € V kaldet summen af x

0g y.

Definition 4.1.1 (Regneregler i et vektorrum) Maengden V udstyret med de to givne ope-
rationer siges at vare et vektorrum, hvis fplgende regneregler er opfyldt: For vilkarlige
vektorer x,y,z 1 V og vilkarlige tal A, i F gelder

Vi: (§+z)+g:x+(y+g)
V2: x+o=x
V3: x+(=x)=0
Vd: x+y=y+x

Vb: Mx+y)=Ax+ Ay

V6: (A+wx=Ax+ ux
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4. Vektorrum

V7: (Awx = Mpx)
V8: Ix=x

Elementerne i et vektorrum kaldes ogsa for vektorer. Regnereglen V2 skal forstas
saledes, at der findes en vektor o, kaldet nulvektoren, s& V2 er opfyldt. Det ses let, at
der kun findes en nulvektor i et vektorrum. Regnereglen V3 skal forstas saledes, at der
for hver vektor x € V findes en vektor y € V sa x + y = 0. Det ses let, at der kun findes et
sadant element y. Dette element kaldes sa —x. Det ses let, at —x = (—~1)x og at 0x = o for
alle vektorer i vektorrummet V. For to vektorer x, y saettes x —y = x +(—1)y. Det ses let,
athvisx+y=zerx=2z-y. B B B

Vi indfgrer betegnelsen F° = {0}. Dette er et eksempel pa et vektorrum, der kun inde-
holder et element, nemlig nulvektoren o = 0. Vi siger at V er defineret over [F, eller at V
er et F-vektorrum. Hvis F = R kalder vi ogsa V et reelt vektorrum , og hvis F = C kaldes
V et komplekst vektorrum . Nar der i det fglgende optraeder flere vektorrum samtidigt
vil de alle veere F-vektorrum for samme F. De er altsa alle enten reelle vektorrum eller
komplekse vektorrum.

Eksempel 4.1.2 Talrummet F?, n = 0,1,2,... er et vektorrum over F. Dette folger af
Seetning 1.1.2. Bemeerk udseendet af o og —x. Overvej at mengden C" desuden er et
vektorrum over R men at R” ikke er et vektorrum over C hvis n >0 . &

Eksempel 4.1.3 Med M, ,(F) betegnes maengden af alle m x n-matricer med indgange i
F. Med de i afsnit 1.4 indfgrte matrixoperationer multiplikation med skalar og addition,
er M, ,(F') et vektorrum over [, jvf. regnereglerne M1-M8 i Szetning 1.4.5. ' 3

Eksempel 4.1.4 Lad Pol (F) betegne meengden af polynomier i én variabel med koeffi-
center i [, dvs. funktioner p af formen

p(x)=ag+aix+agx’+ - +ax", x€F,

hvor ag,a1,a92, - ,a, €F, og n € Ng. Vi udstyrer Pol (F) med saedvanlig addition og med
sedvanlig multiplikation med skalarer. Herved bliver Pol (F) et vektorrum med nulpo-
lynomiet som nulvektor. Hvis f.eks. p og ¢ er polynomierne givet ved

3—x+x4—5x6,

p(x)
glx) = x+ 2x% +x7,

er p +q givet ved
(p+g)x)=3 +at—3x8+47.

For addition of scalarmultiplikation af et andet seet polynomier se figur 4.1. ' 3
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4.2. Linezre atbildninger; isomorfi

(A)

Figur 4.1.: (A) Polynomierne f(x) = x?-1og (% x)= % fx)= %(xz—l). (B) Polynomierne
fx)=x2-1,g8x)=x+20g (f+g)x)=f(x)+ glx) =x® +x + 1.

4.2. Linezre afbildninger; isomorfi

Lad U og V vaere vektorrum.

Definition 4.2.1 Ved en linezr afbildning f fra U til V forstds en afbildning f :U — V,
sa

L1: f(Ax)=Af(x) for alle xe U, LeF.

L2: f(£+z) =f(x)+ f(z) for alle X,y € U.

En linezr afbildning kaldes ogsa for en homomeorfi.

Tilsammen kaldes L1 og L2 for linearitetsbetingelserne. Hvis U = F" og V =", ses,
at der er overensstemmelse med vores tidligere betegnelser (Seetning 1.3.9).

Bemeerk, at vi for U =F"* og V =™ har to mader pa hvilken vi kan udtrykke at en
afbildning f : U — V er lineeer, nemlig dels at f er givet ved en matrix, og dels at f
opfylder linearitetsbetingelserne L1 og L2. Hvis U og V er vilkarlige vektorrum kan vi
ikke umiddelbart definere linearitet af en afbildning f : U — V ved hjalp af matricer,
men ma benytte L1 og L2. Det ses let, at der for en lineser afbildning f : U — V geelder,
at f(o) =o.

Lad U,V og W vaere vektorrum.

Seetning 4.2.2 Hvis [ :W — V og g:U — W er linezre afbildninger, da er den sammen-
satte afbildning fog .U — V ligeledes linezr.

Bevis. Det vises uden komplikationer, at f o g opfylder L1 og L2, nar f og g ger det. O
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4. Vektorrum

Lad V vaere et vektorrum. Vi vil et gjeblik se pa lineare afbildninger f :F* — V. Idet
vi seetter a; = f(e;), j=1,---,n hvor ey, - ,e, er standard enhedsvektorerne i ", far vi
for en vektor

X1
X = =X1€1+ -+ Xnén,
Xn
at
fx) = f(xie1+--+xnen)
= x1f(e)+ - +xnflen) =x101+ -+ xpapn,
altsa

fx)=x1a1+ - +xpa,. (%)

Hvis V = ™" genfinder vi udtrykket fra afsnit 1.3, og i dette tilfzelde er a; den j’te
sgjlevektor for matricen A hgrende til f.

Seetning 4.2.3 Lad a1, ,a, vare vektorer i vektorrummet V. Afbildningen f :F"* —
V givet ved
X1

fl: |=x1a1+-+x,a,

Xn

er linezer, og alle linezre afbildninger f :F" — V har denne form. Der gzelder a; = f(e;).

Bevis. Hvis f er lineaer har vi ovenfor set, at f har formen (x), og det er klart, at

a;j=f(e;). Antag nu omvendt, at a1, -+ ,a, er givne vektorer iV, og definer afbildningen
f :F* =V ved formlen (x). Det eftervises sa umiddelbart, at f opfylder L1 og L2, og
dermed er f lineeer. O

Lad U og V veere vektorrum.

Definition 4.2.4 En bijektiv linezr afbildning f :U — V kaldes for en isomorfi fra U til
V.

To vektorrum U og V kaldes isomorfe , hvis der findes en isomorfi fra U til V.
Seetning 4.2.5 Lad U, V og W veere vektorrum.
(1) Den identiske afbildning idy : U — U er en isomorfi.

(2) Hvis f:U —V eren isomorfi, er f~1:V — U en isomorfi.

88



4.3. Endeligdimensionale vektorrum; basis

(3) Hvis f:W —V og g:U — W er isomorfier, er fog:U — V en isomorfi.

Bevis. (1): Den identiske afbildning er oplagt lineser og bijektiv, altsa en isomorfi. (2):
Hvis f :U — V er bijektiv, er f~1:V — U bijektiv. At yderligere f~! er lineeer, hvis f er
det, ses ved at vise, at f~! opfylder L1 og L2; dette ggres pa ngjagtigt samme made som
i beviset for Seetning 1.5.1. (3): Hvis f: W -V og g:U — W er isomorfier, da er fog
bijektiv og linezer, da sammensaetning af to bijektive afbildninger igen er bijektiv (A.2),
og da sammensatning af to lineaere afbildninger igen er lineaer (Saetning 4.2.2). O

4.3. Endeligdimensionale vektorrum; basis

I dette afsnit skal vi definere og undersgge hvad det vil sige at et abstrakt vektorrum er
endeligdimensionalt, og for endeligdimensionale rum definere dimensionen af rummet.
For at definition skal veere meningsfyldt far vi brug for fglgende saetning:

Saetning 4.3.1 Hvis ™ er isomorft med F", da er m = n.

Bevis. Hvis f:F" — ™ er bijektiv og linezer, da er m = n ifglge Seetning 2.4.2. O

Definition 4.3.2 Et vektorrum V kaldes endeligdimensionalt, hvis det er isomorft med
et talrum F*, n=0,1,2,... . Dimensionen dimV defineres i givet fald til n.

Bemeerk, at hvis et vektorrum er isomorft med F”* og med F", da er " og " isomorfe
ifglge Seetning 4.2.5, og dermed er m = n ifglge Seetning 4.3.1. Dimensionen dimV af et
endeligdimensionalt vektorrum er derfor veldefineret. Bemaerk ogsa, at hvis dimV =0,
daer V ={o}.

Lad V veere et vektorrum.

Definition 4.3.3 Et ordnet! swt af vektorer ai, - ,a, 1V kaldes en (ordnet) basis for V,
hvis hver vektor a i V pa netop en made kan skrives pa formen

a=x1a1+t " +XpQp,
hvor x1,x2,...,%, € F. Vi benzevner ogsd en basis ved o = (a1, --a,).

Det er veerd at bemarke at der er en asymmetrisk sammenhang mellem de reelle
og de komplekse vektorrum. Et reelt vektorrum (som fx R?) behgver ikke at kunne

Lat seettet er ordnet betyder at vi har udstyret det med en raekkefplge, sa det giver mening at tale om
den fgrste element, 2. element, osv.
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4. Vektorrum

)

_ = x=-2a)+a; = =
xX=-a;+a, -~ —2a]

/

e

Figur 4.2.: Vektorerne a; og a, udggr en basis o/ = (a;,a,) for R2. Det samme ggr
o' = (a),a}). Enhver vektor x € R? kan skrives pa preecis en made som en
linearkombination af a; og a, og pa praecis en made som en linearkombina-
tion af a} og a).

opfattes som et komplekst vektorrum. Man kan nemlig ikke altid give mening til at
gange en vektor med et komplekst tal. Men et komplekst vektorrum (som fx C?) kan
altid opfattes som et reelt vektorrum ved bare at opfatte multiplikation med skalar
som defineret kun péa de reelle tal. Sa geelder der: Hvis o« = (vy,...,v,) er en basis for et
komplekst vektorrum V si er 8 = (v,,...,v,,iv;,...,i0,) en basis for V opfattet som et
reelt vektorrum . (Overvej!)

Antag, at o/ = (a1,---,a,) er en basis i V. Skrives en vektor a € V pa formen a =
x1a1+---+x,a, kaldes tallene x1,---,x, for koordinaterne for vektoren @ med hensyn til
basen ai,---,a,; tilsvarende taler vi om koordinatseettet (x1,---,x,) og koordinatsgjlen

X1
for a.
Xn
Vi bengevner koordinatsgjlen for vektoren ¢ med hensyn til « ved

lal
I situationen herover har vi altsa
X1

lal=
Xn
Bemzaerk, at a /’s koordinatsgjle med hensyn til </ er standardenhedsvektoren e, altsa
at d[gj] =e; for j=1,...,n.
Vi viser nedenfor (Seetning 4.3.5) at afbildningen a — /[a] er en isomorfi eftersom det
er den omvendte afbildning til den der i Seetning 4.3.5 vises at veere en isomorfi.
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4.3. Endeligdimensionale vektorrum; basis

Lad ej, -, e, veere standardenhedsvektorerne i F”. Idet det geelder

X1
x1e1+--+xpen=1: |,
Xn
ses, at (e1,---,e,) er en basis for det n-dimensionale vektorrum F”. Denne basis kaldes
for den ;aturli:ge basis i ["*. Koordinatsgjlen for vektoren

X1

med hensyn til den naturlige basis er vektoren x selv.

Eksempel 4.3.4 Vektorrummet M,, , af m x n-matricer er et mn-dimensionalt vektor-
rum. I specialtilfaeldet m = 2, n = 3 ses, at en isomorfi f : 6 — Mg 3 er givet ved

X1

£l _)(x1 X2 xs)_

X4 X5 X6
X6

Tilsvarende opskrives let en isomorfi fra F™”" til M, , for vilkarlige m og n.
En basis for Mg 3 er givet ved

(1 0 0 (010 (0 0 1
21=10 0 0)> 2270 0 o) 2 {0 0 o)
(0 0 O (0 0 O (0 0 O
2471100 7o 10 %70 0 1/
I My, , udggr de elementaere matricer I; ;, 1<i<m, 1<j<n en basis. s
Saetning 4.3.5 Lad ai,---,a, vaere et st af vektorer i vektorrummet V. Den linezere
afbildning f :F* — 'V givet ved
X1
f =x1a1+--tXxXpapn
Xn
er en isomorfi netop ndar a1, ,a, er en basis.

Bevis. At f er en isomorfi betyder, at f er bijektiv, altsa, at der for hver vektor a € V
findes netop en vektor x € ", sd f(x) = a. Men det betyder netop, at a1,---a, er en
basis. O
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4. Vektorrum

Saetning 4.3.6 Et vektorrum V # {o} har en basis netop hvis det er endeligdimensio-
nalt. I givet fald indeholder enhver basis for V netop dimV elementer.

Bevis. Antag, at V er endeligdimensionalt med dimV = n. Der findes da en isomorfi
f :F* -V, og denne har formen

X1
f |l =x1a1 e+ xpan (%)

Xn

ifglge Seetning 4.2.3. Men da f er en isomorfi, er a;,---,a, en basis ifglge Seetning 4.3.5.

Hvis omvendt a1, ,a, er en basis for V, er den lineaere afbildning givet ved formlen
(*) en isomorfi ogsa ifslge Saetning 4.3.5, og dermed er V isomorft med F”, og dermed
endeligdimensionalt med dimV =n. O
Saetning 4.3.7 Et (ordnet) st ai, -+ ,a, af n vektorer i " er en basis netop hvis n x n-
matricen

é = (21 a_n)
er reguleer.
Bevis. Sattet a1,---,a, er en basis netop nar den linezere afbildning f : F* — " givet
ved

X1

fl:|=x1a1++txnan (%)
Xn

er bijektiv. Men f er den linezere afbildning givet ved matricen A, og f er bijektiv netop

nar A er reguleer. O

Eksempel 4.3.8 1 er der givet vektorerne

f) )

Vi gnsker at undersgge om a1,as,as er en basis i R?. Vi opskriver matricen

121
A=(3 8 17|,
S \2 709
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4.4. Underrum
og finder, at det A = 2. Matricen A er altsé reguleer, og dermed er a1,a2,a3 en basis. Der

4
a=120].
23

Vi gnsker at finde koordinaterne for @ med hensyn til basen a1,a9,a3. Vi skal altsé lgse
ligningen

er sa yderligere éivet vektoren

a=x101tx2a9 +x3a3,

1 2 1\ (x1 4
3 8 T|[x2|=1]20].
2 7 9) \x3 23

Dette gores pa ssedvanlig made, og man finder at det sggte koordinatsaet er (x1,x9,x3) =
(5,-2,3). &

altsa ligningen

4.4. Underrum

Vi skal i dette afsnit studere vektorrum som ligger inden i andre vektorrum. De sakald-
te underrum. Mere praecist: Lad V veere et vektorrum.

Definition 4.4.1 En ikke-tom delmengde U <V kaldes for et underrum hvis fplgende
to betingelser er opfyldt

Ul: HvisxeU og A€ geelder AxeU.

U2: Hvis x,y €U geelder x+y e U.

Bemseerk, at hvis U er et underrum er o € U; hvis nemlig x er et element i U er ifglge
U1 ogsa vektoren Ox =0 et element i U.

Vi udtrykker Ul og U2 ved at sige, at et underrum er stabilt ved vektorrumsopera-
tionerne. I et underrum U af vektorrummet V geelder naturligvis regnereglerne V1-V8
(Definition 4.1.1), sa U er i sig selv et vektorrum. Vi kan derfor specielt tale om, at et
underrum kan have endelig dimension, og i givet fald om dets dimension samt om baser
herfor.

Bemseerk specielt, at {0} og V begge er underrum i vektorrummet V. Disse to under-
rum kaldes trivielle.

Eksempel 4.4.2 I F betragtes maengden
X1
N = x9 |lx1+x9+x3=0 p.
X3
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4. Vektorrum

Det verificeres let at Ul og U2 er opfyldt for N, og dermed at N er et underrum. Derimod

er maengden
x1
M = x9 ||lx1+x9+x3=1%.
X3

1
ikke et underrum; faktisk er hverken Ul eller U2 opfyldt for M, idet f.eks. x = (O) eM
0

2 0 1
medens2g—(0)eEMogz—(1)€Mmedens§+z—(1)€M. )
0 0 0

Figur 4.3.: For hver vektor v € R? er U = {tv | t € R} et underrum. Alle underrum af R?
(paneer det trivielle underrum R?) har denne form.

Figur 4.4.: For hver vektor w € R? er V = {tw | t € R} et underrum af R3. For hvert par af
vektorer u,v € R3 er U = {su +tv | s,t € R} et underrum af R3. Alle underrum
af R? (panser det trivielle underrum R3) har en af disse to former.
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4.4. Underrum

Definition 4.4.3 Lad V vere et vektorrum, og lad a1, ,a, vaere et szt af vektoreri V.
En vektor a af formen
Q:A1Q1+"'+Angna

hvor A1,--+,A, €F, siges at vaere en linearkombination af vektorerne ay, - ,an.
Bemseerk, at et saet af vektorer ai,:-:-,a, i vektorrummet V er en basis netop nar
enhver vektor a € V pa entydig made kan skrives som linearkombination af aj,: - ,a,.

Eksempel 4.4.4 1 er der givet vektorerne

3 2
ai=| 0 |ogax=| -1
-2 -5

Idet
3 2 5
3Q1—2Q2_3( 0 )—2( -1 \)—(2),
-2 -5 4
5

ses, at | 2| er en linearkombination af a1 og as. Vi betragter sa vektoren

4
1
a= -2 1,
k

hvor % € F. Vi gnsker at undersgge, for hvilke veerdier af £ vektoren a er en linearkom-
bination af @1,a9. Det drejer sig altséd om at finde x1,x9 s&

a=x1a1+x202,

o[ )= 22)

hvilket igen betyder, at vi skal lgse ligningssystemet

o) )

Dette ggres pa saedvanlig made, og man finder at dette ligningssystem kan lgses netop
nar k = —8. For denne verdi af % er lgsningen (x1,x2) =(—1,2). For k # —8 er a altsa ikke
en linearkombination af vektorerne a¢; og as. For £ = —8 er derimod @ = —a;1 +2a2. &

altsa sa
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4. Vektorrum

Seetning 4.4.5 Lad M vere en ikke-tom delmaengde af V. Maengden af alle linearkom-
binationer af vektorer i M udgor et underrum i V. Det kaldes det af M frembragte un-
derrum, og betegnes span M.

Bevis. Hvis
Q:AIQ1+"'+AnQna

hvor A4,---,1, €Fogai, - ,a, € M, gelder for L€ at
Aa =ANa1+ -+ Adpan,
der er i span M; dette viser, at span M opfylder Ul. Antag sa, at

Q:AIQ1+"'+AnQna

og
é::ulél""'"i',umém,

hvor /ll,"'>An€[F0ng,"'7Qn€M, ,Ul,"'>Hm€":0géla"'aém€M; daer
a+b=Mai+ - +Anan+p1b1+-+ Umbm,

der er i span M; dette viser at U2 er opfyldt. Hermed er vist, at span M er et under-
rum. O

Hvis U er et underrum i vektorrummet V', og M er en delmaengde af U ses det let, at
span M c U. Endvidere ses let, at M er et underrum netop hvis span M =M.
Lad U og V veere vektorrum, og lad f : U — V veere en lineser afbildning.

Definition 4.4.6 Ved kernen ker f for f forstds maengden
kerf={xeU | f(x) = o}.
Ved billedet f(U) for f forstas meaengden

f(U):{XEVIzzf(g)foretQEU}.

Saetning 4.4.7 Kernen kerf for den linezre afbildning f :U — V er et underrum i U.
Ligeledes er billedet f(U) af U ved f et underrum i V.
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4.4. Underrum

U= Span{gl,gz}

I e eI 3

Figur 4.5.: Seetning 4.4.5. To vektorer a,a, € R3 og underrummet U = span{a,,a,}, der
bestér af alle linearkombinationer af a, og a,.

Bevis. Fgrst ser vi pd kernen K =kerf. Hvisx€ K og L€F er f(Ax) = Af(x) = Ao = o;
dette viser, at Ul er opfyldt. Hvis x,y e K er f(x+y) = f(x) + f(y) = 0 + 0 = 0; dette viser,
at U2 er opfyldt. Hermed er vist, at K er et underrum. Dernaest ser vi pa f(U). Hvis
AeFogye f(U)findesx €U sa y = f(x), og dermed er 1y = Af(x) = f(Ax) € f(U); dette
viser, at Ul er opfyldt. Hvis y1,y2 € f(U) findes X1,%2 € U, sa f(x1) =y1 og f(x2) = y2, 0g
dermed er y1 +yo = f(£1)+f@2)_: f(x1+x9) € f(U); dette viser, at U2 er opfyldt. Hermed
er vist, at f(U) er et underrum. O

Saetning 4.4.8 Den linezre afbildning f :U — V er injektiv netop nar ker f = {o}.
Bevis. Dette bevises ngjagtigt som Seetning 2.4.1. O

Lad f : R" — R™ veere en lineser afbildning, og lad A = (a;;);,, veere den tilhgrende

matrix. Idet
X1 ail -t a1p ) (%1

Xn Am1l *°° Omn) \Xn
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4. Vektorrum

Figur 4.7.: Stiliseret diagram af billedet for en linesr afbildning f: U — V.

ses, at kernen for f netop er lgsningsmaengden til ligningssystemet

ail 0 ain ) (%1 0
AGm1 " C@mn) \Xn 0
Hvis a1, ,a, er sgjlevektorernei A, er
X1
| |=x1a1+ - +xnan,
Xn

hvoraf ses, at f(U) = span {aj, - ,an}.
Eksempel 4.4.9 En linezr afbildning f : R? — R? er givet ved matricen

0 0 2 -1 8
A=|1 -2 3 2 1|
- 3 -6 10 6 5

Vi vil bestemme kernen K = ker f for f. Vi skal altsa lgse ligningssystemet AX =0, hvor

Xe R®. Dette ggres pa ssedvanlig made, og vi finder at lgsningsmeengden beskrives ved
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A
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
!

D e e e e e e e e e e e -

T I I I

Figur 4.8.: Kerne og billede for den linezere afbildning f: R? — R? give ved matricen

A= ( _; _i ) Se ogsa figur 4.6 og 4.7.

parameterfremstillingen

X1 2t1 — 39 2 -3
X9 t1 1 0
x3 | = —2t9 =t1|0|+¢ta| -2 |, ¢t1,t2€R.
X4 4to 0 4
X5 to 0 1

Hermed har vi fundet K. Saetter vi

2 -3

1 0
a1=|0| ogas=| -2 |,

0 4

0 1
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4. Vektorrum

ses, at enhver vektor x i K kan skrives pa netop en méde pa formen x =¢1a; +t2a9, altsa
er ai,as en basis for K. &

4.5. Linear afhangighed; lineer uafhaengighed
Lad V vere et vektorrum.

Definition 4.5.1 Et szt af vektorer a1, --,a, i V kaldes linezrt uafhaengigt, hvis lig-
ningen
xX1a1+ -+ X0, =0

kun har lgsningen (x1,---,x,) = (0,---,0). Hvis sattet ikke er linezert uafhaengigt kaldes
det linezert afhaengigt.

Bemeerk, at en basis for V (eller for et underrum heraf) bestar af lineaert uathaengige
vektorer.

Eksempel 4.5.2 I R* er der givet vektorerne

J 00 W

=
[9)

Vivil undersgge om szettet a1,a9,a3 er lineaert uathaengigt. Vi skal lgse ligningen x1a1 +
xX9a9 +x3a3 = 0, altsd ligningssystemet

1 2 3 0

2 3 8 il 0

2 4 7|12 |o

11 5] o
Dette ggres pa ssedvanlig made, og man finder at der kun er lgsningen (x1,x2,x3) =
(0,0,0). Det givne seet er altsa lineaert uathaengigt. &
Saetning 4.5.3 Etsztai,- - ,a, af vektorer i vektorrummet V er linezert afhaengigt netop

hvis en af seettets vektorer kan skrives som linearkombination af de gurige.

Bevis. Antag, at en af sattets vektorer, f.eks. a,, kan skrives som linearkombination
af de gvrige. Der findes da x1,---,x,-1 €F sa

an =X1a1 + -+ Xp-1An-1;
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4.5. Linezr athaengighed; linezer uathengighed

(A) B)

Figur 4.9.: Linesert uathengighed. (A) Vektorszttet a,,a, er lineaert uafhengigt. (B)
Vektorsaettet b,,b,,b4 er lineaert afhengigt idet b, +2b, — by =0.

men sa er
X141+ +Xy-1ap-1—0an =0,

og dette viser, at seettet er linesert athengigt. Antag omvendt, at saettet er lineaert af-
haengigt. Da findes et sat (x1,---,x,) #(0,---,0), sa

x1g1+---+xngn =o.

Ikke alle tallene x1,---,x, kan veere nul. Hvis f.eks. x,, # 0 far vi
X1 Xn-1
Qp=——ai+--+-— an-1,
Xn Xn
og altsa er a, en linearkombination af de gvrige. O

Eksempel 4.5.4 1 er der givet vektorerne

ol ) =)

Det ses umiddelbart, at as = 2a1 — a9, og dermed er det givne sat af vektorer lineaert
afhengigt. s

Et set bestdende af en vektor a; er lineaert uathsengigt netop hvis a; # 0. Et saet
bestédende af to vektorer aj,a9 er linesert uathaengigt netop hvis de to vektorer ikke er
proportionale.
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4. Vektorrum

Saetning 4.5.5 Et szt af vektorer ai,---,a, i vektorrummet V er linezrt uafhsengigt
netop hvis den linezre afbildning f :F" —V givet ved

X1
fl:|=x1a1+ - +xnan
Xn
er injektiv.
Bevis. Lgsningsmaengden for ligningen x1a1+:--+x,a, = o er netop kernen ker f for f.

Derfor geelder, at seettet a;,---,a, er linesert uathsengigt netop hvis ker f = {o}; men det
er tilfzeldet netop hvis f er injektiv (Seetning 4.4.8). O

Saetning 4.5.6 Et szt af vektorer ai, -+ ,a, i vektorrummet V er linesrt uafhsengigt
netop hvis det udgor en basis for span {a1,--,an}.

Bevis. S@t U = span {a1,-:-,a,}. Det er klart, at hvis szettet a1,---,a, er en basis i
U, da er det linezert uathaengigt. Antag sa, at seettet er lineaert uathengigt. Da er den
linesere afbildning f :F* — U givet ved

X1
fl:|=x1a1+ - +xuan
Xn

injektiv; da f ifglge definitionen af U er surjektiv, er f bijektiv og altsa en isomorfi. Men

sderaij, - ,a, enbasisiU (Setning 4.3.5). O
Saetning 4.5.7 Lad V veare et endeligdimensionalt vektorrum, og lad ay,---,a, vere et
seet af linezert uafhaengige vektorer i V. Der gelder da, at n <dimV, og a1, --,a, er en

basis netop nar n =dimV.

Bevis. Seet m =dimV, og lad ¢ : F — V veere en isomorfi. Lad f : " — V veere den
linesere afbildning givet ved

X1
fl:|=x1a1+ " +xnay.
xn
Denne afbildning er injektiv,daay,---,a, er lineaert uathsengige. Men sa er afbildningen
(p‘1 of :F® — ™ ogsa injektiv, hvorfor n < m (Seetning 2.4.2). Videre gaelder, at ¢ 1o f
er bijektiv netop nar n = m (jvf. Ssetningerne 2.3.12, 2.3.15(2) og 2.4.2), og da ¢ lof er
bijektiv netop nar f er det, er s@tningen vist. O
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4.5. Linezr athaengighed; linezer uathengighed

Saetning 4.5.8 Lad V vere et endeligdimensionalt vektorrum, og lad a1, - ,a, vere et
saet af vektorer i V, der frembringer V. Der gelder da, at n =dimV, og a1, --,a, er en
basis netop ndr n =dimV.

Bevis. Seet m =dimV, og lad ¢ : F — V veere en isomorfi. Lad f : " — V veere den
linesere afbildning givet ved

X1
fl:|=x1a1+ - +xpa,.
Xn
Denne afbildning er surjektiv, da a1,--- ,a, frembringer V. Men sa er afbildningen ¢~'o
f :F* — F™ ogsa surjektiv, hvorfor n = m (Saetning 2.4.2). Videre gaelder, at ¢ 1o f er
bijektiv nar n = m, og da (p‘l of er bijektiv netop nar f er det, er seetningen vist. O

Sazetning 4.5.9 Lad ai, - ,a, vere et szt af linezert uafhaengige vektorer i vektorrummet
V, og lad a,+1 veere yderligere en vektor i V. Da er a,+1 € span {a1, - ,a,} netop hvis
settet a1, " ,an,a, ;1 er lineert afhengigt.

Bevis. Antag, at settet a1, -+ ,a,+1 er lineaert athaengigt. Da findes et talsset
(x].) ot >xn7xn+1) # (07 et 7010) Sé

x1Q1 t- -+ XpQp + Xp+1Qn+1 = 0.

Hvis x,,1 =0, er
x1Qa1+--+xpan =0,

og dermed er (x1,---,x,)=(0,---,0), da a1, ,a, er linesert uatheengige. Men det giver
modstrid; altsa geelder, at x,.+1 # 0, og dermed er

X1 Xn
Apn+1=— ag—--— an
Xn+1 Xn+1
Herafses, at a,+1 € span {a1, - ,a,}. Hvisomvendt a, .1 € span {a1,---,a,} er det klart,
at settet a1,---,an,a,+1 er linesert athengigt. Hermed er satningen vist. d

Definition 4.5.10 Lad M veare en delmaengde af vektorrummet V. Ved et maksimalt
linezert uafhaengigt szt af vektorer fra M forstds et szt af linesert uafhaengige vektorer

ai, - ,a, €M, der ikke kan udvides til et storre linezert uafhengigt set a1, ,a,,a,+1 €
M.

Eksempel 4.5.11 Vi betragter delmaengden M ={a;,a92,a3,a4} < F3, hvor

1 2 0 -1
a1=12|, az=[4|, a3=(0], as= 1
1 2 0 0
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4. Vektorrum

Idet a3 = o ikke kan veere indeholdt i et linesert uathengigt saet af vektorer ma et li-
nezert uathaengigt delsset af M vaere indeholdt i {a1,a92,a4}. Idet a1 og as er linezert
afhengige kan disse ikke samtidigt veere indeholdt i et linesert uafthengigt seet af vek-
torer fra M. Derfor er der to maksimalt linesert uathengige delsset af M, nemlig {a1,a4}
og {ag,a4}. &

Saetning 4.5.12 Lad M veare en delmaengde af det endeligdimensionale vektorrum V.
Ethvert linezrt uafhaengigt st af vektorer fra M (specielt det tomme szt) kan udvides
til et maksimalt linezert uafhaengigt szt af vektorer fra M.

Bevis. Lad a1,---,a, veere det givne szt af linesert uathsengige vektorer fra M. Hvis
ikke allerede dette sat selv er maksimalt, findes der en vektor a1 € M, sdledes at og-
sd seettet a1, ,ap,ap,11 er linezert uathaengigt; hvis heller ikke dette sat er maksimalt
tilfgjes pa samme made endnu en vektor etc. Til sidst nar vi frem til et maksimalt line-
ert uafhengigt s®t, da et lineaert uafthengigt sat af vektorer fra V hgjst kan indeholde
dimV linesert uafthengige vektorer (Seetning 4.5.7). O

Saetning 4.5.13 Lad M vare en delmaengde af det endeligdimensionale vektorrum V.
Ethvert maksimalt linezert uafhaengigt st af vektorer fra M er en basis for span M.

Bevis. Lad ay,-:-,a, vaere et maksimalt linesert uathaengigt seet af vektorer fra M, og
a € M. Idet szettet a1, -+ ,a,,a ikke er linesert uathsengigt, altsa linesert athaengigt, er
a € span{ai,---,a,} ifglge Saetning 4.5.9. Hermed har vi vist, at M < span {a1,---,a,};
men si er span M < span {a1,---,a,}, altsd er span {a;,---,a,} = span M, og det viser,
at aj,---,a, er en basis for span M (Seetning 4.5.6). d

Seetning 4.5.14 Et underrum U af et endeligdimensionalt vektorrum V er endeligdi-
mensionalt og dimU <dimV.

Bevis. Et maksimalt linesert uathengigt set af vektorer fra det givne underrum U er
en basis for span U =U. O

Seetning 4.5.15 Et linezrt uafhaengigt st af vektorer i det endeligdimensionale vektor-
rum V kan udvides til en basis for V.

Bevis. Det fglger af Saetning 4.5.12. O

4.6. Udtyndingsalgoritmen; udvidelsesalgoritmen

Lad a1, ,a, veere et sa@t af vektorer i et endeligdimensionalt vektorrum. Der findes
da et delsat af ai,---,a,, der er en basis for span {a1,::-,a,} (nemlig et maksimalt
linezert uathengigt saet af vektorer i {a1, - ,a,} ifslge Seetning 4.5.13). Vi skal nu se pa
hvorledes man i praksis finder et sadant delseet i tilfaeldet V = F™.
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4.6. Udtyndingsalgoritmen; udvidelsesalgoritmen

Lad a1, - ,a, veere et saet af vektorer fra ™. Vi opskriver matricen A der haray, - ,a,
til sgjlevektorer:
é = (C_ll Qn)-

Udfgrer vi nu reekkeoperationer pa A, sa der herved fremkommer en ny matrix

gaelder, at delsattet aj,,---,a;, svarende til sgjlenumrene ji,---,jg i matricen A er li-

!
Q.
1 ’=jd

matricen A’, er linesert uatheengigt; thi ligningen

nezert uathaengigt netop nar delsaettet g;. svarende til de samme sgjlenumre i

X1@j; T+ XdQj; =0
har samme lgsningsmangde som ligningen

/ I
xlgjl + +xdgjd =0,

og dermed har de specielt samtidigt lgsningsmengden (x1,---,x4) =(0,---,0).
Omdanner vi specielt A til en trappematrix A’ ses, at hvis vi veelger ji,---,jq til

at veere trinpositionerne i A’, da er a),--,a’ en basis for span{a),---,a;}, altsa et
maksimalt lineaert uafhsengigt delseet af a1,---,a,. Men sd er a;,,---,a;, et maksimalt
linesert uatheengigt delsaet afai,- - ,a,, altsa en basis for span {a1,---,a,}. Den angivne

metode til at finde et delseet afa;,---,a,, der udggr en basis for span {a1,---,a,}, kalder
vi her for udtyndingsalgoritmen.
Vi summerer den som fglger:

Opskrift 4.6.1 (Udtyndingsalgoritmen)
Lad a1, - ,a, veere et st vektorer i ™.

1. Lav matricen A = (a1a2---a,) som har de givne vektorer som sgjler.
2. Rakkereducer A til trappeform B.
3. Vealg de sgjler i A hvor de tilsvarende sgjler i den trappereducerede B har trin.

De valgte sgjler (udstyret med en ordning) udger nu en basis for rummet udspeendt af
Q:l, o ,Qn’ dvs' for Span{gl? o ;Qn}
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4. Vektorrum

Eksempel 4.6.2 1[F* er der givet vektorerne

[\
[\
oo
Cl»:)

Vi vil finde en basis for underrummet frembragt af disse vektorer ved hjaelp af udtyn-
dingsalgoritmen. Vi opskriver matricen, der har de givne vektorer til sgjlevektorer:

121 3 2
349 07
235 18
2 28 -3 5

Denne omdannes ved hjelp af reekkeoperationer til en trappematrix:

12 13 2
01 -3 5 -4
00 01 -7

00 O0O0 O

Det ses heraf, at a1,a9,a4 er en basis for span {aj,---,as}. Onsker vi at udtrykke vekto-
rerne as og a5 som linearkombination af den fundne basis, er det bekvemt at ga videre
og omdanne den fundne trappematrix til en reduceret trappematrix:

10 7 0 -39
01 -3 0 31
o0 01 -7
00 00O 0
Heraf afleeses umiddelbart, at
a3 ="7a1—3az og a5 =-39a; +31las—Tay. )
Lad aj, - ,a, veere et linezert uafhaengigt set af vektorer i et endeligdimensionalt vek-

torrum. Dette s@t kan udvides til en basis for V (Satning 4.5.15). Vi skal nu se pa,
hvorledes man i praksis finder en sadan udvidelse i tilfeeldet V = F™: Vi opskriver vek-
torseettet a1, --,an, €1, ,em, hvor e; betegner den j’te standardenhedsvektor. Dette
seet frembringer V, da allerede vektorerne ey, ,e,, ggr det. Udtyndingsalgoritmen an-
vendt pa saettet a1, --,a,,e1, -, e, giver derfor en basis for V, hvis fgrste elementer er
ai, -+ ,Qn, altsa den sggte udvidelse af det linesert uathengige st a1,---,a, til en basis
for V. Vi kalder her denne procedure for udvidelsesalgoritmen.
Vi opsummerer igen i en opskrift
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4.7. Rang; dimensionssatningen

Opskrift 4.6.3 (Udvidelsesalgoritmen)
Lad ay, -+ ,a, € F™ veere et linezert uafhaengigt set.

1. Lav matricen A = (glgg - -gnlf_}') som har de givne vektorer som de fprste sgjler og

standarduvektorerne som de efterfolgende sgjler.

2. Rezekkereducer A til trappeform B.
3. Vealg de sgjler i A hvor de tilsvarende sgjler i den trappereducerede B har trin.
De valgte sgjler (udstyret med en ordning) er en basis for F™ som indeholder vektorerne

21,' e ,Qn-

Eksempel 4.6.4 1F* er der givet vektorerne

2 1
-1 3

Ql— 0 ’ 22: 2 .
0 1

Disse ses let at vaere linezert uathaengige. Vi vil udvide sattet ay,as til en basis for F%.
Vi opskriver matricen

211000
-1 3 0100
020010}
010001
og omdanner denne til en trappematrix
14110 O
01000 1
00120 -7
00001 -2
Heraf afleeses, at a1,a9,e1,e3 er en basis for F4. &

4.7. Rang; dimensionssaetningen

Lad U og V veere endeligdimensionale vektorrum.

Definition 4.7.1 Ved rangen rgf af en linezr afbildning f :U — V forstas dimensionen
af billedrummet f(U), altsa
rgf =dim f(U).
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4. Vektorrum

Definition 4.7.2 Ved rangen rgA af en m x n-matrix A forstds rangen af den til A hg-

rende linezere afbildning [ :F* — F™.

Hvis A er en m xn-matrix med sgjlevektorer ai,---,a, og f : " — ™ den til A hgrende
linezere afbildning geelder, at f(U) = span {a1,:--,a,}, idet jo

X1
fl: |=x1a1++xpa,,
Xn

Altsé er
rgA = dim( span {a1,---,a,}),

og dermed har vi (Saetning 4.5.13):

Saetning 4.7.3 Rangen af m x n-matricen

er lig med antallet af vektorer i et maksimalt linezert uafhaengigt set af vektorer fra
{Q17 tee ,Qn}

Det ses umiddelbart, at hvis A er en trappematrix, da er rangen af A lig med antallet
af trini A.

Eksempel 4.7.4 Matricen

12 13 2
01 -3 5 -4
00 01 -7

00 O0O0 O

er en trappematrix med 3 trin, og dens rang er altsa 3. &

Seetning 4.7.5 Rangen af en matrix sendres ikke ved udforelse af reekke- og sgjleopera-

tioner.

Bevis. Hvis A = (a1 -+ a,) og A'=(a] -+ a}), og A’ fremgar af A ved udfgrel-
se af s¢jleoper_ationer, er span {g1,~_~ ,an} = span {Q'l, .. ,é;}, og dermed _er rgA = rgé’.
Hvis A’ fremgéar af A ved udfgrelse af reekkeoperationer, har vi i indledningen_af afsnit
4.6 set, at et delsaet_a_h,-'- ,aj, af {a1,--+,a,} er linesert uathaengigt netop hvis delsaet-
tet g}l,--- ,g}d af @}, --aj, er linesert uathengigt. Heraf fas, at rgA = rgé’ (Seetning
4.7.3). O
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Eksempel 4.7.6 Vi betragter matricen

[
Il

N O =

[\

W N

[\

(O} QNN

0]

3
0
1
-3

4.7. Rang; dimensionssatningen

oo 3 N

Denne omformes ved hjeelp af reekkeoperationer til trappematricen

12 13 2
, o1 -85 -4
A=100 01 7|

00 00 O

da rg@' =3 er dermed ogsa rgA = 3.

Lad U og V veere endeligdimensionale vektorrum.

Seetning 4.7.7 (Dimensionssatningen) For en linezer afbildning f :U — V galder

rgf +dim(ker /) =dimU.

Bevis. Idet U hhv. V er isomorft med F* hhv. F” ses, at vi kan ngjes med at se pa
tilfzeldet, hvor f : " — " er den lineaere afbildning knyttet til matricen A. Vi omdanner

A ved hjeelp af reekkeoperationer til trappematricen A’ med d trin. Der _gaelder, at

X1
kerf = 4| :|=X14X=0
Xn - -
x1
= {| ¢ |=x1ax =04,
Xn I -

og dette er et underrum af dimension n —d (jvf. kapitel 2). Endvidere er rgf = rgA =

O

rgé' =d, sargf +dim(kerf)=d +(n—d)=n =dim[F". Dette viser seetningen.

Eksempel 4.7.8 Vi betragter matricen A fra Eksempel 4.7.6. Vi sa, at rgA = 3. Vi vil

nu bestemme kernen for den linesere afbildning f : F’ — F* hgrende til A. Vi omdanner

109



4. Vektorrum

A til trappematricen

12 13 2
01 -3 5 -4
00 01 -7Y)
00 OO0 O
vi skal sa lgse ligningssystemet
x1+2x9+x3+3x4+2x5 = 0
x9—3x3+5x4—4x5 = 0.
x4—7x5 =0

Vi indfgrer parametrene ¢ = x3 og t9 = x5 og far x4 = Tto, x9 = 3t1—31t9, x1 = —Tt1+39%9,
altsa

X1 —Tt1+ 399 -7 39
X9 3t1—31ty 3 -31
xs| = t1 =1 1 |+¢9 0
x4 Tty 0 7
X5 t2 0 1
Det ses heraf, at en basis for ker f er a1,a2, hvor
-7 39
3 -31
ai=| 1| ogas= 0
0 7
0 1
Hermed har vi verificeret at rgf + dim(ker f) = dim[F°. &

Seetning 4.7.9 For en m x n-matrix A geelder, at A har samme rang som den transpo-
nerede 4t, altsd

rgé = rgét.

Laeg maerke til at dette bestemt ikke er et oplagt resultat. Det fglger at dimensionen
af rummet udspaendt af sgjlerne for en matrix er lig dimensionen af rummet udspaendt
af reekkerne.

Bevis. Sztningen ses umiddelbart at gaelde, hvis A er en trappematrix (brug Szetning
4.7.3; rangen er antallet af trin). Hvis A er en vilkarlig matrix, omdannes A til trappe-

matricen A’ ved hjeelp af reekkeoperationer; udfgres s& pé 4t de analoge sgjleoperatio-

ner fremkommer matricen (A')". Men sa har vi rgA =rgA’ =rg(A')! =rgA’. O
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4.7. Rang; dimensionssatningen

Bemaerk specielt fglgende konsekvens af dimensionssatningen:

Seetning 4.7.10 For en linezer afbildning f :U — V, hvor dimU =dimV, er folgende tre
udsagn sekvivalente:

(1) f er surjektiv.
(2) f erinjektiv.

(3) f er bijektiv.

Dette folger ogsa af Seetningerne 2.3.12, 2.3.15 og 2.4.2.
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5. Vektorrum og matricer

I forrige kapitel sa vi at et endeligdimensionalt vektorrum har en basis. I dette kapitel
skal vi blandt andet se hvordan man skifter mellem forskellige baser og hvordan linesere
afbildninger mellem vektorrum relaterer til matrix-afbildninger mellem vektorrum pa
formen F”.

5.1. Koordinattransformationer

Lad V vere et endeligdimensionalt vektorrum med dimV = n, og lad &« = (a1, --,a,)
veere en basis i V. Den lineare afbildning ¢ : F* — V givet ved

X1
@l : |=x1a1+ - +xpan
Xn
er da en isomorfi, den sakaldte koordinatafbildning. Antag nu, at &/’ = (aj,---,a;,) eren

anden basis i V. Denne anden basis giver da ogsi anledning til en isomorfi ¢’ : " — V
givet ved

X1
Lad sa v veere en vektor i V, og antag at v har koordinaterne | : | med hensyn til basen
Xn
4
o =(a1,,a,) (“den gamle basis”), og koordinaterne | : | med hensyn til basen o' =
X,
(g'l, ---,a),) (“den nye basis”). Vi skal se p4 sammenhgengen mellem de to koordinatseet
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5. Vektorrum og matricer

Idet
x) X1
o' |=v=9]:
x), Xn
gaelder, at
x} X1
. _ -1
=9 oo
X, Xn

Seetter vi T = ¢’ Lo :F* — F" er T en isomorfi. Men sa er 7 jo givet ved en reguler
matrix, som vi skriver ./ T/, og der geelder

'] = oo T g [V], (5.1.1)
hvor vi har sat (Se afsnit 4.3)
X1 x}
glvl=| | og lvl=
Xn X,

Denne relation er illustreret i diagrammet nedenfor. Diagrammet skal laeses pa den
made, at man far samme svar uathaengig af, hvilken rute man tager i diagrammet.
[Fn

N
aw; U

o

[Fn
Matricen . T, omregner altsa fra koordinater i basen «f (den gamle basis) til koor-
dinater i basen &' (den nye basis). Den kaldes for koordinattransformationsmatricen
(ogsa kaldet basisskiftmatricen) for overgang fra basen < til basen «¢'. Bemerk at no-
tationen for koordinattransformationsmatricen er valgt sa de to «/-fodtegn i (5.1.1) altid
skal sta ved siden af hinanden.

Lad os overveje hvordan vi, givet baser «f og <¢’, kan finde den tilhgrende koordinat-
transformationsmatrix.
Bruger vi feks. v = a; ved vi at [a ;] = e; og derfor siger formlen (5.1.1) at j’te sgjle
i matricen . T er lig med ,/la j]. Altsa er den jte sgjle i T koordinatsgjlen for
vektoren a; med hensyn til den nye basis.
Af(5.1.1) fas, at
wlvl= T lv]
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5.1. Koordinattransformationer

hvoraf ses, at d/T;; er koordinattransformationsmatricen for overgang fra basen </’ til
basen </, dvs. den j’te sgjle i d:T;} er koordinatsgjlen for vektoren g} m.h.t. basen /.
Alt i alt har vi vist:

Saetning 5.1.1 Hvis y[v] hhv. o[v] er koordinatsgjlen for vektoren v € V med hensyn
til den gamle basis <f hhv. nye basis <f', er

'Vl = g T oy glv]

hvor T er den reguleere n x n-matrix, hvis sgjlevektorer er koordinatsgjler for vek-
torerne i den gamle basis med hensyn til den nye basis. Endvidere er sgjlevektorerne
i d/T;; lig med koordinatsgjlerne for vektorerne i den nye basis med hensyn til den
gamle basis.

Bemseerk fglgende vigtige specialtilfeelde: Hvis «f = (a1,-:+,a,) er en basis i [, og
& =(e1,  +,en) betegner den naturlige basis i F" er koordinattransformationsmatricen
for overgang fra o til & ifglge Seetning 5.1.1 lig med matricen A = (@1 -+ @,); ko-

ordinattransformationsmatricen for overgang fra & til &/ er derfor lig med matricen
ATl
Bemeerk ogsé at hvis /[v] = o/ Ty o[v] hvor o Ty er regulaer si er (d/Td)_ld,[Q] =
«[v]. Det fglger at
de/ = (‘Q{er)_l .

Altsa er koordinattransformationsmatricen fra basis «/’ til «f den inverse af koordinat-
transformationsmatricen fra «f til «/'.

Eksempel 5.1.2 1 R? er givet basen of med basiselementer

e 2). we( )

og basen </’ med basiselementer

af). ()

Vi vil finde koordinattransformationsmatricen ., T, for overgang fra «f = (a1,a9) til
o' =(a},a}). Idet

ar=a'1+2a's,
as=-a'1+3dy,
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5. Vektorrum og matricer

er
1 -1

Koordinattransformationsmatricen for overgang fra <f’ til of er

)

w1 = (

({1 e {[4]
(Sl [E

Figur 5.1.: Vektorerne a, og a, udggr en basis for R2. Det samme ggr vektorerne aj og
a,. Bemaerk, at a, = a) +2a; og a, = —a] +3aj,.

Vi slutter afsnittet af med at skitsere en effektiv metode til hvordan man i praksis
kan finde koordinattransformationsmatricen T nar V =F". Hvis o« = (a1,...a,) er
den gamle basis og o' = (a],...a},) den nye, skal vi ifglge Saetning 5.1.1 finde koordinat-
vektorerne for basiselementerne i «# med hensyn til basen /', dvs. for j =1,...,n skal
vi lgse ligningssystemet

Alx=a;

hvor A" er n x n matricen der har basisvektorerne fra </’ som sgjler. Ifglge afsnit 2.3

kan vi lgse dette ved at danne blokmatricen (é'la ~), dernzest ved reekkeoperationer

omdanne denne til reduceret trappeform, og til sidst lave bagleenssubstitution i det re-
sulterende ligningssystem. Men ifglge Seetning 4.3.7 0g 2.6.4 kan A’ trappereduceres til

identitetsmatricen. Blokmatricen (4' Ia_,-) kan derfor reduceres til (EI «'la j]). Kombine-
ret med Saetning 5.1.1 giver det folgende opskrift:

Opskrift 5.1.3 (Finde koordinattransformationsmatricer i " )
Lad o =(a1,...a,) vare den gamle basis og /' =(a},...a;) den nye.
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5.2. Linere afbildninger og matricer

1. Dan n x 2n blokmatricen
(@j...aplar...an)

der har de ordnede basiselementer fra «/' og o/ som sgjler.

2. Find den reducerede trappematrix af blokmatricen fra 1.
Denne er da pd formen (E|B)

Da er
B= 4Ty

5.2. Lineaere afbildninger og matricer

Lad U og V vaere endeligdimensionale vektorrum med dimU =n, dimV =m. Lad «f =
(@1, ,a,) veere en basis i U og lad 28 = (b1, -+ ,by,) veere en basisi V,oglad ¢ :F* - U
og v :F™ — V veere de tilsvarende koordinatafbildninger, altsa

X1

@l : |=x1@1++xpap,
Xn
Y1

v | =y1b1+ o+ Ymbm.
Ym

For en given lineser afbildning f : U — V definerer vi afbildningen a : R” — R™ ved
diagrammet:

R —2 .U

o b

R™ \%

v

vi seetter altsa
a=ylofogp.

Vi ser, at a :F* — ™ er lineeer, altsa er den givet ved en m x n-matrix som vi skriver

#lfleg.

Hvis [x] betegner koordinatsgjlen for vektoren x med hensyn til basen 7, og %[Z]
betegner koordinaterne for vektoren y= f(x) med hensyn til basen 98 kan vi nedskrive
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5. Vektorrum og matricer

folgende diagram

Med andre ord har vi
X1
aqlal=y Tofop| i =y of@ =y (y) = alyl,
X
altsa
alf g alx] = alf(x)] = azlyl. (5.2.2)

Denne relation er illustreret i diagrammet nedenfor.

. 1 .
F - F

~N,

u—YV

Formel (5.2.2) understreger igen nyttigheden af notationen med at angive baserne
som fodtegn: De to «/’er skal sta ved siden af hinanden.

Indseetter vi i (5.2.2) for [x] den j’te enhedssgjle e 2 indser vi at g[f(x)] er den j’te
sgjle i glf1l.s. Men e;= d[gj], altsa er den j'te sgjle i zlf 1.y koordinatsgjlen for vektoren
f(a;) med hensyn til basen 98. Matricen z[f].s siges at repraesentere f i baserne «f,%.

Alt i alt har vi vist den generelle sgjleregel:

Seetning 5.2.1 Huis .[x] hhv. glf(x)] er koordinatsgjlerne for vektoren x hhv. y =
f(x), er
2l ()] = zlf 1y 2],

hvor glf1l.y er den m x n-matrix, hvis sgjlevektorer er koordinatsgjlerne for vektorerne
f(ai1),--,f(a,) med hensyn til basen 2.

Bemsgerkning 1. Lad U vere et n-dimensionalt vektorrum med gammel basis < og ny
basis «f', og lad ./ T s veere koordinattransformationsmatricen for overgang fra gammel
til ny basis. Da er o T ogsa den matrix der repraesenterer den identiske afbildning
idy : U — U ibaserne of, of'. Altsd er Ty = o[idyly.

Bemsaerkning 2. Lad U, V, W veere endeligdimensionale vektorrum af dimension n, m,
p med baser «f, %, €¢.Lad f :W —V og g:U — W vaere linexre afbildninger, og antag
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5.2. Linere afbildninger og matricer

at f ved de givne baser i W og V repraesenteres ved m x p-matricen »[fle¢, og at g ved
de givne baser i U og W reprasenteres ved p x n-matricen ¢[g]l.,. Da vil den linesere
afbildning fog:U — V vaere representeret ved m x n-matricen

2lf o8ly = zlflevlgly (5.2.3)

ved de givne baser i U og V. Sammenlign med Satning 1.4.7 og beviset for denne, som
overfgres uendret til den mere generelle situation.

Eksempel 5.2.2 I det todimensionale vektorrum U er der givet basen «/ = (a1,a2) og
i det tredimensionale vektorrum V er der givet basen % = (b1,b2,b3). Om den linezere
afbildning f : U — V vides, at

f(a1) =2b1 - by,
f(a2) =b1+ba—2bs.

I de givne baser repraesenteres f sa ved matricen

2 1
%[f]d(l 1)-
0 -2

Vi vil feks. beregne billedet af vektoren x = —aj + a2 ved f. Idet (y1,y2,y3) betegner
koordinaterne for y = f(x) fas

= )

Dette stemmer med at f(x) = f(—a1 +a2) = —f(a1)+ f(az) = —2b1 + ba + b1 + by —2b3 =
—b1+2bg - 2b3. &

Hvis f: V — V er en lineaer afbildning fra et vektorrum ind i sig selv, og hvis der
er givet en basis « =(a1,---,a,) 1 V taler vi om at f er repraesenteret ved en matrix i
basen of . Det er da underforstaet, at basen «f anvendes i V bade nar V anvendes som
definitionsmaengde for f og som dispositionsmaengde for f, dvs at den relevante matrix
er &g[f ] of .

I tilfeeldet hvor U = " og U = ™ kan vi argumentere pa samme made som for Op-
skrift 5.1.3, og far ved hjeelp af Seetning 5.2.1:

Opskrift 5.2.3 (Finde matrixrepr. for f :F" — [ mht. givne baser. )
Antag of =(ay,...a,) er en basis for " og at B =(by,...b,,) er en basis for F™.
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5. Vektorrum og matricer

1. Dan m x (n + m) blokmatricen

(b1...bmlf(@1)...f(an)

2. Find den reducerede trappematrix af blokmatricen fra 1.
Denne er da pa formen (E|B)

Da er
B =alfla.

matrixrepraesentationen af f med hensyn til baserne <f og %.

5.3. Lineare afbildninger og
koordinattransformationer

Vi vil nu overveje hvordan matricen, der repraesenterer f eendrer sig ved koordinatskift.

Lad U og V veere endeligdimensionale vektorrum med dimU =n, dimV =m. Lad &«
hhv. 2 veere baser (“de gamle”) i U hhv. V. Vi teenker os nu, at der i U hhv. V er givet
andre baser (“de nye”) o/’ hhv. 4'. Vi lader T hhv. 5 T4 betegne koordinattrans-
formationsmatricerne for overgang fra basen «f til basen &' hhv. fra basen 2 til basen

B

Saetning 5.3.1 Huvis den linezere afbildning f :U — V er repraesenteret ved matricen
Bl fles hhv. gl fly i de gamle baser hhv. de nye baser, er

2l = TR [l o Topr

Bevis. Vi har diagrammet

fralfla

U \%
o B
lidU,d,Td lidv,@/T%
U foalfly v
o' B

Ifslge bemeerkningerne til Seetning 5.2.1 er f =idyof : U — V repraesenteret ved i T xlf 1.,
og f=foidy:U —V er repraesenteret ved g/[f 1T, 1begge tilfelde mht. basen «f
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5.3. Lineere atbildninger og koordinattransformationer

i U og basen &' i V. Derfor er 5 Tgzlfly = #flyw Ty eller g Tgalflys T} =
@[l O

Bemeaerk fglgende vigtige specialtilfeelde af Seetning 5.3.1: Lad f: V — V vare en
lineser afbildning og lad der i V veere givet en “gammel” basis &/ og en “ny” basis <f'.
Da gzelder ifglge Seetning 5.3.1, at

2l = a0 Tl flag T ™

Eksempel 5.3.2 I det tredimensionale vektorrum U er der givet baserne « =(a1,a92,a3)
og o' =(a),a;,a3), hvor

ay=2a;-as,

ay =a;+2az +3a3

a3 =a1+az—2as,
og i det todimensionale vektorrum V er der givet baserne % = (by,b2) og %' = (b),b),
hvor

b =5b1-2bs,
by =—2b1 +b.
En lineeer afbildning f : U — V repraesenteres i baserne </, %8 (de gamle) ved matricen

12 3
%[fl‘”:(2 0 1)'

Vi vil finde den matrix g/[f]1.,, der repreesenterer f i baserne «¢', %’ (de nye). Vi aflze-
ser umiddelbart vha Satning 5.1.1, at koordinattransformationsmatricerne .,/ T hhv.
@' T @ for overgang fra gamle til nye baser opfylder, at

21 1
2T )= -1 2 1
0 3 -2

1 5 -2
%’T%:(_Q 1|

Idet g[fly = 2 Tawlfla T} udregner vi
-1
B 1 [ B -2) (12
smamwri=( 556 )

og vi finder sa

" _(1 2)(123) s 1_(824 —3)
e sz 0 Y| o5 ) 20 53 -6 )

Bemeerk, at det er ungdvendigt at udregne .,/ T . )
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5. Vektorrum og matricer

5.4. Determinant af endomorfi

Lad V veere et vektorrum. En lineger afbildning f af V ind i sig selv kaldes ogsa for en
endomorfi.

Antag nu, at vektorrummet V er endeligdimensionalt, og at «/ = (a1,--,a,) er en
basis for V.

Definition 5.4.1 Ved determinanten detf af endomorfien f .V —V forstas determinan-
ten det 4[f1.y af den matrix 4[f1.y, der repraesenterer f i den givne basis.

Den netop givne definition af det f afhsenger ikke af den valgte basis. Er nemlig <’
en ny basis, og er /T, koordinattransformationsmatricen for overgang fra basen «f til
basen o', og repraesenteres f i den nye basis ved matricen o/[f]., er

e = Tor ctlFlog o Tos ™
ifglge Seetning 5.3.1. Men sa er

det(or[f1r) = det(y Toy ool fles o Ter™)
= det(, Toy) det(u [f 1) det( oy Ty ™)
= det( Ty det(o[flr)(det T o)™
=det(y[f1wy),

hvor vi har anvendt Satning 3.4.8 og Saetning 3.4.9.

Seetning 5.4.2 Den linezre afbildning f :V — V er bijektiv netop nar det(f) #0.

Bevis. Valgenbasisai,---,a,1V,oglad f vere repraesenteret ved matricen A i denne
basis. Da er f bijektiv netop nar A er reguleer, dvs. netop nar detf =detA # 0. O

Hvis A er en n x n-matrix, og f :F"* — " den tilhgrende linezere afbildning (endomor-
fi), repreesenteres f ved A i den naturlige basis, og dermed er det f = det A.
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6. Diagonalisering at matricer

Dette kapitel introducerer de vigtige begreber: Egenveerdier og egenvektorer. En egen-
vektor for en lineser afbildning er en vektor hvorpa afbildningen virker seerligt peent.
Vi udvikler metoder der — i visse tilfzelde — finder en basis for det underliggende rum
bestaende af egenvektorer. Dette ggr den linesere afbildning seerligt simpel, og nem at
arbejde med.

6.1. Diagonaliserbare matricer; egenvaerdier og
egenvektorer

Lad f :F" — F" vaere en linezer afbildning hgrende til n x n-matricen A. Dersom A er en
diagonalmatrix, altsa
A

>
Il

An
hvor alle elementerne i A uden for diagonalen er lig med nul, er virkningen af f serlig
simpel, idet nemlig )
x1 Aixq
fl:|=
Xn AnXn

Hvis nu V er et endeligdimensionalt vektorrum, og f : V — V er en linezer afbildning
(endomorfi af V) er vi derfor interesserede i at finde en basis (a1,---,a,) for V, siledes
at f 1 denne basis repraesenteres af en diagonalmatrix. Herved far vi et sarligt godt
overblik over virkningen af f.

Lad V vere et endeligdimensionalt vektorrum.

Definition 6.1.1 En linezer afbildning f :V — V kaldes diagonaliserbar, hvis der findes
en basis (a1, -+ ,an) sdledes at f i denne basis repraesenteres af en diagonalmatrix.

Hvis f : V — V er diagonaliserbar, og a1,:--,a, er en basis for V i hvilken f repree-
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6. Diagonalisering af matricer

senteres af en diagonalmatrix

M

)
Il

An

geelder, at f(a1) = A1a1, -+, f(@,) = Ana,. Der gelder med andre ord, at f(a;) er propor-
tional med a;, og proportionalitetsfaktoren er A ;.

Definition 6.1.2 Ved en egenvektor for den linezre afbildning f :V — V forstas en vek-
tor x€V, sa x # 0 og sd f(x) er proportional med x. Proportionalitetsfaktoren kaldes den
til egenvektoren x hgrende egenveerdi.

At x er egenvektor for f med tilhgrende egenveerdi A betyder altsa, at
x#0 og f(x)=Ax.

Med disse betegnelser fas sa:

Saetning 6.1.3 Den linezre afbildning f :V — V er diagonaliserbar netop hvis der
findes en basis for V bestdende af egenvektorer for f.

Vi indfgrer nu yderligere nogle betegnelser. Lad f:V — V veere en lineser afbildning.

Definition 6.1.4 Ved egenrummet V) hgrende til A € [ forstas underrummet
Vi={xlfx)=Ax},
og ved egenvaerdimultipliciteten I em A horende til A € F forstds tallet

em A=dimV),.

Lad e : V — V betegne den identiske afbildning e : x — x; denne er klart linezer. For
hvert A € F lader vi f — Ae betegne den linezere afbildning af V ind i sig selv defineret ved,
at

(f —2e)x) = f(x) — Ae(x) = f(x) — Ax.
Med denne betegnelse har vi

Saetning 6.1.5 For A € gaelder

IEgenvaerdimultipliciteten kaldet ogs& den geometriske multiplicitet
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6.1. Diagonaliserbare matricer; egenvaerdier og egenvektorer

(1) V) =ker(f — Ae).
(2) em A +rg(f —Ae)=dimV.

Bevis. Idet f(x) = Ax © f(x) — Ax = 0 © x € ker(f — Ae) ses, at (1) er opfyldt. Af dimen-
sionssatningen (Satning 4.7.7) fas, at

rg(f — Ae) + dimker(f — le) =dimV,

hvoraf
em A+rg(f—1e)=dimV,

og hermed er (2) vist. O
Seetning 6.1.6 Lad A €F. Da er fplgende betingelser ensbetydende

(1) A er egenveerdi for f.

(2) V) #{o}.

(3) em A>0.

(4) f — Ae er ikke bijektiv.

(5) det(f —Ae)=0.

Bevis. Der galder A egenveerdi © V) # {0} © dimV) >0 & em A > 0, og det(f — 1e) =
0 < f — de ikke bijektiv © ker(f — Ae) # {0} © V) # {0}. Hermed er szetningen vist. O

Definition 6.1.7 Det karakteristiske polynomium Py hgrende til den linezere afbildning
f 'V =V defineres ved
Pr(A) =det(f — Ae).

Nedenfor gores rede for, at Py faktisk er et polynomium.

Af Saetning 6.1.6 fremgar umiddelbart:

Saetning 6.1.8 Egenvardierne for den linezere afbildning f :V — V er netop F-rgdderne
i det karakteristiske polynomium Pz(A).

Hvis A er en n x n-matrix med indgange i [ og f : " — " den tilhgrende linezere af-
bildningj taler vi i det fglgende om egenvardier for A, egenvektorer for A, det karakteri-
stiske polynomium Py for A, om at A er diagonalise;bar etc. Hermed menes naturligvis
de tilsvarende begrek:er defineret som ovenfor for f. Specielt er

PA(1) = det(A - AE).
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6. Diagonalisering af matricer

Bemerk at det hermed fglger direkte af Definition 3.4.1 at P4(A) er et polynomium med
koefficienter i F og af grad preecist n (Overvej!). Endvidere er egenrummet V) givet ved

Vi={X cF" |(A-AB)X =0},

og der gaelder
em A+rg(A-AE)=n.

Vi kan nu forklare hvorfor det karakteristiske polynomium for en endomorfi faktisk
er et polynomium: Hvis f:V — V er en endomorfi, og (a1, ,a,) er en basis for V, og
hvis f repraesenteres ved matricen A i basen (a1,---,a,), da er Pr(1) = det(A - AE) =

P4(Q) (se afsnit 5.4), og det fremgar heraf, at P¢(7) er et polynomium i A.
For matricer kan vi derfor finde egenvaerdier pa fglgende made:

Opskrift 6.1.9 (Find egenvektorer for en matrix)
Lad A vaere en matrix med indgange i F. Vi finder da egenvardier og egenvektorer for

A pa f¢dende made.
1. Beregn det karakteristiske polynomium P 4 (1) = det(A — AE).
2. Find F-rgdderne til P 5 (1). Disse er egenvzerdierne.

3. For hver egenverdi A find den fuldstendige lgsning til ligningssystemet

(A-2AoE)x =o.

De fundne lpsninger (fraregnet o-lpsningen) er praecist egenvektorerne hgrende til egen-
vaerdien .

Eksempel 6.1.10 En linezer afbildning f : R? — R? er givet ved matricen

5 7
-2 -4 )
Vi vil finde egenvardierne og de tilhgrende egenvektorer for f. Fgrst opskrives det ka-
rakteristiske polynomium

Pf(A)=P4(1) = det(A - AE)

5-1 7

:det( 9 _4-)

):(5—/1)(—4—1)+14:)L2—/1—6,
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6.1. Diagonaliserbare matricer; egenvaerdier og egenvektorer

og rgdderne i ligningen P¢(A) = 0 findes; rédderne er A =3 og A = -2.
Vi finder sa egenvektorerne hgrende til 1 = —2: Vi skal Igse ligningen

(A-AB)X =0.

Vi opskriver matricen

-A

>
e

7T 7
_é+2E_( 9 _9 ),

denne matrix omformes ved hjelp af reekkeoperationer til trappematricen

o o)

hvoraf afleeses, at en basis for egenrummet V_g er

)

Vi finder dernaest egenvektorerne hgrende til A = 3. Vi opskriver

-A

>
eS|

2 7
“3_315‘( -2 -7 )

der ved hj=lp af reekkeoperationer omformes til trappematricen

o of

hvoraf afleses, at en basis for egenrummet V3 er
-7
9 |

Vi vil nu et gjeblik se specielt pa linesere afbildninger fra F” til F”.

Szetning 6.1.11 En n x n-matrix A med indgange i [ er diagonaliserbar netop hvis der
findes en regulzer n x n-matrix S med indgange i [, sa

e}
non

45~

er en diagonalmatrix. I givet fald er den j’te sgjle i S ~1 en egenvektor for A med tilhg-
rende egenvzerdi lig med det j’te diagonalelement i D.
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6. Diagonalisering af matricer

A

1 -7
(e 2o e

Figur 6.1.: Egenvektorer for den lineaere afbildning f: RZ — R? fra eksempel 6.1.10.

Bevis. Lad f :[" — [" vaere den linezere afbildning der hgrer til matricen A.

Antag fgrst, at S er en reguleer n x n-matrix, s& D = SAS ~1 er en diagonalmatrix.

Skriver vi §’_1 =(a1 -+ an)er(ai, --,a,) enbasisiR", og S = 4 T¢ er koordinattrans-
formationsmatricen for overgang fra den naturlige basis & til basen 28 = (a1, - ,an).
Men si reprzesenteres f ved matricen D = §4§_1 i basen (aj, -+ ,a,) (Setning 5.3.1).

Skrives
A

e}
Il

An

er derfor f(a;) = Aja;. Dette viser den ene halvdel af ssetningen.
Antag dernsest at A er diagonaliserbar. Da findes en basis % = (a1,---,a,) for "

bestaende af egenvekgorer for f. I denne basis repraesenteres f af en diagonalmatrix
D, og der geelder D = SAS ~1 hvor S = 4T¢ er koordinattransformationsmatricen for

overgang fra naturlig basis til basen (a1,---,a,). Dette viser den anden halvdel af szet-
ningen. O

Vi ggr opmaerksom pa at det her er vigtigt hvilket rum matricen A opererer imellem,
dvs. om A :R" — R", eller A : C" — C". Bemserk ogsa at enhver matrix med reelle ind-

gange kan betragtes som en matrix med indgange i C (da R < C). Det kan forekomme
at en reel matrix A er diagonaliserbar betragtet som matrix med indgange i C (vi kal-

der den i sa fald ko_mplekst diagonaliserbar) mens den ikke er diagonaliserbar betragtet
som matrix med indgange i R (Den er altsa ikke reelt diagonaliserbar). For et eksemple
pa dette se Eksempel 6.1.13.

Eksempel 6.1.12 Vi betragter matricen A fra Eksempel 6.1.10 og de fundne egenvek-
torer
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6.1. Diagonaliserbare matricer; egenvaerdier og egenvektorer

1 -7

-1/’ 2
udggr en basis i R?, ses, at f og dermed A er diagonaliserbar. Koordinattransforma-
tionsmatricen for overgang fra naturlig basis til denne basis bestaende af egenvektorer

opfylder, at
1 -7
-1 _
s'=( 0 2

(23 -0

2 0\ oot
[ 5 )-sas™ *

hvilket ogsa ses ved direkte udregning.

Idet saettet

og dermed er

N

Der geelder sa, at

Eksempel 6.1.13 Det karakteristiske polynomium for matricen
[ 3 5
-5 -3

):(3—)1)(—3—/1)+25:/12+16,

>

er
3-1 5

Pé()l)=( 5 _3-1

der ingen reelle rgdder har. Altsé har A ingen egenveerdier. Vi slutter specielt, at matri-
cen A ikke er reelt diagonaliserbar.
Hvis vi derimod betragter A som veerende en matrix med komplekse indgange har

det karakteristiske polynomium de 2 komplekse rgdder A = 4i og A = —4i. Vi finder
egenvektorerne hgrende til A = 4i: Vi skal lgse ligningen

(A-AB)X =0.

Vi opskriver matricen

. 3—-4i 5
4-4 “3_4”@‘( -5 —3—4i)’
denne matrix omformes ved at addere (3 + 41)/5 gange raekke 1 til raekke 2, og dernaest

multiplicere raekke 1 med 1/(3 —41i) til trappematricen

(1 3+ 4i)/5)
0 0 ’
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6. Diagonalisering af matricer

hvoraf afleses, at en basis for egenrummet Vy; er

(( -3 +14i)/5 )) .

Pa tilsvarende made finder vi at egenrummet V_4; har basis

()

Idet
—(3+41)/5 ) ( —(3-41)/5 ))

A= (( 1 1
er en basis for C2, ses at A er diagonaliserbar som kompleks matrix (Se Seetning 6.1.3)-

Koordinattransformationsmatricen for overgang fra naturlig basis til denne basis, T ¢,

opfylder
1 o-1_ [ —B+4i)/5 —(3-4i)/5
(#Tg) =8 = ( 1 1 .
Det geelder sa at
[0 i )=sas™ .

hvilket ogsa ses ved direkte udregning.

Eksempel 6.1.14 Det karakteristiske polynomium for matricen

(6 3

I

er
o (2-A 3 )
PA(A)—det( 0 2_A)—(z AP,

der har (dobbelt-) roden A = 2. Matricen A har altsi kun den ene egenverdi A = 2. For

at finde det tilhgrende egenrum Vs opskrives matricen
0 3

-aeme(t )

s

og vi ser, at en basis for Vs er
1
ol

Vi slutter, at matricen A ikke er diagonaliserbar.
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6.1. Diagonaliserbare matricer; egenvaerdier og egenvektorer

Eksempel 6.1.15 Vi vil finde egenvaerdier og tilhgrende egenvektorer for matricen

4 -2 1
A=[2 o0 1]
- \l2 23

Forst opskrives det karakteristiske polynomium:

4-2 -2 1 4-2 -2 1
Pr(A)=det(A—AE)=det| 2 -A 1 [=det| -242 2-1 0

2 -2 3-2 2 -2 3-2
4-1 -2 1 4-1 -2 1
=(2-ANdet|] -1 1 0 =(2-ANdet| -1 1 0
2 -2 3-2 0 0 3-1

=(2- (B~ A)det ( 4_‘11 ‘12 ) =2-1*3-A).

Rgdderne er altsa A =2 og 1 = 3.
Fgrst findes egenrummet V; hgrende til A = 2. Matricen A — AE opskrives:

4-2 -2 1 2 -2 1
~ME=A-2E=| 2 -2 1 |=|2 -2 1|;
-7 T l2 —23-2/ \2 21

denne omdannes ved hjalp af reekkeoperationer til trappematricen

2 -2 1
0O 0 0.
0O 00
Vi skal sa lgse ligningen 2x1 — 2x9 + x3 = 0. Seettes x2 = s og x3 = 2¢ fas

(a4 2

1 -1
a1=|1f, as=| O
0 2
udggr en basis for V.

Derneest findes egenrummet V3 hgrende

>

hvoraf fremgar, at settet

til A = 3. Matricen A — AE opskrives:

4-3 -2 1 1 -2 1
A-AE=A-3E=( 2 -3 1 |=|2 -3 1|;

2 -2 3-3 2 -2 0
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6. Diagonalisering af matricer

denne omdannes ved hjalp af reekkeoperationer til trappematricen:
1 -2 1
0 1 -1 1.
0O 0 o

x1—2x0+x3 = 0

Vi skal sa lgse ligningssystemet

X9 —X3 = 0

-

Saettet x3 =t fas
hvoraf fremgar, at vektoren

udggr en basis for V.
Seettet (a1,a9,a3) udger en basis i R3, og koordinattransformationsmatricen S for
overgang fra naturlig basis til denne nye basis opfylder, at

1 -1 1
St=[{1 o0 1],
) 0 21

1 -11\" (-2 3 -1
S=({1 01| =|-1 1 o]
- lo 21 2 -2 1

hvoraf

Der geelder, at

6.2. Betydningen af rodmultipliciteterne

Lad x — P(x) vaere et reelt eller komplekst polynomium. Vi siger som bekendt, at et
komplekst tal x¢ er rod i P hvis P(xg) = 0. I givet fald er P deleligt med (x — xp), dvs.
der findes et polynomium @, sa P(x) = (x — x¢)Q(x). Vi siger, at en rod x¢ har rod multi-
pliciteten k , eller algebraisk multiplicitet k, hvis P er deleligt med (x —x0)*, men ikke
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6.2. Betydningen af rodmultipliciteterne

med (x — x0)* 1. Eksempelvis gaelder for polynomiet x8 — 3x°® + 6x3 — 3x2 — 3x + 2, at det
kan skrives (x + 1)?(x — 1)3(x — 2). Derfor er xo = —1 rod med multiplicitet to (ogsa kal-
det dobbeltrod), xo = 1 er rod med multiplicitet tre, og xog = 2 er rod med multiplicitet
én. Rodmultipliciteten af en rod xg i et givet polynomium betegnes rm xg. At skrive et
polynomium som produkt af led af formen (x — x)* kalder man at faktorisere polynomi-
et fuldsteendigt. En sadan fuldsteendig faktorisering er entydig (bortset selvfglgelig fra
faktorernes rakkefslge). Alle komplekse polynomier (og dermed ogsa alle reelle poly-
nomier) kan faktoriseres fuldstaendigt. Dette folger af algebraens fundamentalsaetning.
Man kan imidlertid ikke veere sikker pa at et reelt polynomium kun har reelle rgdder.
F.eks. kan polynomiet x® —x2 +x— 1 skrives (x—1)(x —i)(x +i). Dvs at i dette polynomium
er rgdderne altsa 1,i,—i og de har alle multiplicitet rm xo = 1.

Der gelder for ethvert polynomium, at summen af rodmultipliciteterne er lig med
graden af polynomiet. I praksis bestemmes rodmultipliciteterne for et polynomium ved
hjeelp af rodbestemmelse samt polynomiers division, jvf. nedenstaende eksempel.

Eksempel 6.2.1 For polynomiet P(x) = x5 + 4x* + 7x + 1242 + 12« finder vi, at xo = 0 og
xo = —2 er rgdder. Ved division med x og x + 2 fas P(x) = x(x + 2)(x® + 2x2 + 3x + 6). Den
sidste faktor heri har roden xo = —2 og kan skrives x%+2x2+3x+6 = (x+2)(x2+3). Leddet
x2 + 3 har rgdderne iv/3 og —iV/3. Altsa er P(x) = x(x + 2)%(x — i v/3)(x + iV/3), og dermed
er rm0=1,rm(-2)=2, rm (+iv3)=1. &

Lad V vare et endeligdimensionalt F-vektorrum.
Seetning 6.2.2 Lad f :V — V veaere en linezr afbildning. For hvert tal Ay € F gaelder, at

em Ao <rm Ay,

hvor rm Ag er rodmultipliciteten af A i det karakteristiske polynomium Py for f.

Bevis. Lad A €F, oglad V), veere egenrummet hgrende til 1. Lad p = em 19 =dim V),
og lad (a1,---,a,) veere en basis for V),. Udvid denne til en basis (a1, ,a,) for V. Idet
de fgrste p vektorer i basen er egenvektorer for f med egenveerdi Ay, har matricen A,

der repraesenterer f i denne basis, fglgende form:
(-’2 B

27l ¢

>

hvor D = AoE er p x p-diagonalmatricen med A i diagonalen, og 0 er (n—p)x p-nulmatricen.
Matricerne B og C har dimension p x (n — p), henholdsvis (n — p) x (n — p). Der gaelder sa
(Seetning 3.4.5)

Pr(1) =det(A - AE) = det(D - /ll;?)det(g —AE)= (Ao - AP det((:Z' —AE).

Heraf fremgar, at A9 har multiplicitet mindst p som rod i Py. Bemzerk, at E indretter
sin stgrrelse efter behov. O
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6. Diagonalisering af matricer

Saetning 6.2.3 Lad [ : V — V vare en linezr afbildning mellem F-vektorrum. Huis
summen af rodmultipliciteterne af F-rgdderne i det karakteristiske polynomium for f
er (skarpt) mindre end dimV, eller hvis der findes en egenvaerdi Ay med em Ay <rm A,
da er f ikke diagonaliserbar.

Bemeerk at hvis F = C sa er summen af rodmultipliciteterne for de komplekse rgdder
til det karakteristiske polynomium altid lig dimV, hvilket er en fglge af algebraens
fundamentalsaetning.

Bevis. Antag f er diagonaliserbar. Lad (a1,:--,a,) veere en basis for V bestaende af
egenvektorer med tilhgrende egenveerdier A1,---,1,. I denne basis repraesenteres f ved
diagonalmatricen D med diagonalelementerne A1,--,1,, og derfor er

Pp(A)=det(D - AE) = (A1 — 1)+ (A, — A)

Herved er Pr fuldsteendigt faktoriseret. For ethvert tal ¢ geelder alts4, at rodmultipli-
citeten rm Ay er lig det antal gange A optrader blandt tallene A1,---,1,,. Summen af
alle disse rodmultipliciteter er netop n.

Hvis Ay optreeder p gange blandt A{,---,A,, findes der p basisvektorer som tilhgrer
egenrummet V), og der méa derfor geelde p <dimV), = em Ay. Vi kan altsa konkludere
at rm 1g <em Ay. Ifglge Saetning 6.2.2 geelder sa endda rm Ayp = em Ay.

Sammenfattende har vi vist, at hvis f er diagonaliserbar er summen af rodmultipli-
citeterne n, og der gaelder rm Ay = em Ag for alle egenveerdier 1. Seetningens udsagn
fas umiddelbart heraf ved kontraponering. O

Eksempel 6.2.4 1T Eksempel 6.1.13 har det karakteristiske polynomium ingen reelle
rgdder, derfor er summen af de reelle rodmultipliciteterne 0. Ifgplge Saetning 6.1.3 er A

ikke reelt diagonaliserbar ( eller anderledes formuleret: Den tilhgrende linesere afbild-
ning f4 : R? — R2 er ikke diagonaliserbar), hvilket er i overensstemmelse med hvad vi

viste i eksemplet. I Eksempel 6.1.14 er 19 = 2 dobbeltrod, og summen af rodmultiplici-
teterne er dermed lig n, som er 2. Men egenveaerdimultipliciteten af 1y er kun 1, altsa
gaelder em 19 < rm Ay. Setning 6.1.3 giver dermed at matricen ikke er diagonaliserbar
hvilket er i overensstemmelse med hvad vi fandt i eksemplet. &

6.3. Betydningen af egenvardimultipliciteterne

Lad V veere et endeligdimensionalt F-vektorrum, og lad f : V — V veaere en linear af-
bildning.
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Saetning 6.3.1 Hvis summen af rodmultipliciteterne for F-redderne for det karakteri-
ske polynomium for f er n =dimV, og der geelder em Ay = rm Ag for alle Ay, da er [
diagonaliserbar. En diagonaliserende basis fds i sd fald ved at vaelge en basis for hvert
af egenrummene og sammenstille disse baser.

Igen geelder det at hvis F = C geelder det automatisk at det er nok at tjekke at
em Ayg = rm Ay eftersom kravet om summen af rodmultipliciteterne i dette tilfaelde er
automatisk opfyldt.

Bevis. Vi vaelger en basis for hvert egenrum og sammenstiller disse. Det folger af anta-
gelserne om f, at det fremkomne szt af egenvektorer har preecis n = dimV elementer.
Vi betegner settet a1,:--,a,, og de tilhgrende egenveerdier A4,---,A,. Vi skal vise, at
dette s@t er linesert uathaengigt, idet det sad udggr en basis ifglge Seetning 4.5.7, og
dermed diagonaliserer f.

Antag saettet er linezert athaengigt. Der findes da et tal £ < n saledes at seettet a;, - ,az
er lineeert uathaengigt, mens saettet a1,---,ax+1 er linesert athengigt. Da er

ar+1€ spanf{ai,---,az}

ifglge Seetning 4.5.9, altsa
Ar+1=%X101 + -+ XpQk.

Vi anvender f, og far dels

f@r+1) = Ap+1Qp+1 = Apr1x101 + -+ Apr1X2ap

(fordi a1 er egenvektor), og dels

flars1) =x1f(@1) +---+xrf(ar) =x1A1a1 + -+ xpArap

(fordi f er lineeer og aj,---,ar er egenvektorer). Vektoren f(az;1) er nu pa to mader
fremstillet som linearkombination af saettet a;,---,az; da dette sat er linesert uathaen-
gigt ma koefficienterne i de to udtryk stemme overens, dvs. A 1x; =x;1; fori=1,--- k.
Dette er kun muligt hvis x; = 0 hver gang A; # Az+1. Fjerner man nullerne i ligningen
ap+1 =x101+ - +xap, udtrykkes az1 altsd som linearkombination af andre basisvek-
torer fra det samme egenrum V), . Dette strider mod at sattet var sammensat af baser
for de enkelte egenrum: vektorer fra saettet som tilhgrer samme egenrum er pa forhand
linezert uathaengige. Vi har dermed naet en modstrid og kan konkludere, at antagelsen
at sattet er lineaert athengigt, var forkert. O

Eksempel 6.3.2 I Eksempel 6.1.15 fandt vi basen (a1,a2) for egenrummet Vs og basen
(a3) for egenrummet V3. Ifglge Seetning 6.3.1 er sa (a1,a2,a3) en basis for V = R3. I det
naevnte eksempel blev dette verificeret ved direkte udregning: det nyttige ved Seetning
6.3.1 er netop, at man kan udelade denne verificering. s
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6. Diagonalisering af matricer

Seetning 6.3.3 Huis det karakteristiske polynomium Py for f har n =dimV forskelli-
ge F-rgdder A1,---, Ay, da er [ diagonaliserbar. En diagonaliserende basis (a1, - ,an)
fas i dette tilfselde ved for hver rod A; at velge en egenvektor a; med egenvaerdien A;.

Bevis. For hver af rgdderne 11,---,1, geelder ngdvendigvis rm A; = 1 (ellers ville sum-
men af rodmultipliciteterne jo overstige n). Ifglge Saetning 6.2.2 gaelder dermed em A; <
1, og da hver rod ifgplge Saetning 6.1.8 er egenveerdi, er em A; # 0. Altsa er em A; =
rm A; = 1. Det fglger nu af Setning 6.3.1, at f diagonaliseres af den omtalte basis

(a_lf"agn)' O
Vi opsummerer hvordan man, for en konkret matrix, afggr hvorvidt den er diagona-
liserbar eller ej, og hvordan man i sa fald finder koordinattransformationsmatricen S

der diagonaliserer den.

Opskrift 6.3.4 (Diagonalisering af en n x n matrix A)

1. Bestem det karakteristiske polynomium P 4 (1) = det(A — AE), og find dets rodder

(egenvaerdierne for A) samt de tilhgrende r;)dmultipliciteter.

2. Bestem baser for hvert egenrum V), (egenvektorer) samt de tilhgrende egenvaerdi-
multipliciteter (= antal basiselementer i basen,).

3. Matricen er diagonaliserbar hvis og kun hvis alle rodmultipliciteter er lig de til-
hgrende egenvaerdimultipliciteter. I sa tilfeelde kan vi seette §’_1 til at veere den

matrix der fremkommer ved at lade samtlige basiselementer f;a 2 vaere sgjler. Der
gaelder sd at S er lig koordinattransformationsmatricen z1¢ fra basis & til %,

hvor 9B er basen bestdende af egenvektorerne. Ydermere gzelder at

er diagonal.

Om reel diagonalisering: Bemaerk at overstaende opskrift leder efter kompleks dia-
gonalisering af en reel eller kompleks matrix. Hvis man udelukkende er interesseret i
reel diagonalisering af en reel matrix kan man stoppe processen efter trin 1 hvis der op-
traeder en ikke-reel rod. I dette tilfelde er matricen ikke reelt diagonaliserbar. Man kan
ogsa stoppe processen under trin 2 hvis der viser sig en egenvardi hvor rodmultiplicitet
ikke stemmer overens med den geometriske multiplicitet. I dette tilfelde er matricen
hverken reelt eller komplekst diagonaliserbar.
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6.3. Betydningen af egenveerdimultipliciteterne

Eksempel 6.3.5 Lad os se pa matricen

-1 -4 -1
A= 2 5 1
" l-2 -4 o

og gennemfgre diagonaliseringsopskriften pa den:
1: Vi har
PAV)=-2A3+422-51+2=(1-*2-2) (6.3.1)

Vi ser af (6.3.1) at 1 er en dobbeltrod og 2 en enkeltrod. Vi laver et skema

’ Egenveerdi H Algebraisk mult. \ Geometrisk mult. \ Basis ‘

1 2
2 1

2: Vi bestemmer fgrst en basis for V7. Det svarer jo til at finde lgsningsmangden til
ligningen (A — 1E)x = 0 og vi opskriver den relevante matrix

-2 -4 -1
2 4 1
-2 -4 -1

1 2 1/2
0 0 O0].
00 O

Vi ser at dimensionen er 2 og at en basis fx kan valges som

[0

Sé skal vi bruge en basis for V3, og altsi lgse ligningssystemet (A —2E)x = 0. Det fgrer
-3 -4 -1
2 3 1
-2 -4 -2

1 0 -1
01 1
00 O

som vi reducerer til trappeform:

til matricen

som har reduceret trappeform
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6. Diagonalisering af matricer

Saledes er dimensionen 1 og en basis kan fx valges som
1
()
1
’ Egenveerdi H Algebraisk mult. \ Geometrisk mult. \ Basis ‘
-2\ (-1/2
1 : : (( 1 ( : ))
0 1
1
2 1 1 ( - 1) )
1

3:Vi slutter at A er diagonaliserbar og hvis vi satter

-2 -12 1
st= 1 0 -1
) 0

Skemaet er nu feerdigt:

1 1

gaelder der at SAS™! er diagonal. &

6.4. Potensoplgftning af matricer; anvendelser

Lad A vaere en n x n-matrix. Af og til har man brug for at udregne potensen 4]"’ for
k =1,2,3,---. Hvis A er diagonaliserbar kan potensoplgftning bekvemt ggres ved at

diagonalisere A fgrst. Hvis nemlig S er en reguleer matrix, s matricen

Q:

IR
[

S—l

er en diagonalmatrix geelder, at
Dk

Il
1N

ArST

(thi D* = (SAS™1)(SAS™) =SA?S ™" etc) og dermed er

A* =8 1pks.

IR

Man udnytter sa, at Qk er meget let at udregne.
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6.4. Potensoplgftning af matricer; anvendelser
Eksempel 6.4.1 Vi betragter matricen

4 -2 1
A=|2 01
- l2 -2 3

fra Eksempel 6.1.15. Vi vil finde 45. Naturligvis kan vi udregne den direkte; men vi kan
ogsa bemeerke, at

A°=87'D®S,
hvor
2 0 0 -2 3 -1 1 -1 1
D=|0 2 o|,8S=[-1 1 o][,S'=|1 o0 1],
- \o o 3 2 -2 1) ~ 0 21

ifglge Eksempel 6.1.15. Men sa er

1 -1 1\(32 0 0)(-2 3 -1
A°=[1 01 032 O0[]-1 1 0
) 0 21 0 0 243
454—422211)

=422 -390 211
422 -422 243

[ )

Eksempel 6.4.2 Lad os antage at Kgbenhavns befolkningstal (gennem en arrsekke)
konstant er 1 million. Byen opdeles i to dele, city og forsteederne. Lad C,, betegne be-
folkningstallet i city, og lad F,, betegne befolkningstallet i forsteederne efter n ar (regnet
i millioner). Befolkningsfordelingen mellem city og forsteederne angives ved en befolk-

ningsvektor
— Cn
5]

Antag, at 15% af befolkningen i city flytter til forsteederne, og at 10% af befolkningen i
forstaederne flytter til city hvert ar. Der ma geelde, at

Cp+1=0.85C, +0.10F,
Fn+1=0.15C,, +0.90F, (%)

Dette gaelder for n =0,1,2,---. Denne sammenhaeng kan skrives

Cni1) _ (0.85 0.10)(C,
Fni1) \0.15 0.90)\F,)
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6. Diagonalisering af matricer

o1
4= (085 010 (5 5
=710.15 090/ "\ 2

Matricen

kaldes overgangsmatricen. Vi kan skrive formlen (*) som

Bni1= 46n

Specielt far vi, at By = ABg, Bo =AB1 = 4250 etc., saledes at

B,=A"B.

Vi vil undersgge, hvorledes befolkningsfordelingen udvikler sig efter et stort antal ar.
Vi har altsé brug for at beregne A" for store veerdier af n. Vi forsgger at diagonalisere

A: Det karakteristiske polynomium skrives op:

ii_y i 7. 3
Py :det(A—AE):det(203 g10 ) A2+ =,
= = = 20 10~ A 4 4
Rgdderne herier A=10g A = %. Matricen A er altsi diagonaliserbar.
Vi finder egenrummet hgrende til egenvaerdien A = 1:
1
v,

10

_3
A-AE = ( 20
= = =
der ved hjlp af reekkeoperationer omdannes til

(5 5)

o = 2
a1 = 3
er en basis for Vj.
Dernaest finder vi egenrummet hgrende til egenvaerdien A = %:

hvoraf vi finder, at vektoren

1 1
a-a-(1 ¥),
- - 20 20
der ved hjalp af reekkeoperationer omdannes til

o of

e[ 1)

hvoraf vi finder, at vektoren
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6.4. Potensoplgftning af matricer; anvendelser

er en basis for V%.
Om koordinattransformationsmatricen S for overgang fra naturlig basis til basen
(a1,a2) geelder s, at

1 (2 1
st=(5 )
hvoraf 1 1
1({ -1 -1 7
s==5(% 2)=(1 1)
og dermed er
D=SAS™,
hvor
1
p=[; 3
=0 2
Men sa er
1 0 1({2 1 1 0 -1 -1
ar=sprs=5 p)s=5(3 1 )lo @) 2
=2 2272 (o ))=""5(3 -1/lo " /-3 2
n n
)
5500 5+:(1)

Hyvis nu f.eks. n =20 er ( ) tilnaermelsesvis lig med 0.00317 (lommeregner), hvorefter
vi finder fglgende tilneermede veerdi for 420

Vi finder sa, idet M er 1 million,

2 2\ 2Co+2F

- | 18- 1)

=20=2 20 g g F() gCO+§F0
(Co+Fo) 2\ (040
(gwo +F0)) M (§) =M (0-60)'

Efter et antal ar vil befolkningsfordelingen altsa veaere stabil, og 40% af befolkningen vil
bo i city, og 60% vil bo i forstaederne. &
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7. Vektorrum med skalarprodukt

I dette kapitel skal vi se pa vektorrum med en ekstra fin struktur: Et skalarprodukt.
I sddanne vektorrum kan vi tale om at vektorer star ortogonalt (vinkelret) pa hinan-
den. Teorien for disse gor os i stand til at udvikle en teori for hvornar en matrix med
sikkerhed kan diagonaliseres.

7.1. Skalarprodukt; Gram-Schmidt ortogonalisering

Lad V veere et vektorrum over F.

Definition 7.1.1 Ved et skalarprodukt (eller et indre produkt) i V forstas en forskrift
hvorved der til hvert par af vektorer x,y i V knyttes et tal x -y, skalarproduktet af x og y,
sdledes at der for vilkarlige vektorer x,y,z i V og vilkdrlige tal A € F geelder:

SL: (x+y)-z=x-2+y-2

S2: (Ax)-y = Mx- y).

S3:x-y=y-x
S4: x-x=20
S5: x-x=0=>x=0

Vektorrummet V' udstyret med et skalarprodukt/indre produkt kaldes for et indre
produkt vektorrum. Hvis F =R kaldes V ogsa et Euklidisk vektorrum.

Eksempel 7.1.2 I talrummet " defineres et skalarprodukt ved for to vektorer

X1 Y1

&
Il
[
Il

Xn Yn

1" at seette
g-zley_1+---+xny_n.

At dette faktisk er et skalarprodukt fglger af Seetning 1.1.4. Dette skalarprodukt kaldes
for det sazdvanlige skalarprodukt eller det sedvanlige indre produkt pa F". )
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7. Vektorrum med skalarprodukt

Lad V veere et indre produkt vektorrum. For en vektor x € V defineres leengden af
vektoren x som tallet
%= /22

Denne definition giver mening, da x-x = 0 ifgplge S4. Vi bemeerker, at |x| = 0 netop hvis
x=0,0gat |[Alx| =|A||x| for AeF,x€V.

En vektor x € V for hvilken |x| = 1 kaldes en enhedsvektor. Hvis x € V er en egentlig
vektor, da er vektoren

en enhedsvektor. Vektoren y siges at veere fremgaet af x ved normering.
To vektorer x og y siges at veere ortogonale hvis x - y=0. Dette skrives ogsa x.L Y.

Definition 7.1.3 Et szt af vektorer ai,---,a, i V kaldes et ortogonalszet, hvis hver af
vektorerne er forskellig fra nulvektoren, og hvis de er indbyrdes ortogonale, altsa hvis
ai#oforl<i<noga;-aj=0for 1<i,j<n,i#j Settet kaldes et ortonormalszt, hvis
der yderligere geelder, at alle vektorerne er enhedsvektorer, altsd |a;| =1 for alle 1 <i <n.

Definition 7.1.4 En basis (a1, ,a,) for V kaldes for en ortonormalbasis hvis settet
ai, - ,a, er et ortonormalsat.

Figur 7.1.: Vektorseettet (a;,a,4,a5) er en ortonormalbasis for R3. De naturlige ortonor-
malbaser for R? og R? er vist pa figur 1.2.

En basis (a1, ,a,) er altsé en ortonormalbasis, hvisa;-a; =1for1<i<noga;-a;=0
forallel<i,j<n,i#].
Det ses umiddelbart, at den naturlige basis (e1,::-,e,) i F” er en ortonormalbasis i [".
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7.1. Skalarprodukt; Gram-Schmidt ortogonalisering

Saetning 7.1.5 Huvis (a1, --,a,) er en ortonormalbasis for et indre produkt vektorrum
X1 Nt

V, og hvis vektoren x hhv. y har koordinatsgjlen | : | hhv. | : | med hensyn til basen
Xn Yn

(@1, ,an), daer

Xy =TT+ + XnTne

Bevis. Vi ser pa tilfeeldet n = 2. Der geelder sa

x-y =(x181 +x2a2)- (y121 + ¥2a2)
=X1y101°Q1+X1Y2a1 A2 +X2Y102° A1 +X2y2a2 A2 = X1Y1 + X2)2.

hvilket viser pastanden. Bemsaerk at vi har brugt at det for et indre produkt vektorrum

geelder at x-(1y) = Mx - ¥), hvilket fglger af Definition 7.1.1 S2 & S3. O
Saetning 7.1.6 Lad a1, - ,a, vere et ortogonalszet i et indre produkt vektorrum V. Da
er seettet a1, ,a, linezert uafhaengigt, og for a € span {a1,---,a,} gelder
a-ai a-an
a=———a1+-+———an.
ai-ax QAn-Aan
Bevis. Hvis a € span {a;, - ,a,} findes tal 11,---1,, s&

a=Aa1+ -+ Anan,
Heraf fas ved at multiplicere skaleert med a;, at

a-aj=Aa;j-q;,

idet vektorerne a1,---,a, er indbyrdes ortogonale. Idet aj-a; #0 er sd 1; = aga?; -. Dette
==
viser formlen for a. Hvis en linearkombination @ = 1;a; +---+ 1,a, er o, viser formlen
at 1;= agga, =0 for 1< j<n,ogdet viser at saettet a1,:--,a, er linesert uathaengigt. O
=] =

Saetning 7.1.7 Lad b1, -+ ,b, vaere et ortogonalszet i et indre produkt vektorrum V, og
lad a,+1 €V veere yderligere en vektor i V. Sattes

an+1-01 an+1-bn

bi-by by -bn

Qn+1 =0an+1 —

er by+1 # 0 netop huvis szttet by, - ,bn, an+1 er lineert uafhengigt; endvidere er b, |
ortogonal pd b,,...,b,. Under alle omstendigheder er

span {Qly U ,Qn,2n+1} = span {ély' o :Qn,érﬁl}-
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>

Figur 7.2.: Vektorerne a, og a, udggr et ortogonalszet, si de er linezert uafhsengige, og
seetning 7.1.6 viser hvordan en vektor a € span{a,,a,} kan skrives som en
linearkombination af a; og a,.

Bevis. Hvis b,+1 = o har vi klart, at a,4+1 € {b1,---,b,}, og dermed er b;,---,b,,a,+1
lineeert atheengigt. Hvis omvendt b1, -+ ,b,,a,+1 er linesert athaengigt, er b,,,1 = o ifglge
Seetning 7.1.6. Ved skalar multiplikation af b,,1 med b;, 1 <j<n, fas

ani1-bj
bni1-bj=an+1-b;- ﬁ_JQJ =0
Det er klart, at span {b1, - -,b,,a,+1} = span {b1,---,b,,b,+1}. Hermed er saetningen
vist. O
Hvis a1,:--,a, er et set af linesert uathangige vektorer i vektorrummet V, og vi saet-

ter b1 = a1, og dernaest danner vektoren by ud fra saettet b1,a9 som i Seetning 7.1.7,
og derngest danner vektoren b3 ud fra ssettet b1,b2,a3 som i denne satning etc; opstar

der herved et ortogonalseet b;,---,b,, med span {b1,---,b,} = span {a1,---,a,}. Settet
b1, ,b, siges at fremga af saettet a;,---,a, ved Gram-Schmidt ortogonalisering. Hvis
vi ydermere normerer vektorerne bi,---,b, taler vi om Gram-Schmidt ortonormalise-

ring. Metoden er opkaldt efter J.P. Gram (1850-1916), dansk forsikringsmatematiker og
E. Schmidt (1876-1959), tysk matematiker.

Vi opsummerer som opskrift:
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7.1. Skalarprodukt; Gram-Schmidt ortogonalisering

Opskrift 7.1.8 (Gram-Schmidt ortogonalisering)
Lad ay,---,a, i V vere lineert uafhengige, og lad U = spanf{aj,---,ap}

1. Lad b1 =a;.
2. Fork=1,...,n—1lad

ar+1-b1 ar+1-bp

b = = =}, - =rrs =F
Okr+1=0k+1 21'21 01 Qkék Or

Da er (b1,...,b,) en ortogonalbasis for U
3. Fori=1,...nlad b =b;/|b;|.

Da er (b'),...,b)) en ortonormalbasis for U

Udtrykket %Qk i Opskrift 7.1.8 sendres ikke, hvis b, erstattes af cb;, hvor ¢ # 0.
Regneteknisk kan det derfor veere bekvemt at erstatte b;, med cb;, for passende ¢ # 0.
Dette er illustreret i det naeste eksempel.

Eksempel 7.1.9 I R* er der givet de tre vektorer

ag =

Q
An
|
= N = DN
=N

Vi udfgrer Gram-Schmidt ortogonalisering pa dette saet: Vi begynder med at saette b1 =
ai. Dernaest saettes

2 2 2
as-bi 2 8 |1 1 6

b = _— b = —_— = —
2Ry p 2 T 1| " 102 T 5| -3
0 1 —4

For nemheds skyld omdefinerer vi nu b idet vi fjerner faktoren %, og vi saetter altsa

2
6
-3
—4
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7. Vektorrum med skalarprodukt

A)

e -

Yo
[u

23 by a3by
55,21 %5,8,2

Figur 7.3.: Gram-Schmidt ortogonalisering af vektorerne a,,a,,a5.(A) Konstruktion af
b, udfra b, og a,. (B) Konstruktion af b, udfra b,,b, og a,
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7.1. Skalarprodukt; Gram-Schmidt ortogonalisering

Herefter findes b3:

1 2 2 -7
as b as-bs 21 6 |1] 11 6 1 5
b1-01 ba-bs 1| 10]2| 65| -3 13| 4
0 1 -4 1

Vi omdefinerer sa bgs, idet faktoren % fjernes, og vi saetter altsa

lig

2 2 -7
1 6 5
Ql ol b2 - -3 ’ Q3 = 4
1 -4 1

2 2 -7

1 |1 1 6 1 5
vio|2|® Ve5| -3 Vo1| 4
1 —4 1

Vi kan nu vise fglgende vigtige seetning

Seetning 7.1.10 Ethvert endeligdimensionalt indre produkt vektorrum V har en or-
tonormalbasis.

Bevis. Lad (a1,--,a,) vere en basis for V. Ved Gram-Schmidt ortonormalisering af
denne basis opstar en ortonormalbasis (b;,---,b,) for V. O

En af grundene til at vi er interesserede i ortonormalbaser er at det er let at finde
koordinaterne for en given vektor i en ortonormal basis. Hvis man skal finde koordina-
terne til en vektor i en generel basis i et n-dimensionalt rum kraver det normalt, at
man lgser et linesert ligningssystem af n ligninger i n ubekendte. Hvis basen er orto-
normal er koordinaterne simpelthen skalarprodukter af vektoren med basisvektorerne,
som beskrevet i fglgende saetning.
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7. Vektorrum med skalarprodukt

Seetning 7.1.11 Hvis of =(a,a,...,a,) er en ortonormalbasis for vektorrummet V og
x €V, da er koordinatvektoren for x i basen of givet ved

x-a
lx]l=

x-a,

Bevis. Dette fglger direkte af Seetning 7.1.6 og definitionen af koordinatvektorer.

7.2. Ortogonale matricer

Definition 7.2.1 En n x n-matrix S kaldes ortogonal, hvis dens sgjler udggr en ortonor-

13 7]

ses umiddelbart at vaere en ortogonal matrix. &

malbasis i F™.

Eksempel 7.2.2 Matricen

IR
w|§wn—t

Saetning 7.2.3 For en n x n-matrix S er fplgende betingelser ensbetydende
(1) S er ortogonal.

@ §*

N

(3) S er regulzer, og §_1 = §*

Bevis. Fgrst (1) © (2): Da

(8*9)i, j1=87[i,]1-Sl*,j1=Sl*,il-S*,j1=S[*,il-S[*, /I,

udggr sgjlerne i S et ortonormalseet hvis og kun hvis

. 1 fori=j
(8" 9)i. /1= 7
= = 0 for i #j
og det er ensbetydende med S*S = 1;3 . Dette viser (1) < (2) idet et ortonormalsset med
n vektorer i et vektorrum af dimension n ngdvendigvis ma vare en ortonormalbasis
(overvej!). Dernaest (2) < (3): Hvis S*S = E er S regulaer, og .§'_1 = 8" ifglge Saetning

2.6.6. Hvis omvendt S er regulzer, og §’_1 =S*erS*S = §’_1§' =E. O
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7.3. Ortogonalkomplement og ortogonalprojektion

Ifglge Seetning 7.2.3 er en reel matrix S ortogonal netop hvis S t§ = E. En kompleks

ortogonal matrix kaldes ogsa en unitser matrix.

Eksempel 7.2.4 Idet matricen S fra Eksempel 7.2.2 er ortogonal, finder vi umiddelbart

den inverse §’_1 =S8 til S:

Lad V vare et indre produkt vektorrum.

Seetning 7.2.5 Koordinattransformationsmatricen T for overgang fra en ortonor-
malbasis o =(ay, - ,a,) til en anden ortonormalbasis ' = (a},---,a;,) er en ortogonal
matrix.

Bevis. Skriver vi matricen

S11 = Sin
T =] Pl=(s o sa)
Snl ** Snn
er
S1j
Snj

ifplge Seetning 5.1.1 koordinatsgjlen for vektoren a ; med hensyn til basen o/’ = (a},--- ,a}).

Men da (a1, - ,a,) og (a}, - ,a,,) er ortonormalbaser fas sa, at
8j*8j=81j81j T +8njSnj=a;-a;=1,
0og
8i*8j=81iS1j+  +SniSnj=a;-a;=0

for i # j. Her har vi anvendt Seaetning 7.1.5 for at opna neestsidste lighedstegn. Dette
viser saetningen. O

7.3. Ortogonalkomplement og ortogonalprojektion

Lad V veere et indre produkt vektorrum.

Definition 7.3.1 For en delmaengde M €V settes
Mt ={xeV | x-y=0foralle ye M}
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7. Vektorrum med skalarprodukt

Det ses umiddelbart, at M+ er et underrum i V, og at M+ = ( span M)*.
Hvis U er et underrum kaldes underrummet U+ for det ortogonale komplement til U.
Da den eneste vektor x, som opfylder, at x-x =0, er nulvektoren x = o, har vi

UnU* ={o}.

Seetning 7.3.2 Lad V vare et endeligdimensionalt indre produkt vektorrum og lad U
veere et underrum i V. Til a € V findes en entydigt bestemt vektor x € U for hvilken
vektoren a—x €U L. Vektoren x kaldes ortogonalprojektionen af a pa U. Hvis dimU = p >
0 og hvis (a4,...,a p) er en ortonormalbasis for underummet U er ortogonalprojektionen
x af a pa U givet ved

x=(a-aja, +...+@-a)a, (7.3.1)

Bevis. Hvis U = {0} (altsa dim U = 0) skal vi klart seette x = o for alle @ € V. Antag derfor
at dimU = p > 0. Fra Sezetning 7.1.10 kan vi altid veelge en ortonormalbasis a,...,a b for
U. Hvis x € U opfylder, at a —x € U+, s& gaelder der specielt, at (@ —x)-a ;=0 for alle
j=1,...,p.Dvs.

x-a;=a-a;

for alle j =1,..., p. Vi konkluderer derfor fra Saetning 7.1.6, at (7.3.1) er rigtig. Altsa er
x defineret ved (7.3.1) den eneste vektor, der kan have den gnskede egenskab.

Hvis vi pa den anden side definerer x ved (7.3.1), ser vi umiddelbart, at for j=1,...,p
er (a—-x)-a; =0 for alle j=1,...,p. Derfor er @ —x ortogonal pé alle basisvektorerne
i U og dermed pa alle vektorer i U, da disse kan skrives som linearkombinationer af
basisvektorerne. Vi konkluderer, at a —x € U~. O

Hvis U er et underrum i et indre produkt vektorrum V af endelig dimension, sa ser
man at afbildningen Py : V — V, som til en vektor a € V knytter ortogonalprojektionen
x afa pa U er givet ved

x=Pyl@)=(a-a)a;+...+(@-a))a, acV,

idet ay,...,a p €ren ortonormalbasis for underummet U. Af denne formel ser man let,
at Py er lineeer. At f. eks. L2 1 Definition 4.2.1 er opfyldt, altsa at

Py(a+b)=Py(a)+Pyd), a,beV

folger af regneregel S1 for skalarprodukter ved lidt vektorregning.
Dette kraever en ortonormal basis for U. Hvis derimod U = {0} er Py lig med nulaf-
bildningen: Py(a) =0 for allea e V.
Afbildningen Pi; kaldes projektionsafbildningen pa U. Billedet og kernen for Py er
givet ved
ker (Py)=U*, Py(V)=U. (7.3.2)

Vi opskriver formlen for ortogonalprojektionen som en opskrift
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7.3. Ortogonalkomplement og ortogonalprojektion

Opskrift 7.3.3 (Find ortogonalprojektionen af a pa U)
Lad U veere et underrum i et endeligdimensionalt indre produkt vektorrum V. Lad a

ligge iV . Antag at U = spanfa,,...a,}.
1. Find en basis for U ved hjelp af udtyndingsalgoritmen.
2. Lav ved hjzlp af Gram-Schmidt en ortonormalbasis (b1,...bp).
3. Da er ortogonalprojektionen Py(a) af a pd U givet ved

Py(@=(a-bby +...+(@-b,)b,

Eksempel 7.3.4 Vi gnsker at bestemme projektionsafbildningen pa underrummet U af

R3 givet ved
0 1
U = span {( -1 ),( 2 )}
1 0

For at kunne benytte Seetning 7.3.2 skal vi fgrst finde en ortonormal basis for U. Det
gor vi ved Gram-Schmidts procedure. Vi far en ortogonal basis

Vi finder derfor at

aj
Py | as
as

Il
- DN =
ol
ol
I c:|' '
—_
J—
QR Q R
w N R
N —

ol
cnl'
[y
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7. Vektorrum med skalarprodukt

(a-by)b,

| O
—

L]

Figur 7.4.: Ortogonalprojektion x af @ pd U = span{b;,b,} hvor (b,,b,) er en ortonormal-
basis. Bemaerk, at xe U oga—x€ U™,

hvoraf vi ogsa kan aflaese matricen for Py med hensyn til standard basis i R3.

Seetning 7.3.5 Hvis V er et endeligdimensionalt indre produkt vektorrum og M <V

opfylder, at M+ = {0}, da er span M =V.

Bevis. Lad U = span M. Daer U+ = M = {0}. For a € V gzelder ifglge Szetning 7.3.2 at
a-Pyl@)eU" ={o}

altsd a = Py(a). Der geelder altid Py(a) € U, og vi har dermed vist, at enhver vektor i V

tilhgrer U, altsa U =V. O

7.4. Diagonalisering af reelle symmetriske matricer

Vi vil 1 dette afsnit for ferste gang i noterne udelukkende beskaeftige os med reelle ma-
tricer, og vi vil betragte de tilhgrende linesere afbildninger fra reelle vektorrum R™ til
sig selv.

Lad A veere en m x n-matrix, og lad f : R" — R™ vare den tilhgrende lineaere afbild-
ning. Vi har i afsnit 1.6 set, at hvis f* = f! : R — R" er den linesere afbildning, der
hgrer til den transponerede matrix 4"‘, da geelder

f@-y=x-f'y)
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7.4. Diagonalisering af reelle symmetriske matricer

for alle x e R", y e R™. Er nu A en symmetrisk n x n-matrix, geelder ét = A, og dermed
geelder for den linezere afbildning f :R" — R", at

f@)-y=x-f(y)
for alle x,y € R™.

Lad V vare et Euklidisk vektorrum, dvs et vektorrum over R med et skalarprodukt.

Definition 7.4.1 En linezer afbildning f :V —V kaldes symmetrisk hvis
f@)-y=x-f(y)
for alle x,y€V.

Seetning 7.4.2 En symmetrisk linezr afbildning f :V — V repraesenteres i en ortonor-
malbasis af en symmetrisk matrix.

Bevis. Lad (a1,---,a,) veere den givne ortonormalbasis, og lad A = (a;;),,, vaere matri-
cen der reprasenterer f i denne basis. Der geelder sa:

aij :f(gf)'gi =a;-f(a;) :f(Qi)'gj =aj;.
Her har vi anvendt Sezetning 5.1.1, og at f er symmetrisk. O

Seetning 7.4.3 Huis x og y er egenvektorer for den symmetriske linezre afbildning f :
V —V hgrende til forskellige egenveerdier, er x og y ortogonale.

Bevis. Der gelder, at f(x) = Ax og f(y) = py, hvor A # p. Men sa er Ax-y =(Ax)-y =
f@)-y=x-f(y)=x-(uy) = px-y. Heraf ses, at (A —p)x-y =0, og dermed er x-y =0, da
A# . O

Reelle symmetriske matricer har en afggrende egenskab, givet i den falgende saet-
ning. Beviset anfgres i appendiks, idet det benytter et resultat fra analysen.

Saetning 7.4.4 Det karakteristiske polynomium for en symmetrisk matrix har (mindst)
én reel rod.

Af Seetning 7.4.4 fas, at hvis f : V — V er en symmetrisk lineser afbildning, da har
f en egenvaerdi (medmindre V = {0}). I en ortonormalbasis repraesenteres f nemlig ved
en symmetrisk matrix A, og da Py = P4, har Py en rod, som sé er egenveerdi for f ifglge

Seetning 6.1.8.

Seetning 7.4.5 Lad V vare et Euklidisk vektorrum og lad f : V — V vaere en symmetrisk
linezer afbildning. Da er f diagonaliserbar. En diagonaliserende ortonormalbasis fas ved
at veelge en ortonormalbasis for hvert egenrum og sammenstille disse baser.
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7. Vektorrum med skalarprodukt

Bevis. Lad M vaere mangden af samtlige egenvektorer for f og seet U = M. Vi pastar,
at underrummet U er invariant ved [, hvilket vil sige at y € U medfgrer f(y) e U. Lad
x € M. Da er x egenvektor, altsé f(x) = Ax for et tal A. Dermed geelder for y e U

f()x=y f®=y lx=Ay x)=0.

Altséa er f(y) L x for alle x € M, dvs. f(y) € M* = U. Dette viser pastanden. Lad nu
g :U — U betegne restriktionen af f til U. Da ses fra Definition 7.4.1 at g ogs4 er sym-
metrisk. Ifglge bemaerkningerne efter Satning 7.4.4 har g en egenvektor, medmindre
U = {0o}. Men en egenvektor for g er ogsa egenvektor for f og vil derfor tilhgre M. Da
M nU = @ er dette udelukket. Altsd ma U = {o}. Altsa udspaender M hele V (Satning
7.3.5). Heraf sluttes, at vi kan finde en basis bestaende af egenvektorer, og dermed er f

diagonaliserbar.
At fremgangsmaden anfgrt til sidst i seetningen farer til en diagonaliserende ortonor-
malbasis, fglger af seetningerne 6.3.1 og 7.4.3. O

Af den netop viste seéetning fas sa fglgende saetning om symmetriske matricer:

Seetning 7.4.6 En reel symmetrisk nxn-matrix A er reelt diagonaliserbar, og der findes

en ortogonal reel n x n-matrix S sa

e}
Il
N
>
||C/J|

er en diagonalmatrix.

Bevis. Lad f :R" — R" veere den linezere afbildning der hgrer til A. Der findes da en

ortonormalbasis (a1, ,a,) for F* bestdende af egenvektorer for f (_Saetning 7.4.5). Ko-
ordinattransformationsmatricen S for overgang fra naturlig basis til basen (a1,--,a5)

er da en ortogonal matrix (Saetning 7.2.5), og der gaelder, at D = SAS ~1 hvor D er

matricen, der repraesenterer f i basen (a1, --,a,) (Setning 5.3.1). Men D er en di;go-
nalmatrix, da vektorerne a1, --,a, er egenvektorer for f. Dette viser satningen. O

Bemszerkning. Omvendt til Seetning 7.4.6 geelder: Hvis en n x n-matrix A er diagonali-

serbar m.h.t. en reel ortogonal matrix S, sd er A symmetrisk.

AfD = SAS~! fas A= .§'_11_)§’, og heraf ses at

At — §t.l=)t(S_1)t — S_I.Q»S — é7

hvoraf symmetrien af A fremgér.
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7.4. Diagonalisering af reelle symmetriske matricer

Eksempel 7.4.7 Der er givet den symmetriske matrix

8 -2 4
A=| -2 11 2 |.

) 4 2 8
Vi vil finde en basis for R? bestaende af egenvektorer for A, og en ortogonal matrix S

sa D =SAS ~! er en diagonalmatrix.

Vi opskriver fgrst det karakteristiske polynomium:

8- -2 4| [12-2 0 12-1
Pa(M=det(A-AE)=| -2 11-12 2 |=| -2 11-1 2
- ST 4 2 8-Al | 4 2 8-

1 0 1 1 0 0
—(12-1)|-2 11-1 2 |=(12-1)|-2 11-1 4

4 2 8-1

11-12 4
2 4-2

4 2 4-2

=(12-1)

' =(12-1)(A2=151+36) = (12— 1)*(3 - 7).

Det karakteristiske polynomium har altsa rgdderne A =3 og A = 12 (dobbeltrod).
Vi finder derneest de tilhgrende egenrum.

For 1 =3 fas:
5 -2 4
A-AE=| -2 8 2|,

- 4 2 5

der ved hj=lp af reekkeoperationer omdannes til matricen

1 -4 -1
0o 2 1|
0 0 O

Vi opskriver sa ligningssystemet hgrende hertil:

|
o

X1 —4x2 — X3
2x9+x3 = 0.

Dette lgses, og vi finder

Vektoren
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er altsa en basis for egenrummet V3 hgrende til egenvaerdien A = 3.

For 1 =12 fas:
-4 -2 4
A-AE=| -2 -1 2|,

- 4 2 —4

der ved hjalp af reekkeoperationer omdannes til matricen

2 1 -2

00 0]

00 O
Vi opskriver sa ligningssystemet hgrende hertil:

2x1+x9 —2x3 =0.

Dette lgses, og vi finder

X1 —s+t -1 1
(xg):( 2s ):s( 2)+t(0),s,tEIR.
X3 t 0 1
1 -1
Qz—(o\), 23_( 2)
1 0

er altsa en basis for egenrummet Vi hgrende til egenveerdien A = 12.
Vi har nu fundet en basis (a1,as,a3) for R? bestdende af egenvektorer for A. Vi skal

Vektorerne

sé finde en ortonormalbasis bestidende af egenvektorer for A. Vi bemaerker, at vektoren

a; er ortogonal pa vektorerne ag,as i overensstemmelse med Seetning 7.4.3. Ved hjealp
af Gram-Schmidt omdanner vi s& saettet ag,as til en ortonormalbasis for Via: Vi saetter

ba=ay, og
-1 1 -1
-b -1 1
QSZQS_%3 8222:( 2 —? 0 25 4 |.
=2 =2 0 1 1

Vi omdefinerer sa b3 til
-1
b3 = ( 4 ),
1

og saetter b1 = a;. Hermed har vi opnéet et ortogonalsaet

SRR
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7.5. Kvadratiske former

bestdende af egenvektorer for A. Den sggte ortonormalbasis fis nu ved normering af
dette sat:

2 1 -1
-3 V2 3v2
_i 0 4
AN
3 V2 3v2

Om koordinattransformationsmatricen S for overgang fra naturlig basis til denne nye

ortonormalbasis gaelder:

~2 1 __1
3 V2 3v2
s 0 |
- 2 o1 N
3 V2 3v2
og dermed er
2 1 __1 \! 2 1 2
1y-1 14t ? v2 34/é _1§ —(g) 1§
S:(S_ )_ :(S_ ) = i 0 —_— = = =
= - I IR GV G
3 V2 3V2 3v2 3v2 3V2
Der gelder sa, at
D=SAS™,

hvor

7.5. Kvadratiske former

Lad B = (b;;)n,, veere en reel symmetrisk n x n-matrix. For x = X € R" saettes

Kp(x)=X'B

I

Funktionen Kp : R" — R kaldes den til B hgrende kvadratiske form.

Forn=2er

[ws)

:(bu b12)
bi2 bag)’
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7. Vektorrum med skalarprodukt

og
~ bi11 bi2)(x1
Ké(xl,xz) = (x1 x2) (b12 522) (xg)

= bnx% + b22x§ +2b19x1%9.

b11 b1z bis
B=|b12 bza bas|,

b1z baoz b33

Forn=3er

og
bi1 b1z bi3) (%1
Kp(x1,x2,x3) = (x1 X2 x3) [ b12 b2z ba3 || x2
b1z ba3 bs3z) \x3
= bux% + bgzxg + b33x§ + 2b12x1x2 + 2b13x1x3 + 2b23x2x3.
Generelt geelder

n
KL:?(&) = Z biix? +2 Z bijxix;j.

=1 <j
Eksempel 7.5.1 a. Funktionen K : R? — R givet ved

2 2
K(x1,%9) = 2x] — 4x12x2 + x5

er en kvadratisk form; thi settes

oy

(27

er K=Kp.
b. Funktionen K : R? — R givet ved

K(x1,x9,x3) = —Sx% +x§ —xg —x1X3 + 2x9x3

er en kvadratisk form; thi settes

-3 0 -3
B= 01 1
= 1
114
erK:Ké. &

Definition 7.5.2 Lad Kp vere den kvadratiske form horende til den symmetriske ma-
trix B. Vi siger, at
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7.5. Kvadratiske former

(1) KE:; er positivt definit, hvis Ké(g) >0 for alle x # o.
2) K§ er positivt semidefinit, hvis Klj(g) >0 for alle x.
(3) K§ er negativt definit, hvis Klz?(&) <0 for alle x # o.
4) Ké er negativt semidefinit, hvis Ké(g) <0 for alle x.
Huis ingen af disse betingelser er opfyldt siges K B at vare indefinit.

Hvis en kvadratisk form Kp er positivt definit er den ogsé positivt semidefinit. At Kp

er indefinit betyder, at der findes en vektor x, sé& Kp(x) > 0 og en vektor y, sd Kp(y) < 0.
Hvis Kp er negativt definit er —Kp positivt definit. B -
Hvis K 1:; er positivt definit siges matricen B at veere positivt definit etc.

Vi er interesserede i at kunne afggre om en given kvadratisk form er positivt (se-
mi)definit, negativt (semi)definit eller indefinit.
Fgrst ser vi pé tilfaeldet, hvor B er en diagonalmatrix, altsa

M

[lvs)
Il

An

da er
Kp(x)=Maf+-+ Anx2.

Heraf fremgér klart, at Kp er positivt definit netop hvis A; > 0 for alle 1 < j < n, positivt

semidefinit netop hvis A1; = 0 for alle 1 < j < n, negativt definit netop hvis 1, <0 for alle
1< j <n, negativt semidefinit netop hvis 1; <0 for alle 1 < j < n og indefinit netop hvis
der findes et j,s& 1; >0 oget k (#j) s&d 1}, <O0.

Antag sé, at B er en vilkérlig symmetrisk n x n-matrix. Der findes da en ortogonal

matrix S, sa matricen D = SBS~! er en diagonalmatrix:

M

]
Il

An
her er 11,---,1, egenvaerdierne for B.
For en vektor x = X skriver vix' :}:(’ =8X (jvf Seetning 5.1.1). Idet X = é’_l):(’ geelder
sa:
Ko = X'BX =8 XVBS X' X8 ' BS X
=X"SBS™'X'=X"DX'=Kp().
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7. Vektorrum med skalarprodukt

Heraf fas

Seetning 7.5.3 Den kvadratiske form Kp hgrende til en symmetrisk matrix B er positivt

definit (hhv. positivt semidefinit, hhv. négativt definit, hhv. negativt semidefinit) netop
hvis samtlige egenvzerdier for B er positive (hhv. positive eller nul, hhv. negative, hhv.

negative eller nul), og den er indefinit netop hvis der findes bdade positive og negative
egenverdier.

Eksempel 7.5.4 En kvadratisk form K : R? — R er givet ved
K(x1,x9,x3) = Sx% + llxg + 8x§ —4x1x9 + 8x1x3 + 4x9x3.

Den tilhgrende symmetriske matrix er

8 -2 4
B=| -2 11 2 |.

- 4 2 8

Denne matrix blev i Eksempel 7.4.7 vist at have egenvaerdierne 3 og 12, altsa er den
kvadratiske form K positivt definit. &

Hvis B er en symmetrisk matrix, og S er en ortogonal matrix, s& D = SBS~! er en

dlagonalmatrlx da er detD = detB. Hvis derfor B er positivt definit, er detB > 0, idet
jo sa alle dlagonalelementerne i D er positive, og - determinanten for D er produktet af

egenveaerdierne.
Lad B = (b;),,, veere en symmetrisk matrix. Ved den i’te ledende undermatrix forstas

den i x i-matrix B; der fremgar ved sletning af de sidste n —i raekker og sgjler. Altsa er

B1=b11
_[b11 D12
By = (521 522)’
b1 -+ by
Bi=| :
bi1 bi;

Specielt er B, B
Det er klart at K B;(x1,+,x) =K B(xl, -+,%4,0,---,0). Hvis derfor B er positivt definit
er B ; positivt deﬁmt og dermed er ogsa den ledende underdeterminant detB; > 0 for alle

1 <i < n. Dette viser den ene halvdel af fglgende seetning. Den anden del af seetningen
beviser vi ikke her.
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7.6. Diagonalisering af normale matricer

Seetning 7.5.5 En symmetrisk matrix er positivt definit netop hvis alle dens ledende
underdeterminanter er positive.

Eksempel 7.5.6 Vi betragter igen matricen

8 -2 4
B=| -2 11 2

4 2 8
fra Eksempel 7.5.4. De ledende underdeterminanter beregnes til detB1 = 8, det Bp = 84,
det B3 = det B = 432. Idet disse alle er positive, fas igen at B er positivt definit. ' 3

7.6. Diagonalisering af normale matricer

Vi har i afsnit 7.4 set at en reel symmetrisk matrix altid kan diagonaliseres ved hjalp
af en reel ortogonal matrix. Som afslutning skal vi, kortfattet og uden bevis, se pa bade
reelle og komplekse matricer, og vi giver et kriterium for hvornar de kan ortogonalt
diagonaliseres.

Lad B vare en reel eller kompleks n x n-matrix.

Vi siger at en sddan kvadratisk matrix B er normal hvis BB* = B*B, dvs hvis B kom-

muterer med sin adjungerede. Vi siger at ‘en matrix er ortogonalt_dia_lgonaliserb;r hvis
der findes en diagonaliserende matrix S ( dvs SAS ~1 er diagonal) hvor S er ortogonal.

Der galder da folgende seetning

Seetning 7.6.1 En kvadratisk matrix B er ortogonalt diagonaliserbar hvis og kun

hvis den er normal.

Der er selvfglgelig ogsa en mere abstrakt version: Enhver lineser endomorfi, f, pa et
indre produktrum har en adjungeret endomofi, f* karakteriseret ved

f(&)-z:z-f*(z), for alle g,zEV.

En endomorfi faldes normal hvis den kommuterer med sin adjungerede endomorfi. Der
gaelder sa

Seetning 7.6.2 Lad V vere et endeligdimensionalt indre produkt vektorrum. Der fin-
des en ortonormal basis af egenvektorer for endomorfien f hvis og kun hvis f er nor-
mal.
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A. Appendiks

A.1. Mangder

De grundleggende begreber fra maengdelaeren forudsaettes bekendt. Her indskraenker
vi os til at minde om fglgende standardbetegnelser:

N betegner de naturlige tal, dvs. tallene 1,2,3,--.
No betegner de naturlige tal med tilfgjelse af 0, dvs. tallene 0,1,2,3,---.
Z betegner de hele tal, dvs. tallene ---,-3,-2,-1,0,1,2,3,---.

Q betegner de rationale tal, dvs. maeengden af alle brgker Zi, hvor p og q er hele tal,
q #0.

R betegner de reelle tal. Disse tal svarer til meengden af punkter pa en tallinie.

C betegner de komplekse tal. Disse tal svarer til mangden af udtryk pa formen x+iy
hvor x og y er reelle tal.

A.2. Afbildninger

Ved en afbildning af en mengde af X ind i en maengde Y, eller en funktion fra X til
Y, forstas en forskrift, hvorved der til hvert element x € X knyttes et bestemt element
yeyY.

En afbildning betegnes i reglen ved et enkelt bogstav. At f er en afbildning af X ind i
Y skrives
f: X—-Y.

Mangden X kaldes afbildningens definitionsmangde og maengden Y kaldes dens dis-
positionsmangde. Det til et element x € X svarende element af Y betegnes f(x). Det
kaldes billedet af x ved f eller den til x hgrende funktionsvaerdi. At f(x) svarer til x
skrives hyppigt

x— f(x).
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For en vilkarlig delmeengde A af X udggr billederne af alle x € A en delmaengde af Y,
der kaldes billedet af A ved f og betegnes f(A), altsa

fA)={f(x)|xeA}.

Bemeerk, at medens f(x) for x € X er et elementi Y, er f(A) for A € X en delmangde af
Y. Billedet f(X) kaldes billedmaengden eller vaerdimaengden for f.

En afbildning f : X — Y kaldes surjektiv eller en afbildning af X pd Y, hvis f(X) =
Y. Den kaldes injektiv, hvis der for vilkarlige indbyrdes forskellige x1,x2 € X geelder
f(x1) # f(x9). Sagt anderledes er f injektiv, hvis f(x1) = f(x2) = x1 = x2. Afbildningen
kaldes bijektiv, hvis den bade er surjektiv og injektiv, altsa hvis ethvert y € Y er billede
afet og kunet x € X.

Er der givet en afbildning f : X — Y kan vi for givet y € Y betragte ligningen y = f(x).
Der galder da:

a. Ligningen har mindst en lgsning for hvert valg af y netop hvis f er surjektiv.
b. Ligningen har hgjst en lgsning for hvert valg af y netop hvis f er injektiv.

c. Ligningen har netop en lgsning for hvert valg af y netop hvis f er bijektiv.

Til en bijektiv afbildning f : X — Y hgrer en omvendt afbildning f~!:Y — X. Denne
er defineret ved, at billedet af y € Y ved f ! er det (entydigt bestemte) element x € X for
hvilket y = f(x). Sagt anderledes er f~1(y) den entydigt bestemte lgsning x til ligningen
y = f(x). Den omvendte afbildning til den bijektive afbildning f kaldes ogsa for den
inverse afbildning til f. Det er klart, at hvis f : X — Y er en bijektiv afbildning, da er
den omvendte afbildning f~!:Y — X ogsa bijektiv, og (f 1)1 = f.

Lad X,Y,Z veere maengder og lad f: X — Y og g:Y — Z veere afbildninger. Den
sammensatte afbildning gof : X — Z defineres da som den afbildning, der til hvert
element x € X lader svare elementet g(f(x)) i Z, altsa

gof(x)=g(f ().

For sammensatning af afbildninger geelder den associative regel: Hvis X,Y ,Z,W er
maengderog [ : X —-Y,g:Y - Z, h:Z — W er afbildninger, er

ho(gof)=(hog)of.

Der geelder nemlig, at ho(gof) og (hog)o f begge er atbildninger af X ind i W, og pa
ethvert element x € X har begge disse afbildninger vaerdien A(g(f(x))). Man kan derfor
udelade parenteserne og simpelthen skrive hogof.

Lad f: X — Y og g:Y — Z vaere afbildninger. Da gaelder: Hvis f og g begge er
surjektive, er go f surjektiv. Hvis f og g begge er injektive, da er go f injektiv. Hvis f
og g begge er bijektive, da er go f bijektiv, og da er (gof) 1 =f"log™L.
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En speciel afbildning af en meengde X ind i sig selv er den identiske afbildning idy :
X — X, der lader ethvert element x € X svare til sig selv: idx : x — x. For enhver bijektiv
afbildning £ : X — Y geelder flof =idx og fof 1 =idy.

Hvis X og Y er maengder og f : X — Y og g:Y — X er afbildninger, s go f =idy
og fog =1idy, da geelder at f er bijektiv, og f~! = g. For at indse det bemaerker vi,
at g(f(x)) = x for alle x € X og f(g(y)) = y for alle y € Y. Heraf ses umiddelbart, at
f er henholdsvis injektiv og surjektiv, altsa bijektiv; og da f(g(y)) = y slutter vi, at
Ff Y y)=g(y) for alle ye Y, altsa f 1 =g.

Eksempel. Afbildningen
Cpr: X—-Y,

hvor X er mangden af danske statsborgere (og udleendinge pa leengerevarende ophold i
Danmark) og Y er mengden af 10-cifrede naturlige tal, har stor praktisk betydning. Det
er vigtigt, at denne afbildning er injektiv, altsa at forskellige personer har forskellige
Cpr-numre. Derimod er afbildningen ikke surjektiv. For det fgrste kan ikke alle 4-cifrede
naturlige tal forekomme som de 4 forste cifre i et Cpr-nummer men kun 366 af i alt
10000 muligheder. Men derudover har man for ethvert Cpr-nummer af formen

cgcgcrcgelscqcsgcocico=co+c1-10+co- 102+ + cg: 109, 0=c; <10,
forlangt, at tallet
4cg+3cg+2c7+Tcg+6¢c5+5bcyg+4c3+3co+2c1+cg

er deleligt med 11. Dette har den gode virkning, at ombytning af to nabocifre i et lovligt
Cpr-nummer ggr det til et ulovligt Cpr-nummer. Prgv at teste dit eget Cpr-nummer for
denne betingelse!

A.3. Komplekse tal

De komplekse tal C bestar af talpar (a,b) € R2. Vi skriver normalt et komplekst tal pa
formen a +ib, hvor vi kalder i den imaginaere enhed. Vi bruger ofte et enkelt bogstav
til at benzevne et komplekst tal f.eks z = a + ib. Vi skriver normalt a istedet for det
komplekse tal a +i0 og ib istedet for det komplekse tal 0+ ib. Vi vil gerne definere
addition og multiplikation af komplekse tal pa en made sa i? = —1. Motiveret af dette
definerer vi

(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d)
(a+ib)c+id)=(ac—-bd)+ilad +bc)),
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hvor vi i sidste linie blot har ganget tallene sammen som om de var reelle tal, og
dernaest brugt i2 = —1. Med disse definitioner gaelder mange af de samme regler som for
de reelle tal:

For vilkarlige z1,z9,23 € C gaelder

® 21+z29=29+21
* (z1+29)+23=21+(22+23)
* 0+z1=21

® 21292 =2927

(z122)z3 = z1(2223)
* lz1=21
Bemaerk ogsa at hvis z=a +ib # 0, kan vi lade

2z 1 =ala®+b?) - ibla® +b?)

—z=-a+1i(-b).

Der geelder sa zz71 =1 0g z+(—2) =0.
Hvis z =a +ib € C definerer vi den komplekst konjugerede

z=a-1b
og absolut vaerdien
2l = Va2 + b2

af z. Der gaelder da falgende:

* z1tzz=z1+21

* Z122=21 22

o |2]2=22

o 271 =%Z/|z)2, nar z #0.

Et meget vigtigt resultat om C er fplgende:
Saetning A.3.1 (Algebraens fundamentalssetning) Lad
F)=anx” +an_16" 1+ +aix+ag

vaere et polynomium, hvor ag,a1,...,a, € C er komplekse tal. Hvis polynomiet ikke er kon-
stant (altsa pa formen f(x)=a for et a € C), har f(x) en kompleks rod, dvs et komplekst
tal zg sa f(zg) =0.
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Ved en del arbejde (polynomiumsdivision med rest) fglger det fra Algebraens funda-
mentalsatning at ethvert komplekst polynomium af grad n har n komplekse rgdder
z1,...,2, (ikke ngdvendigvis forskellige) og kan skrives pa formen

f)=clx—z1)(x—-29) - (x—2p)

hvor c € C. Opskrivningen er entydig panser ombytning af faktorerne.

Bevis for Satning 7.4.4.

I beviset benyttes Lagranges multiplikatorsaetning. Vi minder fgrst om hvad den si-
ger, idet vi henholder os til den upreecise formulering givet i K. Sydsseter, Matematisk
Analyse I, afsnit 9.9.

Der er givet en funktion f :R" — R. Der er endvidere givet et antal m < n, bibetingel-
ser af formen g;(x)=b;, hvor g;:R" - Rog b; €R for j=1,---,m. Om funktionerne f
og g skal ggres nogle antagelser, som vi ikke kommer nsermere ind pé (se K. Sydszeter,
Matematisk Analyse II, Afsnit 8.4; i nedenstaende anvendelse er det let at konstatere,
at disse betingelser faktisk er opfyldt). Problemet bestar i at finde (lokalt) ekstremum
for f blandt de punkter x € R", som opfylder bibetingelserne.

Til dette problem er knyttet den sakaldte Lagrangefunktion £. For hver bibetingelse
indfgres en hjselpevariabel A;, som kaldes en Lagrangemultiplikator. Funktionen £ er
givet ved

m
g(x].)'“ 7xnyﬂ'1a"' ,Am) = f(x]."" 7xn)_ Z /"f_](g‘](xly ’xn)_b_])
=i

Lagranges s@tning siger, at hvis x = (x1,---,x,) er en lgsning til det ovennaevnte pro-
blem, da findes Aq,---,A,, saledes, at (x1,:--,x,,A1, -+, An) er et stationaert punkt for &£,
hvilket vil sige 0.£/0x; =0 for i =1,---,n og 0£/0A; =0 for j =1,--- ,m (de sidstnaevnte
ligninger betyder blot at x opfylder bibetingelserne).

Vi vil anvende denne szetning til at bevise Seetning 7.4.4. Lad A veere en symmetrisk

matrix, og lad K4 : R" — R veere den til A hgrende kvadratiske form (se afsnit 7.5), altsa

n n
Kaxy, - ,x,) = Y. > aipxixg.
- i=1k=1

Mengden S = {x € R"” | |x| = 1} er afsluttet (fordi x — |x| er kontinuert) og begranset
(fordi |x| < 1 for alle x € S). Idet K A er kontinuert, antager den et ekstremum pa S

(den antager naturligvis bade minimum og maksimum). Ifglge Lagranges seetning, med
f=Ka m=1og gi(x) = lx|2 = x-x, b1 = 1 eksisterer der derfor et stationzert punkt

(x,1) € S xR for funktionen
L(x,A)=Kp(x) - Mx-x—1).
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De partielle afledede af £ beregnes som fglger. Lad os bestemme 0.%/0x1. Idet

n n n n
2
Ka(x1, - xn) =a11%7 + Y ajxix1+ Y @upXixp+ Y, Y QipXiXp,
= i=2 k=2 i=2k=2

ses (under anvendelse af symmetrien af A), at

0K 4

n n n
V; =2a11%1 + Z Qi1xi+ ) @1pXp =2 ) a1z,
=2 k=2 k=1

hvilket netop er forstekoordinaten af 2Ax. Idet 0(x - x)/0x1 = 2x1 folger det, at 0.£/0x; er
forstekoordinaten af 2(Ax — Ax). Tilsvarende fas, at 0.£/0x; er i-koordinaten af 2(Ax —
Ax). At punktet (x,1) € S x R er stationeert for £ betyder altsid at Ax —Ax = o, dvs. at x
er egenvektor for A med egenvaerdien A. Dermed fglger eksistensen af en egenvektor og
en egenveerdi for é af Lagranges seetning. Da egenveaerdien er rod i det karakteristiske

polynomium, har dette dermed en rod. o
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B. Det graeske alfabet

A, a: alfa

E,e, €: epsilon
I, 1: iota

N, v: ny

2, 0, C: sigma
X, x: ki

B, B: beta
7, (: zeta
K, x: kappa
=, & ksi

T, 7: tau

W, y: psi

I', y: gamma
H, n: eta

A, A: lambda
II, n, @: pi
Y, v: ypsilon
Q, w: omega
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B. Hjemmeopgaver

1. Afggr hvilke af felgende afbildninger der er lineaere, og angiv i givet fald den tilhg-
rende matrix.

a’ ()
' -1

-2 -4
1 3 -1 -3
f (3) | 14 | f ( 3 ) 10
1 5
Bestem matricen for f.
3. Der er givet matricerne
1 a c 1d f
A=10 1 b|, B=|0 1 e],
- 0 01 N 0 0 1
1 00 1 00
g =\|r 1 O , l_) =l1U ]. 0 .
N t s 1 - \w v 1
Beregn matrixprodukterne AB, BA, CD,DC, AC
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4. En fabrik producerer tre varer X1, X9 og X3 ud fra de to ravarer Y; og Ys. De tilhg-
rende produktionssaet hhv. forbrugssaet betegnes (x1,x2,x3) hhv. (y1, y2).
Om den pageldende produktion geelder, at

2 enheder af Y;

produktion af en enhed af X, kreaever
5 enheder af Yy

og
3 enheder af Y

produktion af en enhed af Xy kraever
6 enheder af Yy

og
4 enheder af Y7

produktion af en enhed af X3 kraever
7 enheder af Yy

a. Opskriv sammenhsengen mellem forbrugsseet og produktionssaet.

b. Idet f : R3 — R? betegner den afbildning, der til produktionsseettet (x1,x2,x3) knyt-
ter det tilsvarende forbrugssaet (y1,y2) skal der redeggres for, at f er lineser, og
matricen A for f skal opskrives.

5. Den lineaere afbildning f : R? — R? er givet ved

x x+2z
flyl=]| 2y-z |.
z x+3y+z

a. Gogr rede for, at f er bijektiv.
b. Bestem den inverse afbildning f~1:R% — R3 til £.

c. Angiv matricerne for f,f ! og f2, samt produktet af de to ferstnsevnte matricer.

6. Vis, at den linezre afbildning ¢ : R? — R3 som er givet ved

x Yy
PLYI=1? |
z 0
hverken er injektiv eller surjektiv. Anfgr matricen C for ¢, og find Q?’.

7. Der er givet en gvre trekantsmatrix af formen
1 a ¢
A=10 1 b
- \0 0 1
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hvor a, b, c er vilkarlige relle tal. Ggr rede for, at en sadan matrix er reguleer, og find et
udtryk for A™1.

8. Lgs det lineaere ligningssystem

x1—2x9+2x3—2x4 = 1
—2x1+4x9—3x3+6x4 = 2
x1— 3x9 = 3
—x9+x3+10x4 = 4
9. Lgs det lineaere ligningssystem
3x1—6x9+x3+13x4 = 15
3x1—6x9+3x3+21x4 = 21.
2x1—4x9+5x3+26x4 = 23

10. For ethvert a € R betegner L, lgsningsmeengden til det linesere ligningssystem:

xX1+x9+ B5xg = 7
X1 —X9 — X3 = -1.
3x1—2x9 + (a®+ a)xs = a+1

a. Bestem L_; og Lg.

b. Bestem L, for ethvert a € R.

11. En afbildning f : R* — R* er givet ved

X1 4x1+x3+ x4

x2| 3x1+x9+3x3+ x4
f X3 h X9 + 2x3

X4 3x1+2x9 +4x3+x4

Gor rede for, at f er lineser og undersgg om f er bijektiv. Find i givet fald £, idet
dennes matrix angives.

12. Der er givet matricerne

175



Hjemmeopgaver

Gor rede for, at der findes netop én lgsning til matrixligningen

AXA=B,
og find denne.

13. Givet matricen
1 0 -a O
0 1 0 2
-1 0 10
0 1+a 01

>

Omform A ved hjeelp af reekkeoperationer til en gvre trekantsmatrix og afger herved,
for hvilke vaerdier af a den givne matrix er reguleer.

14. Der er givet permutationerne

(12345 (12
9712 451 3 %774 1

a. Find fortegnet for o hhv. 7.
b. Find permutationerne oot og 7oo0.

c. Find permutationen o~ 1.

15. Givet matricen

1 0 -a 0
0 1 0 2
é | -1 0 10
0 1+a 01
Find det é for enhver veerdi af a.
16. Der er givet matricen
1 -1 a
A=|1 a+1 4 |.
- a 2 4

a. Bestem de vaerdier a € R for hvilke matricen er reguleer.

b. Idet
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skal man bestemme de veerdier af a € R for hvilke matrixligningen

har mindst en lgsning. (Vink: I det tilfzelde hvor A ikke er reguleer, undersgg da

determinanten pa begge sider af ligningstegnet).

c. Lgs ligningen for a = —1.

17. Lgs fglgende ligningssystem ved hjeelp af Cramers formler:

3x1—x9—5x3 = 3
4x1 —4x2 —3x3 = -4,
X1 - 5x3 = -3
18. Find den inverse til matricen
-3 -2 3
A= 0o 3 2
- 2 3 -5

ved hjeelp af determinantformlen for invers matrix.

19. Udregn vaerdien af determinanten

a a a b
a a b a
a b a al
b a a a

(Vink: Begynd eventuelt med at traekke sidste raekke fra de gvrige raekker.)

20. I R3 er der givet vektorerne

indeholdt i span{ai,as}?
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21. Vis at vektorerne

1 3 2 2
12 1 4 19
a = 3 , @2 = 5 ,» A3 = 1 y @4 = 0
4 2 2 7
udgger en basis i R%, og fremstil vektoren
2
|4
271
3
som linearkombination af disse vektorer.
22. Vis at vektorerne
1 3 2 2
2 1 4 9
Ql_ 3 ’92_ 5 7a_3_ 1 724_ 0
4 2 2 6

i R* er linezert afhaengige, og fremstil o som en linearkombination af disse vektorer med
koefficienter der ikke alle er nul.

23. I R* er der givet vektorerne

a. Vis, at uj,ug,us er lineaert uathaengige.

b. Udvid saettet (u1,u9,us) til en basis for R* ved tilfgjelse af en af vektorerne fra den
naturlige basis e1,e2,e3,e4. Find ogsa en der ikke kan bruges.

24. Lad n,m vaere positive hele tal og betragt maengden M,,, ,,(R) bestédende af alle reelle
m x n matricer.

a. Vis at mengden M,, ,(R) udstyret med ssedvanlig matrix-addition er et vektor-
rum.

b. Vis at vektorrummet M, ,(R) er endeligdimensionalt og find en basis.
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c. Lad M , j=0,---,mn veere vilkarlige matricer i M,, ,(R). Vis at disse vektorer er
=7

linezert afhaengige.

25. Find et maksimalt linezert uatheengigt saet fra seettet (A1,A2,A3,A4) hvor

1 0 0 -1 -2 1 01

idet Aq,A2,A3,A4 betragtes som elementer i vektorrummet Mg 5.

>

26. Idet a og b er reelle tal, er der givet matricen

>
1]
[S TSN
DN W DN
W N W
NGNS

4 3 2 b
Udregn det A, og angiv rangen rg A for ethvert szt (a,b) € R2.

27. 1 det tredimensionale vektorrum U er der givet basen o/ = (a1,a,,a3), og i det todi-
mensionale vektorrum V er der givet basen 98 = (b1,b9).

a. Homomorfien f : U — V er fastlagt ved at f(a1) =b1+b2, f(az) =2b1-b2 og f(a3) =
3bo. Bestem matricen g[f 1., der repraesenterer f i de naevnte baser.

b. Bestem en basis for ker f.
c. Ggr rede for, at f er surjektiv.
d. IU ogV indfgres nye baser o' = (a},a),,a}) og (b],b)}) sdledes:

aj=2a1+a3, ahb=38ai+as+as, ap=2a;+as;
bi=b1+b,, by =2b1 +by.

Bestem koordinattransformationsmatricerne /T, hhv. 52 T4 fra gammel til ny
basisi U hhv. V.

e. Bestem nye koordinatsgjler .[ul, hhv 4[v] for vektorerne u = a; —ag hhv. v =
Ql —QQ iU hhv. V.

f. Find den matrix g/I[f1., der i de nye baser repreesenterer homomorfien f fra
punkt a.

g. Bestem den nye koordinatsgjle o/[f(w)] for f(u).
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h. En homomorfi g:V — U er givet ved
8(y1b1+y2b02) = (2y1 —3y2)a1 + (y1 + y2)az + (y1 — 2y2)as.

Find matricen [g]l.

28. Afggr i hvert af falgende tilfaelde, om den angivne matrix er diagonaliserbar, og find
i bekraeftende fald en diagonaliserende koordinattransformationsmatrix.

) (22,
b’ 5 1)

7 -2 -4
3 0 -2 |[.
6 -2 -3

29. En lineger afbildning f : R* — R* er givet ved matricen

1 0 0 -3
2 30 3
é | -2 -1 2 -8
0O 00 4

a. Gor rede for, at ker f har dimensionen 0.

b. Bestem egenveerdier og egenvektorer for A.

c. Angiv en basis for R?* i hvilken den til A hgrende homomorfi repraesenteres ved en

diagonalmatrix, og angiv en sadan diagonalmatrix.

30. I vektorrummet R? er givet de linesert uafhangige vektorer

)

En endomorfi f : R3 — R? er fastlagt ved
fl@=b, fO)=a, f(c)=o.
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a. Opskriv den matrix der repraesenterer f i basen (a,b,c).
b. Gor rede for at f er diagonaliserbar.
c. Find den matrix der repraesenterer f i den naturlige basis for R3.

31. Find i det euklidiske vektorrum R* en ortonormalbasis for lgsningsrummet til lig-
ningssystemet:

|
o

3x1—x9 —x3+ x4
x1+2x9—3x3—x4 = O.

32. Find i hvert af fglgende to tilfzelde ortogonalprojektionen af x pa underrummet U:

a.
1
3
x=| _; |» U= spanfas,as},
3
hvor
1 5
-1 1
21 - 1 ’ Q2 - _3
1 3
b.
2
2
X = -1 |’ U= span {C_l1,6_12,93},
1
hvor
1 -1 1
-1 2 0
21 - 1 ’ a2 - 3 5 (13 - 5 .
1 1 3

33. I det euklidiske vektorrum R? er der givet vektorerne

ai :(11_1’2)’ asz :(1’2’2)7 22(2,1,2)

a. Ggr rede for, at a; og as er linesert uathsengige.
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b. Find ortogonalprojektionen af x pa underrummet U = span {a1,as}.
c. Ortonormer saettet a;,aq til en ortonormalbasis b;,b9 for U.

d. Suppler b1,b9 op til en ortonormalbasis b1, b9, b3 for R3.

34. Lad f : R3 — R? vaere den linesere afbildning som er knyttet til matricen

0 2v2

a. Find dimensionen af f(R3), og angiv en basis for f(R?).
b. Find dimensionen af ker f, og find en basis for ker f.

c. Begrund, at der findes en ortonormalbasis (a1,a2,a3) som diagonaliserer f, og find
en sadan.

d. Angiv en diagonalmatrix D og en ortogonal matrix T siledes at D =TA T‘l.

35. En linezer afbildning f : R* — R* er givet ved matricen

0 5 -4 -2
-5 0 -2 4
4 2 0 -4
2 -4 4 0

a. Find kernen ker f for f, og eftervis at dimensionen af ker f er 2.
b. Find en ortonormalbasis a;,a9 for ker f.

c. Suppler den fundne ortonormalbasis a1,az op til en basis for R* ved at udvaelge to
passende vektorer fra den naturlige basis e1,es,e3,e4 i R*.

d. Ortonormer den i punkt c. fundne basis for R* til en ortonormalbasis for R?.

e. Find ortogonalprojektionen af

pa kerf og pa (kerf)*.
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1. Idet

skal man beregne
a. 3x—4y.
b. 2x+3y-5z.

c. x-y,x-(z2+Y).

2. Find de reelle tal x, y og z, nar

L)

3. Bestem de reelle tal &, s& vektorerne x og yer ortogonale, nar

1 2

a. x= kE|,y=| -5
-3 ) 4

2 6

3k -1

b. x=| -4 |, y= 3
1| 7

5 2k

4. De linezre afbildninger f,g : R? — R3 hgrer til matricerne

1 -1 0 2 -2 1
A=[1 0 1 |hhwB=| 1 -2 1|

1 2 2 2 3 -1

183



@velsesopgaver

1 2 0 1
Bestem f(O), f(l) ogg(O), g(l).
0 0 1 1

5. Ggr i hvert af falgende tilfzelde rede for, at den angivne afbildning f er lineeer, idet
den tilhgrende matrix angives:

w )=

X1 X9
b. f X2l=1X3].
X3 X1

6. Der er givet en lineser afbildning f : R? — R med den egenskab, at

o3«

Find matricen A for f.

7. Lad afbildningerne f : R* — R? og g : R? — R? vaere givet ved

X1
X1+X9—X4
X2
f s |~ Xg — X4
X1+X9+x3+x4
X4
0og
X
1 X2+ x5 +x2
glx2|=
x1+x9+x3
X3

a. Gogr rede for, at f er lineser idet den tilhgrende matrix angives.

b. Ggr rede for, at g ikke er linezer. (Vink: Benyt Seetning 1.3.9).

8. Findes der en lineer afbildning f : R2 — R? saledes at
2 -2 1
2 -2 1
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9. Angiv samtlige linezere afbildninger f : R? — R2 med den egenskab, at

1 0
rlo]=(o)- (2] = ()
1 0
ved at angive de tilhgrende matricer.

10. Idet a1,a9 er vektorer i R" og b1, b2 er vektorer i R™ defineres en afbildning f :R* —
R™ ved

f@)=(a1-2)b1+(az-x)bs.

a. Ggr rede for at f opfylder linearitstsbetingelserne L1 og L2, og at f er lineeer.

b. Idet nu
1 2
1 -1
il 3] o] 2ef]

-1 3
skal man opskrive matricen for f.

11. Der er givet tre matricer

a. Hvilke matrixprodukter XY kan dannes, hvor X og Y er en af matricerne A, B
eller C?

b. Udregn alle sddanne matrixprodukter.

13. Udregn fglgende matrixprodukter

1 1
1 2 3)(2) og (2)(1 2 3).
3 3
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14. Lgs matrixligningerne

10
01 103 0 1
@[ ox=[o 5 o ®f; 0)}-((0 2)’
30
0 1 123 01 103
(C)(o 0)}52(0 0 0)’ (d)(o 0)"5:(0 2 0)'

Bestem altsa for hver matrixligning maengden af matricer X, der opfylder ligningen.

15. Denne gvelse viser, at multiplikationen af reelle tal har nogle egenskaber som ikke
deles af matrixmultiplikation. Kommenter i hvert tilfaelde resultatet set i lyset af de
reelle tals egenskaber:

a. Idet
2 1 1 0
‘3‘(—1 0)°g§‘(3 1)

skal man udregne AB og BA.

11 11
A=y g)esn=( 1 1)

b. Idet

skal man udregne AB.

c. Idet

1 -1
a-(1 o)
skal man udregne 42.

d. Idet
11
a-t 4
2 2

skal man udregne 42.

e. Idet

>
1]
—_—
—
o

skal man udregne 42.

16. Idet f : R™ — R™ er en lineaer afbildning skal man ggre rede for, at

a. fAx+py)=Af @) +pf(y) for x,y eR*, A, peR.
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b. f(l1x1+Aaxa + Agxg) = A1f(x1) + Aaf (x2) + A3f(x3) for x1,x9,x3 € R", 11,42, 3 € R.

c. fAixr+--+Apxp)=A1f(x1)+---+Apf(xp) for xq, - ,x, €R?, A1, ,Ap €R.

17. Udregn fglgende to matrixprodukter, idet der redeggres for den anvendte strategi:

a.

17 231 100 23 546 0 0

91 640 77 -19 -34 1 0

—-11 1003 1 22 1001 O 0

b.

0 00O 670 546 45 17 231

010 1 0 o 91 640

0 00 22 1001 99 —-11 1003

18. Idet

1 11

(3 Hpefy Yoweefr 2

N - - 0 0 3

skal man udregne
a. 42’43,4243’45.
b. B

c. Q3.

00
0 0].

01

100
77 .

19. Afggr i hvert af fglgende tilfzelde om den angivne afbildning f er injektiv, surjektiv,
bijektiv, og angiv billedmengden ved f. I de tilfaelde hvor den angivne afbildning er

bijektiv, skal man angive den omvendte afbildning.
a. f:R—R, f(x)=x2
b. f:R—R, f(x)=x>.
c. f
d. f

‘R—R, f(x)=x%—x2.
‘R-R, f(x)=e*—e™*.
:R\{0} = R, f(x)=1.

R\ {0} — R\ {0}, f(x)= 1.

X

‘R2 SR, f(x,y)=xy.
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g [R2 =SR2 flx,y)=(x+y,x—y).
h. f:R2 - R2, f(x,y)=(y+x2,1-x).

i fiRZ—R2, flx,y)=(x%+y% 22— y?).

20. Der er givet en afbildning g : R? — R? ved

u-+v

g(u)— u-—v
v u+2v
h(

62

a. Gogr rede for, at g er injektiv men ikke surjektiv.

og en afbildning 4 : R? — R? ved

N R

b. Gor rede for, at A er surjektiv men ikke injektiv.
c. Gorrede for, at g og & er linesere afbildninger, idet de tilsvarende matricer anfgres.
d. Ggr rede for, at de sammensatte afbildninger goh og hog er linexere og anfgr de
tilsvarende matricer.
21.Lad X, Y og Z vaere maengder,oglad f: X — Y og g:Y — Z veere afbildninger.
a. Ggr rede for, at hvis f og g er injektive, da er ogsa go f injektiv.
b. Gogr rede for, at hvis f og g er surjektive, da er ogsa go f surjektiv.

c. Gor rede for, at hvis f og g er bijektive, da er ogsa gof bijektiv, og (gof)~! =
flog™t.

d. Gor rede for, at hvis go f er injektiv, da er ogsa f injektiv.
e. Ggr rede for, at hvis gof er surjektiv, da er ogsa g surjektiv.

22. Ggr rede for, at den linezere afbildning f : R* — R* som er givet ved

X1 X1
Xo| | x1tx2
f X3 - X1 +Xx9+Xx3
X4 X1+X9+x3+x4

er bijektiv, og find matricen for den omvendte afbildning.
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23. De linezre afbildninger f,g :R? — R? er givet ved

X1 X1+ %9 X1 x1+x9 +2x3
f Xo|=|x2+x3]|, &|lx2]|= X9 + X3 .
X3 x1+x3 X3 x1+x3

a. Gogr rede for, at f er bijektiv, og at g ikke er bijektiv.
b. Angiv den inverse afbildning til f.

c. Angiv matricerne for f, f~1.

24. Givet matricerne

2 1 2 1 1 1
él_(—l —1)’ 2_(—3 —2)"33‘(—1 —2)’

(0 2 1 1 01 1 00
As=5| 0 -2 3|, 4;=[3 -1 0| 46={3 -1 0|,

>

8§ -2 -1 2 20 2 20
1 -1
a3y )| 1
- - 0 -1

For hvilke veerdier af i og jer A; = 4]_1 ? (Undersgg om A;A; =E).

-1 -19 10
c=| 1 6 -2|.

1 11 -5

25. Der er givet matricen

Eftervis, at QS =E, og gor rede for at dette medfgrer, at C er reguleer med Q‘l = Qz .

26. Der er givet matricerne

A:(l 2)’ B:( C?St —sint ), —
= = sint cost

a. Find determinanten og den inverse matrix til hver af matricerne A og B.

b. Find den inverse til hver af afbildningerne f, g : R2 — R2, hvor

f(xl):( x1 + 2x9 )’ g(xl):( x1C0St—x9Sint )

X9 3x1 +4x9 X9 x18int + xgcost
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c. Bestem 42, 1_32 og @3. (Vedrgrende @2, @3: Benyt additionsformlerne

cos(u+v) = cosucosv—sinusinv

sin(u +v) sinu cosv + cosu sinv.)

27. Afggr om faglgende er rigtigt eller forkert:
a. Nar élj og lzi’é begge eksisterer er bade é og lj kvadratiske.
b. A(BC)=(AB)C.
c. élg = Qé, nar é og lj er kvadratiske n x n-matricer.

d. AB=0=>A=0eller B=0.

e. Hvis A er reguleer og AB er reguler, s er B regulzr.

0o o0 1
A=[0 -2 0|
- \3 00

Ggr rede for, at den til A hgrende linezere afbildning f er bijektiv, og find f -1, Find
herved 4_1.

28. Der er givet matricen

29. Der er givet matricen
0 0 A
A=10 A2 0.
13 0 0
Undersgg hvornar den til A hgrende linezere afbildning er bijektiv, og find i de fundne
tilfeelde f~1. Ggr herefter rede for, hvornar A er reguleer, og find i de fundne tilfaelde
AL

30. Der er givet tre matricer

1 0 10 3 -9
A=l0 1 o|,B=| o0 o,gz(éig).
- o0 1) -1 3) ~
B og

Opskriv de transponerede matricer til A,

31. Der er givet matricen
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Idet a1,az er sgjlevektorerne i A defineres afbildningen f : R3 — R? ved

Ggr rede for, at f er lineser idet den tilhgrende matrix opskrives.

32. Der er givet en 3 x 2-matrix A. Idet a1,a2 betegner sgjlevektorerne i A defineres

afbildningen f : R? — R? ved

x-az

a. Gogr rede for, at f er lineaer idet den tilhgrende matrix opskrives.

b. Der er nu yderligere givet en 3 x 2-matrix B med sgjlevektorer b1,b2. Afbildningen
h:R? — R3 defineres ved

h(x)=(x-a1)b1 +(x-a2)bs.

Gor rede for, at & er linezer og find den tilhgrende matrix. (Vink: Afbildningen A

kan opfattes som den sammensatte afbildning go f, hvor g er den linesere afbild-

ning der hgrer til B).
33. Lad A veere 2 x 3-matricen

2 -1 0
-2 3 1)

Udregn matricerne AA’ og A’A.

34. Lad A vaere en m x n-matrix. Ggr rede for, at 4t4 er en symmetrisk n x n-matrix, og

at 44t er en symmetrisk m x m-matrix.

35. Der er givet den symmetriske matrix

a=(; 3

B-(; !

Undersgg under hvilke betingelser matricen AB er symmetrisk.

og den symmetriske matrix
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36. Omform ved hjelp af reekkeoperationer matricen

1 -2 3 2 1 10
2 -4 8 3 10 7
3 -6 10 6 5 27

til en trappematrix.

37. Omform ved hjelp af reekkeoperationer matricen
121 4
3 8 7 20
2 79 23

til en reduceret trappematrix.

38. Hvad sker der, nar man ganger en 4 x 4-matrix foran hhv. bagved med en af matri-
cerne

1 0 0O 1 0 0 O cit 0 0 O
0010 010 ¢ 0 cg 0 O
01 0 Of’f0O O 1 O0’] O O ¢3 O
0 0 01 0 0 01 0 0 0 c4
39. Lgs folgende 3 linezere ligningssystemer:
a.
2x1—x9+x3 = 3
—x1+2x9 +4x3 =
x1+x2+5x3 =9
b.
2x1—x2+x3 = 4
—x1+2x9+4x3 = 6.
x1+x9+bx3 = 9
c.
2x1—x2+2x3 = 4
—x1+2x9+4x3 = 6.
x1+x9+5x3 = 9
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40. Lgs det lineaere ligningssystem

x1—xo+2x3+x4 = 1
—4x1—5x9+Txg—Txg = -7

2x1+x9—x3+3x4 = 3

—x1—bx9+8x3—3x4 = -3

41. Lgs det linesere ligningssystem

x+y+2z =
2x—y+4z =
x+3y—2z =

S W o W

-3x—-2y+z =

42, Vis, at ligningssystemet

x+y—z

Il
Q

2x+y+z

Il
w

x+2z

ikke har nogen lgsning (x,y,z) hvis a # 5, men derimod uendeligt mange lgsninger hvis
a =5, idet disse angives.

43. Lgs det linesere ligningssystem

2x1+4x9 —x3—2x4+2x5 = 6
xX1+3x0+2x3—Txgs+3x5 = 9.
Bx1+8x9—Txg+6x4+x5 = 4

44. Der er givet to matricer

1 3 4
(2 5 7)
010
og
1000
0100
2 01 0|
0 301

Gor rede for, at begge matricer er regulaere og find deres inverse.

[0)°]
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45. Undersgg hvilke af fglgende matricer der er regulaere:

123 1 2 -3

(112),(1—2 1),
01 2 5 -2 -3

11 11 1 1 11
13 12 1 2 -1 2
12 -11p [1-1 21
59 16 1 3 3 2

46. En afbildning f : R? — R3 er givet ved

X1 x1+5x9 + x3
flx2]|= 2x1 + Bxg .
X3 2x1+ Txo + x3

Gor rede for, at f er lineser og undersgg, om f er bijektiv. Find i givet fald £, idet
dennes matrix angives.

47. Om en lineaer afbildning f : R? — R? med matrix X vides, at

-6 B )

a. Gogr rede for, at

b. Find X.

¢. Gor rede for at )_(3 =E.

48. Betragt matricerne

2 31 4 2 31 1
1101 1100
A=13 4 1 6|°8B=[3 4 1 1
2 415 2 41 1

(Bemeerk, at a;; = b;; for alle i, j, hvor j < 3). Afggr, om A er invertibel og find 4_1, hvis
A er invertibel. Udfgr det samme for B.
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49. Lad A veere en matrix og lad f vare den tilhgrende linezere afbildning. Ggr rede
for, at hvis A indeholder en nulsgjle, da er f ikke injektiv og hvis A indeholder en

nulraekke, da er [ ikke surjektiv. Specielt er en matrix, der indeholder en nulrakke
eller en nulsgjle ikke reguleer.

50. Ggr rede for, at en matrix med to ens raekker eller to ens sgjler ikke er reguleer.

51. Der er givet matricerne
10 2 3 0 —4
A=|10 2 -1, B= 11 1/,
- 1 3 1 - -1 0 2

Vis ved udregning, at
100 0
AB=(3 2 0|, AC= 2 O

Hvad kan heraf sluttes om regularitet af matricerne A B og C?

||Q
—_—

H[\DN
o = O
~—

52. Ggr rede for, at hvis blot en af n x n-matricerne C1,---,C}, ikke er reguleer, sa er
produktet Cy---C}, heller ikke regulzert.

1 -2 3 2 1 10
2 -4 8 3 10 7

3 -6 10 6 &5 27

53. Idet A er matricen

skal man finde en regulaer matrix P, s& PA er en trappematrix. Skriv dernzest P som

et produkt af operationsmatricer.

54. Idet A er matricen

skal man finde en reguleer matrix P, si PA er en reduceret trappematrix. Bestem den

inverse matrix til P.

55. Udregn

DN &~ DN

|
S W N
O
e
i 1 o
-

56. Udregn
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123 (123
12 3 1)°2 3 1
10123‘1
|2 3 1

12345 (12345
“12 315 4°38 5 4 1 2/

-1
L[t 23456
‘12 46 135

57. Find i hvert af fglgende tilfeelde antallet af inversioner og fortegnet for den angivne
permutation.

12345
15 4 3 2 1)

1 2 3 45
0

w

58. Fremstil i hvert af fglgende tilfeelde den angivne permutation som sammensatning
af naboombytninger.

12345
13 41 5 2f

1 2 3 45
0

w

59. Opskriv samtlige permutationer i S og S3 og angiv disses fortegn.

60. Vi betragter maengden S3 af permutationer af tallene 1,2, 3.

a. Beskriv afbildningen f : S3 — S3 givet ved f : 0 — o1, idet billedet af hvert ele-
ment opskrives. Verificer herved, at afbildningen f er bijektiv.

1 2 3

3 1 2)
skal man opskrive afbildningen g :S3 — S35 givet ved g:0 — o o1, idet billedet af
hvert element opskrives. Verificer herved, at afbildningen g er bijektiv.

b. Idet 7 er permutationen
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61. En permutation o, der ombytter to tal i og j og lader de gvrige tal urgrte kaldes en
transposition. Der gaelder altsa at 0(i) = j og 0(j) =i medens o(k)=Fk for k #i, k # J.
a. Naboombytninger er transpositioner.

b. Opskriv nogle eksempler pa transpositioner, der ikke er naboombytninger, og find
antallet af inversioner for disse.

c. Ggr rede for, at antallet af inversioner i transpositionen o ovenfor er 2(j—i—1)+1,
og vis herved, at en transposition altid er ulige.

62. Bestem determinanterne af fglgende matricer:

1 001 1 2 3 4
2 2 2 2 02320
330 41" |0 2 0 Of
4 0 0 8 1 2 4 8

63. Bestem de tal ¢ € R for hvilke matricen
-t 1 1
1 -t 1
1 1 -t

64. For hvilke veerdier af @ har det linezere ligningssystem

er reguleer.

ax—y+3z = 0
4x+(a@—-4)y+6z = 0
x—ay+5z = 0

egentlige lgsninger, dvs. lgsninger (x,y,z) # 0. Angiv for de fundne vaerdier af a syste-
mets fuldsteendige lgsning.

65. Besvar fglgende spgrgsmal:

a. Hvad kan man sige om veerdien af determinanten af en matrix, der indeholder 2
ens raekker ?

b. Hvad sker der med veerdien af en determinant, nar man skifter fortegn pa alle
elementer i en reekke, og hvad hvis man skifter fortegn pa alle elementer i matri-
cen?

c. Hvad er forskellen pa en determinant og en matrix ?
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d. Er det rigtigt, at en determinant er # 0, hvis alle elementerne i matricen er #0?

66. Er fglgende rigtig eller forkert ?

a.
10 10 10 111
2 3 21(=1012 3 2
5 6 7 5 6 7
b.
0 0 ¢
0 b e |=-abc.
a d f
c.
a 0 0 O
0b 0 O
00 ¢ 0 =abced.
0 00 d
d.
0 0 0 a
0 0b O
0 ¢ 00 =—abced.
d 0 00
67. Vis, at
a? a 1 bc a 1
b2 b 1|=|ca b 1|=(a-b)a-c)b-c).
A | ab ¢ 1
68. Udregn
a.
1 2 3 4
2 3 4 1
3 41 2
4 1 2 3
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OlI—*OO
O -H O O -
=H O O O O

69. Udregn

O O O R
o= OR O
O O SN O O
SRR OO
QR oo o+

70. Find de veerdier af a € R for hvilke matricen givet ved

1 2a a
a 20 1
1 a 2a
a a 2a

>
Il
o

er reguleer.

71. Givet matricen

>
Il
—_—
|
SN =
|
(R N
N O -
N ——

a. Beregn detA.

b. Ggr rede for at A er reguleer.

@velsesopgaver

c. Anvend Cramers formel til at 1gse ligningssystemet AX = B, hvor

72. Givet matricen

>
Il
S - =
~& =~
=~ O
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a. Beregn detA.
b. Ggr rede for, at A er reguleer for alle veerdier af ¢ pa neer + \/g .

c. Anvend Cramers formel til for hvert ¢ pa naer + \/g at Igse ligningssystemet AX =

B, hvor

t

B=|o0|.

oo\t

73. Lad

1123 400 0
0245 5300
4=10 0 3 6/°8=|6 7 2 o
000 4 8 9 0 1

a. Udregn det(éé).

b. Udregn det(éé_l).

74. Lad A =(a;ij)n,» veere en n x n-matrix. Med —A betegnes matricen (-a;;), n-
a. Ggr rede for, at det(—A) =(-1)"detA.

Matricen A kaldes skzvsymmetrisk hvis A" = -A.

b. Ggr rede for, at hvis A er skaevsymmetrisk og regulzer, da er n lige.

35 2
A=| -2 3 -4
~ 50 -5

ved hjzlp af determinantformlen for invers matrix.

75. Find den inverse til matricen

76. For ethvert ¢ € R betragtes matricen:
1 2 1
S=[1 c+1 1 |[.
1 2 c+1
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Bestem de veerdier af c, for hvilke S er invertibel og bestem §_1 for disse veerdier af c.

77. Udregn determinanten

1 2 -3 4
-4 2 1 3
10 0 -3
2 0 -2 3
78. Udregn determinanten
0 a O00b
-a 0 b O
0 -b 0 a
-b 0 —-a O
79. Udregn folgende determinanter
2100
2 1 ? ; (1) 1210
1 2 01 2 ’ 0121
0 01 2
80. Udregn
l+a -1 -1 1-a
1 l+a 1-a 1
1 l1-a 1+a 1
l1-a -1 -1 1+a
81. Find de vaerdier af A € R for hvilke
1-4 1 1 0
0O 1-2 1 1
1 =0.

82. Angiv for hver vaerdi af a den fuldsteendige lgsning til ligningssystemet:

x1+2x9+3x3—x4 = b
x1+3x9—2x3 = -6
3x1+Txg+4x3—2x4 =
X9 —Dxg+x4 =
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83. Der er givet matricerne

12 -1 1 -2 3
A= -20 3|, B=[3 0 -1].
- 10 1) -~ 2 1 2

a. Ggr rede for, at A er reguleer og find 4_1.

b. Ggr rede for, at der findes netop en lgsning til matrixligningen

AXA™'=B.

og find denne.

84. Givet matricen

"=

Il
O O QR O
O R OR
QRO QO
O Q O© O

hvor a €R, a # 0. Find M 1.

85. Der er givet matricerne

0 11 a 0 0
A=[1 -1 0|, B=|0 a 0f.
- l1 o1 - oo 1

Find de veerdier af a for hvilke matrixligningen
har en lgsning, og lgs ligningen for disse vaerdier af a.

1 a1 as
A=[0 1 a¢

0 0 1

86. Ggr rede for, at matricen

er reguleer, og find 4_1.
Idet

1 by bs
B=|0 1 b

0 0 1

202



@velsesopgaver

skal man beregne

>

BAT'B

87. Lad V vere et vektorrum, og lad ai,---,a, veere vektorer i V. Idet afbildningen
f :R* -V defineres
x1

fl:|=x1a1+--+xpa,,

Xn

skal man ggre rede for, at f er lineaer ved at vise at f opfylder L1 og L2.

88. Lad U og V veere vektorrum. Idet f : U — V er en lineser afbildning skal man ggre
rede for, at

a. fAx+py)=Af@)+pf(y) forx,yeU, L,ueR.
b. f(/llgl + 1252 + /l3§3) = /11f(£1)+ ﬂzf(gz) + /13(&3) for X1,X2,X3 € U, /11,12,13 eR.

c. flixr+---+Apxp)=A1f(x1)+---+Arf(xg) for x1,---,x, €U, A1, -+ , A €R.

89. Lad V veere et vektorrum. Gor rede for, at fglgende er rigtigt:
a. Der findes kun én nulvektori V.
b. For hver vektor x € V findes der kun én vektor ye V,sa x+y=o.
c. For hver vektor x € V er Ox = o.
d. For hvert AeRer Ao =o.
e. Hvisx+y=zerx=2z-y.
Der er nu givet yderligere et vektorrum U.

f. Ggr rede for, at hvis f: U — V er en lineer afbildning da er (o) =o.

90. Lad V = Mgy o vaere maengden af 2 x 2-matricer udstyret med den i noterne angivne
multiplikation med skalarer og addition.

a. Eftervis, at V er et vektorrum.

b. IV er der givet vektorerne

(2 Y L 2
@=11 4) %827 2 —4 )

Find de vektorer x og y i V for hvilke
x+2y=aog2x—y=>.
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91. For ethvert ¢ € R er der i vektorrummet R? givet vektorsaettet
a1=(1,0,1), a2=(0,¢,0), a3=(x,0,1).
Bestem de veerdier af ¢, for hvilke dette szt er en basis i R®.

92. Lad V vaere maengden af 2-talsgjler R?. Ggr i hvert af fglgende tilfeelde rede for,
at V ikke er et vektorrum med hensyn til den angivne multiplikation med skalarer og
addition.

+ A
a0 [F1) L) 2 [t og A x1) _ xl).
X2 Y2 X2+ Yy2 X2 X9
+ A
o [%1) () 2 (Faton og A X1) _ xl).
X2 ¥2 X9 X9 Axg
+ A2
e () (1) = (1) og a [F1) = 2x1).
x2 ¥2 X3+ Y2 X9 A%xg

93. Undersgg i hvert af fglgende tilfzelde om den angivne maengde er et underrum i R?.
a. Mangden af alle vektorer hvis fgrstekoordinat er et helt tal.
b. Maengden af alle vektorer hvis fgrstekoordinat er lig nul.
c. Maengden af alle vektorer hvori mindst en af de to fgrste koordinater er nul.

d. Maengden af alle vektorer hvori de forste to koordinater tilfredsstiller ligningen
x1+2x9 =0.

e. Maengden af vektorer hvori de to forste koordinater tilfredsstiller ligningen x1 +
2x2 =1.
94. Undersgg om vektorsaettet
91:(0,17 171)’ 22:(1)0,1)1)7 93:(1’ 1’0’ 1)7 94:(1717 170)
udger en basis i R%.

95. Undersgg i hvert af fglgende tilfeelde om det angivne vektorsaet er linezert afthaengigt,
linezert uathengigt, eller udggr en basis i R3.

a. a1=(1,1,0), as=(1,1,1).

b. a1=(1,0,0), as=(-1,1,0), a3=(0,—1,0).
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c. a1 =(1,0,0), a92=(1,1,0), a3 =(1,1,1).

96. Lad V veaere et vektorrum og lad U vaere et underrum i V. Ggr rede for, at
a. Ax+pyeUforx,yelU, A, ueR.
b. A1x1+ Aoxe + Azxg € U for x1,x9,x3 €U, 11,12,A3 €R.
c. Mxi+--+Apxp €U for x1,---,x, €U, Ay, -, A €R.
Antag nu yderligere, at M er en delmangde af U.
d. Gogr rede for, at hvis M cU da er span M cU.

e. Ggr rede for, at M er et underrum netop hvis span M =M.

97. Lad der veaere givet et ligningssystem

ai1x1+---t+aipxy =0

Am1X1+ -+ amnx, =0.

Ggr rede for, at meengden af lgsninger x = (x1,---,x,) til dette ligningssystem udggr et
underrum i R”.

98. Find en basis for lgsningsrummet til ligningssystemet

x1+3xg3—x4+x5 = 0
x3—x4—5x5 = 0.
X1+x9—x3+2x4+6x5 = 0

99. Undersgg i hvert af folgende tilfaelde om det angivne vektorsaet er lineaert athaen-
gigt, linezert uafhaengigt, eller udger en basis i R*. I de tilfeelde hvor seettet er linesert
atheengigt skal man angive en af vektorerne som linearkombination af de gvrige.

1 1 4 0
1 0 6 3
ad1=1gf 279 BT |gl UT|g|
1 2 6 1
1 1 0
1 0 1
b. g1= 1, QQZ 0, g3= 0.
1 2 2
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1 2 3 2
1 3 1 1
C. Ql— 1’ 92_ 17 Q3_ 27 Q4— 1'
1 2 1 1
4 6 2
2 5 -1
dar=| ;| e=|_5| a=| ;
3 1 5

100. Lad f : U — V veere en homomorfi fra vektorrummet U ind i vektorrummet V. Lad
b eV oglad L veere maengden

L={zeU|f(x)=b).

Ggr rede for, at L ikke er et underrum nar b # o.

Lad xo € U veere en vektor og antag, at f(xo) = b. Idet K betegner kernen for f skal
man ggre rede for, at hvis x € U ogsa opfylder f(x) = b, da findes der en vektor y € K, sa
x =x0 +y. (Dette resultat kan kort udtrykkes saledes: L =x¢+ K.) B

101. Graden af et polynomium
fx)=ap+aix+---+ax", x€R,

i Pol (R) hvor ikke alle a; = 0 er det stgrste tal j sd a; # 0. Lad for n =0,1,2,---Pol ,(R)
betegne maengden af polynomier af grad hgjst n samt nul-polynomiet.

a. Vis, at Pol ,,(R) er et underrum i Pol (R).
b. Vis, at afbildningen ¢ : R**! — Pol ,,(R) givet ved

ao
(p: E _)f7

an

hvor
n
fx)=ap+ai1x+---+a,x",

er en isomorfi. Hvad er dimensionen af Pol ,,(R) ?
c. Gor rede for, at polynomierne x/, j =0,1,---,n er en basis for Pol ,,(R).

d. Vis, at maéengden af polynomier af grad lig med n ikke er et underrum i Pol (R).
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102. Lad A vzere matricen
1 3
A=, 3)

A€ span (lj,é),

Vis ved udregning, at

idet E betegner 2 x 2-enhedsmatricen. (Vi arbejder her i vektorrummet My 3.) Skriv 42

som linearkombination af E og A.

103. Underrummet U i R udspeendes af

a;=(1,1,-1,0,5),
as =(1,4,-5,1,3),
a3 =(3,2,5,2,2),
as=(2,-2,10,1,-1),
dvs. U = span (a1,a2,a3,a4).
Find et delsat af aj,a92,a3,a4 der er en basis for U, og skriv de gvrige vektorer som

en linearkombination af vektorer fra den fundne basis.

104. I R* er der givet vektorerne

a1=(1,0,-1,1),
as=(0,1,2,-1),
a3 =(2,1,0,1),
as=(1,1,1,0),
a5 =1(3,2,1,1).
Bestem en basis for U = span (a1, -,a5) der indeholder a; og a5. Bestem dernzest en

basis for U, der indeholder a3 og a4. Skriv i begge tilfaelde hver af vektorerne a1,---,as
som linearkombination af de fundne basisvektorer.

105. Lad V vaere et vektorrum.
a. Vis, at hvis U1,Us er underrum i V, da er ogsa
U=UinU,y

et underrum.
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b. Vis, at hvis Uy,---,U, er underrum iV, da er ogsa
U=Uin---nU,

et underrum.

106. Idet U; og Us er underrum i vektorrummet V defineres summen Uy + Uy af U; og
Uy som mangden

U1+U2:{§+z|£€U1,z€U2}.

a. Gogr rede for, at U; + Ug er et underrumi V.

b. Idet (a1,---,a,) er et frembringersaet for U; og (by1,:--,b,) er et frembringersaet
for Us skal man ggre rede for, at (a1, --,am,b1,--,b,) er et frembringersaet for
Ui+ Us.

Lad nu U; veere underrummet i R* frembragt af vektorerne

1 1

2 -1
Ql— 1 > 92_ _1 5

1 1

| S
—
Il
= W Ot —+
S
1\
Il

¢. Bestem en basis for U7 + Us.

d. Bestem en basis for U; NnUs.

107. I R3 er der givet vektorerne

o f) = ) =)

Angiv samtlige maksimalt linesert uatheengige seet af vektorer fra meengden {a1,a9,a3,a4}.
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108. I R* er der givet vektorerne

1 0 1 0 1 1

0 0 1 1 0 0
Ql— _1 ’g2_ 0 7Q3_ _1 724_ O 7a5_ 1 7a6_ 0 .

0 0 1 1 0 0

109. Der er givet folgende vektorer i RS:

a1 =(1,1,0,0,0),
as=(0,1,1,0,0),
a3 =(0,0,1,1,0),

a4 = (_1707 07 15 O)a
as =(0,0,-1,0,1).

a. Ggr rede for, at U = span (a1,a9) er et to-dimensionalt underrum.

b. Lad

Find ortogonalprojektionen Py (v) af v pa U.

111. I R* er der givet vektorerne

1 3 2

-1 -2 -1

al = 1 , Qa2 = 2 » a3 = 1
2 4 2
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Find en basis for U = span (a;,a2,a3).

112. Undersgg om de to vektorer

a1 =(1,0,1,0,1,0), a2=(0,1,1,1,1,-1)

udspaender samme underrum i R® som de to vektorer

b1=4,-5,-1,-5,-1,5), by=(-3,2,-1,2,-1,-2).

113. Bestem rangen af fglgende matricer:

11 2
123 4 000
‘3‘(0123)’ B=l2 1 3|
2 2 4
102 2
(_1:1012,9:(838,
- 2034 °
2l po
D= , E=[0 1 0
S O O A P
0012

114. Lad f : R* — R?* vaere den linezre afbildning der hgrer til matricen

1 -2 1 1

1 -2 1 1

é - 1 -2 -1 5
-1 1 1 -5

a. Bestem rgA.

b. Bestem en basis for kerf.
c. Bestem en basis for f(R?*), altsa for billedet af R* ved f.
d. Bestem en basis a1,a2,a3,a4 for R* og en basis b1,bs,b3,b4 for R*, siledes at

f(x1a1 +x2a2 +x303 +x404) = x1b1 + - +x,b,,

hvor r =rgA.
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115. Lad U og V vare endelig dimensionale vektorrum, oglad f : U — V veere en homo-
morfi. Der er valgt en basis (b1,---,b;) for f(U).

a. Ggr rede for, at der findes vektorer ai,---,a, €U, s& f(a1) =b1, - ,f(a,;)=b,.
b. Ger rede for, at a1,--- ,a, er linesert uathengige.

c. Seet Uy = span (ay,---,a,), og set Us =ker f. Ggr rede for, at U; nUs = {0}.
116. For ethvert ¢ € R er der givet matricen
t 2 2
B=|0 1-t 1 |.
S \0 1 1-¢

a. Bestem for ethvert ¢ € R determinanten detB.
b. Bestem for ethvert ¢ € R rangen af B.

c. Bestem for ethvert ¢ € R lgsningsmaengden til ligningen

117. I vektorrummet U = R3, hhv. V = R? betragtes den naturlige basis

(B ) e300
A2 o)

a. Ggr rede for at a, hhv. B er en basis for U, hhv. V. Denne basis kaldes den nye
basis for U, hhv. V.

samt saettet
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1

b. Vektoren u € U har koordinatsgjle ,[u] = (1) med hensyn til den nye basis a. Find

1
u.

c. Bestem koordinattransformationsmatricen ,T,;, hhv. gT,,, for overgang fra na-
turlig basis til ny basis i U, hhv. V.

1 3
d. Bestem koordinatsgjler 4[x], 4[x'] for vektorerne x = (1) ogx' = (5)
1 3

e. Den linezere afbildning f : U — V reprasenteres i de naturlige baser af matricen

13 4
A‘(o 2 —1)'

Bestem den matrix g[f], der repraesenterer f i de nye baser.
f. Bestem vektorerne f(u) og f(x)i V.

g. Bestem disse vektorers nye koordinatsgjler pa to mader (dvs. ved benyttelse af
matricen gT,, og ved benyttelse af matricen glf],.

h. Den lineaere afbildning g : U — V repraesenteres i de nye baser af matricen

14 18 5
8 6 9 )

Bestem den matrix .,[g],, der reprzesenterer g i de naturlige baser.

118. En lineeer afbildning (homomorfi) f : R? — R? er givet ved matricen

a=( ;3

(dette er altsd matricen for f hgrende til den naturlige basis), og vektorerne a; og as er

givet ved
a1=(1,2), a2=(2,1).

a. Vis, at (a1,a2) er en basis for R2.
b. Find matricen for f med hensyn til basen (a;,a9).

119. Lad f : R? — R? veere en linezer afbildning, og lad vektorerne b1,bs,b3 vare givet

ved
le(_]-;l,l), 22:(1707_1)’ 93:(0,1>1)'
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a. Vis, at (b1,b9,b3) udggr en basis i R3.

b. Det vides, at den lineaere afbildning f har matricen

1 01
110
-1 21

m.h.t. basen (b1,b9,b3). Find matricen for f m.h.t. den naturlige basis (e1,e2,e3)
for R3.

120. Lad f : R? — R3 veere den linezere afbildning hvis matrix med hensyn til den natur-

lige basis er
1 -2 -1
( 2 0 2 )
0O 1 1

0 3 1
Laddesudenglz 4 ;g2 = 2 ;g3 = 1.
1 -1 -1

a. Vis, at saettet @ = (21,22,23) udgger en basis for R3.

b. Udregn f (gi) (i =1,2,3), og bestem dens koordinatsaet med hensyn til @.

c. Benyt resultatet i (b) til at bestemme matricen for f med hensyn til @.

d. Find den fuldsteendige lgsning til ligningssystemet f(x) = g1. (Vink: Det er lettest

at udfgre regningerne i @-koordinater).

121. Find i hvert af fglgende tilfaelde eventuelle egenvaerdier og tilhgrende egenvekto-
rer for matricen A. Undersgg endvidere om matricen er diagonaliserbar, og find i givet

fald en basis der diagonaliserer matricen, samt en matrix 7', s 7_"47_’_1 er en diagonal-

matrix.
a.
2 4
a=(; 1)
b.
1 2
a=(4 3
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C.
11

a=( 4 5)

d.
5 -1 -1
A=| -1 5 -1
- -1 -1 5

122. Lad

6 ¢ 1 2 2
4:(—7,‘ 6)0gl_3: 0 ¢t -2 |, teRr.
- - 00 ¢

Bestem de veerdier af ¢, for hvilke A hhv. B er diagonaliserbare.

123. Find egenveerdier og egenvektorer for matricen

5 -6 12 -18
2 -2 -10 3
é o o 7T -4
0 O 8 -5

124. Afggr i hvert af fglgende tilfelde, om den angivne matrix er diagonaliserbar, og
find i bekraeftende fald en diagonaliserende koordinattransformationsmatrix:

a.
2 -1
a=(3 )
b.
1 1 -2
A=|-12 1
- 01 -1
C.
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125. Lad endomorfierne f og g af talrummet R? have matricerne henholdsvis

111 00 1
A= 0 10 |ogB=|0 0 1
) 001 ~ o1

med hensyn til den naturlige basis for R3. Find en basis for R? med hensyn til hvilken
matricerne for f og g begge er diagonalmatricer, og opskriv en matrix T, s TAT ! og

TB 7_’_1 begge er diagonalmatricer.

126. Antag, at x er egenvektor for matricen A med tilhgrende egenveerdi A, og at x er
egenvektor for matricen B med tilhgrende egenveerdi p. Gor rede for, at x er egenvektor
for matricerne A + B og AB, og angiv de tilsvarende egenvardier.

127. Hvert ar optreeder den frygtede M@K-influenza som man har 40% chance for at fa,
idet chancen dog kun er 20% hvis man har haft den aret fgr.

I en given stor befolkningsgruppe beskrives sundhedstilstanden (hvad angar MOK-
influenzaen) efter n ar ved en sundhedsvektor

Xn = (;n),
n

hvor P, er antallet der far M@K-influenzaen, og N, er antallet der ikke far MOK-
influenzaen i ar n.

a. Find en matrix A, sd X,,,1 = AX,.

b. Ggr rede for, at A er diagonaliserbar, og find en reguleer matrix S s4 D = SAS -1

er en diagonalmatrix.

c. Udregn ved hjeelp af punkt b. en tilnsermet veerdi for X9, og find hvorledes syg-
domsfordelingen udvikler sig efter et stort antal ar.
128. I R3 er der givet vektorerne

) =]

Find en ortonormalbasis for underrummet U i R3 udspeendt af aj,a2. Udvid dernsest
den fundne ortonormalbasis til en ortonormalbasis for R3.
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129. I R* er der givet vektorerne

Find en ortonormalbasis for underrummet U i R* udspzendt af a1,as,a3. Udvid dernzest
den fundne ortonormalbasis til en ortonormalbasis for R?.

130. I R? er givet vektorerne

1, .
ar=3 0gaz=_— .

a. Eftervis, at a1 og ag er ortogonale enhedsvektorer.
b. Find en vektor a3, s a1,a2,a3 er ortogonale enhedsvektorer.

c. Idet S er 3 x 3-matricen (gl as gg) skal man eftervise, at §'t§' =E, dvs. at S er

reguleer med §’_1 = .§'t.

d. Bestem koordinaterne af standardenhedsvektorerne med hensyn til basen (a1,a2,a3).

131. I R* er der givet vektorerne

1 0 8

1] -2 1]1 1 2
a1=— , a2 =——= , a3=——

2 1 -2

a. Eftervis, at a1,a9,a3 er ortogonale enhedsvektorer.
b. Find en vektor a4 sa a1,a2,a3,a4 er ortogonale enhedsvektorer.

c. Idet S er 4 x4-matricen (a1 a2 a3 a4) skal man eftervise, at S’'S = E, dvs. at S

er regulaer med §’_1 = §’t.
132. Lad M veere folgende delmaengde af R?:
3
2
2
1

1
0 1
o1’(1y’
1 0
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a. Bestem en basis for span M.
b. Bestem en basis for M.

c. Bestem ortogonale baser for de to ovennaevnte underrum af R?.

133. Er fglgende udsagn sandt ? Et saet bestaende af n indbyrdes vinkelrette egentlige
vektorer i et n-dimensionalt euklidisk vektorrum, er en basis for vektorrummet.

134. Ggr rede for, at hvis S er en ortogonal matrix, s er detS enten +1 eller —1.

135. Ggr rede for, at hvis S og T er ortogonale n x n-matricer, da er ST ligeledes en

ortogonal n x n-matrix.

136. I det euklidiske vektorrum R3 er givet

cf) ool o}

Bestem ortogonalprojektionen af @ pa span {a1,as}.

137. I det euklidiske vektorrum R* er givet

5 2 1
B 2 1 1
Q - _2 > Ql - 1 ’ 92 - 3 .
2 -1 0
Bestem ortogonalprojektionen af a pad span {a1,a29}.
138. I det euklidiske vektorrum R* er givet vektoren
-3
0= 5
= 9
3
samt vektorerne
1 2 2
|1 -1 -7
a; = 1!’ az 10’ as = -1
1 1 -1

Bestem ortogonalprojektionen af @ pa span {a1,a9,a3}.
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139. En linezer afbildning f : R — R3 er givet ved den symmetriske matrix

3 1 -1
A= 1 3 -1/

-1 -1 5

a. Bestem egenvaerdierne for f.

b. Find en ortonormalbasis b1,bs,bs for R? (med hensyn til det seedvanlige skalar-
produkt pa R?) bestaende af egenvektorer for f.

c. Find en ortogonal matrix S séiledes at SAS~! er en diagonalmatrix, og opskriv

denne diagonalmatrix.

140. En linezer afbildning f : R? — R er med hensyn til den naturlige basis i R? givet ved
matricen
5 1 1
A= ( 1 5 -1 )
- 1 -1 5

a. Bestem en ortonormalbasis b1, b9, b3 for R3 saledes at f i denne basis repraesente-
res ved en diagonalmatrix, og opskriv denne diagonalmatrix.

b. Opskriv koordinattransformationsmatricen for overgang fra den naturlige basis
til basen b1,b9,b3.

141. En lineeer afbildning £ : R — R? er givet ved matricen

9 -9 -18
c=|o 6 o]
1 -3 0

a. Undersgg om f er diagonaliserbar, og find i givet fald en basis bestaende af egen-
vektorer.

b. Findes der en ortonormalbasis bestaende af egenvektorer ?

142. Der er givet matricen

>
[l

—-a 2+2a
—-a 1+2a)’

hvor a betegner et givet reelt tal.
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a. Find samtlige egenvaerdier for A.

b. Find de veerdier af a for hvilke é er diagonaliserbar.

c. Gor rede for, at hvis a = —%, da findes en ortogonal matrix S, s& SAS 1 eren

diagonalmatrix, og find en sddan matrix S.

143. Vi betragter en kvadratisk form % ved

X1
k (xg) = ax% + ax% +(a+ 6)x§ +2x1x9 + 8x1x3 + 2ax9x3.
X3

Bestem de veerdier af a for hvilke % er positivt definit.

144. Lad B vaere den symmetriske 4 x 4-matrix til hvilken der svarer den kvadratiske
form

2 2

k(x1,x9,x3,%4) = x% +x5 +x3 + xi +2x1%9 + 2x1x3 + 2x9x3 — 2x1X4 — 2X9%4 — 2X3%4.

a. Bestem egenrummet V c R* svarende til egenveerdien 0 for B.

b. Bestem en basis for V.

c. Diagonaliser B (vink: benyt a. og b.), og afggr definitheden af &.

145. Lad B vaere en symmetrisk matrix. Ggr rede for, at B er negativt definit hvis og
kun hvis —B er positivt definit. Benyt dette samt Seetning 7.5.5 til at indse gyldigheden

af felgende _udsagn:
B er negativt definit netop hvis der om de ledende underdeterminanter gzlder

detB; <0 for i ulige
detB; >0 for i lige

Undersgg derneest definitheden af matricen

-3 1 2
B= 1 -2 1.
- 2 1 -5
146. Find et eksempel pé en 2 x 2 symmetrisk matrix B, hvis ledende underdeterminan-
ter det B1 og det By begge er =0, uden at B er positivt semidefinit.
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1. Find den fuldstendige lgsning til fglgende linezere ligningssystem

x1+4x9+3x3+4xy4 = 2
2x1+x9—x3 = 5

—2x1+x3+2x4 = -6

3x1+x90—2x3+x4 = 6
2. Find den fuldstaendige lgsning til ligningssystemet

2x1+x9—x4 = O

3x1—x9+x3—x4 = 0.
2x1—x9—4x3+3x4 = O

3. Angiv for hver vaerdi af a den fuldstendige lgsning til ligningssystemet:

xX1+2x9+3x3—x4 = 5
x1+3x9—2x3 = -6
3x1+Tx9g+4x3—2x4 =
X9 —bxg+x4 =

5 4 -2
A=| -8 -7 4|

4. Der er givet matricen

-4 -4 3
a. Find samtlige egenvaerdier for A.
b. Find en basis for hvert af egenrummene for A.

c. Undersgg, om der findes en reguleer matrix S, séledes at SAS ~1 er en diagonal-

matrix, og find i givet fald en sddan matrix S.
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5. I talrummet R* er der givet vektorerne

1 1 0
-1 0 1
0 1 -2

a. Ggr rede for, at vektorerne a1,a9,a3 er lineaert uathengige.

b. Idet R* udstyres med det seedvanlige skalarprodukt skal man bestemme ortogo-

nalprojektionen af vektoren

N 3O+~

pa span (a1,a2,a3).

6. En homomorfi f : R? — R? er givet ved

X1 4x1 + x3 X1
filx2]|— 3x9 , x| € R3.
X3 x1+4xs3 X3

a. Opskriv matricen, der repraesenterer f i den naturlige basis for R3.
b. Gor rede for, at f er diagonaliserbar i en ortonormalbasis.

c. Bestem egenvardierne for f.

d. Find en ortonormalbasis i R? (med hensyn til det sseedvanlige skalarprodukt) be-

staende af egenvektorer for f.

e. Find en egenvektor, der er vinkelret pa vektoren

g

X1
k: (xg) — 2(x1 + 29 + x3)% — (11 — x2)° — (2 — x3)°.
X3

7. En funktion % : R — R er givet ved
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a. Gogr rede for, at £ er en kvadratisk form, og opskriv den tilhgrende symmetriske
matrix B.

b. Bestem antallet af positive og negative karakteristiske rgdder og rangen af B.

8. Find den fuldstaendige lgsning til folgende lineaere ligningssystem

x1+2x3 = 3
2x1+x9+3x3 = 6
-x1+x3 = 0
xX1+x9+x3 = 3

9. Find den fuldstaendige lgsning til felgende lineaere ligningssystem

x1+2x3 = 3
2x1+x9+3x3 = 6
—x1+x3 = 0
x1+x9+x3 = 4

10. Find den fuldsteendige lgsning til fglgende linesere ligningssystem
x1+2x3 =

2x1+x9+3x3 =

3x1+x9+bxg =

W O o W

X1+Xx9+x3 =

11. Hilbertmatricen

1

i
bl
i+J—1)1<ij<n

1 1

ntl n+2 0 2n—-1

D[ =t
COIDD | =
‘»—t NI

1
n

Det kan vises, at H(n) er reguleer for n = 1. Endvidere er (det H (n))~! et naturligt tal
som vokser meget hurtigt med n. Derfor benyttes H(n) ofte til at teste programmer til

brug i lineaer algebra. Find I_{(n)'1 forn=1,2,3,4.

12. En cyklisk permutation af leengde p (en p-cykel) er en permutationi S, (n = p), hvor
x1,-*+,Xp er forskellige tali{1,2,---,n} og

x1—>x2—>..-—>xp_1—>xp’ xp—>x1,

og alle gvrige n — p tal er ubergrte. Den skrives kort (x1x2---xp).
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a. Vis, at en p-cykel kan fas ved sammensatning af en (p — 1)-cykel og en 2-cykel.

b. Vis, at
sign (x1x2- - xp) = (-1)P~ L,

13. Skriv permutationen

(1 2
|3 6

8 9 10

7
g 9 10 4 7

3456
5 8 1 2
som sammensatninger af cykliske permutationer, der ikke bergrer faelles elementer, og
beregn herved fortegnet for o.

14. Fibonaccitallene er defineret ved
f():O, f1:17 f2:1, f3:27 f4:3a"'

hvor fri1=fn+fn-1forn=1.
Vis (ved induktion), at

A" = (1 (1))” = (f;lc;rl f:’il) forn=>1.

Find en reguleer 2 x 2-matrix S, sé at

nn

agr=(l0r® o)

0 1(1-v5)

Find herved fglgende formel for f;:
1 n n
=31+ v8)) - (3 (1-v3))).

Vis, at
fn+1

fn
Tallet %(1 +/5) kaldes det gyldne snit, og er kendt fra den europaeiske kunsthistorie.

1
—>§(l+\/5)forn—>oo.

15. I vektorrummet V = Pol 3(R) betragtes den naturlige basis

2 3
(e1,e2,e3,e4) = (1,x,x7,x°).

Vis, at
(a1,a9,a3,a4) =1, 1+x,1+x+22,1+x+x2+x°)
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ogsa er en basis for V og angiv koordinattransformationsmatricerne ved basisskift mel-
lem de to baser.

16. Idet 1 1
c(t) = E(et +e ), s(t)= E(et —eh),

er V =span (c(£),s(2)).

Vis, at dimV = 2.

Lad D = %. Vis, at D : V — V er en linezer afbildning, og angiv den matrix A, der
reprasenterer D i basen (c(2),s(?)).

Find en basis for V bestaende af egenvektorer for D, og angiv den matrix, der reprae-
senterer D i en sadan basis.
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