GAUSS-BONNET

HANS PLESNER JAKOBSEN

1.1. Indledning. En af de mest fundamentale ssetninger i geometri er Thales” Saet-
ning, der siger, at vinkelsummen i en trekant er lig med w. Generalisationen af
denne satning til flader i rummet hedder Gauss-Bonnet’s Seetning. Vi giver her et
elementaert bevis for denne sztning, der kun benytter Green’s Seetning i planen samt
“Seetningen om de roterende tangenter” (se hhv. Seetning 1 og Seetning 2 nedenfor).
Seetningen (Saetning 3) er noget af et mirakel, og det er beviset her sadan set ogsa.!

2.1. Konventioner og notation. Partielle afledede af (vektor-)funktioner af flere
variable betegnes med et nedre index. Saledes sattes %—]X = N,, og de variable
udelades undertiden i funktionen. Nar vi betragter restriktionen af en funktion N
(el. lign.) defineret i en aben delmsengde U af R3 til en kurve 7(s), der lgber i U,
skriver vi ofte N(s) i stedet for N((s)) (eller blot N).

Ved en glat simpel lukket kurve ~ i planen R? forstas en C*-afbildning R > ¢t —

7(t), for hvilken der findes et positivt tal L saledes at
(1) Vi y(t+ L) =7(t) og 0 <ty <ty < L= ~(t1) #(ta).

Lgst sagt er dette en kurve, der ikke skeerer sig selv. Vi vil senere fa brug for simple
lukkede kurver, der kun stykvist er C*°. Med dette vil vi forsta kontinuerte kurver,
der opfylder (1) og er C* pangr i endeligt mange punkter 0 < ¢; < --- <t, < L, i
hvilke der dog for alle i = 1,...,n skal eksistere de forste ordens afledede +'(t~) og
7 (t}) fra begge sider.

3.1. Flader i rummet. Vi skal ikke her indfgre flader S helt fra bunden af. Det
viser sig nemlig at veere en egenskab dels ved flader og dels ved den saetning, vi gnsker
at bevise, at det er nok at bevise den for flader, der fremkommer som grafen for en
funktion ¢. Se i gvrigt de afsluttende bemaerkninger.

Vi betragter altsa udelukkende meengder af formen S = G,, hvor

(2) Go = {f(2.y) = (v,y,6(x,y)) | (x,y) € U CR*},

hvor U er en aben meengde, ¢ € C*°(U), og hvor vi benyttede lejligheden til at indfgre
funktionen f, som er en sakaldt parametrisering.
Folgende udtryk er af central betydning;:

1 0
(3) folz,y) = 0 Sy, y) = 1 og
bz(,y) oy(7,y)

'Dette var “Side 9 Szetningen” i “Famgs”, maj 1994
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_(bm
(4) N=Nay) =t 1 —6,

T il frara | 7

Faktisk kan vi nu indfgre tangentrummet 7,,(5) til S'i et punkt m = f(z,y) € S
som

(5) Tm(S) = Span{faf(l‘ay)a fy(l',y)} = {R . ]\/v(xvy)}L

Dette er et underrum, der ligger parallelt med den plan (det “sideunderrum”), der
tangerer fladen S i punktet m = f(x,y).

3.2. En interessant stgrrelse. Dette afsnit gar ud pa at forklare, hvorfor udtrykket

¢mx¢yy - ¢xy¢a:y
(6) K(z,y) = (ERCEwE

som i lettere modificeret form far en central rolle, dukker op. I forste omgang kan
man evt. blot tro pa, at det er vigtigt og sa ga videre til neeste afsnit.

Vi betragter afbildningen N i (4) som en afbildning fra S = G, til kugleoverfladen
52, ja faktisk til den “gvre hemisfeere S3” bestemt ved, at z -koordinaten er strengt
positiv. Dette er “Gauss-afbildningen”. Der geelder nu, at S = G,,, hvor

(7) Yo(w,y) = 1 — 2% —y2

Differentialet af N i m, dN,,, er en afbildning fra tangentrummet 7,,(S) til S i m til
tangentrummet Ty, (S?) til S* 1 N(m).

(8) AN(arfo + asf,) "= a;N, + axN,,

og det er et faktum (som det er elementeert at eftervise), at der givet aq,ay findes
konstanter by, by saledes at

(9) ale + agNy = blf:v + bgfy.

Faktisk kan man udregne (overlades til laeseren) at

& ()= ()

hvor
(11)
W _ 1 ( _(bmm - §¢:m: + (bm(by(b:vy _(bmy - §¢my + (bgj(by(byy )
(1 + ng% + ¢§)3/2 _¢my - ¢x¢xy + ¢x¢y¢m: _Qbyy - ¢m¢yy + ¢x¢y¢xy ’

Et mindre mirakel er nu, at man ved udregning af det(dN) Pel et (dN) preecist far:
(12) K = det dN.
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FiGUur 1. En helicoide eller vindelflade. Her er Gauss-krumningen K
overalt negativ.

Igen opfordres laeseren til selv at eftervise dette.

Hvis vi teenker pa, at N entydigt angiver tangentrummet, er det “klart”, at vari-
ationen af N forteeller noget om, hvor hurtigt eller langsomt tangentrummet sendrer
sig og i hvilken retning, det sker. Saledes ma dNy(,,) indeholde information om,
hvorledes S krummer i, og i den naermeste omegn om, f(z,y). Funktionen K kaldes
1 gvrigt Gauss-krumningen.

3.3. Flademadl. Lad R vere en lukket begranset delmaengde af G, og lad R C R?
opfylde, at
(13) R=f(R).

Lad F' vere en funktion pa G,. Der findes da en funktion F sa

(14) F(f(z,y) = F(x,y).
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Antag, at || er integrabel (altsa bl. a. malelig). Vi definerer da

(15) /RF ds:éﬁ,/1+¢§+¢§dxdy.

Dette er det mest rimelige integral i den forstand, at det tilhgrende arealbegreb pa
fladen “harmonerer” med de ssedvanlige areal- og volumenbegreber.

3.4. Green’s Satning. Lad t — ~(t) veere en simpel lukket kurve, der stykvis er
C*, og lad os blot betragte den som defineret pa det lukkede interval I = [0, L]. I
folge Jordan’s kurveseetning deler v planen i preecis 2 komponenter. Lad R betegne
den begrzensede komponent. Antag nu, at P og @) er kontinuerte funktioner pa en
aben delmaengde U C R? og at R C U. Der geelder da

Saetning 1 (Green).

(16) [ (P @) dudy = [ Q) (0) + PO de.

3.5. Geodeetisk krumning. Lige som i afsnit 3.2 kan man evt. i fgrste omgang
blot tage formlen (18) nedenfor for palydende og sa senere vende tilbage til den
geometriske fortolkning.

Lad s — f(s) veere en uendeligt ofte differentiabel kurve pa fladen G, og antag:
Vs ||f'(s)|| = 1. Vi siger da, at 8 er parametriseret ved kurve- eller buelszengde. Ved
differentiation af ligningen (f'(s), #'(s)) = 1 fas let, at (8”(s), 5'(s)) = 0. Krumnin-
gen k(s) af kurven i punktet [(s) defineres nu, nar kurven er parametriseret ved
bueleengde, som leengden af den andenafledede; k(s) = [|5”(s)]| -

Vi betragter nu projektionen £”(s) af 5”(s) pa tangentrummet. Dette er den del
af krumningsvektoren, der kan “maerkes” pa fladen. Det er let at se, at 57 (s) star
vinkelret pa bade N(s) = N(8(s)) og B'(s). Der ma derfor geelde, at

(17) BL(s) = ko(s) - (N(s) x B'(s))

for et reelt tal ky(s). Tallet ky(s) kaldes den geodaetiske krumning af 5 i punktet
B(s). Absolutveerdien er den del af krumningen, der har med fladen at ggre. Videre
defineres (3 til at veere en geodaet netop hvis Vs : k,(s) = 0. Dette er starten pa
en meengde fascinerende “geometri pa flader”, som vi i midlertid ikke vil komme
yderligere ind pa her.

Det er let at se, at der geelder

(18) kg(s) = (N(s) x B'(s), 8"(s)),
og vi kunne nu forsgge at bestemme dette udtryk via f og . F. eks. geelder
(19) B(s)=a'(s) fa +9'(s) fy-

Leeseren opfordres til at gore dette, selvom det ikke er den vej, vi nu slar ind pa.
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FIcur 2. En graf (sin(zy)) med nogle af de indgaende stgrrelser.
4.1. En mirakulgs udregning. Lad os antage, at 5 og f er som ovenfor og skriv

(20) Bs) = f(r(s),

hvor nu s — 7(s) = (2/(s),4/(s)) er en kurve i planen. Antag nu, at vy er en glat
simpel lukket kurve. Lad os stille os fplgende (umotiverede) opgave: Bestem

(21) JEky(s) ds.

Vi indfgrer nu

L L = S) X egls
(22) cols) = iy oy (1)) 08 €6 (5) = N () x eofs)
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Det er klart, at {eg(s), eq (s)} udggr en ortonormalbasis for tangentrummet til fladen
i B(s). Vi kan derfor skrive

(23) B'(s) = cosO(s) - eg(s) + sinf(s) - ey (s),

hvor s — 6(s) er en differentiabel funktion, der kun er defineret op til et multiplum
af 27, men det ggr ikke noget, da vi straks vil differentiere den. Ved indssettelse i
(18) fas

(24)

do
ky = (N x (cos feq + sin fey) — sin feg + cos fey ) + (cos ey + sinf(eg)').

) %(
Ved brug af identiteter som (ef, N X eg) = —(eg, N X ep,) (fas ved differentiation af
ligningen (ef,, N x ey) = 0) samt (eg,e;) = 0 (fas ved differentiation af ligningen
(€0, ep = 1) opnas folgende smukke udtryk:

(25) ko(s) = %(5) + (ey, N X €g),

og efter endnu en del regnerier fas

o

(26) ko(s) = —-(s) + Q(s)2(s) + P(s)y'(s),
hvor
(27) Q(S) ¢xaf¢y ¢$y¢y

BTN o )= Ji+o2 [+ +62

Nu afslgrer notationen delvis, at et mirakel er under opsejling. Her er det:
Med @ og P som ovenfor fas (efter endnu en stgrre udregning)

(bm(byy — (b:vy‘bry
28 P, —Q,=— L= —K -1+ @2 + ¢2.
(28) W= e i+ +4;

Der geelder m.a.o.

(29) Jakg(s) ds+ [ K ds =[5 %(s) ds.

Vi er nu teet pa malet, men vi ma dog klare endnu en “hurdle”, nemlig leddet med
)
ds :

4.2. Saetningen om de roterende tangenter. I den situation vi befinder os i,
nemlig der, hvor kurven v er simpel, er det en klassisk saetning, der giver integralet,
nemlig den saetning, der pa engelsk i nogle bgger hedder “The Theorem of Turning
Tangents”:
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FiGur 3. Indre og ydre vinkler.

Saetning 2. For en glat simpel lukket kurve 3 geelder:

do
(30) ; %<S) ds = £27.
Fortegnet + fremkommer nar kurven gennemlobes pa en sadan made, at N(s) x B'(s)

altid peger ind i den begraensede komponent.

Efter det forste chok over, at integralet ikke bliver 0, er det faktisk et meget
plausibelt resultat. At ssetningen er forkert pa andre flader, f. eks. Torus, viser dog,
at der ma ggres brug af en speciel topologisk egenskab for at bevise seetningen. Helt
konkret er denne egenskab, at det angivne omrade (den begreensede komponent) skal
veere enkeltsammenhaengende.

4.3. Ydre vinkler. Lad os endelig antage, at kurven (8 har tre “knaek”, eller at R
har tre “hjgrner”. Erstat R med symbolet T (for trekant), og antag at S er defineret
pa [s1, $2] U [s2, s3] U [s3, 84], at 5 er C™ pa de tre abne intervaller, at §(s;) = [(s4)
og at vinklerne mellem 3'(s;) og 8'(s;), regnet med fortegn, er hhv. O, 0, og O3
(1 =1 og i = 4 identificeres). Disse vinkler kaldes de ydre vinkler i trekanten.
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Ficur 4. En Torus. Opgave: Prgv at finde integralet af K over denne
flade ved at dele den op i trekanter.
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5.1. Gauss-Bonnet. Lad (1, 82 og 85 veere de tre kurvestykker svarende til de tre
intervaller. Vi far da

(31) Z/ ds+/de_Z/s”ld0

og her er det ikke sveert at overbevise sig om, at man i integralet pa hgjre side netop
kommer til at mangle de tre ydre vinkler i at fa 27. Dermed fas:

(32) Z/ d5+/de—27T— Z@

eller, omsat til indre vinkler ¢, = 7 — ©; og med 7 flyttet til venstre:

(33) > S5, kg(s) ds + [p K ds + 7 = PRI

Af speciel interesse er de “geodeetiske trekanter”, i hvilke siderne er geodeeter. Da
far vi

Satning 3 (Gauss-Bonnet). [ en geodetisk trekant gelder:

3
(34) /de—l—ﬂ':ZgOi.
T i=1

6.1. Afsluttende noter.

e K er “indre”, dvs. kan udregnes fra funktioner, der kun er definerede pa
fladen. Dette er Gauss’es Theorema Egregium.

e Pa kugleoverfladen er K identisk lig 1. Integralet af K over T bliver da arealet
af trekanten.

e Bemeerk, at k, skifter fortegn, nar trekanten gennemlgbes i modsat retning.
Dette gor det muligt at finde formler for mere komplicerede objekter ved at
skrive dem som foreningsmeengder af trekanter. F. eks. kan “store” trekan-
ter opdeles i “sma” trekanter, men man kan ogsa lave formler for firkanter,
femkanter, et cetera.

e Flader er lokalt grafer. Givet et punkt pa en flade S i R?® findes en aben
delmaengde U af R? saledes, at S N U kan gives som grafen for en C°° funk-
tion. (Men man skal evt. omdgbe (z,y, z) koordinaterne til (y, z, x) eller til

(2,2,9).)
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