Bevaegelsens Geometri

Vi vil betragte beveegelsen af et punkt. Dette punkt kan f.eks. veere tyngdepunktet af en flue,
et menneske, et molekyle, en galakse eller hvad man nu ellers har lyst til at beskrive. Det kan ogsa
en fodbold pa vej mod mal eller en lysstrale pa vej uden om en stjerne, men det kunne lige sa godt
veaere et mere abstrakt punkt, f.eks. et punkt der repraesenterer tilstanden af den danske gkonomi
indenfor en (matematisk) meengde af gkonomier eller et punkt i maengden af alle “afstandsbegreber”
(metrikker) pa en vis given maengde.

Vi vil her praesentere visse aspekter af den matematiske beskrivelse af begrebet bevaegelse. Vore
betragtninger vil bl.a. lede til en definition af, hvad der skal svare til de rette linier i planen, nar
man befinder sig pa en krum flade.

Dermed bliver ogsa vist en vej til, hvorledes geometri kan formuleres i krumme rum, endda af
hgjere dimension.

Helt naivt kan vi begynde med at definere bevaegelse som det, at “noget” ikke ligger stille. Altsa,
at dette “noget” aendrer position som tiden gar.

Bevagelse i en plan.

Lad os begynde med en meget simplificerende antagelse, nemlig at punktet er bundet til at bevaege
sig i en (uendelig) plan. Den matematiske model for en uendelig plan er rummet R? bestaende af alle
par (z,y) af reelle tal. Vi kan ogsa sige, at et element p € R? har formen p = (z,y). Nar vi bruger
denne sprogbrug kaldes tallet pa forste plads for “z-koordinaten” og tallet pa anden plads for “y-
koordinaten”. Til andre tider skrives p = (z1, x2) og man taler om hhv. forste- og andenkoordinaten.

En bevaegelse af et punkt kan da beskrives ved at angive, til enhver tidsparameter ¢, i hvilket punkt
af R? punktet befinder sig. Dette punkt betegner vi med p(t) og kan evt. skrive p(t) = (z(t), y(t)).
Lad os endvidere sige, at vi kun er interesserede i tidsparametre i et vist interval I =]a, b[= {t € R |
a <t < b}. En bevaegelse er da givet ved en funktion p : I — R?, eller, om man vil, ved to reelle
funktioner t — z(t) og t — y(t). Feelles for alle sadanne afbildninger p bruges betegnelsen “kurve”.

Lad os nu antage, at de indgaende funktioner x(¢) og y(t) er tilpas peene. Vi skal mindst kunne
differentiere dem to gange, og de differentierede funktioner (afledte) skal ogsa veere kontinuerte. Den
afledte 7/ (t) af punktionen p(t) er da givet ved

i = o, (M50 ()~ 0.0 )

Den geometriske betydning af /() er, at den angiver den gjeblikkelige retning, som punktet bevaeger
sig i. Det er saledes naturligt at afseette vektoren p'(¢) ud fra punktet p(¢). Dette definerer en linie
kaldet tangentlinien til kurven i punktet p(t).

Endvidere angiver laeengden af (), ||9/(¢)|| = \/ ('(t))? + (y'(t))?, den gjeblikkelige hastighed eller
“fart” i beveegelsen.

Vi vil ikke udlede fglgende formel for leengden af den del af kurven der ligger mellem to tidsveerdier
ty 0g s,

() = [Pl ot 2

hvor vi i gvrigt betragter ¢y som et fast valgt udgangspunkt og s som den frie variable, men vi nsevner
dog, at eftersom den gjeblikkelige fart ganget med en “meget lille” tid At giver en “meget lille” A/
= ||p'(t)|| At, kan man let give et uformelt bevis for formlen. Dette kan endvidere forholdsvist let
strammes op til et rigtigt bevis.

Eksempel: Kurven [ : t — [(t) = (' - cos 8t, e’ - sin 8t) er et eksempel pa en logaritmisk spiral. Der

geelder, at 7'(t) = (—8e! - sin 8t + ¢’ - cos 8¢, 8¢' - cos 8t + ¢’ sin 8¢). Specielt er |[1(£)|| = 9- e og dermed
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Tangentlinien til kurven i punktet p(t)

F1GUR 1. Kurve med tangentlinier i planen R?

FiGur 2. Logaritmisk spiral

bliver formelen (2) givet ved

0s) = [ 9et dt = 9(e* — ).

to

Nar vi teenker pa en kurves geometri er det som selve punktmaengden

{p@®) [t €I}
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og ikke pa den made, punktet gennemlgber denne maengde pa. For eksempel vil kurven t — [(£3)
gennemlgbe samme punktmaengde som kurven [ i eksemplet med den logaritmiske spiral og ligeledes
vil for eksempel ¢t — [ ((t — 1)(t — 2)(t — 3)) gennemlgbe den logaritmiske spiral. I det sidste tilfaelde
vil den undervejs endda gennemlgbe visse strackninger flere gange.

Nar vi veelger en bestemt made at gennemlgbe punktmangden i (3) pa, siger vi, at vi veelger en
parametrisering af kurven.

Det er nu bekvemt at antage, at p'(t) # 0 for alle t € I. En kurve, der opfylder dette kaldes
reguleer.

Det nyttige ved sadanne kurver er, at funktionen #(s) bliver strengt voksende, m.a.o at s; < $3 =
U(s1) < l(s3). Det folger af dette, at funktionen ¢ har en omvendt funktion. Vi betegner denne med
lomy. Der geelder altsa

lomy(t) = s <= U(s) =t. (4)

Indfgrer vi nu funktionen p, defineret som en omparametrisering af p ved

]_)o(t) = p(“gomV(t))a (5)
definerer denne kurve samme punktmaengde som p. Det folger endvidere fra kaedereglen for differen-
tiation samt reglen for differentiation af omvendt funktion, at

) = T

TZClk ©)

hvor s = Loy ().
Af dette folger, at ||p)(¢)|| = 1 for alle t. Generelt siges en kurve t — q(t) at veere parametriseret
ved buelengde safremt der for alle t geelder

17 =1. (7)
Enhver reguleer kurve kan saledes omparametriseres til kurvelengde.

Eksempel: Hvis vi veelger ty5 = 0 i eksemplet med den logaritmiske spiral, sa bliver s = ln(é +1) =
Como(t). Kurven t — ((§ + 1) cos(8In(§ + 1)), (5 + 1) sin(81n(§ 4 1)) er sdledes parametriseret ved
kurvelaengde.

Vi gar nu i gang med at diskutere begrebet krumning af en plan kurve. Vi vil for dette formal
kun betragte kurver g, der er parametriserede ved kurveleengde. Vi kan ogsa sige, at alle kurver gen-
nemlgbes med konstant hastighed 1. Som mal for krumning vil vi bruge sendringen i tangentlinierne:
Hvis i to neertliggende punkter g(t + At) og G(t) tangentlinierne er meget forskellige, vil vi sige, at
der er stor krumning. Omvendt, hvis tangentlinierne ikke sendrer sig ret meget vil vi nok synes, at
der ikke er ret megen krumning (se i gvrigt Figur 1). Med udgangspunkt i dette definerer vi nu
simpelthen krumningen k(t) i punktet g(¢) som den fart, som hastighedsvektoren 7' (¢) (og dermed
tangentlinierne) sendrer sig med, altsa

k(t) = |l(%6/)(t)|| = [[7"®)|- (8)
Hvis k(t) # 0 definerer vi
q//(t)

7T ©)

Det er meget let at se, at en ret linie i planen overalt har krumning 0. Faktisk kan en ret linie
skrives som t — q(t) = (a-t+b,c-t+d), hvor a, b, ¢, d er reelle konstanter (og a og c er ikke begge lig
nul), og hvor man uden indskrsenkning kan antage, at a® + ¢ = 1. Dermed er linien parametriseret
ved buelengde og 7’(t) = 0. Omvendt geelder, at hvis en kurve overalt har krumning 0, da opfylder
koordinatfunktionerne at 7 = 0 = y”, og dermed er 7 en ret linie.

Krumningsvektoren ny(t) =



Vi bemaerker videre, at ved differentiation af identiteten (2/(¢))% + (v/(t))? = ||7(¢)||* = 1 folger,
at 2(2'(t)2"(t)) + 2(y'(t)y"(t)) = 0, og dermed

for alle t : @'(t) - 7" (t) = 0, (10)
altsa at det indre produkt er 0 eller med andre ord, at krumningsvektoren ny(t) er vinkelret pa q'(t).

Vi kan konkludere, at de rette linier praecist er karakteriserede ved, at de har krumning 0. Videre
kan man vise, at de kurver, der har konstant krumning k # 0, preecist er cirklerne.

Vi minder om, at de rette linier i planen er basisobjekter vedrgrende geometriske figurer sasom
trekanter, parallelle linier osv., og kan ogsa naevne en velkendt egenskab ved de rette linier, nemlig
at de angiver de kurver, man skal beveege sig langs for hurtigst muligt (husk pa, at alle bevaegelser
lige nu sker med konstant hastighed 1) at komme fra et punkt i planen til et andet.

Det er disse egenskaber, vi vil sgge at generalisere, og med vores karakteristik via krumning har
vi et godt udgangspunkt. Vi skal dog farst lige diskutere kurver i R3.

Bevagelse i rummet.

Lad os nu ga et stort skridt videre og betragte kurver i R*. Faktisk er det matematiske skridt
slet ikke sa stort, de eneste forskelle er, at kurver nu er givet ved 3 koordinatfunktioner p(t) =
(x(t),y(t), 2(t)) samt at leengden af en vektor v = (v1, v2, v3) € R? er givet ved

|v|| = v} + v3 + v3. (11)

Ellers har vi praecist de samme formler som for kurver i R2.

Eksempel: Kurven h : t — h(t) = (cosat,sinat,bt) kaldes skruelinien eller helix’en. Det er den
kurve man vil bevaege sig i, hvis man gar op i rundetarn og holder en konstant afstand til vaeggen.
Antag, at a® +b*> = 1 (a og b er reelle konstanter). Da er skruelinien parametriseret ved buelsengde.
Krumningen bliver da a? og krumningsvektoren bliver (— cosat, — sin at, 0).

Bevagelse pa en flade.

Lad os nu indfgre begrebet “en flade” S i R®. Vi vil ikke her give den preecise definition men
nzevne, at det lgst sagt er, hvad der kan fremkomme ved at tage en del af R? og give den “buler”
og “fordybninger”, uden at der opstar skarpe kanter. Man kan f.eks. teenke pa en dug, der er
samlet sammen efter brug. Overfladen af glatte objekter vil ogsa veere flader, f.eks. kugleoverfladen
S? = {z € R? | ||z|| = 1}, overfladen af et bil- eller cykeldeek (uden ventilen!), opgangen i rundetérn
(en sakaldt vindelflade) eller siden pa en konservesdase (eller rundetarn!). Jordoverfladen vil ogsa
approximativt veere en flade. Man kan vise, at en flade lokalt kan skrives som grafen af en funktion af
to variable. (F.eks. er den gvre del af kugleoverfladen grafen af funktionen (z,y) — 2z = /1 — 22 — y?
med (z,y) i enhedsskiven. Hvis begge sider kvadreres fas nemlig 2> = 1 — 22 — y? og dermed
24yt +22=1)

Lad os spgrge os selv: Hvad skal pa sadan en flade svare til de rette linier i planen, altsa hvad er er
“ret linie” i et krumt rum? Ja, her kan vi teenke pa resultatet fra planen: De rette linier er preecist
de kurver, der har krumning 0.

Nar vi skal generalisere dette til en flade S, kan vi jo sige, at en kurve pa en flade er en kurve i
rummet R3, der blot “tilfeeldigvis” tager sine veerdier indenfor fladen S. Som rumkurve har den en
krumning og en krumningsretning. Her deler vi simpelthen denne krumning op i to komponenter g
og 7|, én komponent 74, der har med fladen at ggre og én, 7|, der er vinkelret pa fladen.

7'(t) = qs(t) + 7L (1) (12)
Her kan man forestille sig et “vaesen”— somme tider (for sjov) kaldet et “fladedyr” —, der lever pa
fladen. Dette dyr kan kun meerke g% (¢), hvorimod @[ (¢) er den del, der ikke har med fladen at ggre

og derfor ikke kan meerkes af noget fladedyr.
Vi definerer den geodaetiske krumning k,(t) og normalkrumningen £, (¢) ved

kg(t) = llgs(D)ll  og k() = llgL(®)]. (13)
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FIGUR 3. For en “lillecirkel” pa kugleoverfladen S? er de indgéende stgrrelser som
anfgrt. Hvis vinklen mellem et punkt pa lillecirklen og z-aksen kaldes 6, da er krumnin-
gen af lillecirklen givet ved 1/ sin §, normalkrumningen er 1, og den geodeetiske krumn-
ing er %. Kun nar vinklen et % (altsa pa hvad der pa tegningen er sekvator),
forsvinder den geodeetiske krumning. Mere generelt er storcirklerne pa S? praecist de
geodaetiske kurver.

Ifglge Pythagoras geelder
E*(t) = k:g(t) + k2 (1). (14)

Vi kan nu definere begrebet en geodaet, eller hvad er det samme, en geodaetisk kurve pa en flade,
som generalisationen af begrebet en ret linie i planen ved:

Definition: En geodaet pa en flade S er en kurve I > t — p(t) € S, der er parametriseret ved
kurvelengde og opfylder, at den geodeetiske krummning overalt er 0.

Vi minder nu om, at der mellem to punkter p; og P i planen findes netop en ret linie, og denne
angiver den korteste vej mellem de to punkter. Med vores definition af geodseter er det ikke klart,
at disse har samme egenskab. Men det har de ikke desto mindre—mnaesten! Man kan nemlig vise, at
den korteste vej mellem to punkter ma veere en geodaet. Der geelder bare ikke altid, at der kun kan
traekkes en enkelt geodaet mellem to punkter, men hvis der er flere, kan man blot veelge den, der har
mindst leengde.

Sagt meget lgst beviser man, at geodaeterne har denne egenskab med hensyn til den korteste vej,
pa samme made, som man beviser det for rette linier i planen. Dette kan sa tages som yderligere en
bekraeftelse pa, at vores definition af de rette linier i krumme rum (altsa geodaeterne) er den rigtige.

Med vores definition bliver geodseterne pa S? alle storcirkler, og pa ydersiden af rundetarn (opfattet
som cylinderoverfladen C = {(z,y,2) € R® | 2% + y*> = 1}) bliver det skruelinierne (se ovenfor).
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Ficur 4. Et fladedyr skal for at bevaege sig den kortest mulige vej mellem to punkter

A og B pa en flade (f.eks. en vindelflade) fglge en geodeet.
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Bemaerk, at i den sidste model geelder, at hvis vi har to punkter pa C i forskellig hgjde z, da findes
der uendeligt mange forskellige geodaeter, der forbinder dem. Altsa en komplet anden situation end
i planen. Geodeterne i det indre af rundetarn (vindelfladen) er sveerere at beskrive (det er ikke
skruelinier). Dog kan man vise, at hvis ¢ angiver vinklen mellem kurven og det vandrette, og hvis d
angiver afstanden ind til centrum af rundetarn, da vil der geelde for en given geodeet, at v/1 4 d? sin ¢
er konstant.

Endelig kan naevnes, at man kan angive ligningerne som en geodaet skal opfylde. I “lokale koordi-
nater” (u,v) skal en geodeet (u(t),v(t)) opfylde
u’ + T (W) + 20 u'" + T3, (0)? = 0 (15)
V" + T3, (W) + 2T L'y + T, (v))* = 0,
hvor symbolerne F;k er kendte funktioner pa fladen, de sakaldte Christoffelsymboler.

Udover de geometriske overvejelser leder vore betragtninger over tid og bevaegelse saledes bl.a. til
hen til teorien for (ikke-linesere) differentialligninger. Vi vil dog slutte her, men kan bemerke, at
f.eks. emnet “differentialligninger” har veeret behandlet i andre udgaver af “Naturligvis”.
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Opgave 1.1. Tegn/plot

ar(t) = (5t +3,—2t+4) ; t € [-2,2].
Bestem o(t) og " (t) . Samme sporgsmal for
as(t) = (5cos(7t),5sin(7t)) ; t € [0,1],
as(t) = (e’ cos(8t), e'sin(8t)) ; t € [0, 1],
ay(t) = ((é + 1) cos (8 ln(% + 1)) , (é + 1) sin (8 ln(é + 1))) ; te[l,2], og
ai1(t) = (cos(at), sin(at),b) ; t € [0,5].

I sidstnevnte eksempel et a,b positive konstanter. Huvad er betingelsen pa disse for, at kurven er
paramentriseret ved kurvelengde?

Krumningen k(s) af en kurve I 5 s +— f(s) er defineret under antagelsen Vs € I : ||5'(s)|| = 1, og
er sa givet ved k(s) = ||5"(s)]|-

Safremt I > t — «t) = (x(t),y(t)) er en kurve, der ikke ngdvendigvis er parametriseret ved
kurveleengde, men som dog opfylder Vt € I : ||o/(t)]| # 0 kan krumningen udregnes til

Oy — ()
k() = POIE

Opgave 1.2. Bestem krumningen af alle kurverne i Opgave 1.1.




