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FAGPROJEKT
KATEGORIER, DERES NERVE OG DERES
(KO)HOMOLOGI.

TOKE NORGARD-SORENSEN
VEJLEDER: JESPER GRODAL

RESUME. I dette projekt vil jeg introducere homologi og kohomo-
logi af en kategori. Dette er en generalisering af bl.a. (ko)homologien
af en gruppe, da enhver gruppe kan opfattes som en kategori. Ho-
mologi og kohomologi af en kategori introduceres via de kategori-
teoretiske konstruktioner limes og kolimes, og det vises hvordan
kohomologien kan opfattes som en gradueret algebra. Desuden gi-
ves eksplicitte formler for at udregne homologien og kohomologien.

Herefter skiftes synsvinkel fra det rent algebraiske til det topo-
logiske. Jeg introducerer et topologisk rum tilknyttet en kategori
kaldet nerven af kategorien og beskriver sammenhaengen mellem
(singulaer) (ko)homologi af nerven og (ko)homologi af den under-
liggende kategori. Nerven er en funktor, og jeg viser, hvordan en
naturlig transformation F' = G giver en homotopi fra nerven af F'
til nerven af G.

Sidst i opgaven udregner jeg homologien og kohomologien for
nogle konkrete tilfzlde.
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I dette projekt betegner R altid en kommutativ ring med 1-element.
Og C betegner altid en lille kategori.
En stor del af projektet er baseret pa [4].

1. C-REPRESENTATIONER O0G RC-MODULER

Lad A og B vare kategorier. Sa defineres en ny kategori B som
folger: Objekterne er alle funktorer A — B og Homga(F,G) er de na-
turlige transformationer fra F' til G. Identitetsafbildningen i Homga (F, F')
er identitetstransformationen, dvs. transformationen som er identiteten
pa alle komponenter. Kompositionen af naturlige transformationer er
blot komponentvis komposition. Det ses let, at aksiomerne for en ka-
tegori er opfyldt for BA.

En funktor C — R-mod kaldes en representation af C over R. Her
betegner R-mod kategorien af R-moduler.

Lad Ob(C) betegne maengden af objekter i C og Mor(C) maengden
af morfier i C. Lad dom(«) og cod(a) betegne hhv. domeenet og kodo-
maenet af morfien a. Sa defineres kategorialgebraen RC som fglger: Som
R-modul er RC den frie modul med basis Mor(C): altsa RC = R Mor(C).
For o, 5 € Mor(C) defineres produktet

0f = {a o hvis dom(a) = cod()

0 ellers

Produktet pa hele RC fas ved bilinesert at udvide dette produkt. Det ses
let, at RC herved bliver en associativ algebra. Hvis Ob(C) er endelig er

a 0g « (ZzeOb(c) 1x) = @ 0 lgom(a) = o for alle a € Mor(C).

[ dette projekt vil jeg kraeve, at en (venstre) RC-modul M opfylder,
at M = > cone) l«M. Og RC-mod betegner kategorien af sadanne
moduler. Bemaerk at kravet til M, i tilfeeldet hvor Ob(C) er endelig, er
akvivalent med, at 1gem = m for alle m € M.

Jeg vil nu definere en funktor r: (R-mod)¢ — RC-mod og en funktor
s: RC-mod — (R-mod). Som R-modul sattes r(F) = @,cone) F(2).
For en morfi o : © — y i C og et element (m.).cobe) € r(F) seettes
a(m,) = (n,), hvor n, = F(«a)(m,) og n, = 0 for z # y. Herved bliver
r(F') en RC-modul. For en naturlig transformation ¢: F' = G defineres
r(¢) ved r(¢)((mz)) = (¢r(my)). Sa er r(¢) en R-homomorfi, da alle ¢,
er det, og naturligheden af ¢ giver, at r(¢) ogsa er en RC-homomorfi.
Det ses let, at r er en funktor.

Lad M veare en RC-modul. Definer s(M) ved s(M)(z) = 1,M og
s(M)(a) = (m — am). Dette giver mening, da hvis a: x — y og 1,m €
1,M, sa a(l;m) = (1,00 1,)m = 1,(am) € 1,M. Det er klart, at
s(M)(«) er en R-homomorfi. Lad f: M — N veare en RC-homomorfi.
Definer s(f): s(M) = s(N) ved at komponenten s(f),: 1,M — 1,N
er restriktionen af f. Det giver mening, da f(1,m) = 1,f(m) € 1,N.
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Naturligheden af s(f) folger af, at acf (m) = f(am) for alle & € Mor(C)
og m &€ M.

Seetning 1.1. Funktorerne r og s defineret ovenfor giver en ekvivalens
af kategorier. Dvs. 1(p.pmogyc =2 ST 09 78 = 1Rc mod-

Bewis. Definer den naturlige transformation n: 1 = sr ved, for en funk-
tor F': C — R-mod og et objekt = i C, at lade (nr), veere inklusionen af
F(z)ir(F) = @.conc) F'(x). Der geelder netop, at 1, @,cone) F(z) =
F(z) set som undermodul af den direkte sum, sa (ng),: F(x) — 1,7 (F)
er en isomorfi. Naturligheden af ng tjekkes let. Vi har at n er naturlig,
hvis givet en naturlig transformation ¢: F' = G, at ngo¢ = rs(¢) ong.
Og denne lighed geelder netop hvis (ng). 0 ¢ = (rs(¢)). o (nr), for alle
objekter x i C, hvilket let ses geelder.

Definer den naturlige transformation e: rs = 1 ved forey;: @1, M —
M at sztte e((m,)) = > m,. Som R-modul er M = @, conc) l.M (di-
rekte indre sum), da hvis Y>> 1,m =0, sa 1,m = 1,5 1,m = 0 for alle
y € Ob(C). Dette viser, at €); er en R-isomorfi. Det ses let, at €); ogsa
er en RC-isomorfi. Naturligheden af € tjekkes let. g

Bemeerk, at funktoren r ved restriktion giver en bijektion 7: Hom g moeayc (F, G) —
Hompge(r(F'), r(G)). Dette geelder, da (jeevnfer nedenstaende kommuta-

tive diagram) o~ tsr(¢) = ¢ for alle ¢: F = G og

ro ts(y) = trsrots(v) = mrs(v) = ¥
for alle ¥: r(F) — r(G).

I—Ionl(R—mod)C (F7 G) - HOHIRC (T(F% T(G))

-1 S _ —1
oTese \Lz / ZTT—“(G)O“T(F)

Homg_moa)c (57 (F'), s7(G)) —— Hompe (rsr(F),rsr(Q))

Da Hompge(r(F),7(G)) er en R-modul bliver ogsa Hom g yea)c (F, G)
en R-modul via 7. R-modulstrukturen er givet ved (¢ + ¢), = (¢ +
;) og (ad), = (ag,) for alle ¢,9: FF = G og a € R. Herved bliver
Hom g moaye (_, _): ((R-mod)®)°P x (R-mod)¢ — R-mod en funktor, der
er naturligt isomorf med Hompge(r(_),r(_))

Bemerkning 1.2. En gruppe G kan opfattes som en kategori med praecis
1 objekt x og en endomorfi g: x — x for hvert g € G. I dette tilfeelde er
en funktor F': G — R-mod en szdvanlig gruppereprasentation G —
F(z) og RG-algebraen er den ssedvanlige gruppealgebra. Seetning 1.1
er en generalisering af det velkendte resultat, at repraesentationerne af
G over R svarer til modulerne over RG.

2. LIMES OG KOLIMES

Et stort antal konstruktioner i matematik kan karakteriseres ved
en sakaldt universel konstruktion. Mange af disse konstruktioner kan
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defineres som limes eller som kolimes af en funktor. I dette projekt
bruges limes og kolimes til at indfgre hhv. kohomologi og homologi af
en kategori.

2.1. Limes. Lad A og B vare kategorier. Sa definerer vi en funktor
A: B — B4 ved at A(B) er den konstante funktor der afbilder alle
objekter i B og alle morfier i identitetsmorfien 15. For en morfi f i A
er A(f) den naturlige transformation, hvis komponenter alle er f.

Lad F: A — B veere en funktor. Hvis man forestiller sig A tegnet
som et diagram, kan man taenke pa F' som et diagram i kategorien B
med form som A. En kegle over F er et par (B, n), hvor B er et objekt i
Bogn: A(B) — F er en naturlig transformation. Dette kan visualiseres
som objektet B svaevende over “diagrammet” F med en pil fra B til
hvert objekt i diagrammet. Antag keglen (B,n) opfylder, at der for
enhver anden kegle (C, () findes en entydigt bestemt morfi f: C' — B,
sa ¢ =noA(f). Sa kalder vi B for limes af F' og skriver lim F' = B. Vi
har, at lim F' er entydigt bestemt op til entydigt bestemt isomorfi: Hvis
ogsa (C, C) er limes af I, sa findes entydigt bestemte morfier f: C' — B
og g: B — C, der kommuterer med keglerne. Dermed er ¢ = (o A(gf),
sa gf = 1o pa grund af entydigheden af denne morfi. Tilsvarende er
fg=1p.

Givet en naturlig transformation 0: E — F i B* og kegler (lim E, ()
og (lim F,n) fas en kegle over F' som (lim E, 6 o (), sa vi kan definere
lim#: lim F — lim F' som den entydigt bestemt morfi, der opfylder
0 o(¢=mnoA(lim#). Hvis lim F eksisterer for alle funktorer F' bliver
lim herved en funktor BA — B: At lim(1z) = lympr og lim(6,60,) =
lim(#;) lim(f,) folger af entydigheden af disse morfier.

Hvis A er den tomme kategori — kategorien med 0 objekter — kaldes
lim F for et terminalt objekt for B. Sa i dette tilfeelde er lim F' et objekt,
til hvilket der eksisterer en entydig bestemt morfi fra ethvert andet
objekt i B.

Szetning 2.1. Antaglim: BA — B eksisterer. Sd er lim hgjre-adjungeret
til A. Dvs. der eksisterer en naturlig isomorfi mellem de to funktorer
Hompa(A(_),_), Homg(_,lim(_)): (B)°? x (BA) — Set.

Beuvis. Lad B € Ob(B) oglad F': A — B med tilhgrende kegle (lim F, ).
Definer ®: Hompa(A(B), F') — Homp(B,lim F') som fglger: Lad ¢ €
Homgpa(A(B), F). Saer (B, () en kegle over F. Lad ®(() veere den en-

tydigt bestemte morfi, sa ¢ =no A(P(()). I den anden retning definer
U: Homp(B,lim F') — Hompga(A(B), F) som U(f) =no A(f). Sa fas

e (C) = no A(®(C)) =¢

og

QU(f) =2(noA(f)) = f
hvor sidste lighed fglger af entydigheden af f. Sa W er en bijektion. Lad
g: B — C vaere en morfi, lad E veaere en funktor med tilhgrende kegle
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(im E,¢) og lad 0: E = F. Sa folger naturligheden af ¥ af fglgende
diagram:

(A(f)

Hom(A(C), E) <~— Hom(C, lim E)

Hom(A(B), F) <~— Hom(B, lim F)

0CA(f)A(g) = nA(lim(6) fg)

Hom(A(g),G)i lHom(g,lim 0)

1lim(0) fg

g

Bemarkning 2.2. Nar vi beskaeftiger os med repraesentationer af kate-

gorier kan man veelge kodomaenet for Homgmoaye (A(_), ) og Homp(_, lim(_))

som kategorien R-mod og ikke bare kategorien Set. Det ses let, at den
naturlige isomorfi i beviset for ssetning 2.1 ogsa giver en naturlig iso-
morfi i dette tilfeelde — altsa at bevisets ¥ er en R-isomorfi.

Fremover bruges notationen R = A(R) € Ob((R-mod)®)

Szetning 2.3. Funktoren lim: (R-mod)¢ — R-mod er naturligt isomorf
med Hom(R—mod)C (B7 7) :

Beuvis. Vi har
Hom g moaye (B2, _) ~ Hompg(R,lim(_)) ~ lim

Forste isomorfi fglger af saetning 2.1 plus efterfglgende bemeaerkning.
Anden isomorfi fglger af, at vi har en naturlig isomorfi ®: 1p 04 =
Hompg(R, ), givet ved &y (u) = (a — au) for enhver R-modul U.

Jeg har snydt lidt i dette bevis, da jeg ikke har vist, at lim eksisterer.
Det kan dog vises eksplicit, for en funktor F': C — R-mod, at keglen
(Hom (g moaye (B, F),n), hvor 1,(¢) = ¢.(1), opfylder betingelserne til
at veere limes af F'. Sa lim F' eksisterer. O

Fra ovenstaende satning ses det, at lim: (R-mod)® — R-mod er
venstre-eksakt, sa lim har hgjre-deriverede funktorer lim* for alle i > 0
(se [5] for en definition). Per isomorfien (R-mod)¢ ~ RC-mod fglger
det, at (R-mod)¢ har nok injektive moduler (jf. [1] seetning I11.4.3), s&
lim’ eksisterer. Det ses yderligere, at lim* ~ Extl(' Rmoa)c (B, ), (funkto-
ren Exté Rmod)c (2, _) er netop defineret som den i-te hgjre-deriverede
funktor af Homg ey (R, _)). Lad M veere en repraesentation af C.
Sa definerer vi kohomologien af kategorien C med koefficienter ¢ M
som H*(C,M) = Ext(g_,oqc (&, M). Vi ser, at H*(C, M) er isomorf
med lim* M. Hvis R og M ved brug af ssetning 1.1 opfattes som RC-
moduler, kan Ext(p ,,q)c (R, M) identificeres med Exty (R, M). Hvis C
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er en gruppe ses det, at vores definition af kohomologi stemmer overens
med den normale definition af gruppe-kohomologi.

2.2. Kolimes. Givet en funktor F': 4 — B fas en ny (ogsa kovariant)
funktor F°: A°® — B°P som har samme veerdi som F' pa alle objekter
og morfier. Sa defineres kolimes af F' som colim F' = lim F°. Herved
bliver ogsa colim: B4 — B en funktor (hvis den eksisterer). En naturlig
transformation fra A: B? — (B°P)A™ til F° svarer til en naturlig
transformation fra F til A: B — B#4. Dermed kan colim F beskrives
som fglger: En kokegle under F' er et par (B,n), hvor B er et objekt i B
og n: F' = A(B) er en naturlig transformation. Dette kan visualiseres
som B haengende under “diagrammet” F' med en pil fra hvert objekt
i diagrammet til B. Hvis kokeglen (B,n) opfylder, at, der for enhver
anden kokegle (C|() findes en entydigt bestemt morfi f: B — C, sa
¢ =A(f)on,saercolimF = B.

Hvis A er den tomme kategori kaldes colim F' for et initialt objekt
for B.

Som dual til seetning 2.1 gaelder der, at colim er venstre-adjungeret
til A. Men det resultat vil jeg ikke bruge i denne opgave.

Seetning 2.4. Funktoren colim: (R-mod)® — R-mod er naturligt iso-
morf med R ®pge (_). I R ®pge (_) opfattes R som en hgjre RC-modul
(svarende til en kontravariant funktor) og representationen der erstat-
ter _ skal opfattes som en venstre RC-modul, jevnfor setning 1.1.

Bevis. Lad M veere en repraesentation af C. Vi har en naturlig transfor-
mation n: M — A(R®M) givet ved n,(m,) = 1, ®m,. Givet endnu en
kokegle (C, () under M defineres ®: R®@ M — T ved for m, € M(x),
at ®(1, ®@my,) = ((my). @ er veldefineret, da ® er induceret fra afbild-
ningen ((72)zeob(c), (Ma)zeob@e)) = (Co(TeMa))zeob(c), som er bilineser
pa grund af naturligheden af ¢. Vi har ( = A(®)n, og ¢ er entydigt
bestemt af denne ligning. Sa R ® M er kolimes af M. U

Fra ovenstaende sztning ses det, at colim: (R-mod)¢ — R-mod er
hgjre-eksakt og colim har derfor venstre-deriverede funktorer colim; for
alle 7 > 0 (se [5] for definition). Det er velkendt, at RC-mod har nok
projektive moduler, sa colim; eksisterer. Det ses yderligere, at colim; ~
Tor®™(R,_) (funktoren Torf“(R,_) er netop defineret som den i-te
venstre-deriverede funktor af R®ge(_)). Lad M veere en repraesentation
af C. Sa definerer vi homologien af kategorien C med koefficienter i M
som H,(C,M) = Torf(R, M). Det ses, at H,(C, M) er isomorf med
colim, M. Hvis C er en gruppe, ses det, at denne definition af homologi
stemmer overens med den normale definition af gruppehomologi.
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3. Ext OG EKSTENSIONER
Lad A veere en algebra over R og lad M og N vaere moduler over A.
En ekstension af grad n > 1 er en eksakt folge
0—-N—->U,_1—--—>Uy—>M-—0

hvor Uy, ...,U,_1 er A-moduler. Denne ekstension er relateret til ek-
stensionen 0 - N — V,, 1 — --- — Vj — M — 0, hvis der eksisterer
A-homomorfier f;: U; — V; sa fglgende diagram kommuterer:

Upy — - —= Uy
0——=N fn—1 fo M——0
Vg — o ——= 1

Lad E™ betegne meengden af ekstensioner af grad n modulo sekviva-
lensrelationen frembragt af ovenstaende relation.

Jeg vil vise, at Ext’y (M, N) er i bijektion med E™. Bemeerk at jeg har
antaget n > 1, da Ext% (M, N) ikke ngdvendigvis er i bijektion med ek-
sakte folger 0 — N — M — 0. Som jeg introducerede Ext i foregaende
afsnit, er Ext’ (M, N) = H*(Homa(M, 1)), hvor N — I er en injektiv
resolution af V. Men der gaelder, at denne definition er sekvivalent med
Ext’ (M, N) = H*(Homu(P, N)), hvor --- 2 P, 2% Py 2% M er en
projektiv resolution af M (jf. [6]). Lad en sadan resolution veere valgt
(det er velkendt, at en sadan resolution eksisterer).

Definer ®: E™ — Ext’y (M, N) som felger: Lad £ € E™

E=0—-N"U,_, 5L ... 50 %% M —0)
Da P, er projektiv, kan vi veelge ¢¢: Py — Uy, sa agpg = dy. Antag
Qi P, — U ervalgt fori =0,...,k 0 <k <n,sadan at a;¢; = ¢;_1d;,
hvor (25,1 = 1M Sa er ak¢kdk+1 = ¢k71dkdk+1 = 0, sa Im(¢kdk+1) Q
Im(agi1), sa da Pyyq er projektiv kan vi veelge ¢py1: Pioy1 — Ugyr, sa
Qpr1Pks1 = Prdio1. Vi far altsa folgende kommutative diagram

(3.1) 0 N Un—1 e Uo M 0
¢nT (z)n—lT (1501\ /
Pn Pn—l PO

og jeg definerer (&) = [¢,]. Da «,, er injektiv, er ¢,d,+1 = 0 hvis og
kun hvis a, ¢, d, 1 = 0 og dette er sandt. Sa ¢,, € Ker(Homa(d,11, N)).

Lad0—>Nﬂ—"> 1 6"—71>---’8—1>%ﬁ—0>M—>0vaereenanden
ekstension, der er relateret til £ via en af de frembringende relationer.
Dvs. vi har (f;: U; — Vi)?z_ol der kommuterer med «;’erne og (3;’erne.
Lad ¥;: P, — V;, 1 = 0,...,n veere valgt som ¢;’erne. Sa vil jeg finde
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et 0, 1: P,y — N, sa ¢, — 1, = 0, 1d,, da det sa folger, at ® er
veldefineret. f¢ (hvor f, = 1y) og v er begge kadeaftbildninger, der
udvider 1,; sa der findes en kaedehomotopi 0 fra f¢ til ¢: Lad nemlig
0, = 0 for k < 0 og lad induktivt 0y veere et loft af fror — r — Op_1d;
langs (k11 (for k > n er 0, = 0). Sa er 6,1 den gnskede homomorfi.

Jeg vil nu definere en invers ¥ til ®. Sa lad [¢p] € Ext’}(M, N),
¢: P, — N. Definer U,_; som push-out’et af d,, og ¢ — dvs. som
kolimes af nedenstaende diagram med U,,_; fjernet:

dn,
P, — P,
|
¢> | ¢n71

A
Qn
N-- >U'nfl

Eksplicit definerer jeg U,—1 = (N @ P,—1)/A{(¢(p), —d.(p)) | p € P.}
og lader a,(n) = (n,0) og ¢n-1(p) = (0,p). Sa er «, injektiv: Da
¢ € Ker(Hom(dp, 41, N)) er Kerd,, C Ker ¢. Sa antag [(n,0)] =01 U,_1,
dvs. (n,0) = (¢(p), —dn(p)) for et p € P, (en sum er ikke ngdvendig).
Sa er —d,(p) =0, sa n = ¢(p) =0.

Definer o, _1: U,y — P,_o (hvor P_; = M) ved

n1(n,p) = dn_1(p)

Sa er a,_1(o6(p), —dn(p)) = du_1d,(p) = 0, sa a,_1 er veldefineret.
Det er klart, at Ima,,_y = Imd,,_; og at Ima,, C Kera,_;. Og hvis
an_1(n,p) =0, saer p € Kerd,_; = Imd,, lad os sige p = d,,(p,). Og
sa (n,p) = (n— é¢(pn),0) € Imay,. Altsa er

E=0—-N—-U,1—P,g—-—FP—M-—0)

)

en ekstension, og jeg definerer W([¢]) .
(Y], —1 = 6d,,0: P,_1 — N.

Lad [¢] € Ext’;(M, N) og antag [¢]
Lad
ﬁn—l

V) =F=0—-N2v, 228 p ... 5Py — M —0)

hvor V,,_; = (N @ P,_1)/B. Definer en A-homomorfi f,_1: U,_1 —
anl ved fnfl(n7 ) = (n—i—@(p),p) Sa er fnfl<¢(p)> _dn(p)) = (¢(p) -
0d,(p),—d.(p)) = (¢¥(p),—d.(p)) € B, sa f er veldefineret. Det er
klart, at fh,_10p, = By, 08 Bn—1fn-1 = a1, sa hvis vi seetter f; = 1p,
fori=0,...,n—2servi,at £ =F i E" Sa V er veldefineret.

OV = 1: Dette er klart: Hvis U([¢]) = & givet ovenfor, kan jeg for
1=0,...,n—2veelge lgftene P, — P, som identiteten og derefter veelge
lpftene P,_1 — U,_1 og P, — N som hhv. ¢,,_1 og ¢,.

Ud = 1: Lad &€ € E™ og antag ®(E) er givet som diagrammet
(3.1) ovenfor. Lad ¥(®(€)) = (0 — N 2% (N @ P,_,)/B 24

P,y — -+ — By — M — 0). Sa kan vi definere en A-homomorfi

fnflz (N S Pnfl)/B - Unfl ved fnfl(nap) = O571(”) + ¢n71(p) (SelV
om @y, ...,¢0,—1 ikke er med i billedet ®(E) ved jeg, at de eksisterer,
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og de kan derfor bruges i definitionen af f;’erne). Velger jeg fi = ¢;
fort=0,...,n — 2 ses det let, at f;’erne kommuterer med «;’erne og
Bi'erne. Sa WU(®(E)) =& 1 E™

3.1. Ext som algebra. Modulerne Ext’i (M, N) kan samles til en en-
kelt gradueret R-modul
Exta(M,N) = P Ext’} (M, N)
n>0
Et element i Ext’y (M, N) C Ext4(M, N) kaldes et element af grad n.
Givet ekstensioner

0—-N—->U,1— —U=>M—0

og
O—>Mﬁ>vm71—>~~—>vo—>K—>O

kan man danne en ny ekstension
O—>N—>Un71—>---—>U06—a>Vn71—>---—>V0—>K—>O

og det er klart, at ackvivalensklassen af den nye ekstension kun af-
heenger af ackvivalensklasserne af de to forste ekstensioner. Sa via bi-
jektionen mellem Ext og ekstensioner far vi et veldefineret produkt
Ext’y (M, N) x Ext?(K, M) — Ext’7™™(K,N). Jeg har her antaget
m,n > 1, men man kan ogsa definere et produkt hvis m eller n er
lig 0: Lad [¢] € Exty(M,N), ¢: P, — M. Da ¢d,+1 = 0 inducerer ¢
en homomorfi ¢: Im(d,) — M. Hvis man valger en projektiv resolu-
tion @, — N, kan man veelge en keedeafbildning (¢r: Py — Qk—n)i>n
der udvider ¢ (dvs. hvor dy¢, = ¢d,,). Tilsvarende kan man veelge en
projektiv resolution S, — K og givet [¢] € Ext'y (K, M), : K — M
kan man valge en kaedeafbildning 1), af grad —m der udvider 1. S& kan
produktet af [¢] og [¢] defineres som [d} dnthy1m] € Ext™ ™ (K, N) —
dvs. som elementet svarende til kompositionen ¢,1, af kaedeaftbildnin-
gerne. Det kan vises, at dette produkt er veldefineret og for n,m > 1
er lig produktet defineret ovenfor via ekstensioner. Se [6].

Hvis K = M = N fas et produkt pa Ext (M, M) og det kan vises,
at dette produkt gor Exta(M, M) til en gradueret R-algebra (her er
det muligvis ngdvendigt at leegge restriktioner pa R og A, se [6]). 1-
elementet 1 Ext (M, M) er [15/dy).

4. DEN LINEARISEREDE REPR/ESENTABLE FUNKTOR

I dette afsnit vil jeg indfgre en projektiv repraesentation af C. Denne
repraesentation skal bruges til at give en eksplicit projektiv resolution
af repraesentationen R.

Lad x veere et objekt i C. Sa defineres den lineariserede representable
funktor F,: C — R-mod som fglger: Pa et objekt y er F(y) den frie
R-modul med basis Home(z,y). Og for en morfi 8: y — z er F,(f)
givet ved F,(3)(a) = o« for alle @« € Home(z,y). Det ses let, at F,
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er en funktor. For en morfi v : w — x definerer vi F,: F, = F, ved
(F,)y(8) = B o a. Naturligheden af F, folger af folgende diagram:

Qt o7y

Boat foaory

Herved bliver F' : C°P — (R-mod)¢ en funktor. Lad M veere en reprae-
sentation af C. Sa bliver Hom (R-moa)e (F', M) en (kovariant) funktor
C — R-mod, dvs. en repraesentatlon af C.

Saetning 4.1 (Yonedas lemma). M er ekvivalent med Hom g_poqc (F, M).

Bevis. Seet H = Homp.mea)c (F, M). Definer en naturlig transforma-
tion o: M = H ved (o,(m ))y(a) = M(a)(m). Naturligheden af o, (m)
folger af, at M er en funktor. Og o, er en R-homomorfi: For alle
m,n € M(z)og a:x — vy, er
oz (m1 +ma)y(a) = M(a)(mi + ms)
= M(a)(mi) + M(r)(m2)
= 05(ma)y (@) + 0z (ma2)y (@)
sa o,(my + ma), = 0x(my), + 0,(my), for alle objekter y og dermed
o (mi+ms) = 0,(my)+0,(ms). Tilsvarende ses ao,(my) = o,(am,) for
alle a € R. Naturlighed af o: Lad v: w — x, m € M(w) og a: x — y.
Sa er
(0o (M(y)(m)))y(a) = M(a)(M(v)(m))
og
(H(7)(ow(m)))y(a) = M(aoy)(m)
sa o, 0 M(y) = H(y) 0 0.
Definer nu 7,.: H(z) — M(z) ved 7,(¢) = ¢.(1,) Jeg vil vise 7, er
invers til o,:
T(0:(m)) = 0.(m)(1,) = lM(x)(m) =m

0g
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Altsa er o en naturlig isomorfi. O
Saetning 4.2. Lad x vere et objekt i C. Sa er F, projektiv.

Bevis. Lad M og N veere repraesentationer af C og lad naturlige trans-
formationer ¢: F, = N og 0: M = N vare givet, sa 0, er surjektiv for
alle objekter y. Jeg skal sa finde en naturlig transformation ¢ : F, = M,
sa ¢ =0o1).

Vealg et m € M(x), sa 0,(m) = ¢.(1,). Seet ¢ = 0,(m), hvor o, er
givet i forrige bevis. Sa er

sa f o= o. U

Per seetning 1.1 kan F, identificeres med en RC-modul og seetning
4.2 giver ogsa, at denne modul er projektiv.

5. FORMEL FOR H,.(C,M) oc H*(C,M)

Lad M veere en repreesentation af C. Ligesom Extl.(R, M) kan ud-
regnes ved brug af en projektiv resolution, kan ogsa Tor™ (R, M) bade
udregnes ud fra en injektiv resolution af M og — som jeg vil ggre — som
Torfc (R,M) = H.(P,®pc M), hvor P, — R en en projektiv resolution
af R som hgjre RC-modul.

Jeg vil give to eksplicitte resolutioner af R i (R-mod)¢, dvs. resolu-
tioner --- = P; = Py = R hvor P,’erne er funktorer, og randafbild-
ningerne er naturlige transformationer.

Lad n > 0 og © € Ob(C). Definer P,(z) som den frie R-modul med

basis de lister af morfier (g, @y, - .., a,) € Mor(C)"™, hvor cod oy = x
og dom(a;_1) = cod(«;). For listen (a, aq, ..., ay) vil jeg enten bruge
notationen afay, ..., a,] eller z < zy < -+ <~ 2, For en morfi 3

i C definer P,(B)(alay,...,an]) = (Ba)[ag, ..., a,]. Det ses let, at P,
herved bliver en funktor.
Definer R-homomorfien (d,),: P,(z) — P,_1(x) ved

n—1
(dp)e(afaq, ... an]) = aoqfag, ..., q,) + Z(—l)la[al, e QG e, O]
i=1
+ (=D)"alay, ..., o]

Definition kan skrives kortere som
n
i=0
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Definer desuden R-homomorfien €,: Py(z) — R ved e,(a[]) = 1. Det ses
let, at d, = ((d,)z) og € = (€&;) er naturlige transformationer. Desuden
tjekkes det let, at d,d,,»1 = 0 og edy = 0.

Ved brug af seetning 1.1 kan kedekomplekset - 2 P, 2 Py 5
R — 0 opfattes som et kaedekompleks af RC-moduler. Som R-modul

er sa

P” = @ Pn(ZL‘) = @ Ra[al ..... an)

z€O0b(C) alat,...,an]

(Her er Ry,
de 79 <+ ... &% 1) er undermodulen B aecMor(C) dom(a)=z0 Fajos
ogsa en RC undermodul og det ses, at denne undermodul er isomorf
med F,y = 3y cob(e) Fao(y) (RC-modulen svarende til den lineariserede
repraesentable funktor). Som RC-modul er altsa

a,) = R.) For en given kaede [ay, ..., a;] (dvs. en kee-

-----

og da alle summanderne ifglge setning 4.2 er projektive er ogsa P,
projektiv.
Definer R-homomorfier (hy,),: P,(x) — P,11(z) ved for n > 0 at

og definer (h_y),: R — Py(x) ved h_1(1) = (z <= z). Seet h, =
((Pn)z)zeob@): P — Pug1. hy er ikke en RC-homomorfi — kun en R-
homomorfi — men det er heller ikke ngdvendigt. Det tjekkes let, at
dpi1hy + hy1d, = 1 forn > 1 og dyhg +h_1e =1 0g eh_y = 1. Sa
h, er en kontraherende homotopi og det fglger, at P, — R er eksakt.
Altsa er P, en projektiv resolution af R. Jeg vil kalde denne standard-
resolutionen af R.

Definer D, (z) som undermodulen af P,(x) med basis de degenere-
rede keeder af morfier — dvs. de kaeder afaq, ..., a,] hvor a; = 1 for et
i€ {l,...,n}. St P,(z) = P,(x)/Dn(z) og lad (d,),: Pn — Pn_1
veere induceret af (d,),. Opfat - -+ — P; — Py — R — 0 som et kaede-
kompleks af RC-moduler. Sa er dette en resolution af R — komplekset
er eksakt, da h inducerer en kontraherende homotopi pa det. Og re-
solutionen er projektiv, da P, ligesom P, er en direkte sum af F),’er.
Resolutionen vil jeg kalde den normaliserede standard-resolution af R.

Bemarkning 5.1. Hvis C er en gruppe er de projektive resolutioner
defineret ovenfor resolutioner af R og resolutionerne er faktisk frie, da
F, ~ RC (her er x objektet i C). Den fgrste resolution er den sakaldte
bar-resolution af C og den anden resolution er den normaliserede bar-
resolution af C (jf. [1] L.5).

Lad M veere en R(C°P)-modul. Sa bliver M en hgjre RC-modul ved
at sette ma = am. Betegnes nemlig kompositionerne i C og C°? med
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hhv. o og * fas
m(ao f) = (ao f)m = (B * a)m = flam) = (ma)s

En projektiv resolution af R som hgjre RC-modul kan altsa fas ved at
bruge en af definitionerne ovenfor for kategorien C°P.

6. NERVEN AF EN KATEGORI

De projektive resolutioner af R beskrevet i foregaende afsnit er ikke
trukket ud af den bla luft, men har en teet forbindelse til en topologisk
konstruktion tilknyttet en kategori — den sakaldte nerve af en kategori.

6.1. Definition af nerven. Lad
A" ={(tg,...,ty) ER™ > t; =1,¢; > 0}
i=0
vaere standard simplekset. Lad
A, = A ={(ay,...,a,) € Mor(C)" | dom a; = cod a4}
for n > 1 og lad Ag = Ob(C). Giv A, den diskrete topologi. Lad n > 1
ogi€{0,...,n}. Definer d,,;: A, — A,_; som
dnﬂ.(‘ro(_...(_xn) — (x()(_.(_i‘:(_ Hxn)
hvor jeg bruger samme notation som i definitionen af randafbildninger-

ne for standard-resolutionen af R. Definer desuden §™*: A1 — A"
som

5”,’5(1:07 tee 7tn—1) - (tO’ s 7ti—17 07 tia s 7tn—1)

Lad nun >0 og i € {0,...,n}. Definer s™: A, — A,,; som
, 1o,
Sn’Z(ZL“o‘_"'Hxn):(170<_""_5L‘i<—93i<_""_1‘n)

og definer o,,;: A" — A" som

O'n,i<t0, Ce >tn+1) = (tg, Ce 7ti —|— ti+1, Ce ,tn+1)

Nu kan nerven |C| af C defineres som

c] = (H AnxA") J~

n>0

hvor ~ er ackvivalensrelationen frembragt af relationerne

(a,0™(#)) ~ (dni(a), )

forallen >1,i=0,...,n,a € A, ogt € A" ! og relationerne

(@, 0m,(t)) ~ (s"(a),1)
forallen >0,i=0,...,n,a € A, ogtc A"

For alle n > 0 og a € A, har vi en afbildning ¢,: A" — |C| givet
ved ¢u(t) = (a,t) og ¢.(A™) betegnes blot “simplekset a”. Hvis a =
s"~Li(b) for et b kaldes a for et degenereret simpleks og eller kaldes a
ikke-degenereret. ¢, restringeret til det indre af A™ er en indlejring hvis
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og kun hvis a ikke er degenereret. Det kan tjekkes, at |C| er et CW-
kompleks med celler alle de ikke-degenererede simplekser, og ¢,’erne er
de karakteristiske afbildninger for disse celler.

En delmaengde U C |C| er aben hvis og kun hvis {t € A™ | (z,t) € U}
er aben for alle n > 0 og x € A,.

Lad D veere endnu en lille kategori og lad F': C — D veere en funktor.
Definer en afbildning |F|: |C| — |D| ved

IF|((an, .- o), t) = (Flar), ..., Flap)),t)

Dette er veldefineret, da F er en funktor. Givet U C |D|, og (a1, ..., q,) €
A, er
¢@11 an)(!F|’1(U)) = ¢(}«}(a1) Fam)(U)

..........

hvilket viser, at |F'| er kontinuert.

Det ses let, at |1¢| = 1j¢j og |G o F| = |G| o |F|, hvor G: D — & er
endnu en funktor. Sa |_| er en funktor fra kategorien af sma kategorier
til kategorien af topologiske rum.

Saetning 6.1. Nerven af C er homeomorf med nerven af C°P.
Beuvis. Definer f: |C| — |CP| ved f(a,t) = (fi(a), f2(t)) hvor
filag, ... an) = (..., )

0g

Sa geelder der

fi(dni(a)) = dpn-i(f1(a))
(0" (t)) = 6" (fa(t))
fi(s™(a)) = s (fu(

fQ(Un,i(t)) = Un,n—i(fZ(t )

Ved brug af disse ligninger folger det, at f er veldefineret. Det ses let,
at f er en homeomorfi. O

6.2. Kaedekompleks for nerven. For alle n > 0 lad D,, betegne de
degenererede simplekser i A,. Lad A,, = RA,/RD,, ~ R(A, — D,,) og
definer en randafbildning 0,,: A,, — A, 1 ved

n

O([a]) = D _(=1)"[dni(a)]
i=0
Det tjekkes let, at 0, er veldefineret og at 0,0,.1 = 0. Hvis -+ —
Cy — Cy — 0 betegner det singulaere kaedekompleks for |C|, sa har
vi en kaedeafbildning f,: A, — C, givet ved for a € A, — D,,, at
fn(a) = ¢q. 1 [3] afsnit 2.1 introduceres sakaldte delta-komplekser
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og det vises, at en kadeafbildning svarende til f, inducerer en iso-
morfi pa homologien af ksedekomplekserne. Man kan lave et tilsva-
rende bevis for, at H,(f): H,(A) — H,(C) er en isomorfi. Tilsva-
rende er H"(f): H"(A) — H™(C) en isomorfi (her er H" givet ved
forst at anvende Hom(_, R) for man tager homologi). Jeg vil definere

H,(|C|,R) :== H,(A) og H"(|C|, R) := H"(A).
Saetning 6.2. Vihar H.(C,R) ~ H.(|C|, R) og H*(C,R) ~ H*(|C|, R).

Bevis. Forste isomorfi: Lad P — R veere dEEl normaliserede standard-
resolution af R som hgjre RC-modul. Dvs. P, = R{z, « -+ — x¢ <
x} som R-modul. Sa er P, ® R en R-modul med basis

{(lans - -, ou]ly) ® 1, | [a, ... yq] € Ay — Dy, dom(ay) = a}
Dette svarer til at sige, at ¢,,: P, ® R — A, givet ved

gn([am cee ,041]135) ® 1:(:) = [Ozn, ce >a1]

er en veldefineret isomorfi, hvilket let ses — g, er veldefineret, da g,
er induceret af en bilineser afbildning. For n > 1 er desuden 9,g, =

(—1)"gp—1(d,, ® 1) — dette vises ved at bruge, at

Gn((Tn — -+ — 21 <2 T <i900)®1a;0)
:gn(($n<_ A (| (iml)®1x1)

Sa g, inducerer en isomorfi H,(C, R) — H.(|C|, R).
Anden isomorfi: Lad nu i stedet P — R betegne den normaliserede

standard—resoiution al R som venstre RC-modul. Sa har vi en isomorfi
h™: Hompge(P,, R) — Hom,(A,, R) givet ved

(@) (o = -+ = ) = Plwg & T — -+ — )

og det tjekkes pa en tilsvarende made som for g,, at h* inducerer en
isomorfi H*(C, R) — H*(|C|, R). O

Ovenfor definerede jeg den normaliserede standard-resolution af R ud
fra eksakte folger - -+ — P;(z) — Po(x) — R — 0 for hvert z € Ob(C).
P.(z) er faktisk ksedekomplekset for nerven af en bestemt kategori —
nemlig overkategorien over z: Dette er kategorien &£, hvis objekter er

morfierne y — x og hvis morfier Hom(y = z,z 5, x) er morfierne
y 5 z, der opfylder o = v. Denne kategori har det terminale objekt
z - x, og nerven |&,| er derfor kontraktibel (se eksempel 6.5 nedenfor).

Dette er en anden made at se, at kaedekomplekset --- — Py(z) —
Po(z) — R — 0 for |&,| er eksakt.
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6.3. Nerven og produkter. Naste bevis er temmeligt teknisk selv
om ideen til beviset er simpel nok. Det er en variant af seetning 3.7 i
[2] (bemeerk at der i beviset i [2] er en lille fejl i dets definition af py).

Saetning 6.3. Lad C og D vere sma kategorier. Sa eksisterer der en
kontinuert bijektion ®: |C x D| — |C| x | D).

Bevis. Vihar en bijektion ASXP — ASx AP givet ved ((f1, 1), (fa, gn)) —

((fiseees fa)s (915, gn)) for n > 1og (2,y) = (,y) for n =0, og jeg
vil tillade mig at skrive elementerne i fgrste meengde som elementer i
den anden mengde. Bijektionen harmonerer med d,, ; og s™*. Definitio-

nen af ® kommer nu naturligt:

®((a,b),t) = ((a, 1), (b, 1))
Det ses let, at ® er veldefineret og kontinuert.
Jeg vil nu definere en afbildning ¥ og vise, at ¥ er invers til ®:

Lad ((a,t),(b,u)) € |C| x |D|, hvor a = =z L og b =
yo <& &y, 0gt = (t,...,t,) og u = (uy, ..., uy). Punktet

((a,t), (b,u)) ligger altsa i produktet af et n-simpleks og et m-simpleks,
men hvis n # 0 og m # 0 deles dette produkt op i mere end et n + m-
simplekser gennem . Sa jeg skal, ud fra ¢t og u, bestemme hvilket n+m-
simpleks, som ((a,t), (b, u)) ligger i ®’s billede af. Definer T; = > _, t;
og U; = Z;ZO uj. Ordn Ty, ..., T,, Uy, ..., U, efter storrelse, kald det
k-te tal for Cy_; og smid C}, 4y v1 veek:

OOS"'SCn—&-m

Jeg kan nu definere en ksede af morfier zg «— -+ «— z,.,, ved 2z =
(Ta@k), Ysry), hvor a(k) (hhv. B(k)) er antallet af Tj-er (hhv. Uj-er)
blandt Cy, ..., Cx_1. Morfierne fas ud fra (fi,..., fn) og (91, -, gm)
ved at indskyde identitetsmorfier, nar et xz; eller y; gentages. Definer
v = (Vo ..., Upsm) ved vy = C — Cr_1 (sa vg = Cp). Sa er v € A™™,
Definer
\Ij((a’ t)? (b’ u)) = (ZO AR Zn-i-mvv)

Det kan nu tjekkes, at ¥ er veldefineret, og er invers til ®.

O

Bemerkning 6.4. 1 de tilfeelde, jeg vil bruge saetning 6.3 i resten af dette
projekt, er afbildningen ® faktisk en homeomorfi. ® er en homeomorfi,
hvis enten C eller D kun har endeligt mange ikke-degenererede celler,
eller hvis bade C og D kun har teelleligt mange ikke-degenererede celler.
Se appendix A i [3].

Lad F,G: C — D vere funktorer mellem to sma kategorier og lad
n: F' = G veere en naturlig transformation. Jeg vil vise, at n giver
anledning til en homotopi mellem afbildningerne |F'| og |G|. Til det-
te formal vil jeg indfere kategorien Z som kategorien med preecis to
objekter 0 og 1 og praecis en ikke-identitetsmorfi 0 - 1.
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Fra F', G og n kan man definere en funktor H: C xZ — D som fglger:
Set H(x,0) = F(z) og H(z,1) = G(x). For en morfi a: x — y seet
H(a,10) = F(a), H(a, 1;) = G(a) og H(a,t) = nyF(e) (= G(a)ns).
At H er en funktor fglger af, at I og G er det, og af naturligheden af
7.

Seet nu h = |H| o ®': |C| x [0,1] — |D|, hvor ® er afbildningen i
seetning 6.3 og hvor |Z| er identificeret med [0, 1] ved ((¢), (to,t1)) +— to.
I dette tilfeelde er ® en homeomorfi, sa h er kontinuert.

Lad (a,t) € |C|, a = (aq,...,qy,) og t = (to,...,t,). Sa er

h((a,1),0) = [H|(@""((a, 1), ((+), (0,1))))
= |H[(2""((a,1), (0,(1))))
= [H|((a,0),1)
= [Fl(a,t)
Tilsvarende geelder der, at h((a,t),1) = |G|(a,t). Altsa er h en homo-

topi fra |F| til |G].

Det kan maske virke meerkeligt, at en naturlig transformation giver
anledning til en “symmetrisk” stgrrelse som en homotopi h — h giver jo
en homotopi fra |G| til |F| ved ((a,t),v) — h((a,t),1 — v), hvorimod
der ikke ngdvendigvis er en naturlig transformation fra |G| til |F|. Men
7 giver en en naturlig transformation n°: G° — F° hvor F° G°: C? —
D°P er funktorerne som har samme veerdier pa objekter og morfier
som hhv. ' og G — sat blot n? =1, for alle x € ObC. Og 7° giver en
homotopi : |C°P| x [0, 1] — |D°P|. Saetning 6.1 giver homeomorfier |C| ~
|C°P| og |D| ~ |DP| og ved brug af disse fas en homotopi |C| x [0, 1] —
|D| fra |G| til | F'|. Denne homotopi er netop ((a,t),v) — h((a,t), 1—v).

Eksempel 6.5. Antag at C har et terminalt objekt 7T'. For funktoren
A(T): C — C geelder der

IAT)|((a1, .- am), 1) = (A7, ..., 17),t) = (T, 1)

sa det ses, at |A(T')] er konstant. Man kan nu definere en naturlig trans-
formation n: 1¢ — A(T) ved at lade 1o veere den entydigt bestemte
afbildning fra C til T'. Entydigheden af disse afbildninger giver, at n er
naturlig. Som beskrevet ovenfor giver n anledning til en homotopi fra
|1¢| = 1j¢ til den konstante afbildning |A(T)|. Altsa er |C| kontraktibel.

Antag nu i stedet, at C har et initialt objekt. Da et initialt objekt i
C er det samme som et terminalt objekt i C°P, er |C°P| kontraktibel, sa
per seetning 6.1 er ogsa |C| kontraktibel.

7. KONKRETE UDREGNINGER

7.1. Homologi og kohomologi i dimension 0. Lad P, — R vere
standard-resolutionen af R som enten hgjre- eller venstre-modul. Sa er
Py~ RC. Sa hvis M er en RC-modul er Py ®gre M ~ M. Da tensorpro-
duktet er hgjreeksakt er Torge(R, M) ~ R ®@pe M ~ M, hvor M, =
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M/R{(a—1coq(a))m} er den storste kvotient af M hvor RC virker trivi-
elt. Den sidste isomorfi er induceret af den bilinesere afbildning f: R x
M — M/R{(a = lewd@a)m} givet ved f(XicobeTe: Xacobe Ma) =
Zm TgMy.

Generelt geelder Hompe(Fo, M) =~ [T eonc) 1o M. Sa antag Ob(C) er
endelig; sa er Hompge(Py, M) ~ M. Da kontravariant Hom er venstre-
eksakt, er Ext%, ~ Hompge(R, M) ~ M€, hvor M¢ = {m € M | am =
Leod(aym} er stgrste undermodul af M, hvor RC virker trivielt. Sidste
isomorfi er givet ved ¢ — (>, 1,).

7.2. Kategorier med initialt eller terminalt objekt. Lad M vee-
re en vilkarlig RC-modul. Sa er der en asymmetri i den projektive
resolution for R som gor at (ko)homologien af C ikke ngdvendigvis er
lig (ko)homologien af C°? — i modsaetning til hvis M = R, jf. set-
ning 6.2. Sa lad mig starte med at antage, at C har et initialt objekt
a. Lad P, — R veere standard-resolutionen af R. For n > 0 definer
hy: P, — P,11 ved

ho(z =29 — - —xp) = (T — T -+ — T, < @)

Dette giver mening, da det eksisterer netop 1 morfi a — z,. Og h,, er
en RC-homomorfi. Det ses let, at d,, 1h, + hp,_1d, =1 forn > 1,sa h
er en kontraherende homotopi, bortset fra i dimension 0. Givet n > 1
og ¢ € Hompe(P,, M) er

(Hom(h,,, M) o Hom(d,,+1, M) + Hom(d,,, M) o Hom(h,,_1, M))(¢)

=¢odyt10hy,+¢oh,10d,

= ¢ o (dn+1hn + hnfldn)

0
Sa Hompge(hy, M) er en kontraherende homotopi i dimension > 1 og
H™"(C,M) =0 for n > 1.

Bemaerk at hvis ¢ er et terminalt objekt for C at g, (z «— zg « -+
xp) = (t <« & «— xg « -+ < x,) definerer en R-homomorfi, men
ikke en RC-homomorfi, sa Hompge(g,, M) eksisterer ikke. Derfor kan
ovenstaende argument ikke modificeres til at fungere i tilfeeldet hvor C

har et terminalt, men ikke et initialt objekt. Her er et eksempel pa en
sadan kategori:

Eksempel 7.1. Antag D er kategorien med tre objekter =, y og z
og preaecis to ikke-identitets-morfier f: z — 2z og g: y — z. Sa er 2
terminalt objekt, men der er intet initialt objekt. Lad (P,d) vere den
normaliserede standard-resolution af R. Sa er P, = 0 for n > 2, sa kun
dy # 0. Seet § = Hompp(dy, M). Vi har Py = RD og Py = F.{[f], 9]}
Lad ¢ € Hom(Pgy, M) og m = ®o(¢), m = 1,m, + 1,m, + 1,m,. Sa er
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Vihar en R-isomorfi ®;: Hom(Py, M) ~ 1,M®1,M givet ved ®,(¢)) =
W(1f)), v (la)).

Antag nu, at 1,M # 0, men fm = gm = 0 for alle m € M. Sa
er Im(®16) = {(m,m) | m € 1,M}. Dermed er H' (D, M) ~ (1,M &
1,M)/Im(®16) ~ 1, M.

Antag nu, at C har et terminalt objekt og lad nu P, — R betegne
standard-resolutionen af R som hgjre-modul — altsa standardresolu-
tionen over RC°P. Sa har C°P et initialt objekt, sa en kontraherende
homotopi h kan defineres akkurat som h ovenfor, blot er nu h, en
RC°P-homomorfi. Det tjekkes nu let, at h ® 1,; giver en kontraherende
homotopi pa P® M (stadig bortset fra dimension 0), sa H,(C, M) =0
forn > 1.

Eksempel 7.2. Dette eksempel er en fortsasettelse af eksempel 7.1.
D°P er et initialt, men ikke noget terminalt, objekt. Jeg vil vise, at
H (D, R) # 0. P er en resolution af R som hgjremodul over RD°P.
Vihar Bob@ M ~ M og P, @ M ~1,M & 1,M via isomorfien ([f]1, ®
mi + [g]1, ® mg) — (1,mq, 1,my). Homomorfien 0;: 1,M & 1,M — M
induceret af d; er givet som 0 (1,mq,1,mo) = (f—1,)m1+(g—1,)mg =
1zm1 + 1zm2. Sa Hl(DOP, R) ~ Ker(al) ~ ].ZM

7.3. Den cykliske gruppe af orden 2. Antag C er kategorien sva-
rende til den cykliske gruppe af orden to — kald objektet x og den
frembringende morfi f, f? = 1,. Sa er |C| ~ RP>, det uendeligt-
dimensionale reelle projektive rum.

Jeg vil udregne Extp,c(Fq,Fy), hvor Fy er legemet af orden to. Jeg
vil bruge ® og ¥ i samme betydning som i afsnit 3. Den normaliserede
standard-resolution af Fy har formen

i ]FQC IFQC FQC —> IFQ — 0

da der kun er 1 ikke-degenereret keede af morfier i hver dimension. Vi
har d,(1;) = d,(f) = 1, + f. (her er det rart, at vores basisring Fy har
karakteristik 2) og €(1,) = €(f) = 1. For et ¢ € Homp,c(FsC,F2)
er ¢(1,) = o(f), sa ¢d, = 0 for alle n > 1. Da desuden Fy ~
Homp,¢(F2C, Fy) fas, at Extp o(Fo,Fy) ~ Fy for alle n > 0 sa som
R-modul er
EXtFQC ]FQ, ]FQ @ ]Fg
n>0

Lad de to elementer i grad n vaere betegnet 0z™ og 1x".

U(0z™), n > 1: Push-outet af 0: Fo€C — Fy og d,,: FoC — FoC er
(Fy ® FoC)/Fo(0,1, + f) ~ Fy & Fy. Sa ekstensionen bliver

0—Fy, 2% Fy @ Fy 25 FoC n 2 oo - FoC —-Fy— 0

hvor ay,(a) = (a,0) og a,—1(a,b) = b(1, + f).
U(1z™),n > 1: Elementet 12" svarer til homomorfien e: FoC — Fy og
push-outet af € og d,, er (Fo@F,C)/Fo(1,1,+ f) ~ FoC. Sa ekstensionen
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bliver

0— Fy 2% Fo¢ “2L FoC &2 o 5 FoC — Fy — 0
hvor (,(a) = a(1, + f).
Da e = d, folger det, at produktet af U(12™) og W(12™) er U(1z"+™).
Sa (1z™)(1la™) = 12" — og dette geelder ogsa hvis n = 0 eller m = 0.
Produktet af W(az™) og W (bz™) hvor a = 0 eller b = 0 vil have formen

E=i 5@ Fy - FoC 20 e Fy -0

Jeg vil finde ®(&), sa antag der for £ er valgt loft ¢; for i = 0,...,k
(som i diagram 3.1). Sa er ¢k (1. + f) = (1o + f)or(ls) = 2¢(1,) =0,
sa ¢pdrr1 = 0. Dermed kan lgftene ¢pi1,..., opim veelges lig 0, og
®(&) = 0z,
Altsa er (ax™)(bz™) = abz™™ — ogsa hvis n = 0 eller m = 0. Dermed
er produktet pa Extp,c(Fq, Fo) fastlagt, og det ses, at
Extp,c(Fg, Fo) ~ Fo[z]

hvor Fy[x] er polynomiumsalgebraen over Fy i en variabel.
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