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Resumé. I dette projekt vil jeg introducere homologi og kohomo-
logi af en kategori. Dette er en generalisering af bl.a. (ko)homologien
af en gruppe, da enhver gruppe kan opfattes som en kategori. Ho-
mologi og kohomologi af en kategori introduceres via de kategori-
teoretiske konstruktioner limes og kolimes, og det vises hvordan
kohomologien kan opfattes som en gradueret algebra. Desuden gi-
ves eksplicitte formler for at udregne homologien og kohomologien.

Herefter skiftes synsvinkel fra det rent algebraiske til det topo-
logiske. Jeg introducerer et topologisk rum tilknyttet en kategori
kaldet nerven af kategorien og beskriver sammenhængen mellem
(singulær) (ko)homologi af nerven og (ko)homologi af den under-
liggende kategori. Nerven er en funktor, og jeg viser, hvordan en
naturlig transformation F ⇒ G giver en homotopi fra nerven af F
til nerven af G.

Sidst i opgaven udregner jeg homologien og kohomologien for
nogle konkrete tilfælde.
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I dette projekt betegner R altid en kommutativ ring med 1-element.
Og C betegner altid en lille kategori.

En stor del af projektet er baseret p̊a [4].

1. C-repræsentationer og RC-moduler

Lad A og B være kategorier. S̊a defineres en ny kategori BA som
følger: Objekterne er alle funktorer A → B og HomBA(F,G) er de na-
turlige transformationer fra F tilG. Identitetsafbildningen i HomBA(F, F )
er identitetstransformationen, dvs. transformationen som er identiteten
p̊a alle komponenter. Kompositionen af naturlige transformationer er
blot komponentvis komposition. Det ses let, at aksiomerne for en ka-
tegori er opfyldt for BA.

En funktor C → R-mod kaldes en repræsentation af C over R. Her
betegner R-mod kategorien af R-moduler.

Lad Ob(C) betegne mængden af objekter i C og Mor(C) mængden
af morfier i C. Lad dom(α) og cod(α) betegne hhv. domænet og kodo-
mænet af morfien α. S̊a defineres kategorialgebraen RC som følger: Som
R-modul erRC den frie modul med basis Mor(C): alts̊aRC = RMor(C).
For α, β ∈ Mor(C) defineres produktet

αβ =

α ◦ β hvis dom(α) = cod(β)

0 ellers

Produktet p̊a hele RC f̊as ved bilineært at udvide dette produkt. Det ses
let, at RC herved bliver en associativ algebra. Hvis Ob(C) er endelig er

1RC =
∑

x∈Ob(C) 1x 1-element for RC, da
(∑

x∈Ob(C) 1x

)
α = 1cod(α) ◦α =

α og α
(∑

x∈Ob(C) 1x

)
= α ◦ 1dom(α) = α for alle α ∈ Mor(C).

I dette projekt vil jeg kræve, at en (venstre) RC-modul M opfylder,
at M =

∑
x∈Ob(C) 1xM . Og RC-mod betegner kategorien af s̊adanne

moduler. Bemærk at kravet til M , i tilfældet hvor Ob(C) er endelig, er
ækvivalent med, at 1RCm = m for alle m ∈M .

Jeg vil nu definere en funktor r : (R-mod)C → RC-mod og en funktor
s : RC-mod→ (R-mod)C. Som R-modul sættes r(F ) =

⊕
x∈Ob(C) F (x).

For en morfi α : x → y i C og et element (mz)z∈Ob(C) ∈ r(F ) sættes
α(mz) = (nz), hvor ny = F (α)(mx) og nz = 0 for z 6= y. Herved bliver
r(F ) en RC-modul. For en naturlig transformation φ : F ⇒ G defineres
r(φ) ved r(φ)((mx)) = (φx(mx)). S̊a er r(φ) en R-homomorfi, da alle φx

er det, og naturligheden af φ giver, at r(φ) ogs̊a er en RC-homomorfi.
Det ses let, at r er en funktor.

Lad M være en RC-modul. Definer s(M) ved s(M)(x) = 1xM og
s(M)(α) = (m 7→ αm). Dette giver mening, da hvis α : x→ y og 1xm ∈
1xM , s̊a α(1xm) = (1y ◦ α ◦ 1x)m = 1y(αm) ∈ 1yM . Det er klart, at
s(M)(α) er en R-homomorfi. Lad f : M → N være en RC-homomorfi.
Definer s(f) : s(M) ⇒ s(N) ved at komponenten s(f)x : 1xM → 1xN
er restriktionen af f . Det giver mening, da f(1xm) = 1xf(m) ∈ 1xN .
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Naturligheden af s(f) følger af, at αf(m) = f(αm) for alle α ∈ Mor(C)
og m ∈M .

Sætning 1.1. Funktorerne r og s defineret ovenfor giver en ækvivalens
af kategorier. Dvs. 1(R-mod)C ' sr og rs ' 1RC-mod.

Bevis. Definer den naturlige transformation η : 1⇒ sr ved, for en funk-
tor F : C → R-mod og et objekt x i C, at lade (ηF )x være inklusionen af
F (x) i r(F ) =

⊕
x∈Ob(C) F (x). Der gælder netop, at 1x

⊕
x∈Ob(C) F (x) =

F (x) set som undermodul af den direkte sum, s̊a (ηF )x : F (x)→ 1xr(F )
er en isomorfi. Naturligheden af ηF tjekkes let. Vi har at η er naturlig,
hvis givet en naturlig transformation φ : F ⇒ G, at ηG ◦φ = rs(φ)◦ηF .
Og denne lighed gælder netop hvis (ηG)x ◦φx = (rs(φ))x ◦ (ηF )x for alle
objekter x i C, hvilket let ses gælder.

Definer den naturlige transformation ε : rs⇒ 1 ved for εM :
⊕

1xM →
M at sætte ε((mx)) =

∑
mx. Som R-modul er M =

⊕
x∈Ob(C) 1xM (di-

rekte indre sum), da hvis
∑

1xm = 0, s̊a 1ym = 1y
∑

1xm = 0 for alle
y ∈ Ob(C). Dette viser, at εM er en R-isomorfi. Det ses let, at εM ogs̊a
er en RC-isomorfi. Naturligheden af ε tjekkes let. �

Bemærk, at funktoren r ved restriktion giver en bijektion r̃ : Hom(R-mod)C(F,G)→
HomRC(r(F ), r(G)). Dette gælder, da (jævnfør nedenst̊aende kommuta-
tive diagram) σ−1sr(φ) = φ for alle φ : F ⇒ G og

rσ−1s(ψ) = τrsrσ−1s(ψ) = τrs(ψ) = ψ

for alle ψ : r(F )→ r(G).

Hom(R-mod)C(F,G)

σ=ηG◦ ◦η−1
F

o
��

r // HomRC(r(F ), r(G))

s

sshhhhhhhhhhhhhhhhhhh

Hom(R-mod)C(sr(F ), sr(G)) r // HomRC(rsr(F ), rsr(G))

τ=εr(G)◦ ◦ε−1
r(F )o

OO

Da HomRC(r(F ), r(G)) er en R-modul bliver ogs̊a Hom(R-mod)C(F,G)
en R-modul via r̃. R-modulstrukturen er givet ved (φ + ψ)x = (φx +
ψx) og (aφ)x = (aφx) for alle φ, ψ : F ⇒ G og a ∈ R. Herved bliver
Hom(R-mod)C( , ) : ((R-mod)C)op×(R-mod)C → R-mod en funktor, der
er naturligt isomorf med HomRC(r( ), r( ))

Bemærkning 1.2. En gruppeG kan opfattes som en kategori med præcis
1 objekt x og en endomorfi g : x→ x for hvert g ∈ G. I dette tilfælde er
en funktor F : G → R-mod en sædvanlig grupperepræsentation G →
F (x) og RG-algebraen er den sædvanlige gruppealgebra. Sætning 1.1
er en generalisering af det velkendte resultat, at repræsentationerne af
G over R svarer til modulerne over RG.

2. Limes og kolimes

Et stort antal konstruktioner i matematik kan karakteriseres ved
en s̊akaldt universel konstruktion. Mange af disse konstruktioner kan
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defineres som limes eller som kolimes af en funktor. I dette projekt
bruges limes og kolimes til at indføre hhv. kohomologi og homologi af
en kategori.

2.1. Limes. Lad A og B være kategorier. S̊a definerer vi en funktor
∆: B → BA ved at ∆(B) er den konstante funktor der afbilder alle
objekter i B og alle morfier i identitetsmorfien 1B. For en morfi f i A
er ∆(f) den naturlige transformation, hvis komponenter alle er f .

Lad F : A → B være en funktor. Hvis man forestiller sig A tegnet
som et diagram, kan man tænke p̊a F som et diagram i kategorien B
med form som A. En kegle over F er et par (B, η), hvor B er et objekt i
B og η : ∆(B)→ F er en naturlig transformation. Dette kan visualiseres
som objektet B svævende over “diagrammet” F med en pil fra B til
hvert objekt i diagrammet. Antag keglen (B, η) opfylder, at der for
enhver anden kegle (C, ζ) findes en entydigt bestemt morfi f : C → B,
s̊a ζ = η ◦∆(f). S̊a kalder vi B for limes af F og skriver limF = B. Vi
har, at limF er entydigt bestemt op til entydigt bestemt isomorfi : Hvis
ogs̊a (C, ζ) er limes af F , s̊a findes entydigt bestemte morfier f : C → B
og g : B → C, der kommuterer med keglerne. Dermed er ζ = ζ ◦∆(gf),
s̊a gf = 1C p̊a grund af entydigheden af denne morfi. Tilsvarende er
fg = 1B.

Givet en naturlig transformation θ : E → F i BA og kegler (limE, ζ)
og (limF, η) f̊as en kegle over F som (limE, θ ◦ ζ), s̊a vi kan definere
lim θ : limE → limF som den entydigt bestemt morfi, der opfylder
θ ◦ ζ = η ◦ ∆(lim θ). Hvis limF eksisterer for alle funktorer F bliver
lim herved en funktor BA → B: At lim(1F ) = 1lim F og lim(θ1θ2) =
lim(θ1) lim(θ2) følger af entydigheden af disse morfier.

Hvis A er den tomme kategori – kategorien med 0 objekter – kaldes
limF for et terminalt objekt for B. S̊a i dette tilfælde er limF et objekt,
til hvilket der eksisterer en entydig bestemt morfi fra ethvert andet
objekt i B.

Sætning 2.1. Antag lim: BA → B eksisterer. S̊a er lim højre-adjungeret
til ∆. Dvs. der eksisterer en naturlig isomorfi mellem de to funktorer
HomBA(∆( ), ),HomB( , lim( )) : (B)op × (BA)→ Set.

Bevis. LadB ∈ Ob(B) og lad F : A → B med tilhørende kegle (limF, η).
Definer Φ: HomBA(∆(B), F ) → HomB(B, limF ) som følger: Lad ζ ∈
HomBA(∆(B), F ). S̊a er (B, ζ) en kegle over F . Lad Φ(ζ) være den en-
tydigt bestemte morfi, s̊a ζ = η ◦∆(Φ(ζ)). I den anden retning definer
Ψ: HomB(B, limF )→ HomBA(∆(B), F ) som Ψ(f) = η ◦∆(f). S̊a f̊as

ΨΦ(ζ) = η ◦∆(Φ(ζ)) = ζ

og
ΦΨ(f) = Φ(η ◦∆(f)) = f

hvor sidste lighed følger af entydigheden af f . S̊a Ψ er en bijektion. Lad
g : B → C være en morfi, lad E være en funktor med tilhørende kegle
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(limE, ζ) og lad θ : E ⇒ F . S̊a følger naturligheden af Ψ af følgende
diagram:

ζ∆(f)
_

��

f�oo
_

��

Hom(∆(C), E)

Hom(∆(g),θ)
��

Hom(C, limE)
Ψoo

Hom(g,lim θ)
��

Hom(∆(B), F ) Hom(B, limF )
Ψoo

θζ∆(f)∆(g) = η∆(lim(θ)fg) lim(θ)fg�oo

�

Bemærkning 2.2. N̊ar vi beskæftiger os med repræsentationer af kate-
gorier kan man vælge kodomænet for Hom(R-mod)C(∆( ), ) og HomR( , lim( ))
som kategorien R-mod og ikke bare kategorien Set. Det ses let, at den
naturlige isomorfi i beviset for sætning 2.1 ogs̊a giver en naturlig iso-
morfi i dette tilfælde – alts̊a at bevisets Ψ er en R-isomorfi.

Fremover bruges notationen R = ∆(R) ∈ Ob((R-mod)C)

Sætning 2.3. Funktoren lim: (R-mod)C → R-mod er naturligt isomorf
med Hom(R-mod)C(R, ).

Bevis. Vi har

Hom(R-mod)C(R, ) ' HomR(R, lim( )) ' lim

Første isomorfi følger af sætning 2.1 plus efterfølgende bemærkning.
Anden isomorfi følger af, at vi har en naturlig isomorfi Φ: 1R-mod '
HomR(R, ), givet ved ΦU(u) = (a 7→ au) for enhver R-modul U .

Jeg har snydt lidt i dette bevis, da jeg ikke har vist, at lim eksisterer.
Det kan dog vises eksplicit, for en funktor F : C → R-mod, at keglen
(Hom(R-mod)C(R,F ), η), hvor ηx(φ) = φx(1), opfylder betingelserne til
at være limes af F . S̊a limF eksisterer. �

Fra ovenst̊aende sætning ses det, at lim: (R-mod)C → R-mod er
venstre-eksakt, s̊a lim har højre-deriverede funktorer limi for alle i ≥ 0
(se [5] for en definition). Per isomorfien (R-mod)C ' RC-mod følger
det, at (R-mod)C har nok injektive moduler (jf. [1] sætning III.4.3), s̊a
limi eksisterer. Det ses yderligere, at limi ' Exti

(R-mod)C(R, ), (funkto-

ren Exti
(R-mod)C(R, ) er netop defineret som den i-te højre-deriverede

funktor af Hom(R-mod)C(R, )). Lad M være en repræsentation af C.
S̊a definerer vi kohomologien af kategorien C med koefficienter i M
som H∗(C,M) = Ext∗(R-mod)C(R,M). Vi ser, at H∗(C,M) er isomorf
med lim∗M . Hvis R og M ved brug af sætning 1.1 opfattes som RC-
moduler, kan Ext∗(R-mod)C(R,M) identificeres med Ext∗RC(R,M). Hvis C
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er en gruppe ses det, at vores definition af kohomologi stemmer overens
med den normale definition af gruppe-kohomologi.

2.2. Kolimes. Givet en funktor F : A → B f̊as en ny (ogs̊a kovariant)
funktor F o : Aop → Bop som har samme værdi som F p̊a alle objekter
og morfier. S̊a defineres kolimes af F som colimF = limF o. Herved
bliver ogs̊a colim: BA → B en funktor (hvis den eksisterer). En naturlig
transformation fra ∆: Bop → (Bop)A

op
til F o svarer til en naturlig

transformation fra F til ∆: B → BA. Dermed kan colimF beskrives
som følger: En kokegle under F er et par (B, η), hvor B er et objekt i B
og η : F ⇒ ∆(B) er en naturlig transformation. Dette kan visualiseres
som B hængende under “diagrammet” F med en pil fra hvert objekt
i diagrammet til B. Hvis kokeglen (B, η) opfylder, at, der for enhver
anden kokegle (C, ζ) findes en entydigt bestemt morfi f : B → C, s̊a
ζ = ∆(f) ◦ η, s̊a er colimF = B.

Hvis A er den tomme kategori kaldes colimF for et initialt objekt
for B.

Som dual til sætning 2.1 gælder der, at colim er venstre-adjungeret
til ∆. Men det resultat vil jeg ikke bruge i denne opgave.

Sætning 2.4. Funktoren colim: (R-mod)C → R-mod er naturligt iso-
morf med R ⊗RC ( ). I R ⊗RC ( ) opfattes R som en højre RC-modul
(svarende til en kontravariant funktor) og repræsentationen der erstat-
ter skal opfattes som en venstre RC-modul, jævnfør sætning 1.1.

Bevis. Lad M være en repræsentation af C. Vi har en naturlig transfor-
mation η : M → ∆(R⊗M) givet ved ηx(mx) = 1x⊗mx. Givet endnu en
kokegle (C, ζ) under M defineres Φ: R ⊗M → T ved for mx ∈ M(x),
at Φ(1x⊗mx) = ζx(mx). Φ er veldefineret, da Φ er induceret fra afbild-
ningen ((rx)x∈Ob(C), (mx)x∈Ob(C)) 7→ (ζx(rxmx))x∈Ob(C), som er bilineær
p̊a grund af naturligheden af ζ. Vi har ζ = ∆(Φ)η, og Φ er entydigt
bestemt af denne ligning. S̊a R⊗M er kolimes af M . �

Fra ovenst̊aende sætning ses det, at colim: (R-mod)C → R-mod er
højre-eksakt og colim har derfor venstre-deriverede funktorer colimi for
alle i ≥ 0 (se [5] for definition). Det er velkendt, at RC-mod har nok
projektive moduler, s̊a colimi eksisterer. Det ses yderligere, at colimi '
TorRC

i (R, ) (funktoren TorRC
i (R, ) er netop defineret som den i-te

venstre-deriverede funktor afR⊗RC( )). LadM være en repræsentation
af C. S̊a definerer vi homologien af kategorien C med koefficienter i M
som H∗(C,M) = TorRC

∗ (R,M). Det ses, at H∗(C,M) er isomorf med
colim∗M . Hvis C er en gruppe, ses det, at denne definition af homologi
stemmer overens med den normale definition af gruppehomologi.
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3. Ext og ekstensioner

Lad A være en algebra over R og lad M og N være moduler over A.
En ekstension af grad n ≥ 1 er en eksakt følge

0→ N → Un−1 → · · · → U0 →M → 0

hvor U0, . . . , Un−1 er A-moduler. Denne ekstension er relateret til ek-
stensionen 0 → N → Vn−1 → · · · → V0 → M → 0, hvis der eksisterer
A-homomorfier fi : Ui → Vi s̊a følgende diagram kommuterer:

Un−1

fn−1

��

// · · · // U0

f0

��

  A
AA

AA
AA

A

0 // N

<<zzzzzzzz

""D
DD

DD
DD

D M // 0

Vn−1
// · · · // V0

>>}}}}}}}}

Lad En betegne mængden af ekstensioner af grad n modulo ækviva-
lensrelationen frembragt af ovenst̊aende relation.

Jeg vil vise, at Extn
A(M,N) er i bijektion med En. Bemærk at jeg har

antaget n ≥ 1, da Ext0
A(M,N) ikke nødvendigvis er i bijektion med ek-

sakte følger 0→ N →M → 0. Som jeg introducerede Ext i foreg̊aende
afsnit, er Ext∗A(M,N) = H∗(HomA(M, I)), hvor N → I er en injektiv
resolution af N . Men der gælder, at denne definition er ækvivalent med

Ext∗A(M,N) = H∗(HomA(P,N)), hvor · · · d2−→ P1
d1−→ P0

d0−→ M er en
projektiv resolution af M (jf. [6]). Lad en s̊adan resolution være valgt
(det er velkendt, at en s̊adan resolution eksisterer).

Definer Φ: En → Extn
A(M,N) som følger: Lad E ∈ En

E = (0→ N
αn−→ Un−1

αn−1−−−→ · · · α1−→ U0
α0−→M → 0)

Da P0 er projektiv, kan vi vælge φ0 : P0 → U0, s̊a α0φ0 = d0. Antag
φi : Pi → Ui er valgt for i = 0, . . . , k, 0 ≤ k < n, s̊adan at αiφi = φi−1di,
hvor φ−1 = 1M . S̊a er αkφkdk+1 = φk−1dkdk+1 = 0, s̊a Im(φkdk+1) ⊆
Im(αk+1), s̊a da Pk+1 er projektiv kan vi vælge φk+1 : Pk+1 → Uk+1, s̊a
αk+1φk+1 = φkdk+1. Vi f̊ar alts̊a følgende kommutative diagram

(3.1) 0 // N // Un−1
// · · · // U0

// M // 0

· · · // Pn

φn

OO

// Pn−1

φn−1

OO

// · · · // P0

φ0

OO >>~~~~~~~~

og jeg definerer Φ(E) = [φn]. Da αn er injektiv, er φndn+1 = 0 hvis og
kun hvis αnφndn+1 = 0 og dette er sandt. S̊a φn ∈ Ker(HomA(dn+1, N)).

Lad 0 → N
βn−→ Vn−1

βn−1−−−→ · · · β1−→ V0
β0−→ M → 0 være en anden

ekstension, der er relateret til E via en af de frembringende relationer.
Dvs. vi har (fi : Ui → Vi)

n−1
i=0 der kommuterer med αi’erne og βi’erne.

Lad ψi : Pi → Vi, i = 0, . . . , n være valgt som φi’erne. S̊a vil jeg finde
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et θn−1 : Pn−1 → N , s̊a φn − ψn = θn−1dn, da det s̊a følger, at Φ er
veldefineret. fφ (hvor fn = 1N) og ψ er begge kædeafbildninger, der
udvider 1M s̊a der findes en kædehomotopi θ fra fφ til ψ: Lad nemlig
θk = 0 for k < 0 og lad induktivt θk være et løft af fkφk − ψk − θk−1dk

langs βk+1 (for k ≥ n er θk = 0). S̊a er θn−1 den ønskede homomorfi.
Jeg vil nu definere en invers Ψ til Φ. S̊a lad [φ] ∈ Extn

A(M,N),
φ : Pn → N . Definer Un−1 som push-out’et af dn og φ – dvs. som
kolimes af nedenst̊aende diagram med Un−1 fjernet:

Pn
dn //

φ

��

Pn−1

φn−1

���
�
�

N
αn //___ Un−1

Eksplicit definerer jeg Un−1 = (N ⊕ Pn−1)/A{(φ(p),−dn(p)) | p ∈ Pn}
og lader αn(n) = (n, 0) og φn−1(p) = (0, p). S̊a er αn injektiv: Da
φ ∈ Ker(Hom(dn+1, N)) er Ker dn ⊆ Kerφ. S̊a antag [(n, 0)] = 0 i Un−1,
dvs. (n, 0) = (φ(p),−dn(p)) for et p ∈ Pn (en sum er ikke nødvendig).
S̊a er −dn(p) = 0, s̊a n = φ(p) = 0.

Definer αn−1 : Un−1 → Pn−2 (hvor P−1 = M) ved

αn−1(n, p) = dn−1(p)

S̊a er αn−1(φ(p),−dn(p)) = dn−1dn(p) = 0, s̊a αn−1 er veldefineret.
Det er klart, at Imαn−1 = Im dn−1 og at Imαn ⊆ Kerαn−1. Og hvis
αn−1(n, p) = 0, s̊a er p ∈ Ker dn−1 = Im dn, lad os sige p = dn(pn). Og
s̊a (n, p) = (n− φ(pn), 0) ∈ Imαn. Alts̊a er

E = (0→ N → Un−1 → Pn−2 → · · · → P0 →M → 0)

en ekstension, og jeg definerer Ψ([φ]) = E .
Lad [ψ] ∈ Extn

A(M,N) og antag [φ] = [ψ], φ−ψ = θdn, θ : Pn−1 → N .
Lad

Ψ([ψ]) = F = (0→ N
βn−→ Vn−1

βn−1−−−→ Pn−2 → · · · → P0 →M → 0)

hvor Vn−1 = (N ⊕ Pn−1)/B. Definer en A-homomorfi fn−1 : Un−1 →
Vn−1 ved fn−1(n, p) = (n+ θ(p), p). S̊a er fn−1(φ(p),−dn(p)) = (φ(p)−
θdn(p),−dn(p)) = (ψ(p),−dn(p)) ∈ B, s̊a f er veldefineret. Det er
klart, at fn−1αn = βn og βn−1fn−1 = αn−1, s̊a hvis vi sætter fi = 1Pi

for i = 0, . . . , n− 2 ser vi, at E = F i En. S̊a Ψ er veldefineret.
ΦΨ = 1: Dette er klart: Hvis Ψ([φ]) = E givet ovenfor, kan jeg for

i = 0, . . . , n−2 vælge løftene Pi → Pi som identiteten og derefter vælge
løftene Pn−1 → Un−1 og Pn → N som hhv. φn−1 og φn.

ΨΦ = 1: Lad E ∈ En og antag Φ(E) er givet som diagrammet

(3.1) ovenfor. Lad Ψ(Φ(E)) = (0 → N
βn−→ (N ⊕ Pn−1)/B

βn−1−−−→
Pn−2 → · · · → P0 → M → 0). S̊a kan vi definere en A-homomorfi
fn−1 : (N ⊕ Pn−1)/B → Un−1 ved fn−1(n, p) = αn(n) + φn−1(p) (selv
om φ0, . . . , φn−1 ikke er med i billedet Φ(E) ved jeg, at de eksisterer,
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og de kan derfor bruges i definitionen af fi’erne). Vælger jeg fi = φi

for i = 0, . . . , n − 2 ses det let, at fi’erne kommuterer med αi’erne og
βi’erne. S̊a Ψ(Φ(E)) = E i En.

3.1. Ext som algebra. Modulerne Extn
A(M,N) kan samles til en en-

kelt gradueret R-modul

ExtA(M,N) =
⊕
n≥0

Extn
A(M,N)

Et element i Extn
A(M,N) ⊆ ExtA(M,N) kaldes et element af grad n.

Givet ekstensioner

0→ N → Un−1 → · · · → U0
α−→M → 0

og

0→M
β−→ Vm−1 → · · · → V0 → K → 0

kan man danne en ny ekstension

0→ N → Un−1 → · · · → Uo
βα−→ Vn−1 → · · · → V0 → K → 0

og det er klart, at ækvivalensklassen af den nye ekstension kun af-
hænger af ækvivalensklasserne af de to første ekstensioner. S̊a via bi-
jektionen mellem Ext og ekstensioner f̊ar vi et veldefineret produkt
Extn

A(M,N) × Extm
A (K,M) → Extn+m

A (K,N). Jeg har her antaget
m,n ≥ 1, men man kan ogs̊a definere et produkt hvis m eller n er
lig 0: Lad [φ] ∈ Extn

A(M,N), φ : Pn → M . Da φdn+1 = 0 inducerer φ
en homomorfi φ : Im(dn) → M . Hvis man vælger en projektiv resolu-
tion Q∗ → N , kan man vælge en kædeafbildning (φk : Pk → Qk−n)k≥n

der udvider φ (dvs. hvor d0φn = φdn). Tilsvarende kan man vælge en
projektiv resolution S∗ → K og givet [ψ] ∈ Extm

A (K,M), ψ : K → M
kan man vælge en kædeafbildning ψ∗ af grad −m der udvider ψ. S̊a kan
produktet af [φ] og [ψ] defineres som [dN

0 φnψn+m] ∈ Extn+m(K,N) –
dvs. som elementet svarende til kompositionen φ∗ψ∗ af kædeafbildnin-
gerne. Det kan vises, at dette produkt er veldefineret og for n,m ≥ 1
er lig produktet defineret ovenfor via ekstensioner. Se [6].

Hvis K = M = N f̊as et produkt p̊a ExtA(M,M) og det kan vises,
at dette produkt gør ExtA(M,M) til en gradueret R-algebra (her er
det muligvis nødvendigt at lægge restriktioner p̊a R og A, se [6]). 1-
elementet i ExtA(M,M) er [1Md0].

4. Den lineariserede repræsentable funktor

I dette afsnit vil jeg indføre en projektiv repræsentation af C. Denne
repræsentation skal bruges til at give en eksplicit projektiv resolution
af repræsentationen R.

Lad x være et objekt i C. S̊a defineres den lineariserede repræsentable
funktor Fx : C → R-mod som følger: P̊a et objekt y er Fx(y) den frie
R-modul med basis HomC(x, y). Og for en morfi β : y → z er Fx(β)
givet ved Fx(β)(α) = β ◦ α for alle α ∈ HomC(x, y). Det ses let, at Fx
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er en funktor. For en morfi γ : w → x definerer vi Fγ : Fx ⇒ Fw ved
(Fγ)y(β) = β ◦ α. Naturligheden af Fγ følger af følgende diagram:

α � //
_

��

α ◦ γ
_

��

Fx(y)

Fx(β)

��

(Fγ)y // Fw(y)

Fw(β)

��
Fx(z)

(Fγ)z // Fw(z)

β ◦ α � // β ◦ α ◦ γ

Herved bliver F : Cop → (R-mod)C en funktor. Lad M være en repræ-
sentation af C. S̊a bliver Hom(R-mod)C(F ,M) en (kovariant) funktor
C → R-mod, dvs. en repræsentation af C.

Sætning 4.1 (Yonedas lemma). M er ækvivalent med Hom(R-mod)C(F ,M).

Bevis. Sæt H = Hom(R-mod)C(F ,M). Definer en naturlig transforma-
tion σ : M ⇒ H ved (σx(m))y(α) = M(α)(m). Naturligheden af σx(m)
følger af, at M er en funktor. Og σx er en R-homomorfi: For alle
m,n ∈M(x) og α : x→ y, er

σx(m1 +m2)y(α) = M(α)(m1 +m2)

= M(α)(m1) +M(α)(m2)

= σx(m1)y(α) + σx(m2)y(α)

s̊a σx(m1 + m2)y = σx(m1)y + σx(m2)y for alle objekter y og dermed
σx(m1+m2) = σx(m1)+σx(m2). Tilsvarende ses aσx(m1) = σx(am1) for
alle a ∈ R. Naturlighed af σ: Lad γ : w → x, m ∈ M(w) og α : x→ y.
S̊a er

(σx(M(γ)(m)))y(α) = M(α)(M(γ)(m))

og
(H(γ)(σw(m)))y(α) = M(α ◦ γ)(m)

s̊a σx ◦M(γ) = H(γ) ◦ σw.
Definer nu τx : H(x) → M(x) ved τx(φ) = φx(1x) Jeg vil vise τx er

invers til σx:

τx(σx(m)) = σx(m)(1x) = 1M(x)(m) = m

og

(σx(τx(φ)))y(α) = (σ(φx(1x)))y(α)

= M(α)(φx(1x))

= φy(Fx(α)(1x))

= φy(α)



12 TOKE NØRGÅRD-SØRENSEN

Alts̊a er σ en naturlig isomorfi. �

Sætning 4.2. Lad x være et objekt i C. S̊a er Fx projektiv.

Bevis. Lad M og N være repræsentationer af C og lad naturlige trans-
formationer φ : Fx ⇒ N og θ : M ⇒ N være givet, s̊a θy er surjektiv for
alle objekter y. Jeg skal s̊a finde en naturlig transformation ψ : Fx ⇒M ,
s̊a φ = θ ◦ ψ.

Vælg et m ∈ M(x), s̊a θx(m) = φx(1x). Sæt ψ = σx(m), hvor σx er
givet i forrige bevis. S̊a er

(θ ◦ ψ)y(α) = θy(M(α)(m))

= N(α)(θx(m))

= N(α)(φx(1x))

= φy(Fx(α)(1x))

= φy(α)

s̊a θ ◦ ψ = φ. �

Per sætning 1.1 kan Fx identificeres med en RC-modul og sætning
4.2 giver ogs̊a, at denne modul er projektiv.

5. Formel for H∗(C,M) og H∗(C,M)

Lad M være en repræsentation af C. Ligesom Extn
RC(R,M) kan ud-

regnes ved brug af en projektiv resolution, kan ogs̊a TorRC
∗ (R,M) b̊ade

udregnes ud fra en injektiv resolution af M og – som jeg vil gøre – som
TorRC

∗ (R,M) = H∗(P∗⊗RCM), hvor P∗ → R en en projektiv resolution
af R som højre RC-modul.

Jeg vil give to eksplicitte resolutioner af R i (R-mod)C, dvs. resolu-
tioner · · · ⇒ P1 ⇒ P0 ⇒ R hvor Pn’erne er funktorer, og randafbild-
ningerne er naturlige transformationer.

Lad n ≥ 0 og x ∈ Ob(C). Definer Pn(x) som den frie R-modul med
basis de lister af morfier (α0, α1, . . . , αn) ∈ Mor(C)n+1, hvor codα0 = x
og dom(αi−1) = cod(αi). For listen (α, α1, . . . , αn) vil jeg enten bruge

notationen α[α1, . . . , αn] eller x
α←− x0

α1←− · · · αn←− xn. For en morfi β
i C definer Pn(β)(α[α1, . . . , αn]) = (βα)[α1, . . . , αn]. Det ses let, at Pn

herved bliver en funktor.
Definer R-homomorfien (dn)x : Pn(x)→ Pn−1(x) ved

(dn)x(α[α1, . . . , αn]) = αα1[α2, . . . , αn] +
n−1∑
i=1

(−1)iα[α1, . . . , αiαi+1, . . . , αn]

+ (−1)nα[α1, . . . , αn−1]

Definition kan skrives kortere som

(dn)x(x← x0 ← · · · ← xn) =
n∑

i=0

(−1)i(x← x0 ← · · · ← x̂i ← · · · ← xn)
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Definer desudenR-homomorfien εx : P0(x)→ R ved εx(α[]) = 1. Det ses
let, at dn = ((dn)x) og ε = (εx) er naturlige transformationer. Desuden
tjekkes det let, at dndn+1 = 0 og εd0 = 0.

Ved brug af sætning 1.1 kan kædekomplekset · · · d2−→ P1
d1−→ P0

ε−→
R → 0 opfattes som et kædekompleks af RC-moduler. Som R-modul
er s̊a

Pn =
⊕

x∈Ob(C)

Pn(x) =
⊕

α[α1,...,αn]

Rα[α1,...,αn]

(Her er Rα[α1,...,αn] = R.) For en given kæde [α1, . . . , αn] (dvs. en kæ-

de x0
α1←− . . .

αn←− xn) er undermodulen
⊕

α∈Mor(C),dom(α)=x0
Rα[α1,...,αn]

ogs̊a en RC undermodul og det ses, at denne undermodul er isomorf
med Fx0 =

∑
y∈Ob(C) Fx0(y) (RC-modulen svarende til den lineariserede

repræsentable funktor). Som RC-modul er alts̊a

Pn =
⊕

[α1,...,αn]

Fcod(α1)

og da alle summanderne ifølge sætning 4.2 er projektive er ogs̊a Pn

projektiv.
Definer R-homomorfier (hn)x : Pn(x)→ Pn+1(x) ved for n ≥ 0 at

(hn)x(x← x0 ← · · · ← xn) = (x
1x←− x← x0 ← · · · ← xn)

og definer (h−1)x : R → P0(x) ved h−1(1) = (x
1x←− x). Sæt hn =

((hn)x)x∈Ob(x) : Pn → Pn+1. hn er ikke en RC-homomorfi – kun en R-
homomorfi – men det er heller ikke nødvendigt. Det tjekkes let, at
dn+1hn + hn−1dn = 1 for n ≥ 1 og d1h0 + h−1ε = 1 og εh−1 = 1. S̊a
h∗ er en kontraherende homotopi og det følger, at P∗ → R er eksakt.
Alts̊a er P∗ en projektiv resolution af R. Jeg vil kalde denne standard-
resolutionen af R.

Definer Dn(x) som undermodulen af Pn(x) med basis de degenere-
rede kæder af morfier – dvs. de kæder α[α1, . . . , αn] hvor αi = 1 for et
i ∈ {1, . . . , n}. Sæt P n(x) = Pn(x)/Dn(x) og lad (dn)x : P n → P n−1

være induceret af (dn)x. Opfat · · · → P 1 → P 0 → R→ 0 som et kæde-
kompleks af RC-moduler. S̊a er dette en resolution af R – komplekset
er eksakt, da h inducerer en kontraherende homotopi p̊a det. Og re-
solutionen er projektiv, da P n ligesom Pn er en direkte sum af Fx’er.
Resolutionen vil jeg kalde den normaliserede standard-resolution af R.

Bemærkning 5.1. Hvis C er en gruppe er de projektive resolutioner
defineret ovenfor resolutioner af R og resolutionerne er faktisk frie, da
Fx ' RC (her er x objektet i C). Den første resolution er den s̊akaldte
bar-resolution af C og den anden resolution er den normaliserede bar-
resolution af C (jf. [1] I.5).

Lad M være en R(Cop)-modul. S̊a bliver M en højre RC-modul ved
at sætte mα = αm. Betegnes nemlig kompositionerne i C og Cop med
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hhv. ◦ og ∗ f̊as

m(α ◦ β) = (α ◦ β)m = (β ∗ α)m = β(αm) = (mα)β

En projektiv resolution af R som højre RC-modul kan alts̊a f̊as ved at
bruge en af definitionerne ovenfor for kategorien Cop.

6. Nerven af en kategori

De projektive resolutioner af R beskrevet i foreg̊aende afsnit er ikke
trukket ud af den bl̊a luft, men har en tæt forbindelse til en topologisk
konstruktion tilknyttet en kategori – den s̊akaldte nerve af en kategori.

6.1. Definition af nerven. Lad

∆n = {(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 |
n∑

i=0

ti = 1, ti ≥ 0}

være standard simplekset. Lad

An = AC
n = {(α1, . . . , αn) ∈ Mor(C)n | domαi = codαi+1}

for n ≥ 1 og lad A0 = Ob(C). Giv An den diskrete topologi. Lad n ≥ 1
og i ∈ {0, . . . , n}. Definer dn,i : An → An−1 som

dn,i(x0 ← · · · ← xn) = (x0 ← · · · ← x̂i ← · · · ← xn)

hvor jeg bruger samme notation som i definitionen af randafbildninger-
ne for standard-resolutionen af R. Definer desuden δn,i : ∆n−1 → ∆n

som
δn,i(t0, . . . , tn−1) = (t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1)

Lad nu n ≥ 0 og i ∈ {0, . . . , n}. Definer sn,i : An → An+1 som

sn,i(x0 ← · · · ← xn) = (x0 ← · · · ← xi

1xi←−− xi ← · · · ← xn)

og definer σn,i : ∆n+1 → ∆n som

σn,i(t0, . . . , tn+1) = (t0, . . . , ti + ti+1, . . . , tn+1)

Nu kan nerven |C| af C defineres som

|C| =

∐
n≥0

An ×∆n

 /∼

hvor ∼ er ækvivalensrelationen frembragt af relationerne

(a, δn,i(t)) ∼ (dn,i(a), t)

for alle n ≥ 1, i = 0, . . . , n, a ∈ An og t ∈ ∆n−1 og relationerne

(a, σn,i(t)) ∼ (sn,i(a), t)

for alle n ≥ 0, i = 0, . . . , n, a ∈ An og t ∈ ∆n+1.
For alle n ≥ 0 og a ∈ An har vi en afbildning φa : ∆n → |C| givet

ved φa(t) = (a, t) og φa(∆
n) betegnes blot “simplekset a”. Hvis a =

sn−1,i(b) for et b kaldes a for et degenereret simpleks og eller kaldes a
ikke-degenereret. φa restringeret til det indre af ∆n er en indlejring hvis
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og kun hvis a ikke er degenereret. Det kan tjekkes, at |C| er et CW-
kompleks med celler alle de ikke-degenererede simplekser, og φa’erne er
de karakteristiske afbildninger for disse celler.

En delmængde U ⊆ |C| er åben hvis og kun hvis {t ∈ ∆n | (x, t) ∈ U}
er åben for alle n ≥ 0 og x ∈ An.

Lad D være endnu en lille kategori og lad F : C → D være en funktor.
Definer en afbildning |F | : |C| → |D| ved

|F |((α1, . . . , αn), t) = ((F (α1), . . . , F (αn)), t)

Dette er veldefineret, da F er en funktor. Givet U ⊆ |D|, og (α1, . . . , αn) ∈
An er

φ−1
(α1,...,αn)(|F |

−1(U)) = φ−1
(F (α1),...,F (αn))(U)

hvilket viser, at |F | er kontinuert.
Det ses let, at |1C| = 1|C| og |G ◦ F | = |G| ◦ |F |, hvor G : D → E er

endnu en funktor. S̊a | | er en funktor fra kategorien af små kategorier
til kategorien af topologiske rum.

Sætning 6.1. Nerven af C er homeomorf med nerven af Cop.

Bevis. Definer f : |C| → |Cop| ved f(a, t) = (f1(a), f2(t)) hvor

f1(α0, . . . , αn) = (αn, . . . , α0)

og

f2(t0, . . . , tn) = (tn, . . . , t0)

S̊a gælder der

f1(dn,i(a)) = dn,n−i(f1(a))

f2(δ
n,i(t)) = δn,n−i(f2(t))

f1(s
n,i(a)) = sn,n−i(f1(a))

f2(σn,i(t)) = σn,n−i(f2(t))

Ved brug af disse ligninger følger det, at f er veldefineret. Det ses let,
at f er en homeomorfi. �

6.2. Kædekompleks for nerven. For alle n ≥ 0 lad Dn betegne de
degenererede simplekser i An. Lad ∆n = RAn/RDn ' R(An −Dn) og
definer en randafbildning ∂n : ∆n → ∆n−1 ved

∂n([a]) =
n∑

i=0

(−1)i[dn,i(a)]

Det tjekkes let, at ∂n er veldefineret og at ∂n∂n+1 = 0. Hvis · · · →
C1 → C0 → 0 betegner det singulære kædekompleks for |C|, s̊a har
vi en kædeafbildning fn : ∆n → Cn givet ved for a ∈ An − Dn, at
fn(a) = φa. I [3] afsnit 2.1 introduceres s̊akaldte delta-komplekser
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og det vises, at en kædeafbildning svarende til f∗ inducerer en iso-
morfi p̊a homologien af kædekomplekserne. Man kan lave et tilsva-
rende bevis for, at Hn(f) : Hn(∆) → Hn(C) er en isomorfi. Tilsva-
rende er Hn(f) : Hn(∆) → Hn(C) en isomorfi (her er Hn givet ved
først at anvende Hom( , R) før man tager homologi). Jeg vil definere
Hn(|C|, R) := Hn(∆) og Hn(|C|, R) := Hn(∆).

Sætning 6.2. Vi har H∗(C, R) ' H∗(|C|, R) og H∗(C, R) ' H∗(|C|, R).

Bevis. Første isomorfi: Lad P → R være den normaliserede standard-
resolution af R som højre RC-modul. Dvs. P n = R{xn ← · · · ← x0 ←
x} som R-modul. S̊a er P n ⊗R en R-modul med basis

{([αn, . . . , α1]1x)⊗ 1x | [αn, . . . , α1] ∈ An −Dn, dom(α1) = x}

Dette svarer til at sige, at gn : P n ⊗R→ ∆n givet ved

gn([αn, . . . , α1]1x)⊗ 1x) = [αn, . . . , α1]

er en veldefineret isomorfi, hvilket let ses – gn er veldefineret, da gn

er induceret af en bilineær afbildning. For n ≥ 1 er desuden ∂ngn =
(−1)ngn−1(dn ⊗ 1) – dette vises ved at bruge, at

gn((xn ← · · · ← x1
α1←− x̂0

1←− x0)⊗ 1x0)

= gn((xn ← · · · ← x1
1←− x1)⊗ 1x1)

= (xn ← · · · ← x1)

S̊a g∗ inducerer en isomorfi H∗(C, R)→ H∗(|C|, R).
Anden isomorfi: Lad nu i stedet P → R betegne den normaliserede

standard-resolution af R som venstre RC-modul. S̊a har vi en isomorfi
hn : HomRC(P n, R)→ Homr(∆n, R) givet ved

hn(φ)(x0 ← · · · ← xn) = φ(x0
1←− x0 ← · · · ← xn)

og det tjekkes p̊a en tilsvarende måde som for g∗, at h∗ inducerer en
isomorfi H∗(C, R)→ H∗(|C|, R). �

Ovenfor definerede jeg den normaliserede standard-resolution afR ud
fra eksakte følger · · · → P 1(x)→ P 0(x)→ R→ 0 for hvert x ∈ Ob(C).
P ∗(x) er faktisk kædekomplekset for nerven af en bestemt kategori –
nemlig overkategorien over x: Dette er kategorien Ex hvis objekter er

morfierne y → x og hvis morfier Hom(y
α−→ x, z

β−→ x) er morfierne

y
γ−→ z, der opfylder α = βγ. Denne kategori har det terminale objekt

x
1−→ x, og nerven |Ex| er derfor kontraktibel (se eksempel 6.5 nedenfor).

Dette er en anden måde at se, at kædekomplekset · · · → P 1(x) →
P 0(x)→ R→ 0 for |Ex| er eksakt.
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6.3. Nerven og produkter. Næste bevis er temmeligt teknisk selv
om ideen til beviset er simpel nok. Det er en variant af sætning 3.7 i
[2] (bemærk at der i beviset i [2] er en lille fejl i dets definition af pk).

Sætning 6.3. Lad C og D være sm̊a kategorier. S̊a eksisterer der en
kontinuert bijektion Φ: |C × D| → |C| × |D|.

Bevis. Vi har en bijektionAC×D
n → AC

n×AD
n givet ved ((f1, g1), . . . , (fn, gn)) 7→

((f1, . . . , fn), (g1, . . . , gn)) for n ≥ 1 og (x, y) 7→ (x, y) for n = 0, og jeg
vil tillade mig at skrive elementerne i første mængde som elementer i
den anden mængde. Bijektionen harmonerer med dn,i og sn,i. Definitio-
nen af Φ kommer nu naturligt:

Φ((a, b), t) = ((a, t), (b, t))

Det ses let, at Φ er veldefineret og kontinuert.
Jeg vil nu definere en afbildning Ψ og vise, at Ψ er invers til Φ:

Lad ((a, t), (b, u)) ∈ |C| × |D|, hvor a = x0
f1←− . . .

fn←− xn og b =

y0
g1←− . . .

gm←− ym, og t = (t1, . . . , tn) og u = (u1, . . . , um). Punktet
((a, t), (b, u)) ligger alts̊a i produktet af et n-simpleks og et m-simpleks,
men hvis n 6= 0 og m 6= 0 deles dette produkt op i mere end et n+m-
simplekser gennem Φ. S̊a jeg skal, ud fra t og u, bestemme hvilket n+m-
simpleks, som ((a, t), (b, u)) ligger i Φ’s billede af. Definer Ti =

∑i
j=0 tj

og Ui =
∑i

j=0 uj. Ordn T0, . . . , Tn, U0, . . . , Um efter størrelse, kald det
k-te tal for Ck−1 og smid Cn+m+1 væk:

C0 ≤ · · · ≤ Cn+m

Jeg kan nu definere en kæde af morfier z0 ← · · · ← zn+m ved zk =
(xα(k), yβ(k)), hvor α(k) (hhv. β(k)) er antallet af Tj-er (hhv. Uj-er)
blandt C0, . . . , Ck−1. Morfierne f̊as ud fra (f1, . . . , fn) og (g1, . . . , gm)
ved at indskyde identitetsmorfier, n̊ar et xi eller yi gentages. Definer
v = (v0, . . . , vn+m) ved vk = Ck − Ck−1 (s̊a v0 = C0). S̊a er v ∈ ∆n+m.
Definer

Ψ((a, t), (b, u)) = (z0 ← · · · ← zn+m, v)

Det kan nu tjekkes, at Ψ er veldefineret, og er invers til Φ.
�

Bemærkning 6.4. I de tilfælde, jeg vil bruge sætning 6.3 i resten af dette
projekt, er afbildningen Φ faktisk en homeomorfi. Φ er en homeomorfi,
hvis enten C eller D kun har endeligt mange ikke-degenererede celler,
eller hvis b̊ade C og D kun har tælleligt mange ikke-degenererede celler.
Se appendix A i [3].

Lad F,G : C → D være funktorer mellem to små kategorier og lad
η : F ⇒ G være en naturlig transformation. Jeg vil vise, at η giver
anledning til en homotopi mellem afbildningerne |F | og |G|. Til det-
te formål vil jeg indføre kategorien I som kategorien med præcis to
objekter 0 og 1 og præcis en ikke-identitetsmorfi 0

ι−→ 1.
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Fra F , G og η kan man definere en funktor H : C×I → D som følger:
Sæt H(x, 0) = F (x) og H(x, 1) = G(x). For en morfi α : x → y sæt
H(α, 10) = F (α), H(α, 11) = G(α) og H(α, ι) = ηyF (α) (= G(α)ηx).
At H er en funktor følger af, at F og G er det, og af naturligheden af
η.

Sæt nu h = |H| ◦ Φ−1 : |C| × [0, 1] → |D|, hvor Φ er afbildningen i
sætning 6.3 og hvor |I| er identificeret med [0, 1] ved ((ι), (t0, t1)) 7→ t0.
I dette tilfælde er Φ en homeomorfi, s̊a h er kontinuert.

Lad (a, t) ∈ |C|, a = (α1, . . . , αn) og t = (t0, . . . , tn). S̊a er

h((a, t), 0) = |H|(Φ−1((a, t), ((ι), (0, 1))))

= |H|(Φ−1((a, t), (0, (1))))

= |H|((a, 0), t)

= |F |(a, t)
Tilsvarende gælder der, at h((a, t), 1) = |G|(a, t). Alts̊a er h en homo-
topi fra |F | til |G|.

Det kan m̊aske virke mærkeligt, at en naturlig transformation giver
anledning til en “symmetrisk” størrelse som en homotopi h – h giver jo
en homotopi fra |G| til |F | ved ((a, t), v) 7→ h((a, t), 1 − v), hvorimod
der ikke nødvendigvis er en naturlig transformation fra |G| til |F |. Men
η giver en en naturlig transformation ηo : Go → F o hvor F o, Go : Cop →
Dop er funktorerne som har samme værdier p̊a objekter og morfier
som hhv. F og G – sæt blot ηo

x = ηx for alle x ∈ Ob C. Og ηo giver en
homotopi : |Cop|× [0, 1]→ |Dop|. Sætning 6.1 giver homeomorfier |C| '
|Cop| og |D| ' |Dop| og ved brug af disse f̊as en homotopi |C| × [0, 1]→
|D| fra |G| til |F |. Denne homotopi er netop ((a, t), v) 7→ h((a, t), 1−v).

Eksempel 6.5. Antag at C har et terminalt objekt T . For funktoren
∆(T ) : C → C gælder der

|∆(T )|((α1, . . . , αn), t) = ((1T , . . . , 1T ), t) = (T, 1)

s̊a det ses, at |∆(T )| er konstant. Man kan nu definere en naturlig trans-
formation η : 1C → ∆(T ) ved at lade ηC være den entydigt bestemte
afbildning fra C til T . Entydigheden af disse afbildninger giver, at η er
naturlig. Som beskrevet ovenfor giver η anledning til en homotopi fra
|1C| = 1|C| til den konstante afbildning |∆(T )|. Alts̊a er |C| kontraktibel.

Antag nu i stedet, at C har et initialt objekt. Da et initialt objekt i
C er det samme som et terminalt objekt i Cop, er |Cop| kontraktibel, s̊a
per sætning 6.1 er ogs̊a |C| kontraktibel.

7. Konkrete udregninger

7.1. Homologi og kohomologi i dimension 0. Lad P∗ → R være
standard-resolutionen af R som enten højre- eller venstre-modul. S̊a er
P0 ' RC. S̊a hvis M er en RC-modul er P0⊗RCM 'M . Da tensorpro-
duktet er højreeksakt er TorRC(R,M) ' R ⊗RC M ' MC, hvor MC =
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M/R{(α−1cod(α))m} er den største kvotient af M hvor RC virker trivi-
elt. Den sidste isomorfi er induceret af den bilineære afbildning f : R×
M → M/R{(α − 1cod(α))m} givet ved f(

∑
x∈Ob C rx,

∑
x∈Ob Cmx) =∑

x rxmx.
Generelt gælder HomRC(P0,M) ' ∏

x∈Ob(C) 1xM . S̊a antag Ob(C) er
endelig; s̊a er HomRC(P0,M) ' M . Da kontravariant Hom er venstre-
eksakt, er Ext0

RC ' HomRC(R,M) ' MC, hvor MC = {m ∈ M | αm =
1cod(α)m} er største undermodul af M , hvor RC virker trivielt. Sidste
isomorfi er givet ved φ 7→ φ(

∑
x 1x).

7.2. Kategorier med initialt eller terminalt objekt. Lad M væ-
re en vilk̊arlig RC-modul. S̊a er der en asymmetri i den projektive
resolution for R som gør at (ko)homologien af C ikke nødvendigvis er
lig (ko)homologien af Cop – i modsætning til hvis M = R, jf. sæt-
ning 6.2. S̊a lad mig starte med at antage, at C har et initialt objekt
a. Lad P∗ → R være standard-resolutionen af R. For n ≥ 0 definer
hn : Pn → Pn+1 ved

hn(x← x0 ← · · · ← xn) = (x← x0 ← · · · ← xn ← a)

Dette giver mening, da det eksisterer netop 1 morfi a → xn. Og hn er
en RC-homomorfi. Det ses let, at dn+1hn + hn−1dn = 1 for n ≥ 1, s̊a h
er en kontraherende homotopi, bortset fra i dimension 0. Givet n ≥ 1
og φ ∈ HomRC(Pn,M) er

(Hom(hn,M) ◦ Hom(dn+1,M) + Hom(dn,M) ◦ Hom(hn−1,M))(φ)

= φ ◦ dn+1 ◦ hn + φ ◦ hn−1 ◦ dn

= φ ◦ (dn+1hn + hn−1dn)

= φ

S̊a HomRC(h∗,M) er en kontraherende homotopi i dimension ≥ 1 og
Hn(C,M) = 0 for n ≥ 1.

Bemærk at hvis t er et terminalt objekt for C at gn(x← x0 ← · · · ←
xn) = (t ← x ← x0 ← · · · ← xn) definerer en R-homomorfi, men
ikke en RC-homomorfi, s̊a HomRC(gn,M) eksisterer ikke. Derfor kan
ovenst̊aende argument ikke modificeres til at fungere i tilfældet hvor C
har et terminalt, men ikke et initialt objekt. Her er et eksempel p̊a en
s̊adan kategori:

Eksempel 7.1. Antag D er kategorien med tre objekter x, y og z
og præcis to ikke-identitets-morfier f : x → z og g : y → z. S̊a er z
terminalt objekt, men der er intet initialt objekt. Lad (P , d) være den
normaliserede standard-resolution af R. S̊a er P n = 0 for n ≥ 2, s̊a kun
d1 6= 0. Sæt δ = HomRD(d1,M). Vi har P 0 = RD og P 1 = Fz{[f ], [g]}.
Lad φ ∈ Hom(P 0,M) og m = Φ0(φ), m = 1xmx + 1ymy + 1zmz. S̊a er

δ(φ)([f ]) = (f − 1z)m = 1z(fmx −mz)

δ(φ)([g]) = (g − 1z)m = 1z(gmx −mz)
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Vi har en R-isomorfi Φ1 : Hom(P1,M) ' 1zM⊕1zM givet ved Φ1(ψ) =
(ψ([f ]), ψ([g])).

Antag nu, at 1zM 6= 0, men fm = gm = 0 for alle m ∈ M . S̊a
er Im(Φ1δ) = {(m,m) | m ∈ 1zM}. Dermed er H1(D,M) ' (1zM ⊕
1zM)/ Im(Φ1δ) ' 1zM .

Antag nu, at C har et terminalt objekt og lad nu P∗ → R betegne
standard-resolutionen af R som højre-modul – alts̊a standardresolu-
tionen over RCop. S̊a har Cop et initialt objekt, s̊a en kontraherende
homotopi h kan defineres akkurat som h ovenfor, blot er nu hn en
RCop-homomorfi. Det tjekkes nu let, at h⊗ 1M giver en kontraherende
homotopi p̊a P ⊗M (stadig bortset fra dimension 0), s̊a Hn(C,M) = 0
for n ≥ 1.

Eksempel 7.2. Dette eksempel er en fortsættelse af eksempel 7.1.
Dop er et initialt, men ikke noget terminalt, objekt. Jeg vil vise, at
H1(Dop, R) 6= 0. P er en resolution af R som højremodul over RDop.
Vi har P0 ⊗M 'M og P1 ⊗M ' 1zM ⊕ 1zM via isomorfien ([f ]1z ⊗
m1 + [g]1z ⊗m2) 7→ (1zm1, 1zm2). Homomorfien ∂1 : 1zM ⊕ 1zM →M
induceret af d1 er givet som ∂1(1zm1, 1zm2) = (f−1z)m1+(g−1z)m2 =
1zm1 + 1zm2. S̊a H1(Dop, R) ' Ker(∂1) ' 1zM .

7.3. Den cykliske gruppe af orden 2. Antag C er kategorien sva-
rende til den cykliske gruppe af orden to – kald objektet x og den
frembringende morfi f , f 2 = 1x. S̊a er |C| ' RP∞, det uendeligt-
dimensionale reelle projektive rum.

Jeg vil udregne ExtF2C(F2,F2), hvor F2 er legemet af orden to. Jeg
vil bruge Φ og Ψ i samme betydning som i afsnit 3. Den normaliserede
standard-resolution af F2 har formen

· · · → F2C
d2−→ F2C

d1−→ F2C
ε−→ F2 → 0

da der kun er 1 ikke-degenereret kæde af morfier i hver dimension. Vi
har dn(1x) = dn(f) = 1x + fx (her er det rart, at vores basisring F2 har
karakteristik 2) og ε(1x) = ε(f) = 1. For et φ ∈ HomF2C(F2C,F2)
er φ(1x) = φ(f), s̊a φdn = 0 for alle n ≥ 1. Da desuden F2 '
HomF2C(F2C,F2) f̊as, at Extn

F2C(F2,F2) ' F2 for alle n ≥ 0 s̊a som
R-modul er

ExtF2C(F2,F2) '
⊕
n≥0

F2

Lad de to elementer i grad n være betegnet 0xn og 1xn.
Ψ(0xn), n ≥ 1: Push-outet af 0 : F2C → F2 og dn : F2C → F2C er

(F2 ⊕ F2C)/F2(0, 1x + f) ' F2 ⊕ F2. S̊a ekstensionen bliver

0→ F2
αn−→ F2 ⊕ F2

αn−1−−−→ F2C
dn−2−−−→ · · · → F2C → F2 → 0

hvor αn(a) = (a, 0) og αn−1(a, b) = b(1x + f).
Ψ(1xn), n ≥ 1: Elementet 1xn svarer til homomorfien ε : F2C → F2 og

push-outet af ε og dn er (F2⊕F2C)/F2(1, 1x+f) ' F2C. S̊a ekstensionen



FAGPROJEKT 21

bliver

0→ F2
βn−→ F2C

dn−1−−−→ F2C
dn−2−−−→ · · · → F2C → F2 → 0

hvor βn(a) = a(1x + f).
Da βnε = dn følger det, at produktet af Ψ(1xn) og Ψ(1xm) er Ψ(1xn+m).

S̊a (1xn)(1xm) = 1xn+m – og dette gælder ogs̊a hvis n = 0 eller m = 0.
Produktet af Ψ(axn) og Ψ(bxm) hvor a = 0 eller b = 0 vil have formen

E = · · · → F2 ⊕ F2 → F2C
dk−1−−→ · · · d1−→ F2C → F2 → 0

Jeg vil finde Φ(E), s̊a antag der for E er valgt løft φi for i = 0, . . . , k
(som i diagram 3.1). S̊a er φk(1x + f) = (1x + f)φk(1x) = 2φk(1x) = 0,
s̊a φkdk+1 = 0. Dermed kan løftene φk+1, . . . , φn+m vælges lig 0, og
Φ(E) = 0xn+m.

Alts̊a er (axn)(bxm) = abxn+m – ogs̊a hvis n = 0 eller m = 0. Dermed
er produktet p̊a ExtF2C(F2,F2) fastlagt, og det ses, at

ExtF2C(F2,F2) ' F2[x]

hvor F2[x] er polynomiumsalgebraen over F2 i en variabel.
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