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Resumé

I projektet introduceres indledningsvis den grundlseggende teori for det simplicielle kom-
pleks knyttet til en partielt ordnet maengde, samt topologiske egenskaber ved dette sim-
plicielle kompleks.

Derneest indfgres de partielt ordnede maengder 8,(G) og A,(G) af visse ikke-trivielle
p-undergrupper i en gruppe G. Grundlaeggende topologiske egenskaber ved 8,(G) og
A,(G) praesenteres — herunder fremsaettes Quillens formodning om hvornar §,(G) er
kontraktibel.

I de efterfolgende afsnit arbejdes med resultater om sferiske og Cohen-Macaulay
partielt ordnede meengder, og der bliver blandt andet gennemgaet tilstraekkelige kriterier
for at A,(G) har disse egenskaber.

Til slut benyttes den praesenterede teori til at bevise Quillens formodning for endelige
oplgselige grupper.

Summary

The first section of this project introduces the fundamental theory of the simplicial
complex associated to at partially ordered set, as well as topological properties of this
simplicial complex.

Next we introduce the partially ordered sets 8,(G) and A,(G) consisting of certain
non-trivial p-subgroups in a group G. Fundamental properties of §,(G) and A,(G) are
presented — and amongst these we state Quillen’s conjecture concerning the possible
contractibility of 8,(G).

In the following sections we work with partially ordered sets that are spherical or
Cohen-Macaulay, and we state sufficient criterions for A,(G) to have these properties.

At the end, we use the presented theory to prove Quillen’s conjecture in the case of
finite solvable groups.
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Forord

Konventioner

I projektet benyttes betegnelsen pomengde som en forkortelse af partielt ordnet maengde.
Dette er inspireret af den engelske forkortelse “poset” for “partially ordered set”.

Igennem hele projektet vil p veere et primtal, og G er altid en gruppe. At H C G
er en undergruppe i G noteres H < G, og tilsvarende betyder H < G at H er en aegte
undergruppe.

Projektoversigt

I afsnit [I| arbejdes med generelle pomengder (partielt ordnede maengder). Fra enhver
pomaengde X kan man konstruere et tilhgrende topologisk rum | X|, og forste afsnit om-
handler den taette sammenhaeng mellem egenskaber for X og topologiske egenskaber for
| X|. Gennem konstruktionen af det simplicielle kompleks |X|, tilleegger vi ogsa X topo-
logiske egenskaber: Hvis | X| er sammenhaengende, siger vi at X er sammenhaengende;
hvis | X| er kontraktibel, siger vi at X er kontraktibel; og sa videre. Afsnit |1 beskriver
desuden hvordan forskellige standardoperationer pa pomaengder resulterer i operationer
pa de tilhgrende topologiske rum.

I afsnit [2] tager vi udgangspunkt i en gruppe G, og introducerer pomaengden 8,(G)
af ikke-trivielle p-undergrupper i G. Vi indfgrer ogsa den mindre pomeengde A,(G) af
ikke-trivielle, elementar-abelske p-undergrupper, og ser at 8,(G) og A,(G) altid giver ho-
motopizekvivalente simplicielle komplekser. Afsnit [2| beskriver ogsa hvordan egenskaber
ved gruppen G afspejles i egenskaber for 8,(G); specielt fremseettes Quillens formodning
om at 8,(G) er kontraktibel for en endelig gruppe G netop nar G har en ikke-triviel,
normal p-undergruppe.

I afsnit [3] introduceres hvad det vil sige at en pomaengde er sferisk eller Cohen-
Macaulay. Begge egenskaber leegger strukturelle krav pa pomaengden, og i afsnit [4] un-
dersgges hvornar pomeengden A, (G) opfylder disse krav. Afsnittene [3|og [4| bygger op til
at vi som projektets afsluttende hovedresultat i afsnit [5] kan vise at Quillens formodning
er sand safremt G er endelig og oplgselig.

Efter projektets fem hovedafsnit folger tre appendices [A] [B] og [C] Disse appendices
omhandler nogle hjalpe-resultater inden for henholdsvis topologi, algebraisk topologi og
algebra. Resultaterne benyttes i projektets hovedafsnit men er ikke direkte relaterede til
indholdet i resten af projektet.
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1 Det simplicielle kompleks associeret til en pomangde

Lad X veere en pomaengde (partielt ordnet meengde). Pomaengden X kan betragtes som
en kategori: Objekterne er elementerne i X, og der er en unik morfi x — 2/ nar z < 2/
(x,2' € X).

For pomangden X kan vi sdledes betragte de ssedvanlige konstruktioner af nerven
N(X) der er en simpliciel maengde, og det klassificerende rum | N(X)|. Med lidt genbrug
af notation betegner vi det klassificerende rum ved notationen | X|.

Det viser sig dog at konstruktionen af | X| kan forsimples en del nar X er en pomaeng-
de, i dette tilfeelde viser | X| sig at veere et simplicielt kompleks med netop ét simpleks
for hver endelig kaede i pomeengden X.

Et n-simpleks i nerven N (X) er som bekendt en fplge af n morfier xg — 21 — -+ —
Ty 1 X, dvs. en fglge af n + 1 elementer g < 1 < -+ < z, i pomaengden X. En
degenerations-afbildning s; i definitionen af nerven indseetter en identitetsmorfi i fglgen,
hvilket i kontekst af pomeengder bliver

siro <o < Lap)=(o <<y = <<y

hvor vi altsa duplikerer z; og indsaetter et lighedstegn.

De degenererede n-simplekser i N(X) er saledes folger g < 3 < -+ < x, der
indeholder et eller flere lighedstegn. Et ikke-degenereret n-simpleks i N(X) er dermed
en folge xg < 21 < -+ < xp, dvs. en n-kaede i pomaengden X.

En side-afbildning d; i nerven bliver i pomeaengde-kontekst til afbildningen

di(fzo <z < <ap) = (o< Swimg Sy < <)
der blot fjerner et element fra fglgen.

Bemazerkning 1.1. Specielt ses at d; anvendt pa et ikke-degenereret simpleks (en n-
keede i X)), igen giver et ikke-degenereret simpleks.

Det er denne egenskab der er den vigtige forskel pa pomeaengder og generelle kategorier
(hvor et ikke-degenereret simpleks godt kan have en degenereret side), og det resulterer
blandt andet i at vi helt kan se bort fra degenererede simplekser i konstruktionen af det
klassificerende rum.

1.1 Det klassificerende rum

Et n-simpleks f = (zg <z < --- < z,) 1 N(X) kan betragtes som en ordningsbevarende
afbildning f fra pomengden n := {1,...,n} til pomaengden X. Hvis (z¢p < 21 < -+ <
xy) indeholder lighedstegn, er afbildningen f ikke injektiv. Lad Cy C X vaere kaeden i
X hvor vi har udeladt eventuelle lighedstegn i folgen (xo < 1 < --- < xy,). Kaeden Cf

kan da betragtes som en injektion Cy: k 5C ¢t € X hvor k er leengden af Cy.
Afbildningen f kan faktoriseres entydigt som en (ordningsbevarende) surjektion
st n — k efterfulgt af injektionen Cr:k— X.

sf C
fin>k-5X (1.1)



1 DET SIMPLICIELLE KOMPLEKS ASSOCIERET TIL EN POMAENGDE 6

I N(X) far vi siledes f = Cyo s/ = (s/)*(C}), og pa denne méade kommer ethvert
simpleks f fra et ikke-degenereret simpleks Cy. Dette gaelder ogsa for kategorier generelt,
men for pomaengder geelder ydermere at C spiller sammen med s; og d;:

Lad f vaere et n-simpleks, og betragt s;(f) = (s%)*(f) = fos’. Vi kan som bemaerket
faktorisere f = C; o s/ hvor C} er en injektion og s/ er en surjektion. Vi fir da s;(f) =
Cyo (sf 0 s), og idet bade s/ og s' er surjektive, er dette faktoriseringen af s;(f).
Der geelder derfor at Cy, sy = Cy og 55 = sf o gt

Alternativt kan vi se simplekset s;(f) som f hvor der er tilfgjet et lighedstegn. Nar
vi fjerner samtlige lighedstegn fra s;(f) for at opna C, () far vi naturligvis det samme
som hvis vi ngjes med at fjerne lighedstegnene fra f, sa Cy,p) = Cf.

Vi betragter nu i stedet d;(f), og benytter igen faktoriseringen f = Cj o sf. Den
surjektive afbildning s/: n — k kan skrives som en sammenszetning af degenerations-
afbildninger: sf = 77 o --- 0§72 0 s71. Vi har saledes

di(f) = (Cpos’o---0s")od (1.2)

Vi ved at der for en sammensaetning s7d? geelder enten s/d* = id eller s’d’ = d's?" for
passende 4’, j'. T udtrykket (1.2) vil d* altsa enten ga ud med et af s7’erne og i sa fald er
Ca;(p) = Cy og s%() = sf o d; eller der vil geelde

di(f) = (Cfodil)osjé 0. 0gh :di/(Cf)osj; o o0gl.

Fra tidligere ved vi at dy(Cy) er ikke-degenereret idet C er ikke-degenereret, og vi far
saledes Cy,(y) = dy(Cy) og d" o s4) = s/ o d.

Det er dette sidste tilfeelde Cy, () = dir(Cy) der vil fejle for generelle kategorier, og
forhindre os i af forenkle konstruktionen af det klassificerende rum. For pomaengder kan
man dog godt udelade de degenererede simplekser samt degenerations-afbildningerne:

Proposition 1.2. Lad X vere en pomengde. Lad desuden X,, vere mengden af (even-
tuelt degenererede) n-simplekser i N(X), og lad C,(X) vere mengden af n-keder i
pomengden X (dvs. de ikke-degenererede simplekser i N(X)).

1 sa fald er den sedvanlige konstruktion af det klassificerende rum,

A= ] X x An/(Q*(f)vf) ~ (f.0.(8) for 0: k= n, f € X, og & € AF,

n>0

homeomorf med konstruktionen hvor der kun benyttes ikke-degenererede simplekser:

B =[] CulX) x A" /(°(C). &) ~ (C.ia(©)) for i: k>, C € Cu(X) 0g € € A,

n>0

Bevis. Vi har umiddelbart en veldefineret afbildning ¢: B — A givet ved

p(C, &) == (C, ),

og ¢ er kontinuert idet ¢ er kontinuert pa hvert simpleks i [[,5 Cn(X) x A™.
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Den anden vej har vi ¢»: A — B givet ved

Y(f.€) = (Cr. (s1)4(€)).

Hvis 1 er veldefineret, er 1) ogsa kontinuert idet & — (sf).(€) er kontinuert for ethvert
simpleks i [], <o Xn x A™.

For at vise at ¢ er veldefineret ser vi pa to sekvivalente punkter (6*(f),€) ~ (f, 04(€))
i A, og viser at de afbildes til ackvivalente punkter i B. Idet s"’erne og d*’erne frembringer
alle 0: k — n (k,n > 0), er det nok at tjekke tilfseldene 6 = s’ og O = d'.

Hvis § = s’ gaelder som tidligere bemaerket at Cs;(py = Cy og s5il) = sf o0t 1 B far
vi dermed at

U(si(1),€) = (Cyypy: (8)(6)) = (Cp, (1) u((81):(6))) = 0 (81)())-

Hvis § = d’, vil der enten gzelde Cq,py = Cf og s¥(f) = sf o di, eller ogsa geelder
Cay(py = di/(Cy) hvor d” o s5() = sf o d'. T forste tilfeelde far vi

D(di(f),€) = (Cay(ys (%U)<(€) = (Cy, (s7)2((d)4(8))) = $(f, (d)<(€));
og i andet tilfeelde gaelder

D(di(f),€) = (Cay(yy, (7€) = (dur(Cy), (%) (8))
~ (Cp, (@7 0 s5D),(€) = (Cr, (s1)u((d):(9))) = W ([, (d):(€)).

Samlet ser vi altsa at ¢: A — B er veldefineret.

For ethvert ikke-degenereret simpleks f, er Cy = f og s/ = id. For kompositionen
Ye: B — B geelder derfor

Yo(C,€) = ¥(C,¢) = (C,8),
sa 1 = idp. For kompositionen pip: A — A far vi

PU(f,€) = (Cr. (s7)(€) = (Cy, (s7)x(€)) ~ ((s))"(Cy), &) = (1,9,
sa der geelder ogsa o) = ida. O

Definition 1.3 (Det klassificerende rum). Nar X er en pomaengde, er det klassificerende
rum | X | et simplicielt kompleks: Der er netop ét n-simpleks for hver n-kesede C'i X. De
n+1 sider i simplekset hgrende til kaeden C', er de n+1 simplekser hgrende til delkaederne
i C af leengde n — 1. Som i ethvert simplicielt kompleks, er et n-simpleks i | X| entydigt
bestemt ved de n + 1 elementer i X der udggr hjgrnerne i simplekset.

Det klassificerende rum | X| = |[N(X)| kan for pomengder defineres ved

1| = T CulX) x A”/(z’*(C),g) ~ (C,iu()) for i k < n, C € Cp(X) og € € AF.
n>0

Til tider kan vi ogsa have brug for den ssedvanlige definition hvor vi medtager de dege-
nererede simplekser:

1X] = [T X A”/(e*(f),g) ~ (f,0.(6)) for 0: k —n, f € X, og € € A*,

n>0
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Definition 1.4. Vi knytter topologiske egenskaber til en pomangde X via det topo-
logiske rum | X|. Pomeengden X siges at have en topologisk egenskab hvis | X| har den
pagaldende egenskab.

Eksempelvis siges X at veere kontraktibel safremt | X| er kontraktibel.

Proposition 1.5. Lad f: X — Y vere en afbildning af pomengder. Da inducerer f en
afbildning | f] : | X| — Y.

Bevis. Da f er ordningsbevarende, vil en ksede C' i X blive sendt til en (eventuelt
degenereret) keede i Y. Desuden sender f delkseder af C' til de tilsvarende delkseder af
f(C). Afbildningen f er altsa simpleks-bevarende og bevarer siderne af simplekser. Der
induceres derfor en veldefineret afbildning af simplicielle komplekser |f|: |X| — |Y| der
sender simplekset hgrende til C' over i det eventuelt degenererede simpleks hgrende til
f(C). Afbildningen |f| er kontinuert idet den er kontinuert pa hvert simpleks i | X|. O

Bemaerkning 1.6. Lad A C X veare en delpomangde, og lad f: X — Y veere ord-
ningsbevarende. Det simplicielle kompleks | A| ligger umiddelbart som delkompleks i | X|
(idet keeder i A specielt er keaeder i X). Definitionen af den inducerede afbildning |f]
giver sa umiddelbart at

], =1l

[A|
Proposition 1.7. Lad X XY wvere produktet af pomengderne X og Y, dvs. X XY er
ordnet med (xz,y) < (2/,y') hvis x < 2’ ogy <y'. Projektionerne mx og my inducerer da
en homeomorfi

X x Y| = [X] x|Y],

hvor produktet til hgjre skal tages i kategorien af kompakt frembragte Hausdorff rum.
Safremt X ogY er endelige, er dette blot det normale topologiske produkt.

Bevis. Resultatet fglger af at nerve-funktoren N: Cat — sSet bevarer alle limits, her-
under produkter, og at geometrisk realisation |-| : sSet — CGHaus bevarer endelige
produkter (hvor CGHaus er kategorien af kompakt frembragte Hausdorff rum).
Beviset for at |-| : poSet — CGHaus bevarer endelige produkter bliver ikke simp-
lere for pomeengder end for generelle kategorier; og da beviset desuden er forholdsvis
omfattende, udelades det. Der henvises i stedet til [Gra03, Chapter 2]. ]

1.2 Homotopier

Proposition 1.8. Lad f,g: X — Y wvere afbildninger af pomaengder. Hvis f og g op-
fylder f(z) < g(x) for alle x € X, sa er realisationerne |f| og |g| homotope.

Bevis. Vi definerer en afbildning H: X x {0 < 1} =Y ved H(z,0) = f(z) og H(x,1) =
g(z) for z € X. Denne afbildning er ordningsbevarende idet vi har:

o I tilfaeldet (x,0) < (2/,0), geelder x < 2/, sa H(z,0) = f(z) < f(2') = H(2',0)
da f er ordningsbevarende. Tilfeeldet (x,1) < (2/,1) giver tilsvarende H(z,1) =
g(x) <g(2') = H(a',1).
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o I tilfeeldet (x,0) < (2/,1), far vi igen fra ordningen af X x {0 < 1} at z < 2’. Nu
fas straks per antagelse at H(z,0) = f(z) < f(2') < g(a’) = H(2/,1).

Da afbildningen H: X x {0 < 1} — Y er ordningsbevarende, induceres en afbildning
|H|: | X x{0< 1} = |Y].

Pomaengden X ligger indlejret i X x {0 < 1} som X x {0} og X x {1}. Idet
H|xx oy = [, folger jf. bemeerkning at |H| ‘|Xx{0}\ = ’H|X><{O}‘ = |f|. Tilsvarende

geelder |H | ||X‘X{1} = lg|.

Iflge proposition [1.7] geelder | X x {0 < 1}| = |X| x |{0 < 1}|. Det simplicielle kom-
pleks [{0 < 1}| bestar af ét 1-simpleks med to forskellige endepunkter 0 og 1 — rummet
[{0 < 1}| er altsa blot enhedsintervallet I.

Vi har saledes en afbildning |H|: |X| x I — |Y| med |H|(z,0) = |f|(z) og
|H| (z,1) = |g| (z) for alle z € | X|, sa |H| er en homotopi mellem |f| og |g|. O

Definition 1.9. En pomeengde X kaldes konisk kontraktibel hvis der findes et element
xo € X og en afbildning f: X — X sadan at x < f(z) > zo for alle z € X.

Hvis dette er tilfseldet, giver proposition fgrst en homotopi id| x| =~ | f| og dernaest
en homotopi |f| =~ ¢z, (hvor ¢z, : |X| — |X| er den konstante afbildning der sender alt
i z9). Vi far saledes en homotopi mellem id| x| og en konstant afbildning, ¢y, sa |X| er
kontraktibel.

Bemseerkning 1.10. Lad K vere et simplicielt kompleks. Vi kan da se pa den bary-
centriske underinddeling af K: I den barycentriske underinddeling har vi et punkt for
hvert simpleks i K; og vi har et k-simpleks i underinddelingen hver gang vi har en fglge
af simpleks-inklusioner so C s1 C --- C sg.

Hvis vi danner pomaengden S(K) af simplekser i K (ordnet ved inklusion), ser vi at
keederne i S(K) netop svarer til simplekserne i den barycentriske underinddeling. Den
barycentriske underinddeling er altsa det simplicielle kompleks |S(K)|; og vi har dermed
en homeomorfi |[S(K)| = K.

Lad os nu se pa S(K) i tilfeeldet hvor K = C(L) er keglen pa et simplicielt kompleks
L. Ethvert simpleks s i S(K) er da indeholdt i et simpleks sg der indeholder keglens top
0 (vi inkluderer blot keglens toppunkt safremt det mangler i s). I pomangden S(K) har
vi saledes s C sg 2 0, sa S(K) er konisk kontraktibel. Idet |S(K)| = K, stemmer dette
med at keglen K er kontraktibel — og det er herfra at det “koniske” i konisk kontraktibel
stammer.

1.3 Homotopixkvivalenser

For at vise at to pomaengder X og Y er homotopiskvivalente, er den basale frem-
gangsmade at finde brugbare afbildninger f: X — Y og g: Y — X, for sa at benytte
proposition [I.8| til at fremstille homotopier fg ~ idy og gf ~ idx.

Vi vil nu tage udgangspunkt i et generelt kategoriteoretisk resultat for at fremsaette
metoder til at vise homotopizkvivalens i tilfaelde hvor den basale fremgangsmade er
utilstraekkelig.
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Definition 1.11. Lad f: X — Y vere en afbildning af pomaengder, og lad y € Y. Vi
definerer da fglgende delpomaengder af X:

fly=A{ze X | f(z) <y},
y\f ={z e X[ [f(z) 2y}
Seetning 1.12 (Quillens saetning A). Quillens setning A er et resultat der generelt
omhandler funktorer mellem sma kategorier. I kontekst af pomengder kommer setningen
til at lyde saledes:
Lad f: X =Y wvere en afbildning af pomengder, og antag at f/y er kontraktibel for
alley €Y. Da er |f|: |X|— |Y| en homotopiekvivalens.
Den samme konklusion geelder hvis vi alternativt har y\ f kontraktibel for alley € Y.

Bevis. Se [Qui73, Theorem A]. O
Definition 1.13. En delpomaengde S C X kaldes nedadtil afsluttet safremt der gaelder
(2’ <xogxrelS)=a2€Ss.

Begrebet opadtil afsluttet defineres tilsvarende.

Lad X og Y veere pomaengder, og lad Z veere en nedadtil afsluttet delmaengde af
XxY.Lad desuden 71: Z — X og mo: Z — Y veere restriktionerne af de to projektioner.

For et element x € X, er fiberen 7 1(30) C Z isomorf med pomaengden Z, :=
{y e Y| (x,y) € Z}. Delmeengden Z, C Y er afsluttet nedadtil, hvilket folger af at Z
er afsluttet nedadtil:

WeZony <y)= ((zy) € ZN (1) < (w,) = (v,)) € Z=y € Zs.
Tilsvarende er Z, := {x € X | (x,y) € Z} en nedadtil afsluttet delmaengde af X.

Proposition 1.14. Lad Z C X X Y wveaere en nedadtil afsluttet delpomaengde. Hvis Z,
er kontraktibel for ethvert x € X, sa er p1: Z — X en homotopiekvivalens.

Bevis. Pomaengden x\p; bestar af alle (2/,y) € Z for hvilke 2’ > x. Vi definerer afbild-
ningerne u: Z, — x\p1 og v: x\p1 — Z, ved at satte u(y) = (z,y) og v(a',y) = y.
Afbildningen v er veldefineret idet (z',y) € Z med 2/ > z giver at (x,y) € Z per
afsluttethed, sa y € Z,. Vi har nu at
vu(y) = v(z,y) =y, sa vu = idy,;
wo(z',y) = u(y) = (z,y) < (¢',y),  sdovuidy,,.

Dermed er x\p; og Z, homotopizkvivalente, sa x\p; er kontraktibel for alle x € X
idet Z, er kontraktibel per antagelse. Ifglge Quillens seetning A, er p; altsa en
homotopisekvivalens. ]

Korollar 1.15. Hwvis bade Z, og Z, er kontraktible for alle x € X ogy €Y, sa er X
0og Y homotopiekvivalente.

Beuvis. 1 sa fald er bade p1: Z — X og p2: Z — Y homotopiskvivalenser ifglge propo-
sition [[.14] O
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1.4 Join af pomangder

Definition 1.16. Givet to pomzngder X og Y danner vi join’et X xY der er en ny
pomangde. Pomaengden X *Y er den disjunkte forening af X og Y; ordningen pa X xY
er en kombination af ordningerne fra X og Y hvor alle elementerne i X bliver ordnet
under elementerne i Y:

r<2'iX*Y hvisz <2'iX;
y<y iXxY hvisy <y iY;
r<yiXxYforallexe X ogyeY.

Lemma 1.17. For pomengder X og Y gelder
X Y| =|X]|*|Y].
Her seetter vi | X|* 0 =|X| og 0+ |Y|=|Y].

Bevis. Pastanden gaelder oplagt hvis Y = () med | X 0] = | X| = | X| % 0, og tilsvarende
hvis X = (). Antag derfor X,Y # (.

Joinet af de to rum |X| og |Y| bestar af linjestykker fra ethvert punkt i | X| til ethvert
punkt i Y. Det kan eksempelvis veaere givet ved

|X| * |Y| = ’X‘ X |Y| X I/(maylao) ~ (1:>y270)7 (xlvyv 1) ~ (3727% 1) (13)

for z, 1,22 € | X[ 0g y,y1,92 € |Y|.
Da | X| og |Y| er simplicielle komplekser, bliver | X | |Y| igen et simplicielt kompleks;
og simplekser i | X| * |Y| er:

e C, hvor C er et simpleks i | X/,
e D, hvor D er et simpleks i |Y],

e Cx D, hvor C er et simpleks i | X| og D er et simpleks i |Y].

Lad {zo,...,xr} veere hjornerne i et k-simpleks C' i | X|, og lad {yo,...,yn} veere
hjgrnerne i et n-simpleks D i |Y|. Joinet C % D bliver da et k + n + 1-simpleks i
| X| % |Y| med hjgrnerne {zo,...,Zk, Yo, -, Yn}-

Simplekserne i | X| * |Y| har altsa hjgrner o U 7, hvor o er meengden af hjgrner i et
simpleks i | X|, og T er hjgrnerne i et simpleks i |Y| — eventuelt kan o eller 7 veere tomme
(dog ikke begge samtidig).

Et simpleks i |X| har hjgrner der danner en kaede i X, og tilsvarende for |Y|. Et
simpleks i | X| * |Y| har dermed hjgrner o U 7, hvor o og 7 er (muligvis tomme) kaeder
i hhv. X og Y; og o, 7 er ikke begge tomme. Dette er dog netop det samme som at
o UT er en kaede i pomaengden X * Y. En kaede C'1 X * Y svarer saledes til et simpleks
i |X|*|Y| med elementerne i C' som hjgrner.

Vi ser altsa at | X| x |Y| er identisk med det simplicielle kompleks | X * Y. O
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Bemaerkning 1.18. Lad o L7 veere en kaede 1 X Y hvor o er en kaede i X af leengde
k, og keeden 7 har leengde k' i Y. Leengden af kaeden o U 7 er dermed k + k' + 1 (da
keeden indeholder k + k' + 2 elementer).

Da dimensionen af en pomaengde er den maksimale kaedelaengde, ser vi straks at

dim(X xY) =dim X + dimY + 1.

Definition 1.19. For en pomaengde X defineres keglen C'X som pomengden CX :=
{0}« X. Viser straks at |CX| = |{0}|*|X| = C | X| er keglen pa | X|, hvilket retfeerdiggor
betegnelsen “kegle” om C'X. For den tomme pomangde er C) = {0} x ) = {0}, og
|CO| = |{0}| bestar kun af toppunktet 0.

Proposition 1.20. For pomengder X og Y gelder
X «Y|=|X|+|Y|=|CX xCY \ {(0,0)}.

Beuis. Identifikationen | X| # |Y| = |X % Y| har vi allerede fra lemma[1.17]

ForY =0, er CXxCY\{(0,0)} = CX x{0}\{(0,0)} = X; sa her geelder pastanden.
Tilsvarende handteres tilfzeldet X = (). Herefter antages derfor X,Y # ().

Vi betragter produktet |CX| x |CY| = |CX x CY|. Joinet |X|* |Y] ligger indlejret
i|CX| % |CY| som delrummet

M:={(z,1-t,y,t) |z €|X|,ye|Y],0<t<1}
C(IXIxI/|X][x0)x([Y|xI/]Y]x0)=|CX]|x|CY].

Punktet (z,y,t) i |X|=|Y], jf. (L.3), svarer her til punktet (z,1—¢,y,t) € M.

Et simpleks i |[CX x Y U X x CY| er en keede i pomaengden CX x Y UX x CY. Da
CX xY og X x CY er afsluttede opadtil, er en kaede i CX x Y U X x CY enten en
keede i CX x Y elleri X x CY. Et simpleks i |[CX XY UX x CY]| er altsa et simpleks
i enten |CX x Y| eller | X x CY|. Den omvendte implikation geelder pa tilsvarende vis,
sa vi har

ICX x Y|U|X x CY] =|CX x Y UX x CY| = |CX x CY \ {(0,0)}].

Vi finder nu en homeomorfi ¢: M — |CX x Y|U|X x CY| ved at skalere ud fra punktet
(0,0) i |CX x CY|. Givet et punkt (x,1 —t,y,t) € M, defineres

— 1-t t
SO(-'E7 1 - ty y7 t) - — (.T, max(t,l—t) I y’ max(t,l—t))
_ (%Ly,ﬁ)e\XxCﬂ hViSO§t§%7
(z,%t,y,1) €|[CX xY| hvisi<t<1

Afbildningen er veldefineret idet vi for ¢ = 0 far ¢(z,1,y,0) = (x,1,y,0) € | X x {0}/,
for t = 1 fas ¢(x,0,y,1) = (2,0,y,1) € [{0} x Y|, og for t = % fas cp(a:,%,y,%) =
(x,1,y,1) e | X xY|=|CX xY|N|X x CY].
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Den inverse afbildning til ¢ bliver afbildningen ¢: |CX X Y|U|X x CY| — M givet
ved

P(x,1,y,t) = (ac,l%rt,y, %th) for (z,1,y,t) € | X x CY;
o,y 1) = (2,21 7 ) for (2,5,9,1) € |CX x V.

Billedet ligger i M idet 35 + S%Lt = 1. Igen tjekkes at ¥ (x, s,y,t) er veldefineret for
t=0,s=00gt=s=1.

At ¢ og 1 er inverse ses ved indsaettelse (hvor der deles op efter om ¢ < 1 — ¢ eller
t > 1—t). Lad os ngjes med at se pa tilfeeldet t < 1 —¢:

1 e
xz, 1 =t,y,t) =9z, 1, 7L =\ 'Y x, 1 —t,y,t
Yol yit) = (e, Ly, 15) <1+1t_ty1+13t ( y: t)
1 t
1 1
e(z,1,y,t) = ¢(x, %erya %th) = (-7}7 j:y: —1H> = (z,1,9,1). [
1+t 1+t

1.5 Lokale systemer og overlejringsrum

Definition 1.21. Lad X veere en pomeengde. Et lokalt system (af maengder) pa X er en
funktor F': X — Set som opfylder at F'(z < ') er en isomorfi for enhver morfi z < 2/ i
X.

Ved Cov(X) forstas kategorien af lokale systemer pa X: Objekterne i Cov(X) er de
lokale systemer pa X, og for to lokale systemer F, F": X — Set bestar Morgoy(x) (F, F')
af de naturlige transformationer F' = F".

Proposition 1.22. Kategorien af lokale systemer pa X, Cov(X), er akvivalent med
kategorien af overlejringer af | X|.

Bevis. Lad € vaere kategorien af overlejringer af | X|.

Vi definerer forst en funktor ®: € — Cov(X). Lad en overlejring p: E — | X| vaere
givet. Den simplicielle struktur pa |X| inducerer en simpliciel struktur pa overlejrings-
rummet E: Simplekserne i E er simpelthen samtlige lpft af simplekser i | X|.

Det lokale system ®(p): X — Set defineres pa objekterne/elementerne i X ved
fiberen af overlejringen:

D(p)(x) :=p '(z)

hvor vi ser x € X som et O-simpleks i |X|. Givet en ikke-triviel morfi z < 2’ i X,
dvs. et 1-simpleks i | X|, far vi ved at lpfte 1-simplekset (z < ') en bijektiv afbildning
d(p)(z < 2'): p~'(z) = p~(a') mellem fibrene. For en identitets-morfi 2 = z i X
defineres ®(p)(x = ) naturligvis som identiteten pa p~!(z).

For a € p~1(x) har vi altsd at a’' := ®(p)(x < 2')(a) er det entydigt bestemte element
a' € p~i(a) sd (a,d’) er et 1-simpleks i E (degenereret hvis x = 2/).

Hvis vi har en folge af to morfier z < 2/ < 2” i X, har vi et 2-simpleks i | X| med
siderne (z < '), (¢/ < 2”) og (z < z"). Sammensatningen af stierne (z < z’) og
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(' < 2") 1 |X]| er saledes sti-homotop med stien (x < z) takket veere 2-simplekset
(x < 2’ < 2”). Homotope stier inducerer samme afbildning mellem fibrene, sa vi har
O(p)(2' < 2”)o®(p)(x < 2') = P(p)(x < z”). Dermed er ®(p): X — Set en funktor; og
per konstruktion er alle afbildninger ®(p)(z < z’) bijektioner, sa ®(p) € Cov(X).

Lad T': p — p’ veere en morfi/overlejringstransformation mellem overlejringer p: F —
|X| og p': B — |X|, dvs. T er en afbildning T: E — E' sa p' o T = p.

For ethvert simpleks o i | X|, vil et 1oft af o i F blive sendt til et 1oft af o i E’. Specielt
sendes fibre til fibre, s for hvert z € X far vi en afbildning T,: p~1(x) — (p')~(z). Idet
T ogsa bevarer lpft af 1-simplekser fra |X|, vil T desuden give fglgende kommutative
diagram for fiberafbildningerne ®(p)(z < ') og ®(p')(z < z’) knyttet til et 1-simpleks
(x<2)i|X]:

Fra en overlejringstransformation 7: p — p’ far vi saledes en naturlig transformation
O(T): ®(p) = ®(p') med ®(T), := T,. Givet to overlejringstransformationer p KN 14 KA
p”, geelder oplagt (T"oT), = T, oT, for alle z € X, og saledes ®(T"oT) = ®(T") o ®(T);

sa ®: € — Cov(X) er en funktor.

Nu definerer vi sa funktoren ¥: Cov(X) — €. Givet et lokalt system F': X — Set,
indfgrer vi en pomeengde Xp: Elementerne i Xz er par (z,a) hvor x € X og a € F(z).
Elementerne i Xg ordnes ved

(z,0) < (/,d) € 2<a’ogd = Fz<a)(a)

Vi har da en oplagt ordningsbevarende afbildning p: Xp — X givet ved (z,a) — z;
og heraf fas en afbildning [p|: |Xr| — |X| af simplicielle komplekser. Det er desu-
den klart at p er strengt voksende idet (z,a) < (2/,a’) med x = 2’ medforer at o’ =
F(x = 2')(a) = idp(y)(a) = a.
Et k-simpleks ((z,a0) < -+ < (ap,ax)) i |Xp| bliver af |p| sendt til simplekset
(g < ---x) der igen er et k-simpleks (idet p er strengt voksende). Lad nu o = (z¢ <
. < ay,) veere et k-simpleks i |X|. Urbilledet |p|™' () bestar af simplekser o,, =
((xo,a0) < (x1,a1) < -+ < (m,ax)) hvor a; = F(xg < x;)(ap); ét k-simpleks for
hvert ag € F(xp). Da alle afbildningerne F(zg < z;): F(z0) — F(x;) er bijektive (idet
F er et lokalt system), ses at simplekserne o,, (ag € F(x)) ikke har nogle hjgrner
tilfzelles. Urbilledet |p| ™" (o) er dermed en disjunkt forening af k-simplekserne o,, der
hver iseer bliver afbildet homeomorft pa o af |p|. Afbildningen |p|: |Xp| — |X| er altsa
en overlejring af | X |, og vi seetter W(F') = |p|.
Givet en naturlig transformation 7: F' = F’ af lokale systemer F,F’, far vi en
atbildning 7: Xr — Xp givet ved 7(z,a) := (x,7z(a)) for a € F(z). Afbildningen
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7 er ordningsbevarende: For vilkarlige (x,a) < (2/,a’) i Xp har vi per definition at
a' = F(x < 2')(a). Da 7 er en naturlig transformation, far vi sa:

?

(z,a) | (2, T2(a))
INA
A (@, F(z < 2')(rs(a))) (1.5)

|
(2, F(z < 2')(a)) F—— (¢, 7 (F(z < 2')(a)))
T
Hvis p: Xp — X og p': X — X er projektionerne, ses umiddelbart at p’ o 7 = p.

Heraf folger sa at [p'| o |T| = |pl|, s& |7| er en overlejringstransformation fra |p| til |p/|.

Vi saetter derfor (1) = |7|. Givet to naturlige transformationer F' = F” =5 F” geelder

umiddelbart
7o r(z,a) = (2,74(1a(a))) = 7(x, 7(a)) = 7(7(x, a))

for alle (z,a) € Xp; og dermed ogsa ¥(7'o7) = U(7/)oW¥ (7). Dermed er ¥: Cov(X) — €
en funktor.

Lad F € Cov(X) veere et lokalt system. Bemeerk forst at den simplicielle struk-
tur pa |Xp| netop er den der fas ved at lgfte strukturen fra |X| via overlejringen
U(F): | Xp| — |X|. Anvendes ®: € — Cov(X) pa overlejringen ¥(F): |Xp| — |X]|,
geelder for objekterne x € X at

QU(F)(z) = ¥(F) " (z) = {(z,a) | a € F(x)} = F(a).

For en morfi z < 2/, og for (x,a9) € {(z,a) | a € F(z)}, er ®U(F)(x < 2’)(x,ap)
defineret som det entydigt bestemte element (2/,a() € {(2/,d’) | «/ € F(2')} sadan
at (z,a0) < (2/,ap) er et simpleks i |X|p, dvs. sa aj = F(z < 2’)(ag). Afbildningen
PU(F)(xz < 2') genfinder altsa blot afbildningen F(z < /).

Ved yderligere overvejelser ses at der faktisk geelder @V ~ idc,y(x). Tilsvarende
geelder for en overlejring p: F — |X| at det simplicielle kompleks ‘Xq;.(p)| har samme
simplicielle struktur som E, og at overlejringen W®(p): ‘Xq)(p){ — | X | stemmer overens
med p: E — |X|. Der findes tilsvarende en naturlig isomorfi ¥® ~ ide. O

Korollar 1.23. En pomaengde X er enkeltsammenhaengende hvis og kun hvis alle lokale
systemer F' € Cov(X) er trivielle (naturligt isomorfe med en konstant funktor).

Beuvis. For en overlejring p: M x |X| — |X| hvor p er projektionen, bliver ®(p) den
konstante funktor der sender alt i M. Omvendt har vi at hvis F': X — Set er en
konstant funktor der sender alt i M, bliver | Xr| = |X| x M og U(F): |X| x M — |X|
bliver projektionen pa |X|.

Da @: ¢ — Cov(X) og ¥: Cov(X) — C er askvivalenser af kategorier, folger at
alle F' € Cov(X) er trivielle (isomorfe med en konstant funktor) hvis og kun hvis alle
overlejringer af |X| er trivielle (isomorfe med en overlejring X x M — X); og alle
overlejringer af | X | er trivielle netop nar | X| er enkeltsammenhaengende. O
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2 Pomangderne §,(G) og A,(G)

Vi skal nu se pa de to pomengder 8,(G) og A,(G) knyttet til en gruppe G og et primtal
.

Givet en gruppe G og et primtal p, kan vi se pa maengden M af p-undergrupper i
G. Ordner vi p-undergrupperne ved inklusion, bliver M en pomsengde hvis topologiske
egenskaber vi kan undersgge. Denne undersggelse bliver dog ikke synderligt interessant,
for M har et mindste element (den trivielle undergruppe {1}) og er dermed kontraktibel
uanset valget af G.

For overhovedet at have mulighed for at fa en ikke-kontraktibel pomeengde er vi
saledes ngdt til at udelade den trivielle p-undergruppe. Dette leder til definitionen af
pomengden 8,(G):

Definition 2.1. Lad G veere en gruppe og p et primtal. Pomeengden §,(G) bestar af de
ikke-trivielle p-undergrupper i G, og 8,(G) er ordnet ved inklusion.

I stedet for at se pa samtlige p-undergrupper af G kan man alternativt veelge af se pa
andre udvalg af p-undergrupper i G: elementar-abelske p-undergrupper, p-radikale under-
grupper, p-centriske undergrupper, feellesmaengder af Sylow-p-undergrupper, m.fl. I visse
tilfeelde vil to samlinger A(G) og B(G) af p-undergrupper i G opfylde at |A(G)| ~ |B(G)|
uanset gruppen G, og for andre samlinger er dette ikke tilfeeldet. For en opsummering
af resultater omkring homotopiskvivalens af forskellige samlinger af p-undergrupper,
henvises til [GS06].

Definition 2.2. I dette projekt vil vi, udover 8,(G), specielt inddrage pomaengden
A,(G) af ikke-trivielle, elementar-abelske p-undergrupper i G — dvs. abelske p-under-
grupper hvor alle elementer har orden 1 eller p. Igen ordnes A,(G) ved inklusion.

I denne sammenhaeng minder vi desuden om begrebet p-rang: Rangen 7,(A) af en
elementar-abelsk p-gruppe A ~ C, x --- x Cp, er antallet af C),-faktorer — dvs. A har
dimension r,(A) som vektorrum over F,. For en generel gruppe G defineres 7,(G) som
supremum over 7,(A) for elementar-abelske p-undergrupper A < G. En endelig gruppe
G har oplagt endelig p-rang for ethvert primtal p.

I forhold til 8,,(G) vil A,(G) ofte indeholde markant feerre elementer, hvilket kan ggre
A,(G) mere tilgaengelig for undersggelse. Den fglgende proposition, forteeller endda
at det ikke ggr nogen forskel om vi betragter 8,(G) eller A,(G) — de to pomeengder vil
altid veere homotopisekvivalente. Vi kan altsa hovedsageligt ngjes med at betragte den
mindre pomaengde A,(G).

Proposition 2.3. Inklusionen A,(G) C 8,(G) er en homotopiekvivalens.

Bevis. Lad i: A,(G) — 8,(G) veere inklusionen. Vi gnsker at benytte Quillens seetning
A, til at vise at ¢ er en homotopisekvivalens; derfor ser vi pa i/P for P € §,(G).
Pomaengden i/ P bestar af de elementar-abelske undergrupper fra A,(G) der desuden er
indeholdt i P. Dette er blot samtlige ikke-trivielle elementar-abelske p-undergrupper i
P,sai/P = Ay(P) for alle P € §,(G).
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Seetning giver os saledes det gnskede resultat safremt i/P = A,(P) er kon-
traktibel for enhver ikke-triviel p-undergruppe P i G. Dette er tilfaeldet ifglge folgende
lemma. O

Lemma 2.4. Huvis P er en ikke-triviel p-gruppe, sa er A,(P) kontraktibel.

Bevis. Den ikke-trivielle p-gruppe P har ikke-trivielt centrum Z(P). Lad nu N besta
af elementerne fra Z(P) af orden 1 eller p. Idet Z(P) er abelsk og ikke-triviel, er N en
undergruppe og ligeledes ikke-triviel. Da N < Z(P) er N < P.

For en undergruppe A € A, (P), ser vi pa produktet AN: Idet A og N er abelske, og
idet alle a € A kommuterer med alle n € N < Z(P), er AN abelsk. For ethvert element
an € AN geelder desuden (an)? = aPn” =1-1, sa AN er endda elementar-abelsk.

For alle A € A,(P) fas hermed at A < AN > N, sa pomangden A,(P) er konisk
kontraktibel. O

Proposition 2.5. For enhver gruppe G, er H;i(8,(G)) =0 for i > rp(G).

Bewvis. Antag at G har endelig p-rang (ellers er pastanden trivielt sand). Idet A,(G) ikke
indeholder grupper af rang stgrre en r,(G), vil enhver keede i Ap(G) have leengde hgjst
rp(G) — 1. Hvis T' € Ap(G) har rang 7,(G), findes en maksimal keede

A1<A2<"'<ATP(G):T

af laengde 7,(G) — 1, hvor A; har rang 1.
Vi ser sa pa det simplicielle kompleks |A,(G)|. Da den maksimale laengde af kaeder
i Ap(G), er rp(G) — 1, vil simplekserne i |A,(G)| have dimension hgjst 7,(G) — 1. Heraf
folger straks
Hi(A(G)) i= Hi(|A,(G)]) = 0

for i > rp(G). Det gnskede resultat gaelder dermed idet 8,(G) ~ A,(G). O
Proposition 2.6. For grupper G1 og Go gelder
.Ap(Gl X GQ) ~ .Ap(Gl) * .Ap(Gg).

Bevis. Lad T' C A,(G1 xG2) veere del-pomeengden bestaende af undergrupper pa formen
Aj X Ag hvor A; er en elementar-abelsk undergruppe i G;, og hvor A;, As ikke begge er
trivielle.

Med ordningen i T har vi at Ay x Ay < A} x A} netop nar A; < A} og Ay < Al.
Pomaengden T er saledes isomorf med CA,(G1) x CAp(G2) \ {(0,0)} — idet CAL(G;)
oplagt er isomorf med pomeengden af samtlige elementar-abelske p-undergrupper i G;
(inklusive den trivielle).

Fra proposition far vi
IT| = [CAp(G1) x CAp(G2) \ {(0,0)}] = |Ap(G1) x Ap(G2)] -

Det altsa tilstreekkeligt hvis vi viser at inklusionen i: 7' — A,(G1 x G2) er en homoto-
pizekvivalens.
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Lad 71, 7y veere projektionerne for Gi x G. Vi far da en afbildning r: A,(G1 xG2) —
T givet ved r(A) := m(A) x ma(A). Der gaelder nu klart at A < m(A) x ma(A) =ir(A)
for alle A € A,(G1 x Ga), og samtidig er i = idp. Af proposition folger dermed at ¢
og r er homotopiasxkvivalenser, hvorved vi far

Ap(Gl X GQ) ~ T~ Ap(Gl) * Ap(GQ)

som gnsket. O

2.1 Kontraktibilitet af §,(G) og A,(G)

Proposition 2.7. Hvis G indeholder en ikke-triviel, normal p-undergruppe, sa er 8,(G)
kontraktibel.

Bevis. Hvis N € §,(G) er normal i G, geelder for alle P € §,(G) at PN igen er en
p-undergruppe (af orden |P||N|/|P N NJ|). For alle P € 8,(G) geelder derfor P < PN >
N, sa 8,(G) er konisk kontraktibel. O

Det er uvist hvorvidt den modsatte implikation til proposition [2.7] er sand. Quillen
fremsaetter i [Qui78|] formodningen om at den modsatte implikation geelder for endelige

grupper:

Formodning 2.8 (Quillens formodning). Hvis G er en endelig gruppe for hvilken 8,(G)
er kontraktibel, sa indeholder G en ikke-triviel, normal p-undergruppe.

Formodningen er sand hvis G er oplgselig (korollar , og hvis r,(G) < 2 (proposi-
tion [2.14)).

Bemaerkning 2.9. Man kan ogsa fremsaette Quillens formodning for andre systemer
af p-undergrupper end 8,(G). For pomeengden A, (G) gelder i hvert fald en analog til

proposition 2.7}
Hvis der findes A € A,(G) med A <G, sa er A,(G) kontraktibel.

Hvilket fglger direkte af proposition
Det er derfor oplagt ogsa at overveje Quillens formodning for A,(G):

Formodning 2.10 (Quillens formodning for A,(G)). Hvis G er en endelig gruppe for
hvilken A,(G) er kontraktibel, sa indeholder G en ikke-triviel, normal, elementar-abelsk
p-undergruppe.

Proposition 2.11. Quillens formodning for 8,(G), er akvivalent med Quillens
formodning for A,(G), |2.10.

Bewvis. Vived allerede fra proposition [2.3|at 8,(G) er kontraktibel hvis og kun hvis A, (G)
er kontraktibel. De to varianter af Quillens formodning er derfor sekvivalente hvis: Der
findes et P € 8,(G) der er normal i G hvis og kun hvis der findes et A € A,(G) der er
normal i G. Denne biimplikation fglger af nedenstaende lemma. O
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Lemma 2.12. Hvis G har en ikke-triviel, normal p-undergruppe, har G ogsa en ikke-
triviel, normal, elementar-abelsk p-undergruppe.

Bevis. Antag at P € 8,(G) er normal i G. Da p-gruppen P er ikke-triviel, er Z(P) >
1. Lad N > 1 vere undergruppen af elementer af orden 1 eller p i Z(P) (se beviset
for lemma . Undergruppen N er oplagt karakteristisk i Z(P) (en automorfi sender
elementer over i elementer af samme orden). Desuden er Z(P) altid karakteristisk i P.

Samlet set fas derfor at N er karakteristisk i P og dermed normal i G. 0

Bemeaerkning 2.13. En virkning af en gruppe G pa en pomaengde X, er en gruppe
homomorfi G — Aut(X), hvor Aut(X) er gruppen af pomeengde automorfier for X. Det
vil sige at til hvert g € G svarer en ordningsbevarende bijektion ¢g: X — X.

For hvert g € G, far vi saledes en automorfi/homeomorfi g: |X| — |X| pa den simpli-
cielle kompleks | X|, sa en gruppevirkning af G pa X inducerer altsa en gruppevirkning
af G pa |X|. Virkningen af et g € G pa et simpleks (zg < --- < x) i |X| er simpelthen
blot

g(xog<my < - <wp) = (920 < gy < -+ < g.wp).

Specielt bliver et simpleks (xg < --- < x) 1 | X| fikset af g € G hvis og kun hvis alle
x; bliver fikset nar g virker pa X. Denne iagttagelse giver direkte en karakterisering af
fikspunkterne for virkningen af G pa | X|:

X9 = |x9|. (2.1)

Vi betragter nu virkningen af G' pa A,(G) ved konjugering. Fikspunkterne for denne
virkning er de normale A € A,(G), sa A,(G) er altsa pomaengden af de ikke-trivielle,
normale, elementar-abelske p-undergrupper i G. Fra folger sa at ]AP(G)]G # 0
netop nar G har en ikke-triviel, normal, elementar-abelsk p-undergruppe.

Proposition kan dermed omformuleres til:

Hvis |Ap(G)| har et G-fikspunkt, sa er Ay(G) kontraktibel. (2.2)
Tilsvarende kan Quillens formodning omformuleres:
Hvis A,(G) er kontraktibel, sa har |Ay(G)| har et G-fikspunkt. (2.3)

Proposition 2.14. Quillens formodning, er sand for grupper med r,(G) < 2.

Beuvis. 1 stedet for at bevise Quillens formodning direkte, beviser vi i stedet omformu-
leringen . Antag at G er en endelig gruppe med 7,(G) < 2, og antag at A,(G) er
kontraktibel.

Tilfeeldet r,(G) = 0 kan ikke forekomme idet A,(G) i sa fald er tom og dermed
ikke-kontraktibel.

Hvis 7,(G) = 1, er |A,(G)| et simplicielt kompleks af dimension 7,(G) — 1 = 0; sa
|A,(G)| bestar af isolerede punkter. Da |A,(G)| er antaget kontraktibel, ma |A,(G)| der-
for vaere netop ét punkt. Dette punkt ma da ngdvendigvis veere fikspunkt for virkningen
af G.
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Hvis r,(G) = 2, er |A,(G)| et simplicielt kompleks af dimension r,(G) — 1 =1, dvs.
en (endelig) graf. En graf er kontraktibel hvis og kun hvis grafen er et tree. Vi far derfor
at [A,(G)| er et tree. Jeevnfor nedenstaende grafteoretiske lemma, har grafen |A,(G)|
har dermed et fikspunkt under G-virkningen. 0

Lemma 2.15. En endelig gruppe der virker pa et endeligt tre, har et fikspunkt.

Bevis. Antag at gruppen G virker pa traeet T med knudemaengde V' og kantmeaengde E.
En virkning af gruppen G pa T knytter til ethvert ¢ € G en grafisomorfi g: T' — T.
Specielt sendes knuder i knuder, og kanter i kanter.
Vi beviser lemmaet ved induktion over antallet af knuder i T. Som basistilfzelde har
V1.

e Det trivielle tree med én knude har oplagt den entydige knude som fikspunkt for
virkningen.

e Trazeet med to knuder og én kant: Et gruppeelement vil enten fikse hele traeet eller
ombytte de to knuder. Uanset hvad vil midtpunktet af kanten dog veere bevaret,
sa midtpunktet af kanten er et fikspunkt for virkningen.

Antag nu at T er et tree med mindst 3 knuder. Et ikke-trivielt tree, har et blad, sa lad
v veere et blad i treeet T'. Gruppeelementerne virker via grafisomorfier, sa knuderne i
banen G.v ma alle sammen veere blade i T'. Alle knuderne i T' kan ikke veere blade idet
vi sa ville have

|4
H=1E=-1

hvilket giver |V| = 2 i modstrid med antagelsen |V| > 3. Specielt kan banen G.v ikke
indeholde alle knuderne i 7.

Vi kan derfor danne en reduceret graf 7", ved at fjerne bladene i G.v (med tilhgrende
kanter) fra 7. Da vi kun har fjernet blade, vil 7" igen veere et tree. Da vi desuden har
fjernet en hel bane G.v, restringere gruppevirkningen til en virkning pa traeet 77. Da T’
har strengt feerre knuder end 7', far vi nu per induktion et fikspunkt for virkningen pa
T’; men et sadan fikspunkt er ogsa et fikspunkt i 7T O

2.2 Symmetriske grupper

I dette underafsnit er samlet nogle resultater om A,(S,) nar n er relativt lille i forhold
til p.

Proposition 2.16.
(i) Ap(Sn) er tom for n < p.

(it) Ap(Syn) bestar af (p — 2)!(;) isolerede punkter for p < mn < 2p. Mengderne Az(S2)
og As3(S3) er de eneste af disse tilfelde hvor Ay(Sy,) kun har ét element.

11) Ap(Sn) er sammenhaengende for n > 2p.
P
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Bevis. (i) For n < p er primtallet p ikke divisor i |S,| = n!, sa S,, har ingen elementer
af orden p.

(ii) For p < n < 2p, er p! den stgrste potens af p der gér op i n!. Cykliske grupper af
orden p er altsa de eneste mulige p-undergrupper i S, sa A,(Sy) er O-dimensional. De
eneste elementer af orden p i .S, er p-cyklerne; sa da enhver undergruppe af orden p har
p — 1 frembringere, kan vi bestemme antal elementer i A,(Sy,):

-cykler 1 .5y, —1!Z n
Ay (5,) = F Zk_ll Sn) (pp_)l( ) =(p—2>!<p>.

(iii) Antag n > 2p. Enhver elementar-abelsk undergruppe A € A,(S,) indeholder en
undergruppe <O’> af orden p; sa A og <0> er stiforbundet i |A,(Sy)| med 1-simplekset
(A > (0)). For at vise sammenhzng af A,(Sy), skal vi altsa blot vise at alle cykliske
undergrupper af orden p er forbundne i |A,(Sy)|. Lad 0 = y172 - - - 7, veere et element af
orden p i Sy, hvor 7; er en p-cykel. I |A,(Sy)| har vi sa stien

(o) < (msmm) = ()

Det er saledes nok at vise at alle <7> (hvor v er en p-cykel) er forbundne.

Lad nu 1 og 72 veere to p-cykler der kun afviger med et enkelt element: Saet v =
(1 -+ Tp_1 xp) O Y2 = (1 -+ Tp—1 x;) Dan > 2p + 1, indgar mindst p af tallene
{1,...,n} ikke i v1 aller 5. Vi kan derfor danne en p-cykel § der er disjunkt med bade

71 og 2. I det simplicielle kompleks |A,(Sy,)| far vi dermed stien

() <(m,0) > (6) < (72,8) > (72),

s <'yl> og <72> er forbundne.

Ved at udskifte ét tal ad gangen i en p-cykel far vi saledes et sti fra undergruppen
frembragt af en p-cykel, til en vilkarlig anden undergruppe frembragt af en p-cykel.
Jeevnfor de tidligere overvejelser, er A,(Sy,) dermed sammenhaengende. O

Proposition 2.17.
Ao (Sy) er kontraktibel (sa specielt sammenhangende).

A, (Sap) er usammenhangende for p > 3, med (2p)!/2(p!)? komponenter der hver iser
er en wedge af ((p — 2)! — 1)? cirkler/1-sferer.

Beuvis. Lad os forst se pa A3(Sy). Gruppen Sy har den normale undergruppe {id, (12)(34),
(13)(24),(14)(23)} der er en elementar-abelsk 2-undergruppe. Ifglge proposition er
Az (S4) dermed kontraktibel.

For p > 3, er p? den stgrste potens af p der gar op i (2p)!. Undergruppen <(1 <o p),
((p+1) -+ 2p)) i Sy har orden p? og er siledes en Sylow-p-undergruppe i Sa,. Alle
Sylow-p-undergrupper i So, er dermed frembragt af to disjunkte p-cykler, og dette er
derfor ogsa samtlige elementar-abelske p-undergrupper i So, af rang 2. Specielt geelder for
alle disse (rang 2)-grupper at de fikserer netop én partition af {1, ...,2p} i to delmeengder
med hver p elementer. Lad os kalde sadanne partitioner for p-p-partitioner.
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Lad o € Sy, have af orden p (dvs. cykeltype p eller p?). Der geelder da tilsvarende
at <a> fikserer netop én p-p-partition: Hvis o = (a1 --- ap)(b1 --- bp), er partitionen
{ar,...,ap}{b1,...,by}; 0ghviso = (a1 --- ap) er partitionens to klasser fikspunkterne
og ikke-fikspunkterne for o.

En undergruppe (o) € A,(Ss,) af rang 1 kan kun veere indeholdt i (y1,72) € Ap(Sap)
af rang 2, hvis de to undergrupper fikserer den samme p-p-partition. Pomaengden A, (S2),)
spalter dermed op som en disjunkt forening efter hvilken p-p-partition grupperne fikserer.

Lad os nu se pa komponenten af A,(S,) svarende til en enkelt p-p-partition X LY.
En permutation i Sy, der fikserer partitionen X 1Y, er en kombination af en permutation
af X og en permutation af Y. Komponenten af Ay,(Ss,) der fikserer X UY', er dermed
isomorf som pomeengde med

Ap(Sx x Sy) = Ap(Sp x Sp) = Ap(Sp) * Ap(Sp),
hvor vi har gjort brug af proposition 2.6 Fra proposition[2.16[(ii) har vi at [A(S,)| bestér
af (p—2)! isolerede punkter, sa [A,(Sx x Sy)| =~ |Ap(Sp)|*|Ap(Sp)| er en komplet bipartit
graf med (p — 2)!- 2 knuder og ((p — 2)!)? kanter.
En sammenhzengende graf er som bekendt en wedge af e — v + 1 cirkler hvor e er

antallet af kanter i grafen, og v er antallet af knuder. Komponenten af A, (S3,) svarende
til partitionen X UY er saledes en wedge af

(p=2)) = (p-2-2+1=((p-2)! - 1)°

cirkler.
Antallet af p-p-partitioner er %(;’;), sa Ap(S2p) har altsa %(;’;) = (2p)!/2(p!)? kom-
ponenter der hver iszer er en wedge af ((p — 2)! — 1)? cirkler. O

Proposition 2.18. A(S5) er en wedge af 16 cirkler.

Bevis. Undergruppen <(1 234),(1 3)> ~ Dy er en Sylow-2-undergruppe i S5. Da Dy er
ikke-abelsk, har A9(S5) ingen elementer af rang 3.

Enhver undergruppe A € Ay(S5) er altsa konjugeret til en af undergrupperne i
((1234),(13)). Diedergruppen {(12 3 4), (1 3)) har to elementar-abelske undergrupper
af rang 2: A = {id, (13),(24), (13)(24)} og B = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Under-
grupper af S5 konjugerede til A kalder vi type A, og undergrupper konjugerede til B
kalder vi type B.

Fra proposition [2.16[iii), ved vi at A2(S5) er ssmmenheaengende. Sa det 1-dimensionale
simplicielle kompleks |A2(S5)| er en sammenhegengende graf. Lad os derfor taelle knuder
og kanter. Gruppen S5 har 10 transpositioner og 15 dobbelttranspositioner — og dermed
i alt 25 undergrupper af orden 2. De elementar-abelske 2-undergrupper af rang 2 er
inddelt i type A og type B. Der er én A-undergruppe for hver dobbelttransposition i S5,
dvs. 15 stk.; og der er én B-undergruppe per valg af fikspunkt for undergruppen, dvs. 5
stk.

Hver undergruppe af rang 2 indeholder netop 3 undergrupper af orden 2, sa der
er 3 kanter i |A2(S5)| per undergruppe af rang 2. Grafen |A3(S5)| har altsa samlet
2541545 = 45 knuder og 3(15+5) = 60 kanter, sa |A2(S5)| er en wedge af 60—45+1 = 16
cirkler. O
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Proposition 2.19. Forp >3 og 2p < n < 3p er A,(Sy) en wedge af cirkler.

Bewvis. Undergruppen <(1 ep),((p+1) - 2p)> i S, har orden p? og er derfor en
Sylow-p-undergruppe i S,, (idet vi har antaget 2p < n < 3p og p > 3).

Alle elementar-abelske p-undergrupper i S, af rang 2 er derfor konjugerede til
((1 -+ p),((p+1) -+ 2p)) og altsa frembragt af to p-cykler. Desuden ser vi at Ap(S,) er
1-dimensional. Fra proposition iii) ved vi desuden at A,(S,) er sammenhaengende;
sa |Ap(Sp)| er en sammenheaengende graf og dermed en wedge af cirkler.

Antallet af cirkler kan bestemmes som i folgende eksempel. O

Eksempel 2.20. Hvis man gnsker at bestemme antallet af cirkler i wedge-summen fra
proposition [2.19] er det som tidligere nok at teeller knuder og kanter i den sammen-
haengende graf |A,(S,)|. Beregningerne bliver dog hurtigt omfattende, sa vi illustrerer
udregningerne med tilfeeldet p =5 og n = 11:

Antallet af 5-cykler i gruppen Si; er (5 — 1)!(151) = 11088. Antallet af (cykel)type-
52-permutationer er ((5_21)!)2 (51511) = 798336. Det samlede antal elementer af orden 5
er dermed 809424. Da hver ur{dergruppe af orden 5 har 4 frembringere, er antallet af
undergrupper af orden 5 i S7; lig med 809424 /4 = 202356.

Antallet af undergrupper i As(S11) af rang 2, dvs. undergrupper pa formen <fyl, 72>
med 7; en 5-cykel, er lig antallet af par af disjunkte 5-cykler — dvs. antallet af type-52-
permutationer, 798336.

Hver elementar-abelsk p-undergruppe af rang 2, har (p + 1)-undergrupper af orden
p. Antallet af kanter i [A5(S11)| er derfor 798336 - (5 4 1) = 4790016.

Nu har vi sa at |A5(S11)| er en wedge af

4970016 — (202356 + 798336) + 1 = 3789325

cirkler.
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3 Sfeeriske og Cohen-Macaulay pomaengder

Definition 3.1. Et simplicielt kompleks K kaldes d-sferisk hvis K er d-dimensionalt
og (d — 1)-sammenhangende. Det tomme kompleks @) er per definition (—1)-sfeerisk.

Bemaerkning 3.2. At veere sfeerisk er ikke en homotopi-invariant egenskab. Vi har
eksempelvis at A% 11 A2 ~ §9 og SY er O-sfeerisk. Det simplicielle kompleks A? L A? er
dog ikke sfeerisk, for komplekset er 2-dimensionalt, men ikke engang 0-sammenhaengende.

Proposition 3.3. Hvis et simplicielt kompleks K er d-sferisk, med d > 0, sa er K
homotopiekvivalent med en wedge-sum af d-sferer.

Bevis. Hvis K er 0-sfeerisk, er K et 0-dimensionalt simplicielt kompleks — dvs. K bestar
af isolerede punkter. Lad r veere antallet af punkter i K; da er K en wedge af r — 1
eksemplarer af S°.

Hvis K er 1-sfeerisk, er K et sammenhangende 1-dimensionalt simplicielt kompleks
— altsa en sammenhaengende graf. Vi ved at enhver sammenhaengende graf er homoto-
pizkvivalent til en wedge af cirkler: Hvis K har v knuder og e kanter, er K homotopizge-
kvivalent til en wedge af e — v + 1 stk. S

Antag nu at K er d-sfeerisk med d > 2. Da K er (d — 1)-sammenheangende (med
d > 2) giver Hurewicz’ swtning at Hy(K) = 0 for k < d, og Hy(K) ~ m4(K). Idet K er
d-dimensional gaelder desuden at Hy(K) er en fri abelsk gruppe, Hy(K) ~ 7.

Lad f;: 8% = K, 1 < i < r veere den i’te frembringer for my(K) ~ Hy(K) ~ Z". Vi
definerer nu en afbildning f: \/|_; S¢ — K ved at afbilde d-sfaeren S¢ ved afbildningen
fi- Med Hurewicz-homomorfien far vi da et kommutativt diagram:

ra(S9) (fi)«

ma(K)

Hqy(S{) T Hy(K)

Identitetsafbildningen idgs er frembringer for m4(S%) ~ Z, si h([idga]) frembringer
Hy(S4). Vi ser s4 at
(£ (hllidge])) = h((Fo)(ide])) = ([

der frembringer den i'te faktor i Hy(K) =~ Z", sa (f;)«: Hy(S%) — H4(K) er en bijektion
af Hy(S%) pa den i'te faktor i Hy(K).
Den samlede afbildning f: \/]_,; Sid — K, inducerer dermed en isomorfi

Hy <\T/ 5?) = éﬂd(sfl) % Hqy(K).
i=1 o

=1
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Bade K og \/i_; S har triviel (reduceret) homologi uden for grad d, si f inducerer
isomorfier i homologi f,: H;(\/i_; S&) = H;(K) for alle i. Da \//_, S¢ og K er enkelt-
sammenhaengende CW-komplekser, folger per Whiteheads satning at f er en homoto-
pisekvivalens. ]

Proposition 3.4. Lad X og Y vere simplicielle komplekser. Hvis X er d-sferisk, og Y
er d'-sferisk, da er X xY et (d+ d' + 1)-sferisk kompleks.

Bevis. Resultatet er oplagt hvis d eller d’ er lig —1. For d’ = —1 fas eksempelvis X*() = X
der er sfeerisk af dimension d = d + (—1) + 1. Antag derfor i det folgende at d,d’ > 0.
Da X har dimension d, og Y har dimension d’, far vi umiddelbart at X Y har
dimension d 4+ d’ + 1 jeevnfer bemeerkning [1.18
Ifglge proposition er X ~ \/I_S%0gY ~ \/;;1 S for passende r og 1. Vi
benytter sa resultaterne fra appendix |A| til at skrive X Y som en wedge af (d+ d' + 1)-
sfeerer hvorved det folger at X Y er (d + d’)-sammenhangende.

XY B ysxav)E giaxay

i=1j5=1
r o ror

A3l / '

=aVAVE M ELESAVAVE Lt O
i=1j=1 i=1j=1

Korollar 3.5. Hvis A,(G1) og Ap(Ge) er sferiske, sa er Ap(G1 x Ga) ogsa sferisk.

Bevis. Lad m;: G1 x Go — Gy, i = 1,2, veere projektionerne. For alle A € A,(G1 x G2)
geelder A < m(A) x m2(A), sa de maksimale elementer i A,(G; x G2) er pa formen
Aq X As hvor A; er en maksimal elementar-abelsk p-undergruppe i G;. Specielt geelder
dermed at r,(G1 x G2) = rp(G1) + rp(Ga).

Fra proposition 2.6 ved vi at A,(G1 X G2) ~ A,(G1) * Ap(G2). Da Ap(G;) er sfeerisk
af dimension r,(G;) — 1, far vi sa fra proposition at Ap(G1) * Ap(Ga) er sfeerisk af
dimension

(rp(G1) = 1) + (rp(G2) — 1) + 1 =1,(G1 x G2) — 1.

Pomengden A,(G1 x Ga) er altsa (1,(G1 x G2) —2)-sammenheengende. Idet A,(G1 x Ga)
desuden har dimension r,(G1 x G2) — 1, ser vi at A,(G1 x Ga) er sfeerisk som gnsket. [

Definition 3.6. For et givet simpleks o i et simplicielt kompleks K, defineres del-
komplekset Link(o, K): Et simpleks 7 fra K ligger i linket af o, Link(o, K), safremt 7
opfylder fglgende: Simplekserne o og 7 er disjunkte, men hjgrnerne fra o og 7 udspeender
tilsammen et simpleks i K.
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Definition 3.7. Et d-dimensionalt simplicielt kompleks K kaldes Cohen-Macaulay (for-
kortes CM) safremt: K er d-sfeerisk, og for ethvert k-simpleks o i K er Link(o, K') sfeerisk
af dimension d — k — 1.

Proposition 3.8. Alle 0-dimensionale simplicielle komplekser og alle sammenhaengende
1-dimensionale komplekser er CM. Det tomme kompleks ) er CM af dimension —1.

Beuvis. Det tomme kompleks @) er (—1)-sfeerisk per definition, og dermed CM af dimension
—1.

Lad X veere et 0-dimensionalt simplicielt kompleks. Da er X # () per antagelse, sa X
er O-sfaerisk. For ethvert 0-simpleks/punkt x € X er Link(x, X) = 0 der er (—1)-sfeerisk.
Jeevnfor definitionen af CM, er X dermed CM af dimension 0.

Lad nu X veere et sammenhaengende simplicielt kompleks af dimension 1. Per anta-
gelse er X altsa sfeerisk af dimension 1. Hvis 0 C X er et 1-simpleks, er Link(o, X) = ()
idet X er 1-dimensional. Sa Link(o, X) er sfeerisk af dimension —1 = dim X —dimo — 1.
Hvis © € X er et O-simpleks, er x forbundet til mindst ét andet 0-simpleks idet X
er sammenhangende. Vi har dermed at Link(z, X) er ikke-tomt af dimension 0, dvs.
0-sfeerisk. O

Definition 3.9. Lad X vare en pomangde.

e X kaldes naturligvis d-sferisk eller Cohen-Macaulay hvis det simplicielle kompleks
|X| har den pageeldende egenskab.

e For ethvert element x € X, defineres delpomeengden X, := {z € X | z > z}.
Tilsvarende defineres X>,, X<, og X<,. Hvis vi har et andet element y € X,
defineres desuden

(z,y) =XsaNXy={reX |z <2<y}

e Hgjden, h(x), af et element z € X er supremum af lezengden af keeder i X med
x som stgrste element. Alternativt siger definitionen at h(x) er dimensionen af
pomaengden X<, — dvs. dimensionen af komplekset | X<,]|.

e Givet en kaede 0 = (9 < -+ < x) 1 X, defineres Link(c, X) C X til at vaere
delmeengden af de elementer der ikke ligger i o, men som tilfgjet ¢ danner en ny
kaede.

Elementerne i Link(o, X) er da netop 0-simplekserne i Link(o, | X|) nar vi opfatter
o som simpleks i | X|. Vi har derfor en naturlig sammenhaeng mellem de to link-
begreber: Link(c, |X|) = |Link(o, X)|.

For keeden o = (29 < --- < x) 1 X har vi oplagt

Link(o, X) = Xcgy * (X0, 21) * - - % (Tp—1, k) * Xsq, - (3.1)
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Proposition 3.10. En pomengde X aof dimension n er CM hvis og kun hvis folgende
betingelser er opfyldt for alle v,x' € X :

o X ern-sferisk,

o X, er(n— h(x)—1)-sferisk,

o X, er (h(x)— 1)-sferisk,

o (2 x) er (h(z) — h(a') — 2)-sferisk hvis ' < x.

Bevis. Antag forst at X er CM, og dermed specielt n-sfaerisk. Lad € X veere givet.

Veelg forst en kaede o = (w9 < -+ < xp(y)) 1 X< af maksimal leengde — sa @,y = @
Pa grund af maksimaliteten af o er Link(o, X) = X<, jevafor (3.1). Idet X er CM,
folger straks at X, = Link(c, X) er sfeerisk af dimension (n — h(z) —1).

Veelg en kaede 7 = (yo < -+ < yr) 1 X>, af maksimal leengde — sa yp = x. Analogt
til ovenstaende fas at X, = Link(7, X) er sfaerisk af dimension n —r — 1. Da X<, har
dimension h(x), har X, dimension h(z) — 1. Vi har altsa n —r — 1 = h(z) — 1, hvorfra
vi far r = n — h(z).

Antag nu at vi har 2’ € X med 2’ < x. Veelg en keede p = (20 < - < 2p(2)) 1 X<or
af maksimal leengde — sa zj,(pr) = 2’. Vi danner nu en samlet kaede px 7 = (20 < - -+ <
Zhey < Yo < -++ < y) af leengde h(z) +r + 1. Maksimalitet af 7 og p samt at X er
CM, giver nu at (z/,x) = Link(p * 7, X) er sfeerisk af dimension n — (h(z) +r+1)—1=
h(z) — h(z) — 2.

Antag nu omvendt at X opfylder de fire betingelser i [3.10] I sa fald er X allerede
n-sfeerisk per antagelse. Lad o = (zg < -+ < x) vaere en vilkarlig keede 1 X. Ved
gentagen anvendelse af proposition [3.4] far vi da straks at

Link(o, X) = Xcg * (xo, 21) * -+ % (Tp—1, k) * X,

er sfeerisk af dimension

k
(h(zo) = 1)+ Y _(h(z:) = hlwi1) = 2) + (n — h(zg) — 1) + (k + 1)
i=1
=(-1D+k-(-2)+(n—-1)+(k+1)=n—Fk—-1.
Pomaengden X er saledes CM. O

Bemseerkning 3.11. Lad X vare en pomaengde der er CM af dimension n. Med en
maksimal kaede i en pomaengde, menes en kaede der ikke er indeholdt i en leengere kaede
i pomzngden. En maksimal kaede har altsa ikke ngdvendigvis maksimal leengde; det
gaelder dog nar pomaengden er CM:

e Enhver maksimal keede i X har leengde n: Hvis en keede o er maksimal, sa er
Link(o, X) = 0 — altsa sfeerisk af dimension —1. Da X er CM fplger at o ma have
lengde n.
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e Tilsvarende far vi at enhver maksimal keede o 1 X<, har leengde h(z). Maksimalite-
ten af o giver nemlig at Link(o, X)) = X ., der er sfaerisk af dimension n—h(z)—1.

e Enhver maksimal keede o i X>, har leengde n — h(z), idet Link(o, X) = X, er
sfeerisk af dimension h(z) — 1.

e Enhver maksimal keede 0 i {z € X | 2/ < z < z}, hvor 2/ < z, har lengde
h(z) — h(z'). Dette skyldes at Link(o, X) = X_,/ * X5, er sfeerisk af dimension
n— (h(xz) — h(2')) — 1.

Korollar 3.12. Hvis X er CM af dimension n gelder endda
o X, er CM af dimension (n — h(z) — 1),
o X, er CM af dimension (h(xz) — 1),
o (2/,x) er CM af dimension (h(x) — h(x") —2) hvis 2’ < x.

Bevis. Pastanden fglger direkte ved anvendelse af proposition [3.10] p4 pomaengderne
Xz, X<z 0g (2/,2). Vi gennemgar argumentet for X, som eksempel:

Xsz er for det forste (n — h(z) — 1)-sfeerisk idet X er CM. Lad d :=n — h(z) — 1
veere dimensionen af X~ .

Lad h(z') veere hgjde af et element 2’ i X5z Da alle maksimale keeder i {z € X |
x < z < '} har leengde h(z') — h(x), geelder h(z') = h(z') — h(x) — 1.

For ethvert 2’ € X<, gelder (Xs,)s,s = X, der er sfeerisk af dimension

n—h(a:/)—lz(n—h(x)—1)—(h(x/)—h(a:)—1)—1:d—/ﬁ(x/)—l

da X er CM. Der galder desuden at (X, )< = (z,2') er sfeerisk af dimension

For 2/, 2" € X<, med 2/ < 2" ser vi til sidst at (2/,2") er sfeerisk af dimension

o~

h(z") = h(z') — 2 = h(z") — h(z') — 2.

Pomangden X, er siledes CM af dimension n — h(z) — 1 som pastaet. O

3.1 En spektralfglge

Dette afsnit omhandler szetning der ggr det muligt at slutte at en pomaengde
X er sfeerisk eller Cohen-Macaulay hvis visse andre pomaengder er hhv. sfeeriske eller
Cohen-Macaulay. Seetningen bygger pa eksistensen af en homologi-spektralfglge,
nar man har en afbildning mellem pomsengder. Denne spektralfglge benytter en udvi-
delse af homologi-begrebet H;(X, F') (for en pomeengde X) til situationer hvor F' ikke
er en gruppe, men i stedet en funktor F': X — Ab.
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Definition 3.13. Lad X vare en pomangde, og lad F': X — Ab veere en funktor. Vi
definerer da keedekomplekset C\ (X, F') med

Cu(X,F):= @  Flao)
wo<<en€X
og differentialet d: Cy, (X, F) = Cp—1(X, F) defineret som saedvanligt d = > ;(—1)"d;.
Hvis elementerne i C,, (X, F') noteres (o, a) hvor o = (xg < --- < x,) er en keede i X, og
a € F(xg); sa er homomorfien d;: C, (X, F) — C,_1(X, F) givet ved

di(o,a) = {(di(g)aa) for i > 0,
Y (do(0), F(wo < 21)(a)) for i =0,

hvor F(zg < x1): F(z9) — F(x1) er homomorfien vi far fra funktoren F.

Homologigrupperne H; (X, F') defineres nu som homologigrupperne for kaedekomplek-
set Oy (X, F).

Bemaerkning 3.14. Hvis funktoren F': X — Ab er en konstant funktor med F(x) = A,
sa er homologigrupperne H;(X, F') blot den saedvanlige homologi H;(X, A) = H;(|X|, A)
med A som koefficientgruppe. Specielt lader vi stadig H;(X) betegne homologi med Z-
koefficienter.

Proposition 3.15. Lad f: X — Y wvere en afbildning af pomaengder. Der findes da en
forstekvadrants-, homologi-spektralfolge der konvergerer med

Eg,q = Hp(Y,y— Hy(f/y)) = Hpsq(X).

Bevis. Quillen skriver i sin artikel [Qui78|] at udledningen er beskrevet i [GZ67, Appendix
I1]. Alternativt kan spektralfglgen uddeles fra Bousfield-Kan homologi-spektralfglgen for
hocolim hvis man benytter at hocolimyey N(f/y) ~ N(X) (se appendix [B). O

Saetning 3.16. Lad f: X — Y wvere en afbildning af pomaengder. Antag at 'Y er n-
sferisk. Antag desuden for alle y € Y at Ys, er (n — h(y) — 1)-sferisk, og at f/y er
h(y)-sferisk.

I sa fald er X sferisk af dimension n. Der findes desuden en filtration

0=F1 <F, < <Fy<F g =Hy(X)
med kvotienterne
F_l/FO ~ Hn(Y),

Fo/Fgp1 ™~ @ }N[nqul(y>y) ® Hq(f/y) for0<q<n.
h(y)=q

Her tages den direkte sum over elementerne y € Y af hgjde q.
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Bevis. Hvis n = —1, er Y = (). Eksistensen af en afbildning f: X — () giver sa straks
at X = 0; og vi har dermed H_1(X) = H_1(Y) = 0 samt H_1(X) = H1(Y) = Z.
Saetningen holder altsa for n = —1, sa antag herefter at n > 0.

Vi tjekker forst at dimensionen af X er n: Enhver ksede g < - -+ < 23 1 X er indeholdt
i delpomaengden f/y for y = f(x). Vi kan derfor udregne dimensionen af X ved at se
pa delmeengderne f/y C X. Idet f/y er antaget h(y)-sfeerisk far vi sa

dim(X) = supdim(f/y) = sup h(y) = dimY = n.
yey yey

For at vise at X er n-sfeerisk, mangler vi derfor “kun” at vise at X er (n — 1)-sammen-
haengende.
For afbildningen f: X — Y har vi fra proposition en spektralfglge:

E;Q;,q = Hy(Y,y = Hy(f/y)) = Hprq(X). (3.2)

For ¢ > 0, har vi E} = H,(Y,y — ﬁq(f/y)). For ¢ = 0, har vi i stedet en korteksakt
folge (idet f/y er h(y)-sfeerisk og dermed ikke-tom)

0 — Ho(f/y) = Ho(f/y) = Z =0
der er naturlig i y. Herfra far vi en korteksakt fglge af keedekomplekser
0= Cu(Yyy = Ho(f/y)) = Cu(Yyy = Ho(f/y)) = Cu(Y,Z) = 0;

og en korteksakt folge af keedekomplekser giver som bekendt en langeksakt fglge i ho-
mologi:

- = Hy (V) = Hp(Y,y = Ho(f/y)) = Epg = Hy(Y) = -+ . (3.3)

Der saledes interessant at forsgge at udregne H,(Y,y — ﬁq( f/y)) for alle p,q > 0.

Idet f/y er antaget h(y)-sfeerisk, er fIq(f/y) = 0 med mindre h(y) = g, og det for-
simpler situationen en hel del. Elementerne af hgjre ¢ i Y er urelaterede under ordningen
iY (ellers ville de ikke have samme hgjde). Funktoren y +— fIq( f/y) er derfor blot den
direkte sum (over y med h(y) = q) af funktorerne I;'q(f/y)(y) 1Y — Ab,

Hy(f/y) fory =y,
0 ellers.

Hy(f1y) () = {
Lemma 3.17. Lad A veere en abelsk gruppe, og lad A,y: Y — Ab vere funktoren givet

ved
A fory =y,
Ay () = {

0 ellers.

I sa fald geelder formlen N
Hi(Y,Ay)) = Hi—1(Y>y, A).
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Bevis for lemma. Seet U = Y>, og V = Y5,. Lad desuden funktoren Ay:Y — Ab
veere konstant lig A pa delpomaengden U C Y og konstant 0 pa resten af Y. Funktoren
Ay Y — Ab defineres tilsvarende. De definerede Ay og Ay er faktisk funktorer — idet
U og V er opadtil afsluttede.

Det ses direkte fra definition [3.13|at C.(Y, Ay) = C«(U, A) og C (Y, Ay) = Ci(V, A)
idet U,V CY er afsluttet opadtil. I homologi far vi altsa straks

Hi(Y, Av) = Hy(V, A)
H;(Y, Ay) = Hi(U, A) = H;(pt, A)

hvor vi har benyttet at U er kontraktibel (U har et mindste element).
Den korteksakte fglge

0= Av(y) = Au(y) = Ay)(y) =0
der er naturlig i ¥/ € Y, giver en langeksakt folge

s — Hi(pt,A) — HZ‘(Y, A(y)) — Hi_l(Y>y,A) — Hi_l(pt,A) — -

Heraf fas straks H;(Y, A(y)) =H; 1(Ysy,A) = Hi_1(Ysy, A) for i > 2. Lad os derfor se
pa slutningen af den langeksakte folge:

0 — H1(Y, Aw)) = Ho(Y>y, A) — Ho(pt, A) — Ho(Y, A) — 0. (3.4)

Y)

Hvis Y5y =0, er Hyo(Y>y, A) =0, sa vi far

Hi(Y, Agy)) = 0= Ho(Ysy, A),
Ho(Y, Ayy) = Ho(pt, A) = A= H_1(Ys,, A).

Hvis omvendt Y, # ), bliver slutningen af keedekomplekset Cy(Y, A(y) til

i @ A(y)(yo) —d> @A(y)(QO) —>0

Yo<y1 H Yo H

ar— —a

.——>@A A 0

y<uy1

Idet Y5, # 0, ses at differentialet d: C1(Y, Ay,)) — Co(Y, A,)) er surjektivt; og heraf
sluttes Ho(Y, A() = 0= H_1(Ysy, A).

Folgen (3.4) reducerer nu til den korteksakte folge

0— Hl(Y,A(y)) — H()(Y>y, A) — H()(pt, A) —0

der direkte viser H1(Y, A(y)) = ﬁO(Y>y, A). [ |
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Som tidligere nsevnt har vi at funktoren y I:Tq( f/y) er den direkte sum af
Hy(f/y) ) summeret over y € Y med h(y) = ¢. Vi kan sa benytte lemma

Hy(Y,y = Ho(f/y) = @ H(Y. Ho(f/9)y) = D Hpo1(Yoy, Ho(f/1)).

h(y)=q h(y)=q

Betragt et y med h(y ) q. Da f/y er g-sfeerisk, er H ¢(f/y)) en fri abelsk gruppe;
dermed er H, 1(Ysy, Hy(f/y)) = Hy_1(Y~y) @ H,(f/y). Endvidere er Y=, antaget af
vaere (n — h(y) — 1)-sfeerisk, sa Hp,l(Y>y) = 0 med mindre p = n — h(y) = n — ¢ (idet

h(y) = q).
Vi far saledes at

Hy(Y,y = Hy(f/y)) = €D Hug-1(Y>y) ® Hy(f/y)
h(y)=q

hvis p+q=nog Hy(Y,y — fNIq(f/y)) = 0 ellers.

Specielt geelder at Hy(Y,y — ﬁo(f/y)) =0forp # n Betragter vi sa den langeksakte
folge (3.3 . ) fra tidligere, ser vi at den splitter op med E , = H,(Y) for p # n,n+1 samt
en enkelt eksakt fglge

pO

0= E2 10— Hor(Y) = Ho(Y,y — Ho(f/y)) — E}g— Hy(Y) = 0.

Idet Y er n-dimensional, fglger dog straks E2 +1,0 = Hp1(Y) = 0; sé folgen reducerer
til den korteksakte

0— Ho(Y,y = Ho(f/y)) = E2g — Ho(Y) — 0. (3.5)

Vi ser altsa at E;O = H,(Y) for p # n; og da Y er n-sfeerisk, folger E]ao =0forp>0
med p # n.

For spektralfglgen har vi altsa at Ef)’q = 0 for p+ g # n (bortset fra E&O =
Hy(Y) for n > 0). Alle differentialer i spektralfslgen er dermed trivielle, sa spektralfglgen
degenererer med EJ, = Ez,q' Fra spektralfglgen har vi nu en filtration

02Fn+1 éFnS SFl SHn(X)a
hvor kvotienterne star i n-diagonalen af E°°-siden:

q/Fq+1 B _EZ 4,9

= Hn—q(Ya Yy — Hq(f/y))

= EB Hygo1(Ysy) @ Hy(f/y) for1<q<n.
h(y)=q
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Tilsvarende har vi H,(X)/F; ~ E72L,0 der har Z-undermodulen H,(Y,y — ﬁo(f/y)) fra
(3.5). Denne undermodul svarer til F} < Fy < H,(X) med

Fo/Fy ~ Hy(Y,y = Ho(f/y)) = @ Hu1(Ysy) ® Ho(f/y), samt
h(y)=0

Hy(X)/Fy =~ (Ho(X)/F1)/(Fo/ Fy) ~ E2 o/ Ho(Y,y = Ho(f/y))
~ H,(Y).

Vi har nu fundet filtrationen i seetningen, og vi har vist at X har triviel H;(X) for i < n.
For n = 0,1 er dette tilstraekkeligt til at X er (n — 1)-sammenhangende; men for n > 2
skal vi vise at X er enkelt-sammenhaengende, fgr vi kan slutte fra homologi at X er
(n — 1)-sammenhaengende.

Resten af beviset gar med at bevise at X er enkeltsammenhaengende for n > 2.
Jaevnfor korollar [I.23]er X enkeltsammenhzengende hvis og kun hvis alle lokale systemer
pa X er trivielle. Lad derfor F': X — Set veere et vilkérligt lokalt system pa X.

Vi gnsker nu ud fra F' € Cov(X) at konstruere et lokalt system E € Cov(Y). Vi
definerer forst E: Y — Set pa alle y € Y med h(y) > 1 ved at saette

E(y) := C(}l/imF hvis h(y) > 1.
v

Dette giver en funktor pa pomsengden Yy~ af y € Y med h(y) > 1, fordi y < Y
inducerer en kanonisk afbildning colimy,, F' — colimy,,, F' via den universelle egenskab
for colimy , F.

Hvis y € Y med h(y) > 2, geelder per antagelse i ssetningen at f/y er enkeltsammen-
haengende. Jaevnfer korollar er det lokale system F|;/,: f/y — Set dermed trivielt,
altsa isomorft med en konstant funktor Cps: x — M. Da f/y desuden er sammenhaen-
gende, far vi sa

E(y) C(J)}/l;nF s C(])}/l;n Cy =M,
og de kanoniske afbildninger F'(z) — colimy, F" er isomorfier. Vi har altsa F'(z) = E(y)
for alle z € f/y, safremt h(y) > 2.

Hvis h(y) = 1, ved vi kun at f/y er sammenhaengende. Der gelder dog nu at Y5,
er sfeerisk af dimension n — h(y) —1 =n —2 > 0, sa Y5, er ikke-tom. Vi kan derfor
vaelge et y' > y, hvorved h(y’) > 2. Som ovenfor har vi at F|;/,, er isomorf med en
konstant funktor; og idet f/y C f/y’ folger dermed ogsa at F|s/, er isomorf med en
konstant funktor. Da f/y som bemserket er sammenhgengende, far vi igen som ovenfor
at de kanoniske afbildninger F'(x) — colimy,, F' = E(y) er isomorfier for = € f/y.
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For alle y,y' € Y med y < ¢’ og h(y) > 1, samt alle z € f/y og x <2’ € f/y/, er der
fglgende kommutative diagram:

F(r) ——— E(y)

F(:Ega:’)[:

=
<
IN
E\

F(z)

2
I
<

Afbildningen leengst til hgjre er den kanoniske afbildning colimy,, F' — colimy, F' in-
duceret af f/y < f/y/, sa den gverste trekant kommuterer. Den nederste trekant kom-
muterer per definition af colimy/,/ F' idet z < 2’ er en morfi i f/y’. Vi ser specielt at E
er et lokalt system pa delmeengden Y}, (,y>1 C Y bestaende af y med h(y) > 1.

For alle z € X med h(f(x)) > 1, indfgrer vi 7, som symbol for den kanoniske
afbildning 7,: F(z) = E(f(z)). For alle 2,2’ € X med z < 2/, far vi da fra ovenstaende

diagram at
-

Fa) ——— E(f(x))
Pz <a') f:\ lE(f(fL‘)Sf(f’)) (3.6)
F(a) ——— E(f("))

kommuterer.
Nu udvider vi F til elementerne af hgjde 01 Y. Lad yg € Y veere et vilkarligt element
i Y af hgjde 0. Fgrst defineres E (yo) := colimy,,, F' som tidligere. Pomaengden f/yo er
antaget O-sfeerisk, sa f/yo er en ikke-tom samling af ikke-relaterede elementer. Vi har
saledes N
Bw) = ] F).

z€f /Yo

For y > yo, far vi en afbildning ¢, : E (yo) — E(y) fra den universelle egenskab for colim,
og denne afbildning [ [, ¢ ;/,, F'(z) — E(y) er blot den kanoniske afbildning F(x) = E(y)
for hvert = € f/yo C f/y. Specielt bemeerker vi at ¢, er surjektiv.

For y > yo, indfgrer vi en eekvivalensrelation ~, pa E(yo) ved

def
ar~y d' S py(a) = py(d).

Hvis vi yderligere har yo < y < ¢/, geelder ¢y = E(y < y') o ,; 0og da E(y < y') er en
isomorfi, ser vi at relationerne ~, og ~,s stemmer overens. Per antagelse er Y-, sfaerisk
af dimension n — h(yg) —1 > 1, sa Y5, er sammenhsengende. Akvivalensrelationen ~,
atheenger dermed ikke af valget af y € Y.
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Vi definerer nu E(yo) som kvotient-maengden E(yg) / ~y for et vilkarligt y € Y5,,.
Den surjektive afbildning ¢, inducerer dermed en bijektion E(yg < y): E(yo) — E(y);
der for alle yo < y < o' opfylder E(yo < y') = E(y < ¢') o Eryo < y). Vi far saledes en
udvidelse af F til et lokalt system pa hele Y.

For & € X med h(f(z)) = 0, defineres 7,: F(z) = E(f(z)) som kompositionen
F(z) = It/ F(2) = E(f(z)). For ethvert 2’ > z, geelder f(z) > f(z) idet
' & f/f(x) —da f/f(z) er O-dimensional. Dermed far vi

T

F(x) ~— BE(f(z))
F(z <a') |~ \ :lE(f(x) < f(z)) (3.7)
F(a') ——— E(f(a))

Den gverste trekant kommuterer idet E(f(x) < f(2')) er induceret af afbildningen
[.cs/p) F(2) = E(f(2')) der er givet ved den kanoniske afbildning F'(z) — E(f(2'))
pa F(x). Den nederste trekant kommuterer idet x < 2’ er en morfi i f/f(2'). Fra det
kommutative diagram ser vi at 7, er en bijektion.

Diagrammerne og viser tilsammen at 7,: F(z) — E(f(z)), z € X, kom-
binerer til en naturlig isomorfi 7: F' ~ f*(E) af lokale systemer pa X. Pomangden Y
er antaget sfeerisk af dimension n > 2. Specielt er Y altsa enkeltsammenhaengende; og
korollar giver dermed at det lokale system E € Cov(Y') er trivielt. Nar E er trivielt,
folger at F' ~ f*(E) € Cov(X) er trivielt; og da F' € Cov(X) var valgt vilkarligt, er alle
lokale systemer pa X trivielle. Korollar [I.23] giver dermed at X er enkeltsammenheen-
gende som gnsket. O

Bemazrkning 3.18. Alle filtrationskvotienterne F;/Fj;; i ssetning er frie abel-
ske grupper — fordi Hy(K) og Hj(K) er frie hvis K er et k-dimensionalt simplicielt
kompleks. Heraf folger s& at H,(X) faktisk er den direkte sum (dog ikke naturligt) af
filtrationskvotienterne.

Bemeerkning 3.19. Filtrationen i saetning kan hurtigt tilpasses til en filtration af
H,(X): N
O:Fn+1 <F,<---<Fp<F, :Hn(X)

med kvotienterne
F_/Fy~ H,(Y),

Fy/Fy1 =~ EB ﬁn—q—l(Y>y) ® ﬁq(f/y) for 0 < ¢ <n.
h(y)=q

For n = —1 fremgér filtrationen 0 < H_;(Y) = H_(X) allerede af forste linje i beviset.
For n = 0 fjerner vi blot en Z-summand fra bade Ho(X) og Ho(Y). For n > 0 er
H,(X)=H,(X) og H,(Y) = H,(Y), sa der star filtrationen urgrt.
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Korollar 3.20. Lad f: X — Y wvere en strengt voksende afbildning af pomengder, dvs.
' <x= f(2') < f(x). Hvis Y er CM af dimension n, og hvis f/y er CM af dimension
h(y) for alley €Y, sa er X CM af dimension n.

Bewvis. Vi viser at X er CM ved at vise at X opfylder betingelserne i proposition |3.10

Ifslge korollar er Y5, CM af dimension n — h(y) — 1 idet Y er antaget CM. Den
netop beviste seetning [3.16| giver da straks at X er n-sfaerisk.

Alle meengderne f/y er afsluttet nedadtil i X, sa hgjden af et element x i f/y er
den samme som hgjden af z i X. Hvis vi betragter pomaengden X, for et x € X
eller pomeengden (2/,z) for 2’ < x € X, ser vi at bade X, og (2/,z) er delmeengder
af f/f(z). Pomeengden f/f(x) er antaget CM, sa proposition giver at X, er
(h(z) — 1)-sfeerisk, og at (2, x) er (h(x) — h(z') — 2)-sfeerisk.

Vi mangler saledes blot at vise at X, er sfeerisk af dimension n — h(z) — 1. Da f er
strengt voksende, far vi ved restriktion en afbildning f’: X, — Y5, hvor y = f(z); og
desuden far vi at x er maksimal i f/y, sa h(x) = h(y) ifglge bemeerkning [3.11| (anvendt
pa f/y der er CM af dimension h(y)). Hvis vi kan vise at f’ opfylder betingelserne i
korollar kan vi slutte at X, er sfeerisk ud fra den del af korollaret vi allerede har
bevist.

Pomengden Y-, er som tidligere naevnt CM af dimension n —h(y) —1 idet Y er CM.
For ethvert y' € Y5, har vi

f'ly ={a' e X |a' >zo0g f(2') <y} =(f/Y)>a

Da f/y' er CM af dimension h(y’), far vi fra korollar[3.12|at (f/y’)s, er CM af dimension
h(y') — h(z) — 1 = h(y') — h(y) — 1. Idet Y er CM, giver bemarkning [3.11] at en
maksimal kaede i (y,y’) har laengde h(y') — h(y) — 2; en maksimal kaede i Y5, med ¢/
som stgrste element vil derfor have laengde h(y’) — h(y) — 1. Hojden af ¢/ 1 Y5, er altsa
h(y') — h(y) — 1, og f'/y' er CM af dimension h(y") — h(y) — 1. Afbildningen f’ opfylder
altsa betingelserne i [3.20] sa den allerfgrste del af beviset givet at X, er sfeerisk af
dimension n — h(y) — 1 =n — h(z) — 1. O
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4 Cohen-Macaulay-egenskaben for A,(G)

Proposition 4.1. Lad V vere et n-dimensionalt vektorrum (n > 1) over et legeme k.
Pomeangden, T(V), af alle ikke-trivielle, egte underrum af V' (ordnet ved inklusion) er
da CM aof dimension n — 2.

Bevis. For n = 1 er T(V) = 0 der er CM af dimension —1. Antag herefter at n =
dimV > 2.

Vi ser pa de l-dimensionale underrum ¢ i V, og danner et simplicielt kompleks
L: Komplekset £ indeholder et k-simpleks for hvert st {{y,..., ¢} af 1-dimensionale
underrum ¢; hvor fg + -+ 4, < V.

Tilbage i bemeerkning[1.10]sé vi at £ = |S(£)] hvor S(£) er pomeaengden af simplekser
i £. Elementerne i S(£) er altsa seet L = {{y,..., ¢} med o+ ---+ €, <V, og S(L) er
ordnet ved inklusion.

Lad nu f: S(£) — T(V) vaere pomaengde-afbildningen givet ved

f(L) ::€0+"'+€k€T(V)

hvor L = {{p, ..., }. Vi gnsker at vise at f er en homotopiszkvivalens. For et vilkarligt
ikke-trivielt, segte underrum U < V, er

/U ={{bo,....0} €SL) | bo+---+ 4 <U}
:{{fo,...,fk}GS(L)|fi§U}.

Veelg nu et fast 1-dimensional underrum ¢ < U. I pomaengden f/U gaelder da umiddel-
bart for alle L € f/U:
L<LU{e} > {3}

Pomangden f/U er altsa konisk kontraktibel; og da U € T(V) var vilkarlig, giver
Quillens saetning A, at f er en homotopizkvivalens.

Vi har saledes £ = [S(L)| ~ |T(V)|. For vilkarlige ¢y,...,¢r med k < n — 2, er
bo+---+ Ll <V, og{ly,...,L} ersaledes et simpleks i £. Det simplicielle kompleks £
indeholder altsa alle samtlige mulige simplekser {/y,...,#¢;} med k < n — 2. Dermed er
(n—2)-skelettet i £ det samme som (n —2)-skelettet i det fulde simpleks A med samtlige
1-dimensionale underrum ¢ som hjgrner. Simplekset A er kontraktibelt og altsa speciel
(n —3)-sammenhaengende; (n —2)-skelettet i A er derfor ogsa (n — 3)-sammenheengende.
Idet (n — 2)-skelettet i £ er (n — 3)-sammenhangende, folger at £ ~ |T(V)| er (n — 3)-
sammenhangende.

Pomeengden T'(V') er oplagt (n — 2)-dimensional, sa vi ser at T'(V') er (n — 2)-sfeerisk.

Hvis U',U € T(V) med U" < U, svarer underrum i (U’,U) til ikke-trivielle, segte
underrum af U/U’. Vi har altsa (U',U) = T(U/U’). For enhver kede 0 = (Up < --- <
Uk) i T(V), geelder dermed

Link(U,T(V>) = T(Uo) * T(Ul/U()) kooee Xk T(Uk/kal) * T(V/Uk)
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Fra det allerede beviste (samt proposition folger nu at Link(o, T'(V')) er sfeerisk af
dimension

k
(dimTUp — 2) + > (dimU; — dim Uiy — 2) + (dim V — dim Uy, — 2) + (k + 1)
=1
=dimV — k-3 =dimT(V)—k— 1.

Pomaengden T(V) opfylder saledes definitionen, af at veere CM af dimension
dimT'(V)=n—2. O

Bemseerkning 4.2. Lad A vere en elementar-abelsk p-gruppe, og lad os betragte po-
meengden Ay,(A). Undergrupperne i A er netop underrummene i A set som vektorrum
over ), og Ap(A) er pomaengden af de ikke-trivielle underrum i A. Hgjden af et under-
rum A’ € Ap(A) er dimp, A’ — 1 = r,(A") — 1 idet A,(A) ikke indeholder det trivielle

underrum.

e Pomengden A,(A) har dimension r,(A) —1 = h(A). Hvis A = 1, er Ap(A) = 0 der
er sfeerisk af dimension —1; og hvis A > 1, er A,(A) kontraktibel (A er et stgrste
element). Dermed er A,(A) sfaerisk af dimension r,(A) — 1 = h(A).

e For A’ € A,(A), svarer elementerne i A,(A)s 4 til de ikke trivielle underrum af
A/A’. Vi har derfor Ap(A)sa ~ Ap(A/A"). Hvis A" = A, er Ap,(A/A") = 0 og
dermed sfeerisk af dimension —1 = r,(A) — rp(A4’) — 1 = h(A) — h(A") — 1. Hvis
A < A, far vi

dim A,(A/A") = rp(AJA") — 1 =1rp(A) — rp(A') — 1 = h(A) — h(4") — 1.

Desuden har A,(A/A’) et storste element A/A’ og er derfor kontraktibel. Pomeeng-
den A,(A/A’) er saledes sfeerisk af dimension h(A) — h(A") — 1.

e Pomaengden A, (A) 4 er lig pomaengden T'(A’) af ikke-trivielle, segte underrum i
A’. Fra proposition [4.1] har vi at A,(A) .4 derfor er sfaerisk af dimension r,(A’) —
2=nh(A") -1

e Antag at A” < A" i Ay(A). Pomaengden (A", A") svarer da til T'(A'/A”). Per
proposition er (A", A’) saledes sfeerisk af dimension

rp(A'JA") =2 =rp(A") — rp(A") —2 = R(A") — h(A") — 2.

Pomaengden A, (A) er altsa CM af dimension h(A) = r,(A) — 1.

Proposition 4.3. Lad G vere en gruppe med endelig p-rang. Pomangden Ay(G) er
da CM (af dimension rp(G) — 1) hvis og kun hvis A,(G)>p er sferisk af dimension
rp(G) — rp(B) — 1 for enhver elementar-abelsk p-undergruppe B i G (inklusive B = 1).
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Bewvis. Antag forst at A,(G) er CM. I sa fald geelder specielt at A,(G)s1 = Ap(G) er
sfeerisk af dimension r,(G) — 1. For B € A,(G) far vi fra proposition at A,(G)>nB
er sfeerisk af dimension (1,(G) — 1) — (rp(B) — 1) = 1 = rp(G) — rp(B) — 1 idet B har
hgjde rp(B) — 1 1 Ay(G).

Antag nu omvendt at A,(G)sp er sfeerisk af dimension r,(G) —rp(B) — 1 for enhver
elementar-abelsk p-undergruppe B i G (inklusive B = 1). Vi ser da straks at A,(G) =
Ap(G)s er sfeerisk af dimension 7,(G) — 1. Derudover har vi for enhver kaede 0 = (Ap <
s < Ap) 1 AH(G) at

Link(a, .AP(G)) = T(A()) * (A(), Al) koo X (Akfl,Ak) *‘AP(G)>Ak'
Fra og antagelsen om Ap,(G)s4,, far vi nu at Link(o, Ap(G)) er sfeerisk af

dimension

k
(rp(Ao) = 2) + > (rp( A7) = rp(Ai1) = 2) + (rp(G) = rp(Ak) = 1) + (k + 1)
i=1
=r,(G) —k—2=(r,(G)—1) —k—1.
Dermed har vi at A,(G) er CM af dimension r,(G) — 1. O

Proposition 4.4. Hvis A,(G1) og A,(G2) er CM, sa er A,(G1 x G2) ogsa CM.

Bevis. Lad G = G1 x Go; vi ved da (eksempelvis fra korollar at 7p(G) = rp(G1) +
rp(G2). Lad desuden m;: G — G;, hvor i = 1,2, veere projektionerne.

Ifglge proposition [4.3|er det nok hvis vi kan vise at A,(G)sp er (rp(G) —rp(B) —1)-
sfeerisk for enhver elementar-abelsk p-undergruppe B < G.

Jeevnfor beviset for korollar er alle maksimale A € A,(G) pa formen A; x A
med A; € Ap(G;) maksimal. Idet A, (G;) er antaget CM og har dimension r,(G;) — 1, vil
enhver maksimal A; € A,(G;) have rang r,(G;), for i sa fald vil Ap(G;)>a, = 0 nemlig
veere sfeerisk af dimension —1 = r,(G) — rp(A;) — 1.

Det fglger nu at Ap,(G)~p har dimension r,(G1) + rp(G2) — rp(B) — 1 = 1,(G) —
rp(B) — 1. Vi skal altsa blot vise at A,(G)sp er (1,(G) — rp(B) — 2)-sammenhaengende.

Set B; = mi(B) og T; = Ap(Gi)sp,. Bemeerk at CT; = A,(G;)>p, hvis B; > 1 og
CT; = Ap(G;) U {1} hvis B; = 1. Seet desuden

T = {Al X A2 € .Ap(G)>B | Al < Gl} = {Al X A2 S .Ap(G)>B | Al c CTl}

Som i beviset for proposition har vi homotopisekvivalenser i: T" — A,(G)>pB, og
r=m X m: Ap(G)s>p — T med ri = idp og ir(A) > A. Det er saledes nok at vise at
T ~ A,(G)sp er (rp(G) — rp(B) — 2)-sammenheengende.

Hvis B < By X By, er By x By € T; og sa er T' = CT1 x CTy kontraktibel med
By x By som mindste element. Hvis i stedet vi har B = By X Bg, er By X By € T'; og
i s4 fald er T = CTy x CTy \ {0,0} ~ Ty * Ty jeevnfor proposition [1.20} Pomengden
T; = Ap(Gi)>B, er ifolge proposition [4.3[sfeerisk af dimension ry,(G;) —rp(B;) — 1. Takket
veere proposition [3.4] er Ty = T dermed sfeerisk af dimension

p(G1) +7p(G2) = (1p(B1) +7p(B2)) =1 =15(G) —71p(B) — 1.
Specielt er T' >~ T * T saledes (rp(G) — rp(B) — 2)-sammenhzengende. O
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4.1 To hurtige eksempler pa grupper hvor A,(G) er CM
Proposition 4.5. Hvis G er en abelsk gruppe, sa er Ay(G) CM for alle p.

Bevis. Lad A C G veere meengden af elementer 1 G af orden 1 eller p. Da G er abelsk, er
A en undergruppe i G. Enhver elementar-abelsk p-undergruppe i G er oplagt indeholdt
i A, sa der geelder A,(G) = Ap(A). Da alle elementer i A har orden 1 eller p, er A
endda en elementar-abelsk p-gruppe, og fra bemarkning har vi sa at Ap(A) er CM
af dimension r,(A4) — 1 =1r,(G) — 1. O

Proposition 4.6. A,(S,) er CM for alle n < 3p, bortset fra n =p > 3.

Bevis. Resultatet fglger umiddelbart fra resultaterne i afsnit samt proposition
For n = p > 3 gar det galt idet A,(S),) isa fald er 1-dimensional men usammenhaengende,
og dermed ikke sfeerisk. O
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5 Endelige oplgselige grupper

I lgbet af beviset for nedenstaende seetning benyttes et antal resultater om unikt p-
delelige moduler. Beviser for disse resultater star opfert i appendix [C}

Saetning 5.1. Lad G vere en endelig gruppe med en kede af normale undergrupper
N =Ny >Ny >---> Ng=1. Antag at G/N er en elementar-abelsk p-gruppe af rang
r, og at N;/Niy1 er en unikt p-delelig abelsk gruppe for 0 <1i < s.

I sa fald geelder:

(i) Ap(G) er CM af dimension r — 1.
(ii) Huvis G ikke har nogle centrale elementer af orden p, sa er

H,1(Ay(@)) # 0.

Bevis. At N;/N;y1 er unikt p-delelig, er sekvivalent med at N;/N;;1 har orden primisk
med p. Heraf fglger sa at IV har orden primisk med p — specielt indeholder N ingen
elementer af orden p.

Fordi |G| = |N|-|G/N| = |N| - p", vil en Sylow-p-undergruppe i G have orden p".
Lad H veere en Sylow-p-undergruppe i G. Da N <1 G, og da vi per ordensbetragtninger
har NH = G og HN N = {1}, ser vi at G = NH er et semidirekte produkt N x H.
Bemerk desuden at H = (N x H)/N = G/N er en elementar-abelsk p-gruppe af rang
r.

Lad p: H — Aut(N) veere givet ved pp(n) = hnh™! for h € H og n € N — dvs.
multiplikationen i G = N x H er nh-n'h' = npp(n’) - hl'.

For et element nh € Z(G), geelder nh = nh-hh~! = h(nh)h~! = hn. Hvis nh € Z(G)
har orden p gaelder dermed nP = nPh? = (nh)P? = 1, hvoraf vi kan slutte n = 1. Hvis vi
indfgrer ,Z(G) som undergruppen af elementer i Z(G) med orden 1 eller p, ser vi saledes
at

»Z(G)=Z(G)NH
= {h € H | h virker trivielt pa N} (5.1)
= ker p.

Specielt er hypotesen i aekvivalent med at p: H — Aut(N) er injektiv.

Vi beviser setningen ved induktion over s, og vi laegger ud med induktionsskridtet.
Antag derfor s > 1 og at setningen gaelder for lavere veerdier af s.

Seet G' = G/Ns_1, og lad m: G — G /Ns_1 vaere kvotienthomomorfien. Vi har A =
wA for enhver elementar-abelsk p-gruppe i G, idet ikke-trivielle a € A har orden p, sa
a ¢ Ny—1. Homomorfien 7 inducerer hermed en strengt voksende afbildning f: A,(G) —
Ap(G') pa hvilken vi anvender korollar med n =1r—1.

Kvotienten G' = G /Ns_1 opfylder betingelserne i saetningmed kaeden Ny/Ng—1 >
-++ > Ng_1/Ns_1 = 1, sa per induktion er A,(G") CM af dimension r—1. For B € A,(G’)
har vi

f/B={AcAy)G) | TA<B}={AcAG)|A<n 'B}=A,(r'B).
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Vi har 771B/Ns,_1 = B der er elementar-abelsk; s da vi har antaget at sazetningen
geelder for s = 1, er f/B = A,(m~'B) CM af dimension r,(B) — 1 hvilken er hgjden af
B i Ap(G’). Fra korollar folger dermed at Ap,(G) er CM af dimension r — 1, sa
er vist.

For at vise antager vi at ,Z(G) = 1. Vi seetter desuden B = ,Z(G’) og t =
rp(B). Hvis B = 1, giver seetningen at ﬁr,l(ﬂp(G’)) # 0 per induktion. Benytter vi nu
seetning |3.16| (samt bemaerkning pa afbildningen f, far vi at .FNIr_l(Ap(G)) = 0 idet
filtrationskvotienten F_;/Fy ~ T_l(Ap(G' )) er ikke-triviel.

Antag i det fglgende at B > 1, sa B € A,(G’). Planen er nu at vise

(a) pZ(n 'B) =1,
(b) Hy—i1(Ap(G)>p) # 0.

I sa fald kan vi pa grund af@ benytte til at slutte f[t,l(f/B) # 0. Seetning [3.16
(samt anvendt pa f giver sa at f[,,_l(flp(G)) # 0 idet vi far en filtrationskvotient
F;_1/F; med den direkte summand ﬁr,t,l(ﬂp(G’)>B) Q@ H;_ (f/B) der er en ikke-triviel
fri abelsk gruppe (jf. bemaerkning . Dermed er vist hvis vi kan vise @ og @

Set A = ,Z(m~!B). Fra konjugering har vi en homomorfi 1/: A — Aut(G). Idet
AC Z(r 'B) og Ns_1 C m !B, virker A trivielt pA Ns_; ved konjugering. Samtidig er
A C B C Z(G'), sa virkningen af A pa G’ = G/Ns_1 ved konjugering, er ogsa triviel.
Lad T' C Aut(G) veere undergruppen af automorfier der inducerer identiteten pa Ng_;
og G'; homomorfien v afbilder dermed 1: A — T'. Proposition siger at 1" er en unikt
p-delelig abelsk gruppe. For alle a € A geelder sa

P(a) =9(a?) =v(1) =1,

hvorfra vi far ¢(a) = 1 for alle a € A. Homomorfien ¢ er altsa triviel, sa A < Z(G). Vi
har dermed A < ,Z(G) = 1, hvorved vi kan slutte

Fra starten af beviset har vi at G’ = G/Ns_; = (N %, H)/Ns_1 er det semidirekte
produkt G’ = N’ x, H hvor N' = N/Ns_; og p': H — Aut N’ er induceret af p: H —
Aut N. Jeevnfor har vi desuden B = ker p'.

Da B < Z(G'), er B <1 G'. Vi kan derfor se pa kvotienten G'/B = N' x5 (H/B),
hvor vi far at p': H/B < Aut(N) er injektiv. Gruppen G'/B = N’ x5 (H/B) opfylder
betingelserne i ssetning m med kaeden N’ = Ny/Ng_1 > -++ > Ng_1/Ng_1 = 1 af nor-
male undergrupper. Konklusionerne i seetningen gaelder dermed for G’/ B per induktion.
Idet vi har ,Z(G'/B) = kerp’ =1, giver at

H, (11/5)-1(Ap(G'/B)) # 0.
Der geelder nu A,(G'/B) ~ 8,(G'/B) = 8,(G')>p ~ Ay(G')>p, sa vi far
i (A (G')op) £0.

Vi har saledes vist @ og dermed er induktionsskridtet feerdiggjort.
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Til induktionsstarten skal vi klare tilfseldene s = 0,1. For s = 0 er G = H der er
elementar-abelsk. Bemeerkning 4.2| giver da straks at A,(H) er CM af dimension r — 1.
Hvis der desuden geelder 1 = ,Z(H), er H = ,Z(H) = 1 af rang 0, og der geelder
I;Ll(flp(l)) — H_1(§) = Z # 0. S& seetningen er sand for s = 0.

I tilfeeldet s = 1 er G = N x, H hvor H er en elementar-abelsk p-gruppe, og N er en
unikt p-delelig abelsk gruppe. Via virkningen p: H — Aut(N) af H pa N, bliver N til
en modul over grupperingen ZH. Ved at benytte opspaltningen i proposition kan
vi finde en keede N = Ny > -+ > Ny = 1 af ZH-undermoduler med unikt p-delelige
kvotienter der opfylder: Enten virker H trivielt pa N;/N;41; eller ogsa er N;/N; 41 > 1, 0g
der findes en hyperplan Hy < H sa H/Hy ~ C, virker frit pa de ikke-trivielle elementer
i Nz/Nz—l—l

Da N; er ZH-undermodul i N, er alle N; normale undergrupper af G = N x, H.
Ved hjelp af det allerede beviste induktionsskridt, kan vi reducere til tilfeeldene s = 0, 1
(hvor vi allerede har vist s = 0). For s = 1 er der nu to deltilfselde:

1. Gruppen H virker trivielt pa N. I sa fald er G = N x H, og A,(G) = A,(H).
Pomaengden A, (H) er CM af dimension r — 1 ifglge bemeerkning sa|(1)| gaelder.
Hvis G ikke har centrale elementer af orden p, er H = 1 og 7 = 0. Dermed er
H_1(Ay(H)) = H_1(0) = Z # 0, sa[(ii)| geelder.

2. Der geelder N > 1, og der findes en hyperplan Hy < H sa H/Hj virker frit pa
N\{1}. Veelg et vilkarligt 1-dimensionalt underrum H; < H med H; £ Hy. Vi har
sa H = Hj x Hy, og ydermere G = N x H = (N x Hy) x Hy. Siden alle elementar-
abelske p-undergrupper i N x H; har rang < 1, er A,(N x H;) af dimension 0
(idet Ap(N x Hy) # 0 fordi Hy er indeholdt). Alle 0-dimensionale pomsengder er
CM, sé Ay(N x Hy) er CM. Bemzeerkning [4.2] giver at Ap(Hp) er CM af dimension
r — 2. Takket veere proposition kan vi sa slutte at A,((IN x Hy) x Hy) er CM
af dimension r — 1 hvilket viser |(i)|

Hvis G = (N x Hj) x Hy ikke har noget centralt element af orden p, er Hy = 1.
Pomengden A, (N x Hi) er som bemeerket 0-dimensional og indeholder Hy ~ C,.
Undergruppen H; er ikke normal, for i sa fald ville G = N x H; i modstrid med H;
ikke-central af orden p. Ved konjugering nHi;n~! med elementer n € N fas derfor
mindst én anden undergruppe af orden p. Pomaengden A,(N x H;) indeholder
altsd mindst to elementer, sa Hy (Ap(N x Hy)) # 0 hvilket viser |(ii) O

Korollar 5.2. Lad G vere en endelig gruppe med en kede af normale undergrupper
N =Ny>N; >--->Ng =1 sadan at N;/N;y1 er en unikt p-delelig abelsk gruppe for
0 <i<s. Hvis A,(G/N) er CM, sa er Ap(G) CM af den samme dimension.

Bevis. Lad m: G — G/N vaere kvotienthomomorfien. Som i beviset for ssetning 5.1
induceres en strengt voksende afbildning f: A,(G) — A,(G/N) med A = 1tAog f/B =
Ay(m71B). For B € A,(G/N) har gruppen 7~ !B den normale keede N = Ny > Ny >
.-+ > Ny = 1 af undergrupper, og 7~ 'B/N = B der er en elementar-abelsk p-gruppe.
Seetning [5.1| giver dermed at f/B = A,(r 'B) er CM af dimension r,(B) — 1. Ved
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anvendelse af korollar pa f: A,(G) — A,(G/H) folger sa at A,(G) er CM af
samme dimension som A,(G/H). O

Saetning 5.3. Lad G vere en endelig oplgselig gruppe uden ikke-trivielle normale p-
undergrupper. Hvis H er en maksimal elementar-abelsk p-undergruppe i G, sd er
H,_1(Ap(G)) # 0 hvor r =r,(H).

Bevis. Lad N veere den stgrste normale undergruppe i G af orden primisk med p. Ifglge
Hall og Higmans lemma 1.2.3 i [HH56] geelder i sa fald at Cq(IN) < N. Idet N er
oplgselig, terminerer fglgen af hgjere kommutator-undergrupper i N:

N=NO>nND>...> N6 =1,

Dette er en fplge af karakteristiske undergrupper i N, og folgen opfylder at N () /N (i+1)
er en abelsk gruppe af orden primisk med p (og dermed unikt p-delelig jf. . Da
undergrupperne N er karakteristiske i N <1 G, er de desuden normale i G.

Vi betragter produktet N H, hvor vi saledes har keeden N = N > ... > N6 =1
af normale undergrupper, og NH/N =~ H. Idet Cg(N) < N, har NH desuden ingen
centrale elementer af orden p. Szetning giver dermed at H,_1(Y) # 0 hvor YV :=
Ap,(NH).

Seet X := A,(G), og lad Z C X veere den nedadtil afsluttede delmeengde der bestar
af maksimale A € A,(G) hvor A ¢ NH samt alle elementer af Ay,(G) der er indeholdt i
et af disse maksimale A’er. Vi har saledes X =Y U Z.

Vi viser nu at Y N Z har dimension < r — 1, dvs. at ethvert A € Y N Z har rang
< r.Lad A € Y N Z veaere vilkarligt. Da H er en Sylow-p-undergruppe i NH, og da
A < NH, findes et x € NH sa xAz~!' < H. Desuden findes et maksimalt Ay € Z med
A< Ay £ NH, og idet A < NH fglger at A < Ay. Hvis der nu gjaldt xAz~! = H,
ville vi have H < zApz~' i modstrid med maksimaliteten af H. Der geelder derfor
rAz~! < H, s A har rang mindre end 7.

Da bade Y og Z er afsluttede nedadtil, geelder | X| = |Y U Z| = |Y|U|Z|; og desuden
er |Y|N|Z| =1Y NZ|. Vihar derfor en Mayer-Vietoris-folge for reduceret homologi:

o H (YNZ) = He o (Y)® Hy 1(Z) = He 1 (X) — -
Idet H,_1(Y N Z) =0 og H,_1(Y) # 0, ser vi at Hy_1(X) # 0. O

Korollar 5.4 (Quillens formodning for endelige oplgselige grupper). Lad G vere en
endelig oplgselig gruppe uden ikke-trivielle normale p-undergrupper.

Da er Hy—1(Ay(G)) # 0 hvor r = 1,(G).

Bevis. Lad H < G vare en elementar-abelsk p-undergruppe i G af stgrst mulig orden.
Per definition af 7,(G) har vida r,(H) = r,(G) = r, sa saetninggiver H,_1(A,(G)) #
0. O
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X Zo

Figur A.1: En illustration af X %Y. Kollapses det skraverede, fas (X AY).

Appendices

A Join, smashprodukt og suspension
Proposition A.1. For ikke-tomme CW-komplekser X og Y geelder
X*xY ~3(XAY).

Bevis. Lad xg og yo veere basispunkter hhv. X og Y.
Joinet X * Y er defineret som kvotienten

x XY x0,
X*xY =XxYxI
X xyx1.

hvorx € X ogy €Y.

Linjestykket xg x yo X I mellem basispunkterne zg € X C X*Y ogyg € Y C X*Y , er
et kontraktibelt delkompleks i X *Y; s X *Y er homotopisekvivalent med det reducerede
join X xr Y hvor vi har kollapset zg X yg X I:

XY x0 Xxyxl,

X*RY::X*Y/:chyoxI:XxYxI/
xo X yo X I.

Delkomplekset X x yo x I i X xg Y er en kopi af den reducerede kegle CX/(zg x I).
Tilsvarende har vi en kopi af den reducerede kegle CY/(yo x I) liggende som xo XY x I C
X xp Y. Situationen er illustreret i figur De reducerede kegler er begge kontraktible
og har kun basispunktet zg X yo X I i X xg Y til feelles. Vi sendrer derfor ikke pa
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homotopitypen ved at kollapse begge de reducerede kegler:
L X X Yo X I,
Zi=XxpY xo XY x I
_ XY x0, X xygxI,
= XY Xxyx1l, xzoxY xI (A1)
- XxY x0, XxyyxlI,
=X ¥ X xYx1, zgxY xI (A-2)
_ X xY x0, (XxyUzyxY)xlI,
=& XYl X xY x1
B (XAY)x0, (X xyUxgxY)xI,
_(XAY)XI/ (XAY)x1
=X(XAY).
Identifikationerne i (A.2) folger af identifikationerne i (A.1)) fordi der i (A.1) geelder
(:Ua Y, O) ~ (:U? Yo, 0) ~ (:U,? Yo, 0) ~ (xlv yla 0)
for alle z,2' € X og y,y' € Y, og tilsvarende geelder: (z,y,1) ~ (2,9, 1).
Vi har altsa fundet en fglge af homotopiskvivalenser: X Y ~ X xp ¥V ~ Z =
(X AY). O

Proposition A.2. Smash-produkt distribuerer over wedge-sum:

ANXVY)=Z(ANX)V(ANY)
for alle ikke-tomme topologiske rum A, X,Y .

Bevis. Lad ag, zg, yo veere basispunkter for hhv. A, X, Y.
Pastanden ses direkte ud fra definitionerne af smash og wedge:

AN(XVY)

ap X (X VY),
:AX(X\/Y)/ /i]x(xoxyo)

=A x (X X yoUxg X Y)/ o EZIXXX(;/EL:Z?))X 7

B ap X X X yo, ag X x9 XY,
_AxXxyoUAXUCOXY/ A X 29 X Yo

. aoXXXyo, aoxazoxY,
_<AXXXyO/A><x0><y0>U<AX:EOXY/A><:UO><yO>
~ GOXX, aoXY,
_(AXX/AXQCO )\/(AXY/AXyO)

=(ANX)V(ANY).
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Proposition A.3. For et ikke-tomt topologisk rum X gelder
STAX ~¥"X
for alle n > 0.

Bevis. Lad xq vaere basispunkt for X, og lad {0, 1} veere basispunktet for S' = /(0 ~ 1).
Hvisn=0er SN X = X = ¥X. Hvis n = 1 far vi:

XAS' =X xS/ (zgx ST U (X x {0,1})
=X xI/(woxI)U(X x0UX x1)
=X xI/(zogxI)U(X x0)U (X x1)
=¥X.

Antag nu at n > 2, og at der per induktion gaelder S"~! A X ~ Y"1 X. Ved hjalp
at tilfeeldet n = 1, kan vi sa skrive

SPTAX 2SS IAX =8 A IAX ~ SEAYIX = X, O

B Bousfield-Kan-spektralfglgen

Lemma B.1. For enhver afbildning f: X — Y af pomengder gelder at
hocolim N(f/5) = N(Y [ (£/4)) = N(X),

hvorY [(f/y) er Grothendieck-konstruktionen for funktoren y — f/y, Y — Cat.

Bevis. Den forste sekvivalens hocolimyey N(f/y) ~ N(Y [(f/y)) far vi direkte fra Tho-
masons szetning, [Tho79, Theorem 1.2].

Grothendieck-konstruktionen Y [(f/y) har objekter (y,z) hvor y € Y og z € f/y.
Morfierne 1 Y [(f/y) fra (y,z) til (y',2’) er par af morfier (o, 3) hvor a:y — ¢/ 1V
og B:alzr) - 21 f/y. Da X og Y er pomangder, ser vi at der er en unik morfi
(y,z) = (v',2") netop hvis y < ' 1Y og x < 2’ i f/y'. Kategorien Y [(f/y) er altsa en
pomangde (en delpomaengde af Y x X).

Lad nu 7: Y [(f/y) — X vere afbildningen 7(y,z) := x, og lad i: X — Y [(f/y)
vaere givet ved i(z) := (f(z),z) der er et element i Y [(f/y) idet € f/f(z). Begge
afbildninger er oplagt ordningsbevarende, og vi ser umiddelbart at mi = idx. For alle

(y,z) € Y [(f/y) geelder
i(m(y,x)) =i(z) = (f(z),2) < (v, 2)

hvor f(z) < y geelder idet (y,z) € Y [(f/y). Vi har saledes im < z'dyf(

NGON(r) = Nlidy ;)
N(Y [(f/y)) = N(X) som gnsket. O

1) ©8 dermed

. Afbildningerne i og 7 giver altsd en homotopiskvivalens



C UNIKT p-DELELIGE MODULER 48

Proposition B.2. Lad f: X — Y wvere en afbildning af pomengder. Bousfield-Kan-
spektralfolgen for homologi af hocolim, giver da en forstekvadrants-, homologi-spektral-
folge der konvergerer med

By = Hy(Yoy = Hy(f/y) = Hyrq(X).
Beuvis. Bousfield-Kan-spektralfglgen for hocolimyey N(f/y) har E2-siden

Ef},q = COhmqu(N(f/y)) = HP(C*)7

hvor C, er keedekomplekset med

Coi= P HWNG/w) = D Hyf/w)

c€EN(Y)n ceEN(Y)n
o=(yo<-<yn) o=(yo<-<yn)

og differentiale d := Y"1 (—1)'d; hvor d; kommer fra side-afbildningen d; i N(Y).

Sammenholder vi dette keedekompleks med definition ser vi at C er keede-
komplekset C,(Y,y — Hgy(f/y)) til beregning af H.(Y,y — Hy(f/y)). Bousfield-Kan-
spektralfslgen har altsd E2-side med

E2, = Hy(Y,y — Hy(f/y))

Bousfield-Kan-spektralfglgen konvergerer med Equ = H, q(hocolim N(f/y)). Fra lem-
ma far vi at hocolim N (f/y) ~ N(X), og dermed

Hyyq(hocolim N(f/y)) = Hp1q(N (X)) = Hpiq(X). O

C Unikt p-delelige moduler

Definition C.1. En abelsk gruppe/Z-modul, A, kaldes p-delelig hvis endomorfien
a +— pa er surjektiv, dvs. hvis pr = a har en lgsning i A for alle a € A.

Gruppen A kaldes ydermere unikt p-delelig hvis a — pa er en isomorfi, sa lgsningen
til px = a er entydigt bestemt.

En abelsk gruppe A er unikt p-delelig hvis og kun hvis A er en modul over Z[%] -
hvor %a netop er den entydige lgsning til px = a.
Bemseerkning C.2. Hvis en abelsk gruppe A er endelig, er a — pa bijektiv hvis og kun
hvis kernen er triviel, dvs. safremt A ikke har noget element af orden p. Vi har dermed
at en endelig abelsk gruppe A er unikt p-delelig hvis og kun hvis |A| er primisk med p.

Proposition C.3. Lad N <G veere endelige, og antag at N er en unikt p-delelig abelsk
gruppe. Lad T C Aut(QG) veere undergruppen af automorfier der inducerer identiteten pa
N og G/N. Gruppen T er da en unikt p-delelig abelsk gruppe.
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Bevis. Forst bemeerker vi at idet G er endelig, er Aut(G) og dermed T ogsa endelige.
Lad ¢ € T. For ethvert g € G geelder sa [p(g)]n = [g]n, sa der findes et n,, € N
med ¢(g9) = ngyg9. Da p(ngg) = neg (idet nyy € N), fas ved simpel induktion at
¢*(9) =1 49.
Antag nu at ¢ = 1. Vi har da for alle g € G at

g =4¢"(g) =nl} 49.

Heraf folger at nl,; = 1; og da N er unikt p-delelig, sluttes n,, = 1 for alle g € G.
Derfor ma ¢ veere identiteten, sa T indeholder ingen elementer af orden p.

For at vise at T er unikt p-delelig, skal vi saledes blot vise at T' er abelsk (jeevnfor
bemeaerkning . Dette folger dog straks hvis vi husker at NV er antaget abelsk: For alle
p, €T og g € G gelder nemlig

©V(g) = @(ny,g9) = ©(Nyg)P(g) = Ny gNp.gG = N gNpgg = -+ = V(7). O

Definition C.4. Lad A vere en elementar-abelsk p-gruppe. Antag at A virker pa en
unikt p-delelig Z-modul M, dvs. M er modul over grupperingen ZA — endda modul over
Z[L)A.

Fikspunkterne for A-virkningen udggr en undermodul i M betegnet

={m &€ M | am = m for alle a € A},

og A virker oplagt trivielt pa M4,

Hvis B < A er en hyperplan i A, dvs. A/B ~ Cp, sa defineres undermodulen M)
som undermodulen af M frembragt af elementerne m —am = (1 —a)m for a € A og
m € MP. Per konstruktion virker B trivielt pa M py; vi far derfor en virkning af A/B
pa Mgy induceret fra A-virkningen.

Lad x veere et element i M(p), sa kan z skrives som x = Yoy ri - (mi — aym;) med
ri € Z, a; € A og m; € MP. Hvis z er fikspunkt for hele A-virkningen, geelder

\A|w:Za$:ZZa-m(mi—aimi)

acA i=1 acA
n n
= E g riam; — g E ri(aa;)m;
i=1 a€A i=1 a€A
n n
= E E Triamny; — E E ria'mi
i=1 acA i=1a' €A
= 0.

Idet |A| er en p-potens, og idet M er antaget unikt p-delelig, far vi sa = 0. Dermed er
Mgy N M4 = 0. Kvotienten A/B ~ C,, virker derfor frit pa Mgy \ {0}
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Lemma C.5. Lad A vere en elementar-abelsk p-gruppe. Antallet af hyperplaner i A er
lig med (|A|—1)/(p—1).

Bevis. Lad P(A) veere meengden af hyperplaner i A, og lad L(A) veere meengden af 1-
dimensionale underrum i A (som vektorrum over F,). Ethvert 1-dimensionalt ¢ € L(A)
indeholder og er udspzendt af netop p — 1 ikke-trivielle elementer. Maengden L(A) giver
altsa en partition af A\ {1} i meengder af sterrelse p — 1, sa #L(A) = (|4 —1)/(p—1).

Vi viser nu ved induktion over rangen r = r,(A) af A, at #P(A) = #L(A) =
(|JA] = 1)/(p — 1). Pastanden er oplagt sand for » = 0 hvor P(A) = L(A) = 0, og for
r=1hvor P(A) = {{1}} og L(A) = {A}. Antag derfor at » > 1 og at pastanden gaelder
for lavere r. Bemaerk desuden at #L(A) # 0 nar r > 0.

Lad os teelle antallet, n, af par (¢,B) € L(A) x P(A) som opfylder ¢ < B. For et
fast ¢ er antallet af hyperplaner B med ¢ < B, lig med antallet af hyperplaner i A//.
Vi har derfor per symmetri i ¢ at n = #L(A) - #P(A/¢) hvor A/{ har rang r — 1.
Omvendt geelder for en fast hyperplan B at underrummene ¢ € L(A) med ¢ < B, netop
er elementerne i L(B). Vi har saledes ogsa (per symmetri i B) at n = #P(A) - #L(B)
hvor B har rang r — 1. Samlet set har vi altsa per induktion (idet A/¢ og B begge har
rang r — 1)

_ . n__ #P(A/0) _ A1

#L(B)  #L(B) p—1
Proposition C.6. Lad A vere en elementar-abelsk p-gruppe, og antag at A virker pa
en unikt p-delelig Z-modul M. Vi har da en opsplitning aof M som direkte sum

A
M=M's D Mg
BEP(A)

#P(A) -

HL(A) = #L(4)

hvor P(A) er mengden af hyperplaner i A.
Bevis. Lad pa: M — M4 veere givet ved

1
wa(m) = A <Z a> m

acA

der er en ZA homomorfi idet A er abelsk, og divisionen med |A| er veldefineret idet |A|
er en p-potens.

Hvis m € M4, gaelder oplagt @a(m) = ‘—i' |Alm = m, sa @a|pya = idypa. Ser vi i
stedet for pa en frembringer m — agm € Mp) far vi

1 1 1 1
cpA(m—aom):mZam—mZaoam:WZam—m Za'm:O,
a€A a€A a€A a’€eA

sa QOA‘M(B) =0.
For en hyperplan B € P(A) defineres tilsvarende ¢p: M — M% ved

1
vp(m) = Bl (Z b) m.

beB
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For m € MB > M4 har vi som for ¢g(m) = m. For en frembringer m — am € Mgy
geelder derfor ogsa

¢p(m —am) = pp(m) — app(m) =m —am

fordi m € MB. Dermed er (pB]M(B) = id -

Lad nu B, B’ € P(A) vere to forskellige hyperplaner. Da B + B’ = A, far vi af
Noethers fgrste isomorfiseetning at B/(BNB') ~ B+B'/B' = A/B' der virker pa Mg
Lad by, ..., b, veere repraesentanter for B/(B N B'), og dermed ogsa repraesentanter for
A/B'. For ethvert x € Mp geelder sa

1 1 &
pp(r) = (Y b|e=> > biba
|B‘ beB ’B| i=1 be BNB’
IBNB'| |B'|
|B| Z; | A z;

:@iZbﬁxz@(Za)m

i=1 beB’ a€A

=pa(r) =0.

Dermed er (pB]M(B,) =0 for B’ # B.
Lad ai,...,a, veere repreesentanter for A/B hvor B € P(A). Vi definerer da en
homomorfi ¢¥p: M — Mgy ved

Yp(m) ==pp(m) — pa(m)

1
oot~y (S m

1

Billedet ligger i M(p) idet pp(m) € MP.
Homomorfien ¢p = pp — ¢4 har folgende egenskaber (hvor B’ # B):

mEM(B):wB(m):m—O:m,
m e M* = ¢Yp(m)=m
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Lad nuis: M4 — M og ip: Mgy < M vere inklusionerne. Vi har en homomorfi
m M — MA@@BGP(A) Mgy givet ved ™ = @4 ® D pep(a) V5, 0g Vi har en homomorfi
i: MA@ ®B€P(A) My — M givet ved i = is + ZBGP(A) ip. De viste egenskaber for
w4 og Yp giver med det samme at wi = id.

Hvis vi kan vise at i7 = id, folger sa M = M4 @ ®B€P )y M(p). For ethvert m € M
geelder

im(m) = + Y 1/13 pa(m)+ Y (pp(m) —pa(m))

BeP(A BeP(A)

|\wXer X < @) B;%A)( 24>

acA BeP(A

‘A| > a+ Z pY b—#PA)> al|m.

acA BeP(A) beB acA

Hvis vi kan vise at udtrykket i parentesen reducerer til |A|, er vi feerdige.

Antallet af hyperplaner som 1 € A indgar i, er #P(A); og antallet af hyperplaner
som et a € A\ {1} indgar i, er #P(A/C)). Lad r = r,(A), sa |A| = p". Antallene #P(A)
og #P(A/C)p) beregner vi sa ud fra lemma

Deler vi parentesen ovenfor op med 1 og a € A\ {1} hver for sig, far vi sa

Za—i— Z pr—#P(A)Za

acA BeP(A) beB acA
=(1+#P(A) - p— #P(A)) + (1L + #P(A/Cp) - p — #P(A) > a

a#l
_ pr_l pr_l prfl_l
() (e )§
Zpr+02a:pr:|A| O

a#1
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