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ロボットアームの位置のなす空間を考えてみる。正確に言えば、平面リンク機構Lの任意の
位置のなす空間C(L)を考えてみる。この配位空間と呼ばれる空間C(L)を定義する前に、例
として次の平面リンク機構 Lを考えてみる。
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正方形リング機構

ここで、全ての辺は同じ長さ rで、頂点AとBは不動頂点とする。次の図式を見ると、すぐ
平面リンク機構 Lの任意の位置が分かることができる。
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よって、配位空間C(L)は、角 θ1と θ2、θ3で媒介変数化された３つの円となり、その３つの円
が互いにそれぞれの１点で交わる。正確に、角 θ1と θ2で媒介変数化された円は、点 θ1 = π/2、
θ2 = πで交わり、角 θ1と θ3で媒介変数化された円は、点 θ1 = 3π/2、θ3 = πで交わり、角
θ2と θ3で媒介変数化された円は、点 θ2 = θ3 = 0で交わる。

•

•

•

正方形リング機構の配位空間

つづいて、正確にリングとその位置のなす空間を定義する。

定義. 抽象リング Lとは、次の (i)–(iii)を合わせたものである。

(i) 頂点のなす集合 V と辺のなす集合E、任意の辺 e ∈ Eに対して、その辺の両端点を与
える非順序対 v(e) ⊂ V

(ii) 不動頂点のなす部分集合 V0 ⊂ V

(iii) 長さと呼ばれる関数 ℓ : E → (0,∞)
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例として、次のように与えられた抽象リング Lを考えてみる。

V = {A, B, C}, V0 = {A}, E = {e, f, g}

v(e) = {A, B}, v(f) = {B, C}, v(g) = {A, C}

ℓ(e) = ℓ(f) = 1, ℓ(g) = 2

この抽象リングは、次のように表すことができる。
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平面R
2の距離を復習する。二点 p1 = (x1, y1)と p2 = (x2, y2)について、その点の距離は、

d(p1, p2) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

で与えられた。

定義. 抽象リング Lについて、平面的な実現とは、次の性質を満たす写像 φ : V → R
2であ

る。「任意の辺 e ∈ Eとその両端点 v1, v2 ∈ V に対して、d(φ(v1), φ(v2)) = ℓ(e)」

抽象リング Lには、必ずしも平面的な実現が存在するとは限らない。
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平面的な実現が存在しない
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平面的な実現が存在する

これから、平面的な実現が存在する抽象リングしか考えない。

定義. 抽象リング Lとその平面的な実現 φ0 : V → R
2について、配位空間とは、次の性質を

満たす平面的な実現φ : V → R
2のなす空間C(L)である。「任意の不動頂点 v ∈ V0に対して、

φ(v) = φ0(v)」

この定義を説明するために、集合 V と V0 ⊂ V、Eを次のように表す。

V = {v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn}

V0 = {v1, . . . , vr}

E = {e1, . . . , eN}

さらに、辺 e1, . . . , eN の両端点を、それぞれ {vi1 , vj1}, . . . , {viN , vjN
}と表しておく。これに、

ある写像 φ : V → R
2とその値 φ(v1) = (x1, y1), . . . , φ(vn) = (xn, yn)を合わせた 2n次元ベク
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トル (x1, y1, . . . , xn, yn) ∈ R
2nは、一対一対応する。よって、写像 φ0 : V → R

2と対応するベ
クトルを、(a1, b1, . . . , an, bn)と表すと、抽象リング Lの配位空間は、次のN + 2r個の方程
式を満たす部分空間C(L) ⊂ R

2nである。

(xi1 − xj1)
2 + (yi1 − yj1)

2 = ℓ(e1)
2

(xi2 − xj2)
2 + (yi2 − yj2)

2 = ℓ(e2)
2

...

(xiN − xjN
)2 + (yiN − yjN

)2 = ℓ(eN )2

x1 = a1

y1 = b1

...

xr = ar

yr = br

例として、次の抽象リング Lは、剛体正方形と呼ばれる。
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剛体正方形 (r=2s)

ここで、頂点AとBを不動町店とすると、配位空間C(L)は一つの円となる。
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剛体正方形の配位空間
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特に、剛体正方形の配位空間は、微分可能多様体となる。驚くほどに、次の定理が成り立
つ [1, Cor. C]：

定理. 任意のコンパクト微分可能多様体は、ある抽象リング Lの配位空間 C(L)の連結成分
と微分同相である。

ここで、n次元の微分可能多様体M とは、局所的に n次元のユークリッド空間と微分同相
である部分空間M ⊂ R

n+kと定義された。その多様体M はコンパクトとは、ある点からあ
る有限距離の範囲内に存在することである。例えば、

Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ R
n+1 | x2

1 + · · ·+ x2
n+1 = 1} ⊂ R

n+1

と定義された n次元の単位球面は、n次元のコンパクト微分可能多様体である。

例として、0次元のコンパクト微分可能多様外は、ある有限個の点を合わせた空間である。
一方次の抽象リング Lの配位空間C(L)は、2N 個の点を合わせた空間となる。
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A=不動頂点

B=不動頂点
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よって、これで 0次元の多様体に関して、定理が証明された。

一方、0次元の多様体と違って、過多の高次元のコンパクト微分可能多様体が存在する。し
かし、ジョン・ナッシュによって、1952年に証明された定理より、任意のコンパクト微分可
能多様体は、連立多項式系の解集合と表すことができる [1, Thm. 2.20]。よって、以上の定
理を証明するために、次の問題を考えばよい。蒸気エンジンが発明されたから 19世紀の大
きな問題だった。
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ある写像 f : (R2)m → (R2)nは、抽象リング Lで表現されるのは、次のように定義された。
次の図式を考えてみる。
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(R2)m f
// (R2)n

ここで、写像 sと tはそれぞれのm個の入力頂点 v′

1, . . . , v
′

mと n個の出力頂点 v′′

1 , . . . , v
′′

nの
位置を与えられる写像であり、次のように定義される。

s(φ) = (φ(v′

1), . . . , φ(v′

m))

t(φ) = (φ(v′′

1), . . . , φ(v′′

m))

定義. 与えられた写像 f : (R2)m → (R2)nは、開近傍 U ⊂ (R2)m上、抽象リング Lで表現さ
れるとは、あるm個の入力頂点と n個の出力頂点に対して、写像 s : s−1(U) → U は有限対
1で、次の図式が可換になることである。
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三つの例を考えてみる。

例 1二つの剛体長方形を合わせた抽象リンク L1を考えてみる。
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平行移動リング　 (u>v)

まず、頂点AとBを、それぞれの位置 (0, 0)と (c, 0)の不動頂点とし、頂点CとDを、それ
ぞれの入力頂点と出力頂点とする。このとき、平行移動リングは、開近傍

U = {(x, y) ∈ R
2 | (u − v)2 < x2 + y2 < (u + v)2}

上、写像 f1(x, y) = (x + c, y)を表現する。写像 s : s−1(U) → U は 2対 1の写像である。
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同情に、頂点AとBを、それぞれの位置 (−c, 0)と (0, 0)の不動頂点とし、頂点DとCを、
それぞれの入力頂点と出力頂点とすると、写像 s : s−1(U) → U は 2対 1の写像で、平行移動
リングは、開近傍 U 上、写像 f2(x, y) = (x − c, y)を表現する。

例 2つづいて、1603年にクリストフ・シャイナーによって構成されたパントグラフと呼ばれ
るリングを考えてみる。
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剛体パントグラフ

ここで、u = ℓ(AD) > v = ℓ(EF )と ℓ(AF ) = λu、ℓ(CF ) = λv（λ > 1）と仮定する。

まず、頂点Aを位置 (0, 0)の不動頂点とし、頂点BとCをそれぞれの入力頂点と出力頂点と
する。このとき、パントグラフは開近傍

U = {(x, y) ∈ R
2 | (λu − v)2 < x2 + y2 < (λu + v)2}

上、写像 f3(x, y) = (λx, λy)を表現する。写像 s : s−1(U) → U は 2対 1の写像である。

同様に、頂点Aを位置 (0, 0)の不動頂点とし、頂点 C とBをそれぞれの入力頂点と出力頂
点とすると、パントグラフは開近傍

U = {(x, y) ∈ R
2 | λ2(u − v)2 < x2 + y2 < λ2(u + v)2}

上、写像 f4(x, y) = (λ−1x, λ−1y)を表現する。さらに、写像 s : s−1(U) → U は 2対 1の写像
である。

これから、λ = 2とする。まず、頂点Bを位置 (0, 0)の不動頂点とし、頂点AとCをそれぞ
れの入力頂点と出力頂点とする。このとき、パントグラフは開近傍

U = {(x, y) ∈ R
2 | (u − v)2 < x2 + y2 < (u + v)2}

上、写像 f5(x, y) = (−x,−y)を表現する。写像 s : s−1(U) → U は 2対 1の写像である。

最後に、頂点AとCを入力頂点とし、Bを出力頂点とすると、パントグラフは、開近傍

U = {(x1, y2, x2, y2) ∈ (R2)2 | 4(u − v)2 < (x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2 < 4(u + v)2}
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上、写像 f6(x1, y1, x2, y2) = (1
2
(x1 + x2),

1
2
(y1 + y2))を表現する。さらに、s : s−1(U) → U は

2対 1の写像である。

例 3最後に、1864年にポセリエーとリップキンによって独力で構成された有名な反転リング
を考えてみる [3, 2]。
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反転リング (a>r)

ここで、頂点Oを位置 (0, 0)の不動頂点とし、頂点AとBをそれぞれの入力頂点と出力頂
点とすると、反転リングは、開近傍

U = {(x, y) ∈ R
2 | (a − r)2 < x2 + y2 < a2 − r2}

上、次のように定義された写像 f7を表現する。

f7(x, y) =
((a2 − r2)x

x2 + y2
,
(a2 − r2)y

x2 + y2

)

これに、z = x + iyと z̄ = x − iyと表すと、

f7(z) =
a2 − r2

z̄

と表すことができる。

以上の写像 f1, . . . , f7の合成写像から、すべての実数係数の多項式が成り立つ。これを使う
と、定理を証明することができる。
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