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1 Indledning'

Kig pa bagsiden af en hvilkensomhelst bog udgivet indenfor de seneste ar. Et eller andet
sted - ofte i nederste hgjre hjgrne - finder du det sédkaldte ISBN, f.eks.

ISBN 87-502-0440-8,

tit sammen med en eller flere stregkoder. Hver eneste bog der udgives har sit eget Inter-
national Standard Book Number, og dette tal spiller en vigtig rolle i hele markedsfgrings-
processen: Ved lagerkontrol, ved bestilling, forsendelse, prisseetning og betaling.

ISBN-systemet er et eksempel pa dagligdags anvendelse af fejlfindende og fejlrettende
koder. Fejlfindende og fejlrettende ’koder’ kender vi udmeerket fra det almindelige sprog.
De virker ved hjalp af sdkaldt redundans, dvs. ekstra, 'overfledig’ information, som tjener
som korrektions-mulighed. Masser af trykfejl i avisen giver anledning til et billigt grin, men
ikke misforstaelser. Hvis vejrudsigten lover 'rogn i morgen’ er der tilstraekkelig redundans i
situationen (vi laeser en vejrudsigt, ikke en madopskrift) til at vi forstar hvad den korrekte
udsigt er. Men hvis der star at en vis dansk kvindes fornavn er Anna, kan vi se at der er
noget galt (fejlfinding), men vi kan ikke umiddelbart fejlrette. Hedder hun Anne, Anna,
Anni?

Det drejer sig altsa om palidelighed af informationsoverfgrsler, og systemet fungerer
principielt sadan her:

e Informationen foreligger i standardiseret numerisk form, f.eks. som et ISBN. Vi kan
kalde denne reekke af cifre et kodeord.

e Kodeordet indeholder tillige et eller flere tjekcifre.

Tjekcifret er regnet ud efter ganske bestemte regler og satter modtageren af kodeordet
i stand til at kontrollere om der er fejl i kodeordet; vi siger at vi har en fejlfindende kode,
- og det er det, vi hovedsagelig skal beskeeftige os med her. Visse systemer kan (altid eller
sommetider) ogsé konstatere hvad det korrekte kodeord er; i sa fald har vi en fejlrettende
kode - endnu et fascinerende emne (og nyttigt: Det nyder du f.eks. godt af hver gang du
spiller en CD!), men det m4 hvile til en anden god gang.

Hvilke informationer indeholder et ISBN? Som eksemplet viser, er et ISBN et 10-cifret
tal z1x5...210, som éntydigt bestemmer bogen. Cifrene x;..x9 kan veere hele tal 0,1,...,9.
Et ISBN indeholder, fra venstre mod hgjre, oplysninger om udgivelseslandet, forlaget og
bogens ’eget’ nummer. F.eks. har Danmark cifrene 87, mens de store engelsksprogede
lande USA og England deles om tallet 0. De nzeste to eller tre cifre angiver forlaget: 502
er Polyteknisk Forlag. Sa er der 4-7 cifre til at angive den enkelte bog. Endelig er der det
sidste ciffer, z19, som er et tjek-ciffer.

Et tjekciffer bruges til fejlfinding. I et ISBN veelges x1¢ sadan at

x1 + 229 + 323 + ... + 929 + 1021
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er deleligt med 11. Vi siger at denne vaegtede tvaersum skal vaere 0 modulo 11, netop fordi
den divideret med 11 giver resten 0, og skriver

21 + 229 + 3x3 + ... + 9z9 + 10x19 = 0 (mod 11).

Tjekcifret z19 kan veere 0,1,...,9, men kan ogsd veere 10. For at fastholde cifferantallet,
bruger man romertallet X til at betegne tjekciffervaerdien 10.

Nar man har valgt at regne modulo 11, er det dels fordi 11 er stgrre end de cifre der
kan forekomme i et ISBN, og dels fordi 11 er et primtal. Hermed er vi inde pa talteors.
Talteori er en klassisk matematisk disciplin, og den har mest veeret dyrket for sin egen
skyld. De moderne anvendelser af den, vi beskriver her, illustrerer et ofte set feenomen i
matematik, nemlig at det man oprindelig ansé for den reneste matematik viser sig at have
stor nytteveerdi senere hen. Vi skal ikke bruge sa meget talteori her, men kan dog om lidt
konstatere at vi er i stand til at opdage alle fejl i et enkelt ciffer og alle fejl bestaende af
ombytning af to cifre. Derved adskiller ISBN sig fra et andet nummersystem, EAN (som
vi kommer til om lidt), hvor man har valgt at regne modulo 10; en af konsekvenserne af
dette valg (af et ikke-primtal) er at ikke alle ombytningsfejl automatisk opdages.

2 Primtal

Nogle hele tal kan kun deles med sig selv og med 1, mens de gvrige er delelige med andre
hele tal. De 'udelelige’ tal kalder vi som bekendt primtal - de gvrige sammensatte tal.
Listen over primtal starter sddan: 2,3,5,7,11,13,17,23.....(tallet 1 er specielt, det opfattes
som en enhed, ikke et primtal) Hvis et positivt helt tal n ikke er et primtal, har det alts&
andre faktorer end de to trivielle, 1 og n, dvs. der findes et helt tal a, 1 < a < n, der gar
opin.

En bergmt talteoretisk ssetning, primtalssetningen, siger at ethvert helt tal kan skrives
som et produkt af primtal. F.eks er

1528521 = 3 - 177 - 41 - 43

Saetningen er naesten selvindlysende: Hvis et helt tal (som vi gerne mé antage positivt)
foreligger, er det enten et primtal eller et sammensat tal. Hvis det er et primtal, er
vi straks feerdige med at faktorisere det. Og hvis det er et sammensat tal, kan det jo
skrives som et produkt af to mindre tal. Nu kan rasonnementet gentages pa hver af
faktorerne. Nar vi ramler ind i en primfaktor, gar vi blot videre til naeste faktor: hvis den
er et sammensat tal, kan vi gentage spggen. De efterhanden opdukkende faktorer er altsa
enten primtal, eller der forekommer mindre og mindre sammensatte tal. Men vi kan jo
ikke komme lzengere ned end til det mindste naturlige tal 1, s& vi ma til sidst veere naet
frem til lutter primtal som faktorer.

Qvelse Er 15163 et primtal?

Men primtalsseetningen siger mere: Den siger ogsa at der er kun én mdde at faktorisere
pa, altsd at de indgéende primfaktorer er entydig bestemt. Vi kan selviglgelig sendre pa
faktorernes rackkefglge, men et ganske bestemt szt af primtalsfaktorer skal forekomme
(og vi ser bort fra forekomsten af den inderligt ligegyldige faktor 1). For 1528521 er der
altsd ingen vej udenom: Faktorerne 3, 41 og 43 indgar ngdvendigvis, og faktoren 17 to
gange, ogsd ngdvendigvis. Det er denne entydighed, der viser sig at vaere nyttig her.

Bemeerk igvrigt, at der selvfglgelig ikke er mulighed for entydig faktorisering, kun
entydig primtalsfaktorisering. For 12 har vi jo 12 = 3-4 = 2-6; men primtalsfaktoriseringen
er 12=2-2-3, og den er entydig.

3 ISBN

Tilbage til ISBN: Nar vi skal udregne tjekcifret z19 1 et ISBN, regner vi altsé en veegtet
tveersum ud
21 + 229 + 3x3 + ... + 9x9 + 10x19 = 0 (mod 11),



hvor det i ciffer far veegten i. Jeg pastod fgr om ISBN-tjekcifret at vi med det kan
konstatere alle fejl i et enkelt ciffer. For at indse det, kan vi gore folgende: Lad os om
ISBN x1x5...x1¢ forestille os at et af cifrene, det er her ligegyldigt hvilket, sa kald det bare
xk, er blevet fejllaest som yy. Der geelder altsé at yp = xx + e, hvor e # 0 er fejlen. T den
vaegtede tveersum bidrager e da med ke, og da det sande ISBNs vaegtede tveersum er et
multiplum af 11, er det falske ISBNs tvaersum et tal af formen (et multiplum af 11)+ke.
Fejlen forbliver uopdaget hvis ke er et multiplum af 11. Men husk: k& og e er tal mellem
1 og 10, og da 11 er et primtal, er det ikke muligt for ke at veere et multiplum af 11 (det
siger entydighedsdelen af primtalssaetningen - se ovenfor). Altsd opdages fejlen.

Ovelse En bestillingsliste indeholder ISBN 0-201-82753-4. Er dette ISBN korrekt?

Hvis et ISBN er blevet beskadiget, sa et ciffer ikke kan laeses, kan man rekonstruere
det manglende ciffer.

Kig f.eks. pa felgende tal: 0-19-859665-0. Vi har sat streger i det, men kun for at gge
leesbarheden. Det er et ISBN - hvilket vi kan tjekke. Lad os nu forestille os at der
er kradset i tallet, sa4 femte ciffer ikke kan leeses: Vi ser altsd 0-19-8x9665-0. Kan vi
rekonstruere tallet, altsa finde 27 Regner vi den vaegtede tveersum ud, far vi

1-0+2-14+3-9+4-84+5-2+6-94+7-6+8-6+9-5+10-0

= 250 + 5zx.

Dette tal ma veere et multiplum af 11. Da 250 = 22 - 11 + 8, ser vi at vi far samme rest,
som 8 + 5z giver, ved division med 11. Altsa er 250 4+ 5z = 8 4+ 5z (mod 11). Vi skal altsa
finde et multiplum af 5, der ved addition af 8 giver et multiplum af 11. Klart nok er x =5
en lgsning, idet 5 -5 4+ 8 = 33. Intet andet tal mellem 0 og 9 lgser denne ligning.

Ovelse En bestillingsliste er blevet tygget igennem af en stor hund, og indeholder derfor
det ufuldstaendige ISBN 0-669-3x787-5. Find ud af hvad der skulle have staet.

Forklaringen pa at vi i eksemplet far preecis ét svar, altsa konstaterer at det rekon-
struerede ciffer er entydigt bestemt, far vi af primtalssaetningen: Hvis k betegner vaegten
(= plads nummeret), hvis 21 og x2 er to kandidater til ciffer nr. % i vores ISBN, og hvis vi
bruger betegnelsen r for alle de gvrige cifres samlede bidrag til den veegtede tveersum, skal
der jo geelde at bade r+ kx1 og r+ kxo er multipla af 11, og derfor at (r+ kx1) — (r + kxs)
er et multiplum af 11. Symbolsk: kx; — kxo = 0 (mod 11). Erstatter vi 7 — z2 med z,
star vi altsd med ligningen kx = 0 (mod 11), eller i ord: kz er et multiplum af 11. Men
hvis kxz = 11 - ¢ for et eller andet helt tal ¢, ma kx jo vaere et tal hvori 11 er en primfaktor.
Da k er et helt tal mellem 1 og 10, og x ligger mellem 0 og 10, er den eneste mulighed at
xz=0. Altsd er 1 = x».

Ovelse 1 den foregidende gvelse kunne ISBN rekonstrueres. Kan man det i gvelsen for?
Hvorfor ikke?

En anden fejlmulighed ligger i ombytning af to cifre. Denne fejl opstar typisk ved
fejl-kopiering af et ISBN. I et ISBN vil en ombytningsfejl blive fanget af tveersumstjekket.
Det kan man indse pa f.eks. fglgende méade; leeg maerke til at vi ikke indskraenker os til
at betragte fejlagtig ombytning af nabocifre.

Vi forestiller os altsa at det 10-cifrede tal z122...Tk...x;...210 er et ISBN, som er blevet
fejlskrevet som zqxg...z;...2%...210. Vi regner den veegtede tveersum af dette tal ud:

21+ 222+ ...+ kr; + .+ jor + .+ 1020

og traekker den fra det rigtige ISBNs tveersum, som jo er x1 + 2z + ... + kxp + ... + jz; +
... + 10x19. Resultatet af denne subtraktion er abenbart

kzy + jxj — (kv + jog)



(alle andre led gar jo ud med hinanden), s& den numeriske afvigelse mellem de to tvzer-
summer er

(G —Fk)[zj —ax].
Fejlen opdages netop hvis dette tal ikke er et multiplum af 11. Men bade j — k og
|z; — x| er tal mellem 1 og 9, og vi ser igen - fordi 11 er et primtal (altsa fordi vi har
primtalsseetningen!) - at (j — k) |z; — x| tkke er et multiplum af 11. Altsd opdages
ombytningsfejlen.

4 Galois

I det foregdende har vi jo regnet modulo 11, og betragter man meengden af alle hele
tal modulo 11, har man det matematiske objekt der hedder et endeligt legeme. Dets
traditionelle betegnelse er Zi;. Disse endelige legemer kaldes ogsa Galois legemer, efter
den franske matematiker Evariste Galois. Galois dgde allerede som 20 arig, i en duel i
1832 (duellen havde dog ikke noget med hans matematik at ggre). Han gjorde adskillige
banebrydende matematiske opdagelser og er, trods sit meget korte liv, en af den abstrakte
algebras absolut mest markante skikkelser.

Ordet legeme ser maske besynderligt ud, i denne sammenhaeng. Det er kommet ind i
dansk som en oversattelse af det tyske Korper. Det lyder ikke umiddelbart meget bedre,
som navnet pa et matematisk begreb, men forklaringen skal nok sgges i dets latinske rod
corpus, dvs. det tilsvarende danske korps (og franske corps), i betydningen ’en organisa-
tion med en velspecificeret og sammentgmret struktur’. Den tyske matematiker Richard
Dedekind (1831-1916) var vist den forste der brugte ordet Korper; pa norsk og svensk
blev det igvrigt til krop!

5 EAN

EAN star for European Article Number. Sadan et tal star i den stregkode, som alle
supermarkedvarer er meerket med. En vares stregkode lzeses ved kassen af en scanner, der
aflaeser stregkoden ved hjalp af en laser-lysstrale. Denne strale aflasser forholdene mellem
de hvide og de mgrke stregers bredder (det er derfor en scanner kan laese en stregkode
under ’skeeve’ vinkler). Kasseapparatets computer tjekker det laeste nummer, bl.a. ved at
sla det op i sin database, og styrer kassebonsudprintningen af varenavn og -pris. Hvordan
stregkoden tjekkes, i princippet, skal jeg kort beskrive nu.

Et EAN er et 13-cifret tal, og hver af cifrene kan veere 0, 1,..., 9. Ligesom med ISBN
indeholder et EAN oplysninger om varens oprindelsesland, producenten, varenummeret.
Det sidste ciffer 13 er et tjekciffer. Det regnes ud fra kravet at

T +LE3+IE5+I7+Z’9+ZE11 +LE13+3($2+$4+$6+1’8+$10+$12):0 (HlOd 10),

altsd at den angivne vaegtede tveersum skal veere et multiplum af 10. Vi noterer os straks
at dette tjek vil opdage alle fejl i et enkelt ciffer: Hvis et enkelt ciffer er forkert, vil denne
afvigelse fra det korrekte blive ganget med 1 eller med 3, nar tveersummen regnes ud, og
resultatet kan ikke veere et multiplum af 10 (kan du se det? - laeg meerke til at hvis man i
stedet for veegtene 1 og 3 havde brugt veegte der har faktorer feelles med 10, f.eks. 1 og 2,
s ville visse fejl forblive uopdaget. Brugte man vaegten 2, i stedet for 3, pa cifrene med
lige index, ville en fejl pa f.eks. 5 jo blive ganget med 2, og resultatet ville stadig veere et
multiplum af 10 - altsé tilsyneladende et korrekt EAN.)

Dvelse Scanneren vil ikke laese tandpastatubens EAN, sa kassedamen indtaster 5-720000-
052363. Hvad tilbagemelding giver systemet: Accepterer det indtastningen?

I modseetning til situationen for ISBN kan ombytning af visse nabocifre slippe igennem.
For at give et konkret eksempel kan vi se pa de to fgrste cifre i et EAN z1 og z2. Vi kan



selvfglgelig antage at x1 # xo, ellers er der jo ingen synlig fejl. Disse to cifre bidrager
til den vaegtede tvaersum med belgbet z1 + 3z5. Hvis de er blevet byttet om, giver de i
stedet bidraget x2 + 31, sé den veegtede tvaersum er altsa blevet sendret med 25 — 21, =
2(x1 — z2). Det betyder jo at hvis z; og zo afviger 5 fra hinanden, vil den vaegtede
tvaersum veere et multiplum af 10, bade med og uden ombytningen. Denne misere opstar
selvfglgelig fordi tallet 10 ikke er et primtal.

Dvelse En vare har EAN 7-311570-658908. Angiv en cifferombytningsfejl, som fanges.
Angiv en, der ikke fanges.

Hvorfor bruger man da regning modulo 10 ved EAN? Formodentlig fordi det er
vaesentligst at benytte regning modulo et tal der er storre end de forekommende cifre
(og dermed ikke selv kan forekomme som ciffer, eller som fejl). Og s& slipper man for den
skgnhedsplet, som ISBN har, nemlig at tjekcifret 10 kan forekomme, og det ngdvendigggr
brugen af et ekstra symbol X. Hvordan dette undgas i CPR-numre, der ogsa tjekker ved
regning modulo 11, skal vi nu se.

6 CPR

CPR numre kender vi jo alle: Et CPR nummer er et 10-cifret tal, og hver person i Danmark
har et. De forste 6 cifre angiver personens fgdselsdag, og de sidste fire er et lgbenummer.
I Igbenummeret indbygges en del information: Af sidste ciffer kan man se personens kgn,
af forste ciffer (i lsbenummeret) om fodselsdagen ligger i det 20. eller det 19. &rhundrede
(hvis det nezevnte ciffer er mindre end 5, er personen fgdt i det 20. arhundrede, mens et
ciffer > 5 angiver en fodselsdato for &r 1900). Endvidere er der en tveersumsalgoritme for
CPR numre: Cifrene ¢y, ca, ... c19 tildeles i reekkefplge veegtene 4,3,2,7,6,5,4,3,2,1 og
tallet 4cy + 3co 4 2¢3 + Teq + 6¢5 + beg + 4er + 3cs + 2¢9 + ey skal opfylde at

4cy + 3co + 2¢3 + Teyq + 6¢5 + Heg + 4er + 3eg + 2¢9 + 1eig =0 (mod 11).

Der regnes altsa modulo 11, ligesom ved ISBN, sa fejl i et enkelt ciffer fanges altid. Der er
selvfglgelig andre tjekmuligheder: De fgrste seks cifre skal jo veere en dato. Men bemaerk
at ikke alle ombytningsfejl afslgres (omend nok de mest sandsynlige gor). Bemaerk ogsa
at fordi man i lgbenummeret har adskillige cifre at 'rade over’, er det ikke ngdvendigt
at benytte et 'ekstra’ symbol sasom X. For at opnd et multiplum af 11 i den vaegtede
tveersum, kan man jo justere pa andet end blot det sidste ciffer i CPR nummeret.

Dvelse Kgr tvaersumstjekket pa dit eget CPR nummer. Lav ogsi, med udgangspunkt i
dags dato, et CPR-nummer for en nyfgdt pige. Lav et lovligt CPR-nummer for en mand,
fgdt i dag i 1897.

7 Lidt mere litteratur om emnet:

Stephen Barnett: Some Modern Applications of Mathematics, Ellis Horwood, Hemel
Hempstead 1995

Jens Carstensen: Talteori, Systime, Herning 1993

Joseph A Gallian, Steven Winters: Modular Arithmetic in the Marketplace, American
Mathematical Monthly 95 (1988), 548-551.

Her har vi mest beskeeftiget os med fejlfindende koder. Fejlrettende koder kan du laese
mere om, f.eks. i H. Elbrgnd Jensen og T. Hgholdt: Fejlkorrigerende koder, en introduk-
tion (Mat-Pr nr. 8, marts 1994, 27 sider), som kan fas ved henvendelse til Matematisk
Institut, DTU. Vi har slet ikke vaeret inde pa hemmelige koder, der behandles i kryptolo-
gien. Emnet har ikke bare med spioner og sligt at ggre - i alle situationer hvor fortrolighed
og databeskyttelse er vaesentlig, f.eks. banktransaktioner (taenk pa Dankort), spiller kryp-
tologi en rolle. Du kan laese mere herom i Peter Landrock og Knud Nissen: Kryptologi,
Abacus, Vejle, 1990.



8 Workshopopgaver

Dvelse Er 15163 et primtal? 2
Ovelse En bestillingsliste indeholder ISBN 0-201-82753-4. Er dette ISBN korrekt?

Avelse En bestillingsliste er blevet tygget igennem af en stor hund, og indeholder derfor
det ufuldsteendige ISBN 0-669-3x787-5. Find ud af hvad der skulle have staet.

Ovelse 1 den foregiende gvelse kunne ISBN rekonstrueres. Kan man det i gvelsen for?
Hvorfor ikke?

velse Scanneren vil ikke laese tandpastatubens EAN, sa kassedamen indtaster 5-720000-
052363. Hvad tilbagemelding giver systemet: Accepterer det indtastningen?

Avelse En vare har EAN 7-311570-658908. Angiv en cifferombytningsfejl, som fanges.
Angiv en, der ikke fanges.

Avelse Kgr tvaersumstjekket pa dit eget CPR nummer. Lav ogsd, med udgangspunkt i
dags dato, et CPR-nummer for en nyfgdt pige. Lav et lovligt CPR-nummer for en mand,
fgdt i dag i 1897.

9 Appendix
Her er et bevis for primtalsssetningen. Det gér tilbage til Euklid.?

Theorem 1 FEthvert helt tal kan skrives som et produkt af primtal og de forekommende
primfaktorer er entydigt bestemdt.

BEVIS Lad det hele tal m veere givet. Vi kan antage at m > 0 (fortegnsskifte, hhv.
trivialtilfeeldet 0). Hvis m er et primtal, er vi feerdige. Og hvis m er sammensat, kan
det faktoriseres. De fundne faktorer er enten alle primtal, ellers gentages argumentet.
Hver ny-funden faktor er mindre end det forst faktoriserede tal. Fgr eller siden stopper
processen.

Vi mangler at vise at faktoriseringen er entydig. Vi traekker igen pa Euklid:
Lemma 2 Huis p er et primtal der gar op i produktet a - b, sd gdr p op i enten a eller b.

BEVIS (Euklid) Nar to hele tal ¢ og d ikke har nogen falles faktorer, si findes der hele
tal e og f for hvilke ce + df = 1. For at se det, dividerer vi det mindste tal ¢ op i det
stgrste d

d = aic+nrq
ar = agri+r
ry = asre-+7rs

osv. Lag merke til at ingen af resterne er 0 (hvis en rest var 0, kunne vi ga tilbage op
igennem regnestykkerne og fa en faelles faktor). Da resterne bliver mindre og mindre, mé
vi ende med en linie, der ser sddan ud:

Ts—1 = Qg4+1Ts +1

I den linie kan vi indsaette de foregdende og fa vores mellemresultat. O

Sa kan vi til gengeeld let vise at hvis p gar op i a - b, men ikke i a, sa gar p op i b:

2Prgv at google vendingen ’table of primes’ sa far du adgang til mange lister over primtal. Du kan
ogsa finde info om de stgrste kendte primtal

3Euklid (ca. 300 fvt) levede og virkede i Alexandria. Hans 'Elementer’ siges at vaere den nastmest
leeste bog gennem tiderne. I dens 13 bgger samlede han 465 saetninger, som ikke alle kan have veeret hans
opdagelse. Men dens aksiomatiske opbygning har gvet enorm indflydelse.



Vi kan jo skrive as + pt = 1 og derfor at abs + pbt = b. Her star sa direkte at laese at
p gar op i venstresiden, og derfor i hgjresiden.

Vi kan nu vende tilbage til primtalsssetningen:

Vi skal vise entydigheden af primtalsfaktoriseringen. Hvis p1 - ... - pn = q1 * ...@m, 0g
begge sider er ordnet, s& p; < p+1, hhv. ¢; < gi11, kan vi forst bortforkorte alle feelles
faktorer. Kig sa pa p;. Dette tal gar op i venstresiden, og derfor i hgjresiden. Det gar
ikke op i ¢1. Derfor (lemmaet!) gér det op i produktet af de gvrige. Forkort si p; ud.
Gentag spogen med po. Efter tur bliver alle faktorerne pa venstresiden fjernet. Vi ender
i en modstrid. O

Jeg kan ikke naere mig for at vise jer en flot konsekvens af disse ting:
Theorem 3 Der er uendelig mange primtal

BEVIS (Euklid) Antag at pastanden ikke er sand. S& er her en fuldsteendig liste over
alle primtallene
{2,3,5,7,...., P}

Lad s&
M:=2-3-5-7-...-P+1

Det er klart at M > P, s& M er ikke med péa listen. Altsd er M ikke et primtal. S&
er M sammensat og ma derfor kunne faktoriseres. Det betyder at M har mindst én
primtalsfaktor p, altsa p gar op i M.Dette p star efter vores antagelse pa listen, sa det er
klart at p gar opi2-3-5-7-...- P. Derfor gar p ogsaopi M —2-3-5-7-...- P. Men det
betyder jo at gar p op i 1. Det er absurd! O
Bemaerkning Igvrigt er det ikke tilfeeldigt at der skal en vis anstrengelse til for at vise
at primtalsfaktoriseringen er entydig. For der findes talmaengder, hvor det har fin mening
at tale om ’primtal’, men hvor faktorisering ikke er entydig. For at fglge med i resten
af denne bemeerkning, skal du vide at hvad de komplekse tal er, og specielt huske at de

komplekse tal i er karakteriseret ved at i2 = —1.
Betragt maengden af alle tal af formen

a+ibV/3,
hvor a og b kan veere vilkarlige hele tal. Eksempler er
1,iV/3, 17,2 — 2iV/3.

Det er klart at summen af to sddanne tal igen er af denne form. Og tilsvarende for
produkt:
(a1 + ib1\/§)(a2 + ibg\/g = ajas — 3b1by + i(a1bs + agbl)\/g.

Specielt kan man altsa begynde at se pa faktorisering af elementer indenfor denne klasse.
Et simpelt eksempel pa faktorisering inden for klassen er

4=2.2

)

men man kunne jo ogsa skrive at
4= (14+iV3)(1 —iV3).

"Prim’tal i denne maengde ma rimeligvis vaere de tal der har 'prim’egenskaben, at der ikke
er andre faktorer (i den maengde vi betragter) end tallet selv (og 1).

Og prov sa at afggre om 2 er et primtal i denne maengde. Ifglge gange-reglen ovenfor
skal vi altsa afggre om vi kan finde hele tal a1, b1, az, be, der opfylder at

ajag — 3b1b2 + i(a1b2 + agbl)\/§ = 2,



eller skrevet ud

aias — 3b1 b2 =

arby +azxby =

Jeg overlader sagen til dig! (men kan godt afslgre at der er ingen lgsninger.)

Prov s& derefter at vise at bade 1 + /3 ogl— V3 er prim’tal.

Med den viden i hus har vi altsé fundet et eksempel pa en talmzengde, der ’svarer til’
de hele tal, men ikke har entydig primtalsoplgsning.

PS I er velkomne til at melde tilbage til mig, spgrgsmal, opgavelgsninger, kommentarer til
noterne, til seancen osv. Det er lettest at emaile til mig: laursen@math.ku.dk



