
FRA BERNOULLIS FORUNDERLIGE POLYNOMIER OG TALVIA EULER{MACLAURINS SUMFORMEL TILROMBERGS INTEGRALAPPROXIMATIONMogens Esrom Larsen1. marts 2005Bernoullis polynomier og tal. Bernoullipolynomierne og Bernoullitallene blevindf�rt af Jakob Bernoulli (1654{1705) i hans ber�mte v�rk, Ars Conjectandi (1713),hvori man �nder mange interessante ting is�r om sandsynlighedsregning. Det afproblemerne, som f�rer til Bernoullipolynomierne og dermed {tallene, drejer sig ombestemmelse af potenssummer.Det er jo let nok at �nde nXk=1k0 = 1 + 1 + � � �+ 1 = nog den simple formel, nXk=1 k1 = 1 + 2 + 3 + � � � + n = n(n+ 1)2er ogs�a let at �nde, man summerer blot tillige bagfra:2 nXk=1 k = nXk=0 k + nXk=0(n � k) = nXk=0n = n(n+ 1)Men Bernoulli stillede sig opgaven, at bestemme summerne af m{te potenserne,alts�a(1) nXk=1km = F (n;m); F =?Vi ved allerede, at F (n; 0) = n og F (n; 1) = n(n+1)2 , men hvad er F (n; 2)? (Man kanjo g�tte p�a et 3{diegradspolynomium i n og �nde koe�cienterne ved at pr�ve medn = 1; 2; 3; 4, og s�a bevise formlen ved induktion efter n, men det vil vi afst�a fra.)Bernoulli greb opgaven an p�a den m�ade, at han s�gte en l�sning til opgaven, at�nde en funktion, B(n;m), s�adan at(2) B(n+ 1;m)�B(n;m) =mnm�1 Typeset by AMS-TEX1



2 MOGENS ESROM LARSEN 1. marts 2005Summerer vi denne ligning for en r�kke v�rdier af den variable n, forsvinder detmeste af venstre siderne (en s�akaldt \teleskopsum"):m nXk=0 km�1 = nXk=0(B(k + 1;m)�B(k;m)) = B(n+ 1;m)�B(0;m)Med andre ord, har vi en l�sning til (2), �nder vi umiddelbart l�sningen til (1) som(3) F (n;m) = B(n+ 1;m+ 1)�B(0;m+ 1)m+ 1Dette er Bernoullis l�sning, vi mangler blot at �nde en l�sning til (2).Vi s�ger l�sninger, der er de�neret for alle v�rdier af den f�rste variable n, menkun positive, hele v�rdier af den anden variabel, m. Derfor skriver vi x i stedet forn:(4) B(x + 1;m)�B(x;m) =mxm�1Har vi to l�sninger til (2), B1 og B2, s�a vil funktionen B1 �B2 opfylde, at(B1(x + 1;m)�B2(x + 1;m))� (B1(x;m) �B2(x;m)) =mxm�1 �mxm�1 = 0Den er med andre ord periodisk med periode 1. Hvis vi derfor har fundet to l�snin-ger, der er polynomier i x, s�a er deres di�erens ogs�a et polynomium, der tilmed erperiodisk. Det m�a derfor v�re konstant. L�sningen er alts�a entydig bestemt p�a n�ren konstant.Vi analyserer nu opgaven, dvs. at vi antager, at vi har l�st opgaven og fundet etpolynomium, B(x;m). Vi di�erentierer s�a (4) med hensyn til x, og f�ar derved(5) B0(x + 1;m)�B0(x;m) =m(m� 1)xm�2Det betyder, at polynomiet B0(x;m)ml�ser (4) form�1. En anden l�sning til (4) afviger herfra med en konstant. Vi de�ne-rer nu Bernoullipolynomierne som de polynomier, der l�ser (4), og hvis konstantleder valgt s�adan, at(6) B0(x;m) = mB(x;m� 1)Dette betyder, at vi kan �nde polynomierne ved sukcessiv integration. Da vi form = 2 har et andengradspolynomium, m�a vi forvente, at polynomiernes grad er m.



FRA BERNOULLIS FORUNDERLIGE POLYNOMIER OG TAL VIA EULER{MACLAURINS SUMFORMEL TIL ROMBERGS INTEGRALAPPROXIMATION3Antag nu, at vi har polynomiet B(x;m) af grad m, som vi vil skrive p�a formen:(7) B(x;m) = mXk=0�mk�Bmm�kxkhvor �mk� = m!k!(m� k)!er binomialkoe�cienten m over k, og Bmm�k er tal, vi skal �nde. Vi har indiceretdem, s�a Bm0 er h�jestegradskoe�cienten. Vi inds�tter nu (7) i (6) og f�ar:mXk=0�mk�Bmm�kkxk�1 =mm�1Xk=0 �m� 1k �Bm�1m�1�kxkNu er jo �mk �k = m�m�1k�1�, som vi kan bruge p�a venstre side samtidig med at viudelader leddet for k = 0, da det er 0, mens vi �ndrer summationsindexet fra k tilk � 1 p�a h�jre side:mXk=1m�m� 1k � 1�Bmm�kxk�1 = m mXk=1�m� 1k � 1�Bm�1m�kxk�1N�ar vi sammenligner koe�cienterne i polynomierne p�a h�jre og venstre side af lig-hedstegnet, ser vi, at der g�lder formlen:(8) Bm�1m�k = Bmm�k for k = 1; 2; � � � ;mDenne f�lles v�rdi vil vi fra nu af betegne med Bm�k og kalde Bernoullitallet medindex m� k. Med andre ord, vi de�nerer(9) Bn = Bn+kn for k = 1; 2; 3; � � �Bernoulli polynomierne i (7) kan nu skrives med Bernoulli tallene som(10) B(x;m) = mXk=0�mk�Bm�kxkFor at �nde Bernoulli tallene og dermed Bernoulli polynomierne, inds�tter vi (10)i (4) og bruger binomialformlen p�a (x + 1)k:B(x + 1;m)�B(x;m) = mXk=0�mk�Bm�k((x + 1)k � xk)= mXk=0�mk�Bm�k k�1Xj=0�kj�xj= m�1Xj=0 xj mXk=j+1�mk��kj�Bm�k



4 MOGENS ESROM LARSEN 1. marts 2005Vi benytter nu omskrivningen�mk��kj� = m!k!k!(m� k)!j!(k � j)! == m!(m� j)!j!(m� j)!(k � j)!(m� k)! = �mj ��m� jk � j�og f�ar dervedB(x + 1;m)�B(x;m) = m�1Xj=0 xj mXk=j+1�mj ��m� jk � j�Bm�k= m�1Xj=0 �mj �xj mXk=j+1�m� jk � j�Bm�k= m�1Xj=0 �mj �xj m�jXk=1 �m� jk �Bm�j�kVi summerer nu den ydre sum bagfra ved substitutionen i =m� j og f�arB(x + 1;m)�B(x;m) = mXi=1�mi �xm�i iXk=1�ik�Bi�k= mXi=1�mi �xm�i i�1Xj=0�ij�Bjidet vi til sidst har vendt retningen i den indre sum ved substitutionen j = i� k.Nu ved vi jo fra (4), at dette skal v�re mxm�1. Derfor er koe�cienterne 0 p�a n�rkoe�cienten til xm�1. Vi f�ar s�aledes rekursionsformlerne til beregning af Bernoulli-tallene:(11) B0 = 1i�1Xj=0�ij�Bj = 0 for i > 1De f�rste Bernoullital ser meget uskyldige ud:B0 = 1; B1 = �12 ; B2 = 16 ; B4 = � 130 ; B6 = 142B8 = � 130 ; B10 = 566 ; B12 = � 6912730 ; B14 = 76(12)



FRA BERNOULLIS FORUNDERLIGE POLYNOMIER OG TAL VIA EULER{MACLAURINS SUMFORMEL TIL ROMBERGS INTEGRALAPPROXIMATION5men de vokser meget hurtigt, faktisk ligner de 2(2n)!(2�)2n . F. eks. er nogle af demB20 = �174611330 ; B40 = �26108271849644912205113530 ;B60 = �121523314048375557204030499407982024604149156786730S�a snart vi kender Bernoullitallene, kan vi umiddelbart skrive Bernoullipolynomi-erne op i henhold til (10):
(13) B0 = 1B1 = x � 12B2 = x2 � x+ 16B3 = x(x � 1)�x� 12�B4 = x4 � 2x3 + x2 � 130B5 = x(x � 1)�x� 12��x2 � x � 13�B6 = x6 � 3x5 + 52x4 � 12x2 + 142Ved deres hj�lp l�ser vi umiddelbart Bernoullis problem, f. eks.nXk=1 k2 = (n+ 1)n(n � 12 )3 = n(n+ 1)(2n � 1)6nXk=1 k3 = (n+ 1)4 � 2(n+ 1)3 + (n + 1)2 � 130 + 1304 == (n+ 1)2(n2 + 2n+ 1� 2n� 2 + 1)24 = �n(n+ 1)2 �2P�a intervallet [0; 1] ser de f�rste s�aledes ud:
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FRA BERNOULLIS FORUNDERLIGE POLYNOMIER OG TAL VIA EULER{MACLAURINS SUMFORMEL TIL ROMBERGS INTEGRALAPPROXIMATION7
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B4(x)Formlen (6) har interessante anvendelser. Vi kan jo integrere den og tilmed an-vende (4) til at f�aZ 10 B(x;m)dx = 1m+ 1�B(x;m + 1)�10 == 1m+ 1(B(1;m+ 1) �B(0;m + 1)) = 0m = 0 for m > 0(14)Denne egenskab kan umiddelbart benyttes til beregning af polynomier og tal, idet vi�nder stamfunktionen af det forrige Bernoulli polynomium og s�a korrigerer med etkonstantled, s�a integralet bliver 0. Dette konstantled er s�a Bernoullitallet.At ligningen(15) f(x + 1)� f(x) = (m+ 1)xmkun l�ses af Bernoullipolynomiet B(x;m+1) p�a n�r en konstant, har en interessantanvendelse. Vi kan jo g�re pr�ve med funktionen(16) f(x) = (�1)m+1B(1� x;m + 1)



8 MOGENS ESROM LARSEN 1. marts 2005Vi �nder umiddelbartf(x + 1)� f(x) = (�1)m+1 (B(�x;m + 1)�B(1� x;m + 1)) == �(�1)m+1(m+ 1)(�x)m = (m + 1)xmMed andre ord, f(x) afviger fra B(x;m + 1) med en konstant. Frem for at �ndedenne, di�erentierer vi blot de to funktioner og f�ar derved formlen(17) B(1� x;m) = (�1)mB(x;m)Bernoullipolynomiets v�rdi i 0 er netop Bernoullitallet, og bortset fra B(x,1),f�lger det af (14), at v�rdien i 1 ogs�a er Bernoullitallet. Af (17) f�lger, at for m uligeer B(1;m) = �B(0;m), s�a for m > 1 ulige er Bm = B(0;m) = 0. Af (17) f�lger ogs�afor m ulige, at B( 12 ;m) = �B( 12 ;m) = 0.Af (17) f�lger, at form lige, er BernoullipolynomietB(x;m) symmetrisk om linienx = 12 , mens det for m ulige er symmetrisk om punktet ( 12 ; 0).Fra m = 3 har de ulige Bernoullipolynomier de tre nulpunkter, 0, 12 og 1. Mender kan ikke v�re 
ere i intervallet [0,1]. Thi har det m'te af dem endnu et nul-punkt, x, giver symmetrien, at det har to, nemlig yderligere 1 � x. Alts�a har det5. Men s�a har det 4 ekstremer i intervallet, s�a if�lge (6) har det (m � 1)'te (lige)Bernoullipolynomium ialt 4 nulpunkter i ]0,1[. Igen if�lge (6) har det ulige (m�2)'teBernoullipolynomium 3 nulpunkter i intervallet ]0,1[, og hertil de to endepunkter,0 og 1. Alts�a ialt 5. Men det g�lder jo for alle m � 5, s�a vi ender med at f�a 5nulpunkter for et polynomium af grad 3. Derfor kan ingen af de ulige have mere end3 nulpunkter, og heraf f�as igen, at de lige m�a n�jes med 2.Heraf f�lger nu for m lige, at integralet vokser (aftager) indtil x = 12 , hvorefter detaftager (vokser) til 0 for x = 1. Det skifter med andre ord ikke fortegn i intervallet.Derfor g�lder uligheden for 0 < x < 1:(18) jB(x; 2m)j < jB2mjLigningen(19) f(x + 12 ) � f(x) = (m+ 1)xmhar �abenbart l�sningerne B(x;m + 1) + B(x + 12 ;m + 1) og 2�mB(2x;m + 1), sombegge er polynomier i x. Deres di�erens bliver derfor igen et polynomium, som tilligeer periodisk og alts�a konstant. Ved di�erentiation af de to funktioner, f�as sammefunktion og derfor formlen(20) B(2x;m) = 2m�1 �B(x;m) +B(x + 12 )�Heraf f�as for x = 0 v�rdien(21) B(12 ;m) = � �1� 21�m�BmFor m lige er den numeriske v�rdi i 12 alts�a lige netop mindre end den numeriskev�rdi i 0 og 1.



FRA BERNOULLIS FORUNDERLIGE POLYNOMIER OG TAL VIA EULER{MACLAURINS SUMFORMEL TIL ROMBERGS INTEGRALAPPROXIMATION9Euler{Maclaurins formel. Formlerne (6) og (14) �k Leonhard Euler (1707{1784)i 1732 og Colin Maclaurin (1698{1746) i 1742 til at bruge Bernoullipolynomierne tilat �nde en r�kkeudvikling af et vilk�arligt integral af en mange gange di�erentiabelfunktion, f(x), udtrykt ved funktionens h�jere a
edede,(22) Z ba f(x)dx =?Vi starter med at udf�re partiel integration af produktet af den vilk�arlige funktionmed B(x; 0) = 1. For nemheds skyld betragter vi intervallet [0; 1].Z 10 f(x)dx = Z 10 B(x; 0)f(x)dx == �B(x; 1)f(x)�10 � Z 10 B(x; 1)f 0 (x)dx == f(1) + f(0)2 � Z 10 B(x; 1)f 0(x)dx(23)Derefter udf�res partiel integration p�a det sidste integralZ 10 B(x; 1)f 0(x)dx = 12 [B(x; 2)f 0(x)]10 � 12 Z 10 B(x; 2)f 00(x)dx == B22 (f 0(1) � f 0(0)) � 12 Z 10 B(x; 2)f 00(x)dxDet er �abenbart en teknik, som vi kan blive ved med at udf�re, s�a l�nge f kandi�erentieresZ 10 B(x;m)f (m)(x)dx == 1m+ 1 hB(x;m + 1)f (m)(x)i10 � 1m+ 1 Z 10 B(x;m + 1)f (m+1)(x)dx == Bm+1m+ 1(f (m)(1) � f (m)(0)) � 1m+ 1 Z 10 B(x;m + 1)f (m+1)(x)dxVi foretr�kker at slutte med et ulige m = 2n� 1, s�a det tilsvarende integral erZ 10 B(x; 2n � 1)f (2n�1)(x)dxTil dette Bernoullipolynomium v�lger vi stamfunktionen(24) B(x; 2n) �B2n2n



10 MOGENS ESROM LARSEN 1. marts 2005som er 0 i endepunkterne, s�a di�erensen forsvinder. Herved f�as omskrivningenZ 10 B(x; 2n � 1)f (2n�1)(x)dx = 0� 12n Z 10 (B(x; 2n) �B2n) f (2n)(x)dxDa (24) har konstant fortegn i intervallet, kan vi ved en vurdering af f (2n)(x) mellemkonstante gr�nser, � � f (2n)(x) � �f�a integralet vurderet vedZ 10 jB(x; 2n) �B2nj�dx � Z 10 jB(x; 2n) �B2nj f (2n)(x)dx � Z 10 jB(x; 2n) �B2nj�dxDet kan derfor udtrykkes som en slags middelv�rdi. Der �ndes et tal � 2]0; 1[, s�aZ 10 (B(x; 2n) �B2n) f (2n)(x)dx = f (2n)(�)Z 10 (B(x; 2n) �B2n) dx = �B2nf (2n)(�)idet vi benytter (14). N�ar vi substituerer den ene omregning i den forrige hele vejentilbage til (23) f�ar vi Euler{MacLaurins formel,Z 10 f(x)dx = f(0) + f(1)2 + n�1Xj=1 B2j(2j)! �f (2j�1)(0) � f (2j�1)(1)�� B2n(2n)!f (2n)(�)Formlen kan naturligvis transformeres til et vilk�arligt interval, f. eks. intervallet[x1; x2], idet vi nu �nder � 2]x1; x2[:Z x2x1 f(t)dt =x2 � x12 (f(x1) + f(x2)) + n�1Xj=1 B2j(2j)! (x2 � x1)2j �f (2j�1)(x1) � f (2j�1)(x2)�� (x2 � x1)2n+1(2n)! B2nf (2n)(�)Romberg integration. Hvis vi nu skal beregne et integral over et interval, [a; b],s�a deler vi det i N lige store delintervaller, der alts�a hver f�ar l�ngden h = b�aN .Delepunkterne betegner vi a0 = a; a1 = a + h; � � � ; ai = a + ih; aN = a + Nh = b.Vi vil foretr�kke at v�lge N stor nok til, at h � 12 . N�ar vi s�a anvender Euler{Maclaurins formel p�a hvert delinterval, og l�gger dem alle sammen sammen, s�a g�aralle de a
edede i delepunkterne ud mod hinanden. Derved f�as Euler{Maclaurinssumformel: Z ba f(t)dt =h 12(f(a) + N�1X�=1 f(a� )) + 12f(b)!++ n�1Xj=1 B2j(2j)!h2j �f (2j�1)(a) � f (2j�1)(b)��� NX�=1 B2n(2n)!h2n+1f (2n)(��)(25)



FRA BERNOULLIS FORUNDERLIGE POLYNOMIER OG TAL VIA EULER{MACLAURINS SUMFORMEL TIL ROMBERGS INTEGRALAPPROXIMATION11hvor �� 2]a��1; a� [. Da h = b�aN og f (2n) er kontinuert, kan vi skrive(26) NX�=1hf (2n)(��) = (b� a) NX�=1 f (2n)(��)N = (b � a)f (2n)(�)idet gennemsnitsv�rdien m�a antages i et punkt, � 2]a; b[. Inds�ttes (26) i (25), f�asZ ba f(t)dt =h 12(f(a) + N�1X�=1 f(a� )) + 12f(b)!++ n�1Xj=1 B2j(2j)!h2j �f (2j�1)(a) � f (2j�1)(b)��� (b � a) B2n(2n)!h2nf (2n)(�)(27)Formlens f�rste led,(28) K1 = h 12(f(a) + N�1X�=1 f(a� ) + 12f(b)!kaldes kordetrapezformlen, fordi det er den integralapproximation, man f�ar ud af atapproximere arealet under funktionens graf med trapezer med h�jde h og sidernelig med funktonsv�rdierne i endepunkterne. Resten af formlen kan s�a siges at v�reudtryk for fejlen ved denne kordetrapezformel.210 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0Approximation med kordetrapezer



12 MOGENS ESROM LARSEN 1. marts 2005Det bem�rkelsesv�rdige ved denne integrationsformel er, at koe�cienterne til h2jkun afh�nger af intervallets endepunkter, ikke af h eller N .Det betyder, at vi har en integrationsformel af formenZ ba f(t)dt = K1 + n�1Xj=1 cjh2j � (b � a) B2n(2n)!h2nf (2n)(�1)Hvis vi nu fordobler antallet af delintervaller og dermed halverer skridtl�ngden, h,s�a f�ar vi en formel af udseendet:Z ba f(t)dt = K2 + n�1Xj=1 cj �h2�2j � (b � a) B2n(2n)! �h2�2n f (2n)(�2)Beregning af K2 kr�ver blot beregning af funktionsv�rdierne i alle intervallernesmidtpunkter, de andre har vi i forvejen.Af disse to formler kan vi eliminere leddene, der indeholder koe�cienten c1. Vitager 4 af den anden og tr�kker den f�rste fra. Efter deling med 3 f�as:Z ba f(t)dt = 4K2 �K13 + n�1Xj=2 cjh2j 22(1�j) � 13 ++ (b � a) B2n(2n)! h2n3 (f (2n)(�1)� 22(1�n)f (2n)(�2)) == K11 + n�1Xj=2 c0jh2j + (b � a) B2n(2n)! h2n3 f (2n)(�)(29)idet vi de�nerer K11 = 4K2 �K13(30) c0j = cj 22(1�j) � 13og regner med, at der �ndes en v�rdi, �, s�af (2n)(�) = (f (2n)(�1)� 22(1�n)f (2n)(�2))Dermed er fejlen p�a K2, der var af st�rrelsesorden h24 , �ndret til en fejl p�a K11 ,der er af st�rrelsesorden h4. N�ar blot h < 12 , er det i sig selv en forbedring.Den ny integralapproximation, (30), svarer til, at vi over et interval, ]a��1; a� [,med midtpunkt c�, bruger approximationen(31) h6 (f(a��1) + 4f(c� ) + f(a� ))



FRA BERNOULLIS FORUNDERLIGE POLYNOMIER OG TAL VIA EULER{MACLAURINS SUMFORMEL TIL ROMBERGS INTEGRALAPPROXIMATION13210 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0Funktion210 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0TrediegradsapproximationDenne approximation er genkendelig somKeplers t�nderegel efter Johannes Kepler(1571{1630), som i 1615 i sin ber�mte bog, Stereometria doliorum vinorum, brugteden til m�aling af indholdet af et halvfyldt vinfad, eller som Simpsons formel efterThomas Simpson (1710{1761), der n�vner den i en l�rebog. Tanken er simpelt-hen den, at for givne tre punkter, e.g., �1; 0; 1, har vi de givne funktionsv�rdier,y�1; y0; y1, samt i midtpunktet v�rdien af funktionens a
edede, y00. Nu t�nker vi os,at vi har lagt et polynomium af tredie grad gennem punkterne, s�a det har a
edet i 0lig med funktionens: p(x) = �x3 + �x2 + 
x+ �p0(x) = 3�x2 + 2�x+ 




14 MOGENS ESROM LARSEN 1. marts 2005N�ar vi integrerer polynomiet fra �1 til 1, f�ar vi jo(31) Z 1�1 p(x)dx = ��x44 + � x33 + 
 x22 + �x�1�1 = 23� + 2�Vi beh�ver alts�a kun at �nde � og �. Da p(0) = y0, har vi �abenbart � = y0. S�ttervi x = �1, f�ar vi ligningerne �+ � + 
 + � = y1��+ � � 
 + � = y�1L�gger vi sammen og indf�rer � = y0, f�ar vi 2� = y1 + y�1 � 2y0. Inds�ttes dissev�rdier i (31), f�ar vi integralapproximationen for et interval af l�ngde 2:(32) Z 1�1 p(x)dx = y1 + y�1 � 2y03 + 2y0 = y1 + y�1 + 4y03Korrigeres til skridtl�ngden h, f�as (30).Vi kan g�re det samme igen, halvere skridtl�ngden og beregne K3. Ud fra K2 ogK3 kan vi s�a forbedre approksimationen til Keplers t�nderegel, K12 = 13 (4K3 �K2),hvis fejl er af st�rrelsesorden h416 . Ogs�a her g�lder det, at koe�cienterne til hhv. h4og h416 er den samme. S�a vi kan eliminere disse led og f�a en fejl af st�rrelsesorden h6i stedet for, ved at approksimere medK21 = 16K12 �K1115Har vi ved sukcessiv halvering af skridtl�ngden dannet approximationerneK1;K2; � � � ;Kn, kan vi danne et m�nster af approximationer efter opskriften:(33) Kij = 22iKi�1j+1 �Ki�1j22i � 1 i = 1; � � � ; n � 1; ; j = 1; � � � ; n� iVi kan overskueligt skrive dem i et trekantet m�nster, hvor meningen er, at manf�rst beregner approximationerne i s�jlen til venstre, derefter ved hj�lp af (33) ud-regner de �vrige, altid ved hj�lp af v�rdien til venstre og den ovenover:(34) K1 &K2 ! K11& &K3 ! K12 ! K21� � �� � �� & � & &Kn ! K1n�1 ! K2n�2 � � ! Kn�11



FRA BERNOULLIS FORUNDERLIGE POLYNOMIER OG TAL VIA EULER{MACLAURINS SUMFORMEL TIL ROMBERGS INTEGRALAPPROXIMATION15N�ar vi har elimineret alle leddene i summen, n�ar vi til approximationen Kn�11 ,hvis fejl bliver(35) jB2nj(2n)! � h2n3 � 15 � � � (22(n�1) � 1) � (b � a)jf (2n)(�)jFor sm�a v�rdier af n kan vi jo regne koe�cienten ud, og for store v�rdier kan vi fordet f�rste vurdere n�vneren i den anden br�k ned til(36) 3 � 15 � � � (22(n�1) � 1) > 2 � 23 � � � 22n�3 = 2(n�1)2for det andet benytte den ovenfor n�vnte approximation,(37) B2n(2n)! ' 2(2�)2n ' 240nInds�ttes (36) og (37) i (35), f�as fejlvurderingen:(38)2h2n40n2(n�1)2 �(b�a)jf (2n)(�)j = h2n10n4n2n(n�2) �(b�a)jf (2n)(�)j = h2n10n2n2 �(b�a)jf (2n)(�)jHvis vi nu for eksempel vil beregne � med 10 decimaler, alts�a med en fejl, derh�jst er 10�12, kan vi jo approximere integralet(39) Z 10 41 + x2 dx = 4 � Z �40 1 + tg2v1 + tg2v dv = �V�lger vi nu skridtl�ngden h = 14 , ser vi, at for n = 4 bliver fejlen (35) af st�rrelsejB8j8! � 14�83 � 15 � 63 � (1� 0)jf (8)(�)j = 130 � 40320 � 65536 � 2835 � jf (8)(�)j == jf (8)(�)j224737099776000 ' 10�14 � jf (8)(�)jMed brug af (38) er det derimod hovedregning. Fejlen vurderes ved� 14�8104216 � jf (2n)(�)j = jf (2n)(�)j104232 ' 10�13 � jf (2n)(�)jidet vi blot har benyttet, at 210 = 1024 ' 103.Udf�res beregningerne i skemaet ovenfor, f�as3:131176470588 &3:138988494491 ! 3:141592502459& &3:140941612041 ! 3:141592651225 ! 3:141592661143& & &3:141429893175 ! 3:141592653553 ! 3:141592653708 ! 3:141592653590



16 MOGENS ESROM LARSEN 1. marts 2005Til sammenligning er tabelv�rdien � = 3:14159265358979.Denne metode til at forbedre integralapproximationen er fra 1955 og kaldes Rom-berg integration efter Werner Romberg (1909{).Teknikken til elimination af fejl af lav orden er, som det ogs�a fremg�ar af eksemplet,langt mere �konomisk end den banale, at forbedre v�rdien ved sukcessive halveringer.Romberg integration har ikke alene stor praktisk betydning ved integralberegninger,men ideen er videreudviklet af Josef Stoer (1934{) og Roland Bulirsch (1932{) i 1971til den hidtil bedste metode til numerisk l�sning af di�erentialligninger.


