AFTERMATH

LOSNINGER

Opgaverne er fra International Mathemati-
cal Olympiads, 1990,3, 1987,2, 1986,1, 1986,5,
1986,6, 1988,5, 1993,2, 1988,2.

Nogle af opgaverne er lgst af Ebbe Thue
Poulsen.

Heltalligt

Bestem alle hele tal, n > 1, for hvilke %
er et helt tal. (1).

Denne opgave er lgst af TP.

Det er klart, at tallet n = 3 har egenskaben
(1).
Jeg pastar, at det er det eneste tal n > 1
med denne egenskab.

Beviset bestar af folgende trin: item(i) Hvis
n har egenskaben (1), er n ulige. item(ii) Hvis
n har egenskaben (1), har n ogsa egenskaben

((2)) n|2" +1

item(iii) Hvis n har egenskaben (2), og p er
den stgrste primtalsdivisor i n, gaelder

n|2P 4+ 1.

item(iv) Hvis n har egenskaben (2), og p er

den stgrste primtalsdivisor i n, har tallet n/p

egenskaben (2). item(v) Hvis n har egenska-

ben (2), er n delelig med 3, og hvis n > 3, er

n deleligt med 32. item(vi) Hvis n er delelig

med 32, har n ikke egenskaben (1).
Pastanden fglger let af (i)—(vi).

Bevis for (i):. Da 2" + 1 er ulige, ma n vare
ulige.

Beuvis for (ii):. Klart.

Beuwis for (iii):. Betragt den multiplikative grup-
pe G bestaende af de restklasser modulo n,
som er primiske med n. Hvis n har primfak-
toroplgsningen

n=pips® ik,
hvor 2 <p; <py <--- <pg, er G’s orden
d(n) = (p1—1)p$* Hpa—1)ps2 -+ - (pp—1)pP "
og altsa har vi
29" =11 G.

Ifglge (2) er 2" = —11i G, og altsa 22" =
1i@G.

Lad o betegne ordenen af 2’s restklasse i
gruppen G. Sa er o divisor i savel ¢(n) som
2n. Da py kun forekommer i potensen ej — 1,
forekommer pi hgjst i potensen e — 1 i 0’s
primfaktoroplgsning, og da o er divisor i 2n,
er o divisor i 2p]'p5? - - -pzk_l.

Da pj. er ulige, folger heraf, at o er divisor i

erp—1

PPy’ - -ppt T, og altsa at

e —1
9Py Py pF

Pe=l) — 14 @,

Da

erp—1

n/pr = pi'py’ -y ,
el e —1
=n—pi'ps? - (pk — 1)
er

on/pi — ong—pyipsZpit (pe=1) — 11 @@

)

som pastaet.

Bevis for (iv):. En umiddelbar folge af (iii).
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Bevis for (v):. Ved brug af (iv) kan vi suc-
cessivt fjerne primfaktorer i n, indtil vi ender
med en divisor d af formen d = p(= p1), og
med egenskaben (2).

Ved at bruge (iii) med n erstattet af p fas

P2/ +1=3,

og altsa p = 3.

Hvis n > 3, udfgrer vi den samme proces (at
fjerne primfaktorer), men nu standser vi, nar
der er to primfaktorer i d, altsa ved en divisor
d i n af formen 3d, og med egenskaben (2).

Nu bruger vi (iii) med n erstattet af d, og
far

3p[2°P/P 41 =9,
og altsa d = 32.

Bevis for (vi):. Viviser forst, at der for ethvert
positivt helt tal k£ geelder, at 23" 11 kan skrives

23" 4 1= (3m+ 1)3FL,

hvor m er et helt tal.

Beviset fores ved induktion. Pastanden er
opfyldt for k = 1 med m = 0, sa lad os antage,
at den er opfyldt for k, og lad os se pa

23" 1= ((Bm+ 1)3F — 1)3 41,

som udregnes til

((3m + 1)38FH)3 — 3((3m + 1)3F+1)2
+ 3(3m 4 1)3F 1,

der har den gnskede form.

Lad nu n veere et ulige tal, som er deleligt
med 32 (tilfzeldet n lige er uinteressant ifglge
(i), og lad os skrive n pa formen n = 3*u,
hvor k > 2 og u er et ulige tal, som ikke er
deleligt med 3.

Sa er

2" +1=((3m+1)3F —1)* 4+ 1

<u> )47 ((3m + 1)38 1),
Jj=1 J

Her er alle led undtagen leddet svarende til
j = 1 delelige med 3%*, men sa er 2" 4 1 ikke

3%k og derfor heller ikke med n2.

deleligt med

Trekantet

I en spidsvinklet trekant A ABC skaerer vin-
kelhalveringslinien fra A siden BC' i punktet
L og den omskrevne cirkel i punktet N. Fra
punktet L nedfeseldes de vinkelrette pa AB og
AC', fodpunkterne kaldes hhv. K og M.

Vis, at firkanten AKNM har samme areal
som trekanten AABC.

Denne opgave er lgst af TP.

A

Leengden af et linjestykke, fx BN, betegnes
|BN| og arealet af en polygon, fx AKNM, be-
tegnes |[AKNM|.

Da /BAN = /NAC, er — BN =— NC,
og altsa |[BN| = |CN|.

Fra punktet N nedfsldes de vinkelrette pa
AB og AC; fodpunkterne kaldes hhv. P og
Q. Af symmetrigrunde er |KL| = |LM]| og
|[PN| = [NQ|.

I de retvinklede trekanter APBN og AQCN
er |[PN| = |QN| og |BN| = |CN|, og altsa har
vi ogsa |PB| = |QC]|.

I de to trekanter ALBP og ALCQ er grund-
linierne BP og CQ lige lange, og da hgjderne
LK og LM ogsa er lige lange, er |LBP| =
LCQ.

Dalinjerne K L og PN er parallelle er | K PL|
= |[KNL|, og analogt er |[LQM| = |LNM|



(ipvrigt er trekanterne AK PL og AM QL kong-

ruente, og det samme gaelder AKNLog AMNL,

men det far vi ikke brug for).

Af antagelsen om, at AABC' er spidsvink-
let, fglger let, at punkterne K og M ligger i
det indre af siderne AB og AC'. For bestemt-
heds skyld antages det, at ZB > ZC (tilfzeldet
4B = ZC er let).

Da

LNBA=/NBC+ 4B = 4—214—|—ZB

- AA-i-éB-I-éC_W
2 DR

ligger fodpunktet P pa AB’s forleengelse, og pa
den anden side ses @) at ligge pa liniestykket
AC mellem M og C.

Vi har sa

|ABC| = |AKL| + |KBL| + |ALM| + |LC M|
— |AKL|+ |KPL| — |BPL|
+ |ALM]| + |LQM]| — |LCQ)
= |AKL|+ |KNL| +|ALM| + |LN M|
— |[AKN M|

QED.

Retvinklet

AABC er retvinklet med den rette vinkel
i A. Lad D vere fodpunktet for hgjden fra
A. Linien gennem centrene for de indskrevne
cirkler i trekanterne AABD og AACD skaerer
siderne AB og AC' i hhv. K og L.

Vis at arealet af AAKL er hgjst halvt sa
meget som arealet af AABC.

Denne opgave er lgst af TP.

B H
F

E=K Q
D
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Lad AAFFE vere billedet af AABD ved
spejlingen i halveringslinjen for ZBAD), og lad
NAHG

Af symmetrigrunde er den indskrevne cirkel
for AABD ogsa indskrevet i AAFFE, og den
indskrevne cirkel for AAC D ogsa indskrevet i
NAHG.

Da |AE| = |AG|, er AE og AG sider i et
kvadrat AEQG, hvis fjerde vinkelspids @) er
skaeringspunktet mellem de to linjer, der inde-
holder linjestykkerne FF' og GH.

Da diagonalen EG halverer vinklerne ZAEF
og LAGH, ligger centrene for begge de be-
tragtede indskrevne cirkler pa EG, og altsa er
FE = K og G = L. Da kvadratet AEQG er
indeholdt i polygonen AFFHG, er

|ABC| = |AEF|+|AGH| > |AEQG| = 2|AEG|,

som pastaet. Det ses, lighedstegnet gelder,
hvis og kun hvis |AB| = |AC.

Begge dele
Lad D veare et punkt inden i en spidsvinklet
trekant, AABC, sadan at

LADB = ZACB+90° og AC-BD = AD-BC

(a) Beregn veaerdien af forholdet

AB-CD
AC - BD

(b) Vis, at tangenterne fra C til de omskrevne

cirkler for trekanterne AACD og ABCD
star vinkelret pa hinanden.

Lad K vere et vilkarligt punkt pa linien
CD udenfor C. Vinklerne ved D opfylder,
at ZADK = /CAD + ZACD og /BDK =
ZCBD+ /ZBCD. Lagger vi dem sammen, far
vi ZADB = ZLCAD+ ZCBD + ZACB. Sam-
men med fgrste betingelse i opgaven giver det

(1) /CAD + Z/CBD = 90°.

Denne ligning er ngglen til opgavens lgsning.



A K

(a) Der tegnes en retvinklet trekant, ABCE,
med F udenfor AABC, sa ABCFE ~ ANCAD.

Sa er

(2) ZCAD = /CBE,  /ACD = /BCE

0g

AD BE

CA CD
N Yol :Tek

CB CE

Den anden ligning i (2) medfgrer, at ZACB =
/ZDCEFE; dette, kombineret med den anden lig-
ning i (3) viser, at trekanten AABC er en-
svinklet med ADEC, og derfor, at

AB DF
(4) AC ~ DC’

Den fgrste ligning i (2) sammen med formel
(1) giver

/DBE = /CBD + /CBE
= /CBD + /CAD = 90°.

Endelig folger af fgrste ligning i (3) og den an-
den betingelse i opgaven (AC-BD = AD-BC),
at BD = BE. Derfor er ADBE en ligebenet
retvinklet trekant, og altsa er DE = V2 BD.
Indsaettes dette i formel (4), far vi resultatet i
(a):

AB-CD

AC-BD:\/E'

K

(b) Betragt de omskrevne cirkler om tre-
kanterne AACD og ABCD. Lad CX vere
tangenten til den fgrste cirkel i C' og lad CY
vaere tangenten til den anden cirkel i C' (X og
Y er punkter pa tangenterne). Saer ZDCX =
ZLCAD og /DCY = ZCBD.

Derfor er ifglge (1) ZDCX +/DCY = 90°.
Og da CD ligger inden for vinklen dannet af
CX og CY, slutter vi, at de to tangenter star
vinkelret pa hinanden.

Elementeaert

Lad n veere et positivt helt tal oglad Aq, Az,
..y Agp i1 veere delmeengder af en maengde, B.
Antag, at

(a) hver maengde A; har netop 2n elementer,

(b) hver feellesmaengde A; N A;, i # j, har pree-
cis ét element,

(c) hvert element i B ligger i mindst to af maeng-

derne A;.

For hvilke vaerdier af n kan man give hvert
element i B en veerdi, 0 eller 1, sadan at hver
meengde A; har ngjagtig n elementer af veerdi
07

Denne opgave er lgst af TP.

Vi viser forst, at betingelsen (c) kan skaer-
pes til folgende:

(d) hvert element i B ligger i netop to af
mangderne A;.

Antag, at et element, x( ligger i de tre maeng-
der, Ag, Ay og A,,. Fjern m fra meengden
{1,2,---,2n+ 1}, tilbage er en maengde M af
2n elementer. Til hveret ;7 € M tilegnes det
element i A,,, der tillige ligger i A;; der er kun
et sadant element ifplge (b). Lad os kalde det

g(j); sa er specielt g(k) = xg og g({) = xg.



Det fglger nu af (c) at funktionen g afbilder
M pa A,,, der jo ogsa har netop 2n elementer,
(a). Derfor er g bijektiv, en modstrid.

Vi kan teelle det samlede antal elementer af
veerdi 0 ved successivt at gennemlgbe de 2n+-1
maengder, A;, og i hver af dem registrere de
elementer af veerdi 0, som vi stgder pa. Det
giver ialt (2n + 1)n elementer af veerdi 0, men
da hvert af dem ligger i 2 af maengderne A;,
bliver hvert af dem talt med 2 gange, og altsa
ma antallet (2n+1)n vaere lige, dvs n ma vaere
lige.

Jeg vil omvendt vise, at hvis n er lige, sa er
det muligt at give elementerne i B vaerdierne
0 og 1 sadan, at hver maengde A; indeholder n
elementer af vaerdi 0.

Dertil definerer vi en afstand d pa maengden
{1,2,--+ ,2n+ 1} ved

(det er let at se, men i realiteten uvigtigt, at d
faktisk er en metrik).

Lad nu b € B veere givet, og lad i og j # @
vaere bestemt saledes, at b € A;NA;. Sa tilskri-
ver vi b veerdien 0, hvis og kun hvis d(i,j) <
n/2.

Denne fordeling opfylder, at hver maengde,
A; har netop n elementer af vaerdi 0. Det er
lettest at overskue, hvis problemstillingen an-
skueligggres ved hjeelp af en reguleer (2n+ 1)
kant M med vinkelspidser P;,7i =1,2,---,2n+
1, og B identificeres med maengden af sider og
diagonaler i M, medens A; betegner mang-
den af sider og diagonaler med P; som det ene
endepunkt. Den foreslaede tilskrivning af veer-
dierne 0 og 1 svarer til, at elementer i A;, der
far veerdien 0, er de n korteste linjer, der udgar
fra P;.

NYE OPGAVER

1. ABCD er et rektangel, hvori siden AB =
a og siden BC = 2a. P er et punkt pa siden
AB. Linien gennem P parallel med diagonalen
BD skerer siden AD i punktet ). Cirklen
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med A som centrum og AP som radius skeaerer
cirklen over AB som diameter i punkterne H
og K. S er skeeringspunktet mellem linien H K
og linien gennem () parallel med AB.

Bestem det geometriske sted for S, nar P
gennemlgber siden AB.

Angiv art og beliggenhed af det fundne geo-
metriske sted.

2. Undersgg og tegn kurven

y = sin 2z + 2cosx (0 <a < 2m)

Beregn arealet af den lukkede figur, der be-
greenses af kurven og r—aksen.

Beregn desuden rumfanget af det omdrej-
ningslegeme, der fremkommer, nar den om-
talte figur drejes 360° om z—aksen.

3.Iterningen ABC'D— A, B1C1 D1, hvor kan-
terne AA,, BBy, CCy og DD er parallelle,
er kantlaeengden 2. Midtpunkterne af kanterne
C1D,, BB;, og CD kaldes henholdsvis M, N
og P.

Beregn siderne i trekant AAM N samt tre-
kantens areal.

Beregn toplansvinklen mellem planerne AM N
og ABCD.

Beregn rumfanget af pyramiden A—BN M P.

4.1 et trapez ABCD er vinkelen /A = /D =
60°, og dets omkreds er 56.

Bestem siderne i trapezet, saledes at det
areal bliver sa stort som muligt.

bestem dernaest siderne i trapezet, saledes
at rumfanget af det legeme, der fremkommer
ved en drejning af trapezet 360" om siden AD,
bliver sa stort som muligt.

5. p, q og R er givne liniestykker og v en
given spidst vinkel.

Konstruer en firkant ABC D, hvori diagona-
len BD halverer vinkelen /B, vinkelen Z/BAC =
v, AB: BC' = p: q, og saledes at firkanten kan
indskrives i en cirkel med radius R.

Diskussion kraeves.

Beregn firkantens vinkler og sider, nar p =
4,g="5 R=3ogv="70°78.



