AFTERMATH

LOSNINGER

To af opgaverne i sidste nr. er hentet fra Frederick Mosteller, Fifty Challenging Problems in
Probability with Solutions, Dover, New York 1987.
Ebbe Thue Poulsen og problemklubben “Con Amore” har lgst de to opgaver herfra.

En tryllekunst

Tryllekunstneren og hans assistent praesenterer publikum for 8 mgnter pa en raekke. Tryllekunst-
neren instruerer publikum om opgaven og forlader lokalet. Publikum veelger nu for hver mgnt, om
den skal veere krone eller plat. Derefter oplyser publikum assistenten om deres foretrukne mgnt,
fx nr 5 fra venstre. Nu vender assistenten én af mgnterne om efter sit valg.

Tryllekunstneren kommer ind fra kulissen og udpeger den foretrukne mgnt.

Vi stiller mgnterne pa rakke og giver dem numre fra venstre mod hgjre, 0, 1, ..., 7. Disse
tal organiserer vi som gruppen Z3, fx ved at skrive numrene binzert fra 000 til 111 og definere
gruppeoperationen som addition uden mente — eller, om man vil, med regnereglen 1 +1 = 0. Sa fx
er 3+6 =011+ 110 = 101 = 5. En rackke af mgnter gives nu veerdien, der er summen af numrene
pa de viste kroner. Mgnsteret PPKKPKPP far saledes summen 2+3+5=010+0114+101=100=4.
Hvis nu publikum valger at pege pa mgnt nr 3, sa skal vi vende en mgnt, sa summen bliver 3
i stedet for 4. Vi skal altsa lgse ligningen 4 + x = 3. Men da alle elementer i gruppen er deres
egen inverse, er = 3+ 4 = 011 + 100 = 111 = 7. Vi skal derfor vende den sidste mgnt, sa vi far
PPKKPKPK med summen 2+34-5+7=010+0114+1014+111=011=3.

Dette trick virker for enhver potens af 2, men med andre antal mgnter kan kunsten ikke udfgres.
Prov selv at lave tryllekunsten med 3 mgnter!

En sum

I Amer. Math. Monthly April 2008 stilles som problem 11356 en opgave af Michael Poghosyan,
Yerevan State University, Yerevan, Armenien.
Vis identiteten
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Bevis:
Vi definerer den nedstigende faktoriel med angivet skridtleengde saledes
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Vi omskriver de fleste binomialkoefficienter i summen til faktorieller
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Faktoriellerne med et 2—tal deles i faktorieller af hvert andet led og skridtleengde 2
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Nu halveres alle faktorerne, sa skridtleengden bliver 1, med korrektioner af diverse potenser af 2
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Efter at have forkortet, hvad som kan, fas
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For at komme naevneren til livs indfgres faktoriellen
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Sa kan vi skrive
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Nu skifter vi fortegn i alle faktorerne i de faktorieller, der indeholder et k i starten

hvilket skrives paenere som

e 2 () R R, ) 0

Dette udtryk genkendes som Pfaff-Saalschiitz’ formel, (9.1), i min nylige leerebog, Summa Sum-
marum, A K Peters 2007:
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Theorem 9.1. If the — compler — numbers satisfy a1 + as + by + by = n — 1 we have the Pfaff-
Saalschitz formula (J. F. Pfaff 1797, L. Saalschutz 1890)

I;) (Z) la1, 1], [ag, 1], [b1, 1], [b2, 1], (=1)F = [by + a1, 1], [b1 + a2, 1], (=1)"

Sa vi kan reducere til
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n-31],[n+31], 7" [n—31], [n+351],
22112 24np14 24n(pl)4

C2n—-1,2], 20+ 1,2],  [2n—1,2] [2n,2]2 2n+1,2], (2n)!(2n+1)!

Sokker, der passer til hinanden

Nar sandsynligheden for at fa to rgde sokker er %, nar man traekker to tilfeeldigt ud af en sak

med rgde og sorte sokker, hvor mange er der sa af hver farve i sseekken?

Det samlede antal sokker betegnes med m, og antallet af rode sokker med n. Sa kan man udtage
et par sokker pa m(m — 1)/2 mader, og et par rgde sokker pa n(n — 1)/2 mader.

Sandsynligheden for, at et tilfeeldigt udtaget par sokker er rgde, er altsa n(n —1)/m(m —1), og
denne sandsynlighed er %, hvis og kun hvis

m(m—1)=2n(n—-1). (1)

Et talpar (m,n), som er lgsning til (1), giver en lgsning til sokkeproblemet, hvis m og n er hele
tal > 2. Ligningen (1) kan omformes til

2m—-1)*=22n-1)*> -1,
og det ses let, at hvis (z,y) er en heltallig lgsning til
{132—2y2:—1, (2)

sa er x og y begge ulige, saledes at m = (x +1)/2 og n = (y 4+ 1)/2 er hele. For at finde samtlige
lgsninger til sokkeproblemet, skal vi altsa finde samtlige heltallige lgsninger til (2) med = > 3 og
y > 3.

For reelle tal z i ringen Z [\/ﬂ af tal af formen z = 442 med z,y € Z indfgrer vi betegnelsen
zZ=x— y\/§ .

Vi bemeerker, at der for z,w € Z [\/ﬂ geelder Zw = Zw, samt at (x,y) er lgsning til (2), hvis
og kun hvis z = = + yv/2 er lgsning til

zz2=-1. (3)

Idet vi szetter e = 1 + 11/2, ser vi, at € = —1, hvoraf fglger, at z er Igsning til (3), hvis og kun
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hvis e“z er det.



Hermed har vi uendeligt mange lgsninger til (3), nemlig
2 =R k=0,1,2,.... (4)
Her giver zo = e = 1 4+ 1v/2 ikke nogen lgsning til sokkeproblemet, men alle z, med k > 1 gor,

og specielt har vi z; = 7+ 5v/2, der giver (m1,n1) = (4, 3).
Ved brug af binomialformlen i (4), far vi

der for k > 1 giver lgsningen
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til sokkeproblemet.
Da 2 = €%z;—1 = (3 + 2v/2)2,_1, kan folgen {(zx, yx)} e, 0gsé bestemmes rekursivt ved

ry =T, y1=>5,

T = 3Tp—1 + 4Yp—1, Yk = 2Tp—1 + 3Yr—1 for k> 2.
Ved indsattelse af xp = 2my — 1, yr = 2ni — 1 heri fas rekursionligningerne

mp =4, ny =3,

myr =3Mmp_1+4np_1—3, N =2mp_1+3np_1 —2 for k > 2

til bestemmelse af lgsninger til sokkeproblemet.

Jeg vil slutte med at bevise, at dette er samtlige lgsninger. Dertil vil jeg vise, at talssettene
{(zk, yr) }req er samtlige positive heltalslgsninger til (2). Lad nemlig (x,y) veere en vilkarlig positiv
heltalslgsning til (2), seet z = = + yv/2, og bemeerk, at z > e.

Lad k > 0 veere bestemt saledes, at

og st 2/ = ze 2k,

Da 2’ kan skrives 2/ = 2", er 2/ € Z [V/2], lad os sige 2/ = 2’ + y'V2.

Da 22 =2z=—1og 2 > 1,er || = |2’ —y'v/2| < 1, hvilket kun kan veere opfyldt, hvis 2’ og
y’ har samme fortegn, dvs hvis 2’ og 3’ begge er positive.

Da z'> = 2y’> — 1, er 2’ = ' = 1 en mulighed, medens y’ = 2, 3 eller 4 ikke kan bruges. v > 5
giver ' > 7, og altsa 2/ = 2’ 4+ /2 > € i modstrid med (5). Der ma altsa geelde 2/ = e, og
162k

dermed z = z = 2L .

Travle duellanter

Duellerne i Travlgse er sjeeldent fatale. Hver kombattant mgder op pa et tilfeeldigt tidspunkt
mellem 5 og 6 om morgenen pa den aftalte dag, venter 5 min pa sin modstander, og gar igen, hvis
denne ikke er mgdt op. Ellers slas de to.



Hvad er sandsynligheden for, at det kommer til kamp?

Lad (z,y) betegne ankomsttidspunkterne for de to duellanter, regnet i timer fra klokken 5. Sa
er sandsynlighedsfordelingen for (x,y) Lebesguemalet pa enhedskvadratet [0, 1] x [0,1].

Det kommer til kamp, hvis og kun hvis |y — x| < 1/12, dvs hvis og kun hvis (z,y) ikke ligger i
en af trekanterne

1
T : E<x§1 og 0§y<x—ﬁ,

1 1
T : < 11— — — <1.
5 0<x< B og :c+12<y_

Sandsynligheden for, at de to duellanter mgdes, er altsa
1 /11\* 23
NYE OPGAVER

De lystige kroner

De lystige kroner
Der ligger seks kroner i énkronestykker pa et bord. De tre ligger pa en ret linie. De ligger ikke
helt teet sammen men sa teet at der ikke kan presses en krone til mellem to af dem.
To kroner stgder til to af de tre til samme side og udenpa dem stgder den sidste krone til begge
de to. Nu kunne det se ud til at den sidste krone ligger lige langt fra de to yderste. Det ggr den
selvfglgelig hvis den tredie krone ligger lige midt mellem de to andre. Men ggr den det altid?



Den mystiske pyramide

Agyptens @ldste pyramide, trinpyramiden
ved Sakkara, ligner ikke Cheops’ og de andre.
Som navnet antyder, har den snarere form som
en kaempetrappe, mere som Mayaernes pyra-
mider.

Hvis vi begynder fra over, er der én sten i
det gverste lag, fire i det naeste, ni i det tredie,
OSV.

Nar vi nu far at vide, at antallet af sten, der
ialt er medgaet til byggeriet, er et kvadrattal,
og at der er medgaet mere end én sten, hvor
mange trin har sa pyramiden?

(Det er vanskeligt at bevise, at der kun er
én lgsning.)

Klassikeren

Et sted ude i tundraen havde man faet rejst

tre kraftveerker, et elektricitetsveerk, et gasvaerk
og et vandveaerk. Nu var det ellers et gde omrade,

der var ialt kun tre huse, der skulle forsynes
med strgm, gas og vand.

Men det var ikke helt problemfrit. Man
skulle jo trazekke ledningerne oven pa jorden,
som var for stivfrossen til at grave i, men led-
ningerne talte ikke at krydse hinanden. Og
selv om der kun var de tre vaerker og de tre
huse, havde ingenigrerne endnu ikke fundet en
rgrigring, der lgste problemet.

Hvorfor ikke?

Men oppe pa den ringformede asteroide, Torus

II, var det lykkedes de lokale ingenigrer at lgse
rgrigringsproblemet.
Hvordan?

Aventyret

Der var engang en prins, der skulle vaelge
sig en prinsesse. Han havde valget mellem tre
sgstre, som alle var unge og smukke. Deres far
var en viis gammel konge, og han ville sikre
sig, at hans kommende svigersgn havde omlgb
i hovedet. Sa han sagde til prinsen:

"For du far min velsignelse til at segte en
af mine dgtre, vil jeg satte dit mod og din
intelligens pa en prove.

Du far lov til at stille én af prinsesserne
ét spgrgsmal, som kan besvares med ”ja” el-
ler ”nej”. Den ene vil svare sandfzerdigt, den
anden vil svare falsk, og den tredje, som er
min yndlingsdatter, kan svare sandfeserdigt el-
ler falsk, som hun vil. Hun har alligevel aldrig
rettet sig efter mig.

Ud fra svaret pa dit spgrgsmal skal du veaelge
din brud. Men jeg advarer dig: Hvis du veel-
ger min yndlingsdatter, skal du have dit hoved
hugget af!”

Prinsen havde ingen anelse om, hvem der
var kongens yndligsdatter, lige sa lidt som han
anede, hvem der ville tale sandt, og hvem falsk.
Han matte altsa formulere sit spgrgsmal sadan,
at ligegyldigt hvem han spurgte, og ligegyl-
digt, hvad hun svarede, skulle han ud fra svaret
kunne veelge en af de to andre til sin brud.

Naturligvis stillede prinsen et sa snedigt
spgrgsmal, at han med sikkerhed undgik ynd-
lingsprinsessen. Og kongen blev sa imponeret,
at han alligevel gav prinsen yndlingsdatteren,
og de to levede lykkeligt til deres dages ende.

Hvordan mon prinsen formulerede sit spgrgs-
mal?

En rorende historie

Et vandrgr er 6,4 cm i diameter, og midt
pa roret er der et T-rgr, sa sidergret er 2,7
cm i diameter. Sidergret sidder altsa ngjagtig
vinkelret pa hovedrgret.

Nu lgber vandet i en strgm gennem hoved-
rgret, og en del af vandet lgber ud ad sidergret.
Man har nu tilsat nogle mikadopinde til van-
det, og det er meningen, at de ikke ma lgbe ud
ad sidergret.

Man har derfor spurgt kommuneingenigren,
hvor lange mikadopindene skal vaere, for at de
ikke pa nogen made kan dreje om ad sidergret.
Hvis de prgver, skal de saette sig fast.



Hvad er den kritiske graenseveerdi for mika-
dopindene?

Et biproblem

Betragt en reguleer sekskant, der er gen-
nemskaret i et regelmaessigt trekantet mgnster.
Man teenker sig, at hver side er delt i n lige
store stykker, og derefter er alle de linier, der
erparallelle med siderne, tegnet.

Problemet er at teelle alle forekommende re-
gulaere sekskanter pa figuren.

Vejerboden

I den klassiske opgave er der givet 12 kugler,
hvoraf de 11 er ens. Man skal sa afslgre den
aparte i 3 vejninger. Samtidig skal det afggres,
om den er lettere eller tungere end de andre.

Til hjeelp har man en almindelig skalvaegt
med to skale.

Men til variation af temaet har vi denne
gang 14 kugler, hvoraf de 13 vejer ngjagtig 10
g. Desuden har vi et 10 gramslod.

Vi skal igen afslgre den aparte kugle i hgjst 3
vejninger, men det er ikke kraevet, at vi finder
ud af, om den er lettere eller tungere end de
andre.

Hvordan skal man beere sig ad med det?

Gitterpunkterne

Forleden dag sad jeg og slog krusseduller pa
et almindeligt ark ternet papir. Sa kom jeg for
skade at lege med gitterpunkterne. Jeg valgte
5 af dem tilfaeldigt ud.

Sa tegnede jeg alle 10 forbindelseslinier mel-
lem dem. Og hver gang var der et af liniestyk-
kerne, der passerede hen over et gitterpunkt.

Hvorfor det?

Pythagoras

En Pythagoraeisk trekant med heltallige si-
der, z, y og z, der opfylder

x2+y2222

ma have mindst én side som et lige tal. Og in-
gen Pythagoraisk trekant har en side af laengde

2. Men man kan taenke sig en Pythagoraeisk
trekant, hvis sider er to primtal og et tal, der
er det dobbelte af et primtal.

Opgaven gar ud pa at bestemme samtlige
Pythagoraiske trekanter af den slags.

De logiske frimserkesamlere

Tre personer — A, B og C — var alle fuld-
steendig logiske. De kunne alle tre gjeblikkelig
drage alle de logiske konsekvenser af alle pree-
misser. Desuden vidste hver af dem, at de to
andre var lige sa logiske som han selv. Man
viste dem syv frimaerker; to rgde, to gule og
tre grgnne. Derpa fik de bind for gjnene, og
et frimeerke blev klistret i panden af dem hver
iseer, mens de resterende frimaerker blev lagt
ned i en skuffe. Da gjenbindene var fjernet,
spurgte man A: ”Kan du neevne én farve, som
dit frimeerke i hvert fald ikke har?” ”Nej,” sva-
rede A. Sa fik B det samme spgrgsmal, og han
svarede ogsa "nej”.

Er det muligt ud fra disse oplysninger at
regne sig frem til, hvilken farve A’s frimserke
havde? Eller B’s? Eller C’s?

Joakim von And i Sahara

Joakim von And er som bekendt verdens
rigeste og neerigste and. Da han derfor engang
skulle kgre over Sahara i jeep, matte han jo
spekulere pa, hvor billigt det kunne lade sig
gare.

Nu var hans jeeps kun i stand til at kgre
en trediedel af vejen pa en fuld tank, men til
gengxld kunne alle hans jeeps kgre fuldauto-
matisk uden chauffer, og han havde masser af
dem. Og han kunne let tgmme og fylde tan-
kene midt i grkenen uden at spilde. Men med
fuld tank menes sa meget benzin, som en jeep
pa nogen made kan medbringe.

Problemet er, hvordan slipper Joakim von
And billigst muligt over grkenen, nar hele hans
flade af jeeps star pa den ene side. Hvor mange
jeeps skal han bruge, og hvordan skal han baere
sig ad? (Han kan bare efterlade sine jeeps i
grkenen, de skal ikke returneres.)



