AFTERMATH

LOSNINGER

Problemklubben “Con Amore” har lgst opgave 2.

Sidste gang mindedes vi Hans Tornehave ved at bringe nogle af hans typiske eksamensopgaver

i elementeer analyse.

Opgave 1.

Find konvergensradius for potensrackkerne
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og undersgg tillige, hvis konvergensradius er
endelig, om rakkerne konvergerer pa konver-
genscirklens periferi.
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sa konvergensradius er 1.

Pa konvergenscirklen vil vil ledfglgen diverg-
ere, sa det gor raekken ogsa.

Rodkriteriet giver (lim sup sin %) - .

Opgave 2.

Find den fuldsteendige lgsning til differen-
tialligningen
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Opgave 3.

Undersgg, om de ved

f(zr) =e *sine”, g(xr)=e “sine*
definerede afbildninger f, g : [0,00[ ind i R er
ligelig kontinuerte.

Da funktionerne er ligeligt kontinuerte pa
ethvert kompakt interval og da de begge gar
mod 0 for x — oo, er de ogsa ligeligt kontin-

uerte pa det uendelige interval.
Opgave 4.

Find alle punkter z* € R? som har en omegn,
i hvilken ligningen
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éntydigt bestemmer en implicit given funktion
xo = f(x1), som tilfredsstiller betingelsen
D (a7) = 0.

Lad F (z1,x2) = a3 + 23 — 323wy — 1. Daer
D1 F (71,79) = 323 — 62109 0g Do F (21, 22) =
323 — 322. Punktet (0,1) ligger pa kurven og
opfylder D1 F(0,1) = 0 og D2F(0,1) =3 # 0,
sa det kan bruges.

For zo =tz er

F(Qfl,tQZl) =0«
oy (1P =3t+1) =1

Da Dy F = 0 for t = +1, kan tilfseldet udelukkes.
Elllers ma D;F = 0. Men da vi kan antage

1 # 0, ma z; = 2x2. Men det giver jo
3z3 = —1, altsd punktet (—%ﬁ,—%ﬁ) som

det eneste andet punkt.



Opgave 5.

Lad [a, b] € R vaere et interval. Lad « : [a, b]
ind i R veere strengt voksende, og lad f : [a, b]
ind i R veere kontinuert og ikke konstant. Vis
de skarpe uligheder

b
(a(b)—a(a))m < / f(z)da(z) <

inf f([a, b)) og M = sup f([a, b]).
Da f ikke er konstant, ma den antage sin

stgrste og mindste veerdi i forskellige punk-

ter, lad xp; og x,, veere eksempler herpa. Der

hvor m =

findes en omegn, [t1, t2], om z,, som ikke inde-

(a(b)=a(a)) M,

Opgave 7.

Bevis formlen
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og angiv potensrakkens konvergensradius.
Vi har

log(1—z) = x| <1

Zn—loO

vi far derfor

holder noget punkt, hvori f antager sin stgrsteveerdi. pyor

Lad M, vere stgrstevaerdien i dette interval,
den opfylder M; < M. Vi deler nu intervallet
[a,b] i 3 dele. Oversummen svarende til denne
inddeling

M ((t1) — afa)) + My (a (t2) — a(t1)) +
M (e(b) — a(t2)) < M (a(b) — a(a))

Den anden ulighed er analog.

Opgave 6.

Vis, at
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hvilket er en cosinustransformation, som altid
konvergerer mod 0 for y — oc.
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med konvergensradius 1.
Opgave 8.

I Hilbertrummet R* betragtes maengden
M af punkter g, for hvilke Y na? er konver-
gent. Vis, at a € M, b € M, k € R medfgrer
ka € M oga+be M. Vis, at M er overalt
teet 1 R*, og at 0 ikke er et indre punkt i M.
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er dist(a,b) < e.
At 0 ikke er et indre punkt i M ses ved at
definere ¢ som

1
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0forn< N
Opgave 9.
Med @ betegner vi den ved
®f(x) =aDf(x)

definerede differentialoperator. Vis, at differ-
entialligningen

OPY =z,

hvor p € N, har den ved

f@) =3

n=1

definerede afbindning f : R ind i R som lgsning.
Hans lavede en fejl i denne opgave. Lgsningen
til differentialligningen er f + 1.
Ved induktion ses, at
nlx"
n!)p

QU(fH1) =)

n>1

—~

Opgaven lgses af tilfaeldet i = p.

NYE OPGAVER

Opgave 1.
Faktoriser

28 — 2Ty + 2%y% — 2P+

eyt — 230 + 2?8 — oy + 4B
Opgave 2.

Hvor mange negative rgdder har polynomiet

at =5’ —d4x? —Tr+4

Opgave 3.
En sveerm af punkter pa 2 millioner ligger
inden for en cirkel. Kan man altid finde en ret

linie, der har 1 million punkter pa hver side?

Opgave 4.

i kE!
k=1

Opgave 5.

To cylindre med diameter 2 ¢m skeerer hi-
nanden, sa symmetriakserne skaerer hinanden
under en ret vinkel. Find rumfanget af faelles-
maengden.

Opgave 6.
Vis, at et fjerdegradspolynomium, hvis 5
koefficienter er i en eller anden rackkefglge saettet
1,—2,3,4, —6 altid har en rational rod.

Opgave 7.

En ligesidet trekant og en reguleer sekskant
har samme omkreds. Hvad er forholdet mellem
deres arealer?

Opgave 8.

Vis, at i decimalsystemet vil et kvadrattal
med mere end et ciffer have mindst to forskel-
lige cifre.



