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Allerede Euklid er betasenkelig ved at
tage ordet “uendelig” forfeengeligt. Han
skriver, at der er flere primtal end et-
hvert (endeligt) tal. Argumentet herfor
er enkelt: En primfaktor i produktet af
et antal primtal plus 1 vil veere et nyt
primtal.

Allerede Pythagoras ma sande, at selv
de uendeligt mange rationale tal ikke
slar til. Den retvinklede ligebenede tre-
kant med katheter af leengden 1 har
et kvadrat pa hypotenusen med area-
let 2. Og intet rationalt tal har kva-
dratet 2. Da fjernsynet kom til Dan-
mark, optradte Svend Bundgaard pa
skeermen med denne oplysning. Han
skrev et rationalt tal som en uforkorte-
lig brek, p/q, og sluttede, at hvis
p? = 2¢%, s ma p veere lige og der-
for ¢ ulige, altsa p = 2r, hvor r ogsa
et helt tal. Men sa kan vi forkorte til
2r2 = ¢2, hvorfor ¢ mé veere lige. En
modstrid. Det forteelles, at dette ikke
gav den ventede PR for faget.

Graekerne valgte at focusere pa geome-
triske stgrrelser frem for tal, men lgb
straks ind i problemer: En terning med
rumfanget 2 forlanger jo konstruktio-
nen af /2, en suspekt konstruktion. Og
cirklens kvadratur, dvs konstruktionen
af et kvadrat med arealet 7w, kommer

man ikke i nserheden af.

Et uendeligt feenomen inden for de ra-
tionale tal er det sakaldte “Zenons pa-
radoks.” I en bevaegelse mod et mal
tilbagelaegges forst halvvejen, sa halv-
vejen af resten osv. Straekningen deles
op i uendeligt mange bidder, sa man al-
drig nar frem! Men en fysiker vil maske
sige, at med jeevn hastighed bliver ti-
den ogsa delt op efter samme recept,
sa klokken bliver aldrig hel. Altsa, vi
har blot bemzerket formlen

i2—”—1+1+1+ =1
~" 2 48 a

I det 19. arhundrede tog man sig sam-
men til at udvide de rationale tal til de
reelle tal pa en made, sa disse fyldte
alle hullerne mellem hine pa tallinien.
Enten ved at definere uendelige deci-
malbrgker eller ved Dedekinds snit, der
definerer et reelt tal ved meengden af
rationale tal, der er stgrre. Altsa en
nedad begraenset ikke tom delmaengde,
A, af de rationale tal:

D#ACQ
med egenskaben, at

Va € A:fa,0[C A



altsa, for hvert a € A er halvlinien [a, co[C

A eller
Vae AVre Q:r>a=rec A

altsa, hvis a € A og r er et rationalt
tal, der er stgrre end a, sa er r € A.
Fx defineres v/2 som

V2={zcQz>0Anz?>2}

Georg Cantor ggr nu den interessante
iagttagelse, at med enhver af disse de-
finitioner — der er skvivalente — er der
flere reelle tal end rationale! Uende-
lige stgrrelser er ikke ngdvendigvis lige
store. Vi definerer ligestorhed pa sam-
me made, som vi indser, at der er lige
mange fingre pa vore to hsender, nem-
lig ved at der eksisterer en korrespon-
dance mellem dem. Altsa, A og B er
lige store, hvis vi kan finde en bijektiv
funktion
f:A— B

dvs

r#yeA= f(x)# f(y)

0g
Vbe Bdac A: f(a) =0

Hvis vi nu har en funktion fra de natur-
lige tal ind i de reelle tal, altsa en folge
af reelle tal, og disse, ri,7r9,...;7p, ...
skrives som decimalbrgker,

h
'm =Tn,Tn1"n2---"nm---

med r!* € Z og r,; € {0,1,...,9}, sa vil
et tal s = 0, s15253.. med egenskaben
ri; # s; € {0,1,...,9} ikke veere med
i folgen. Dette kaldes Cantors diago-
nalargument. Vi slutter heraf, at al-
lerede Dedekinds delmaengder af Q er
flere end Q selv, idet det er let at se, at
Q kan udtgmmes af en passende fglge.
(Brgkerne 2 med [p[ + |g| < n er ende-
ligt mange.)

Men verre endnu! Cantor indsa, at
det er et generelt faenomen i maengde-
leeren, at der er flere delmeengder af en
maengde, end der er elementer i den.
Det geelder i det sma: Den tomme
maengde har én delmaengde, nemlig sig
selv, men ingen elementer! Og en maeng-
de med n elementer har 2" delmaeng-
der, og n < 2" for alle n € N.
Det generelle argument er egentlig en-
kelt: Det er klart, at umiddelbart er der
flere delmaengder end elementer, husk
blot pa delmaengderne af formen {z}.
Hvis der er lige mange delmaengder og
elementer, ma der findes en korrespon-
dance mellem dem, altsa en funktion
fra meengden, A til meengden D(A) af
dens delmaengder, f : A — D(A), sa
enhver delmaengde bliver billede af et
element i A. Men definerer vi delmaeng-
den

B=A{xecAlz¢ f(x)}
sa er spgrgsmalet, om vi kan finde b €
A, sa B = f(b). Men er b € B? Hvis
b € B, sa siger definitionen, at b ¢
f(b) = B. Og hvis b ¢ B = f(b), sa
siger definitionen jo, at b € B.
Dette argument blev bergmt som Rus-
sel’s paradoks, at “meengden af alle
maengder” ikke giver mening. Der er
heller ikke nogen stgrste maengde.
Et spgjst eksempel pa et forvirrende
feenomen er det uendelige “kraemmer-
hus” dannet af funktionen % pa inter-
vallet [1, oo ved drejning om z-aksen.

—

For hvert x dannes en cirkel med ra-
dius % Kraemmerhusets rumfang bli-

ver derfor

<
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Men overfladen bliver jo

2
/ —de:oo
1 X

Som en fysiker vil sige: Vi kan fylde det
med maling, men vi kan ikke male det!
Nu stgdte Dedekinds definition John
Conway i 1970’erne ved at veere i to
trin, forst Q, sa R. Samtidig var JC
optaget af at generalisere spils additive
struktur fra upartiske spil til partisan-
spil iszer inspireret af formanden for The
British Go Association, John Diamond.
Deres iagttagelse af go—spillet var, at
dette spil pa naturlig made splittes op
i en sum af spil ligesom de upartiske
spil.

Et spil kaldes “upartisk,” hvis de to
spillere har de samme trzek til radighed.
Det afggrende er altsa, hvis tur det er.
Et spil, der ikke er upartisk, kaldes et
“partisanspil.”

Det typiske upartiske spil er NIM, op-
fundet og navngivet af C. L. Bouton
i 1902. Det er en sum af uhyre enkle
spil, nemlig bunker af teendstikker med
spillereglen, at den spiller, der har tur,
fjerner et antal pa mindst én taends-
tik. Er der kun 1 bunke, vinder han
let ved at fjerne hele bunken. Men al-
lerede ved 2 bunker, er situationen an-
derledes. Er de lige store, har anden
spiller den vinderstrategi at kopiere fgr-
ste spillers treek i den urgrte bunke. Er
de ikke lige store, vinder forste spiller
ved at gore dem lige store. Er der 3
eller flere bunker, kompliceres situatio-
nen betydeligt.

Det viser sig, at alle upartiske spil er
akvivalente med NIM.

Partisanspil er spil med fuld informa-
tion, hvor spillerne har hver sine mulig-
heder. Typiske eksempler er skak, dam
og go, hvori spillerne opererer med hver
sine brikker. Netop spillet go, der har
som mal at afgraense det stgrste areal
pa spillebraettet, reduceres i slutspillet
til spredte graensefsegtninger rundt om

pa braettet. Derved opstar den natur-
lige sum af spil: Spilleren veelger, i hvil-
ken konflikt han vil seette ind og sa
hvordan.

JC gnsker at starte fra bunden og defi-
nere spil, naturlige tal, rationale tal og
reelle tal med samme opskrift. Mens
Dedekind har én opskrift pa de ratio-
nale tal og derefter en helt anden pa
de reelle tal, definerer JC spil rekursivt
som fplger. Der er to spillere, V (ven-
stre) og H (hgjre). De har hver sine
muligheder, der alle er allerede define-
rede spil. Svarende til en stilling pa
go—braettet, hvor den ene spiller kan be-
saette et tomt felt med en sort sten, den
anden et tomt felt med en hvid sten.
Vi har fra starten kun et spil, som vi
kan skrive {Q|@}, altsa spillet, hvor in-
gen af spillerne har noget traek til radig-
hed. Vi betegner dette spil som 0, og
forstar det som det spil, hvor den spil-
ler, der er i traekket, har tabt. Nu kan
vi definere tre nye spil: {00}, {D|0},
{0|0}, idet vi skriver 0 for {0}. Her er
de to fgrste partisanspil, mens det sid-
ste er upartisk. Spillet {0|@} er altid
vundet for V. Er det hans tur, veelger
han spillet 0, der ikke giver H noget
traek, sa H har tabt. Er det H’s tur,
har han intet traek og har derfor tabt.
Vi betegner dem som hhv {0|0} = 1
og {0|0} = —1. Disse spil er tillige ek-
sempler pa tal. Tallene er spil, hvor alle
mulighederne for begge spillerne tillige
er tal, og hvor intet tal, der er til hgjre,
er < noget tal til venstre. Spillet {00}
er derfor ikke noget tal, men et meget
simpelt upartisk spil, der betegnes med
* og er vundet for den spiller, der er i
traekket.

Bemeaerk, at bunken med 1 teendstik i
NIM er et eksempel pa spillet *.

Med denne start opbygger JC spil og
blandt dem tal, der snart viser sig at
omfatte alle kendte tal og en mangfol-
dighed af hidtil ukendte storrelser.
Ogsa i almindelighed betyder summen
af flere spil, at spilleren i tur veelger et



af spillene at traekke i og sa efterlader
summen af det heri valgte spil og de
urgrte. Som man i go veelger et hjgrne
af braettet at traekke i.
Betragt nu spillet
S =A{0[1} +{0]1} +{9|0}
Nu kan V traekke til
0+ {0|1} 4+ {90}
som H trakker til
{0]0} + {00}
som V trakker til

0+ {00}

som H traekker til 0, og V har tabt.
Og H traekker til

{019} + {01} + {20}
som V traekker til
{00} + 0 + {©]0}
som H traekker til
{0/0}

som V traekker til 0 og H har tabt.
Med andre ord, S = 0 og derfor er

oy =3

Ethvert spil, som tabes af den, der har
tur, regnes for 0. Spillene har en partiel
ordning defineret ved, at spil, der altid

kan vindes af V, er positive. Rekursivt
defineres

—{zly} ={-y|l — =}

Fx
—{0j0} = {00}

Ordningen defineres derfor som saedvan-
lig

x>y & x—y>0

Hvis hverken = — y > 0 eller
y —x > 0, sa er der to muligheder:
x—y =0o0gx—y =* Med andre ord,
at x—y tabes af fgrste spiller hhv vindes
af fgrste spiller. Vi skriver hhv x = y
og z||y. Fx 0||*. Alle NIM-bunker und-
tagen den tomme er ||0, mens jo @ = 0.
Tallene er simpelthen de ordnede spil,
og vi har set starten pa de rationale
med navner en potens af 2.

Fx seetter vi w = {0, 1,2, ...|} og finder
fx w+1 = {0,1,2,...[0}. JC define-
rer ogsa produkt og kvotient, hvorved
hans udvidede talmaengde bliver et le-
geme. Dette indeholder explicitte infi-
nitesimaler, fx % = {1, %, %, .
Spillet 7= {0|%} opfylder 0 <7< 27"}
for alle n, den simpleste positive infi-
nitesimal. Man regner med dem fx er
{0 Th =1 + 14+ og {1 | 1} ={0] 1}

Et endnu mindre positivt spil er
+, ={0|{0] = n}} for n >0

JC’s spil omfatter tallene som den ord-
nede delmaengde, der omfatter de ssed-
vanlige reelle tal, men udgegr et langt
mere omfattende legeme, — kaldet de
“surreelle tal,” — med uanede meeng-
der af uendeligt sma og uendeligt store
storrelser.
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