Lektion 10
Reaktionshastigheder

Epidemimodeller
e Simpel epidemimodel
e Kermack-McKendric epidemimodel

o Kemiske reaktionshasigheder



Simpel epidemimodel

I en population af N individer er I(t) infi-
cerede og resten S(t) = N — I(t) er mod-
tagelige for infektion.

Gar vi ud fra at vaeksten i antallet af infice-
rede individer er proportional med antallet
af mulige mgder IS = I(N — I) mellem et
inficeret og et modtageligt individ, sa er

dI
— =al(N -1
- = od( )

Men dette er lige netop ligningen for logi-
stisk vaekst, sa vi ved allerede at
Nlij
| =
Ip + (N — Ip)e= Nt

. N

14 (N/Ig—1)e=Net
hvor I er antallet af inficerede individer til
tiden t = 0.




Eksempel 1 Med N = 1000 = 103, a =
0,0001 = 10~% og I(0) = 1 vil epidemien
iflg. den simple model fglge en logistisk
Kurve:

ST el _epi dem model , ¢=0. 0001, N=1000, T(0) =1
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Dette eksempel kan ogsa ses i et Maple
worksheet pa nettet.

1(t) =




Opgave: En biologistuderende har 100 mus
i et bur pa kollegiet. Til tident =0 far 1 af
musene desvaerre en smitsom sygdom. (De
andre mus er raske, men modtagelige for
smitte.) Til tiden t = 1 er 10 af musene
smittede. Hvis der er tale om en simpel
epidemimodel, hvor mange af musene er
da smittede til tiden t = 27 (Eksamen, ja-
nuar 1998, opg 3)
Lgsning: I denne simple epidemimodel er
N =100 og I(0) =1 sa

100
1+ 09e—100at

Vi bestemmer konstanten o (eller rettere
e—100a) yud fra oplysningen

100

1 + 99¢—100a

som giver e~100a = L

1-
formlen og far

I(t) =

10=1(1) =

Det indsaetter vi i

som med t = 2 giver I(2) = 55.



Eksempel 2 En population af N raske in-
divider far bes@gg ar 1 inficeret individ. Hvor-
dan gar det med antallet I(t) af inficerede
individer i den oprindelige population?
Lasning: Antallet, 1+ 1, af inficerede indi-
vider ud af populationen pa N+ 1 individer
er givet ved

(N+1)-1
1+ (N4+1—-1)e(Nt1hat

1+ 1I(t) =
og derfor er
I (N+1)-1
T 14 Ne-(W+Dat
N+4+1-1— Ne-(N+1Dat

14+ Ne—(N+1)at
1 — e—(N—I—l)Ozt e(N—|—l)Ozt 1

1+ Ne—(N+1)at — Ne(N—I—l)at + N

1

=N




Med N = 1000 og o = 0,0002 far vi f.eks.

»1001-0,0002¢ _ 1
I = 1000

1001-0,0002¢ + 1000
der har grafen:
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Epidemimodel med karantaene

I en population med N = S+ 1+ R in-
divider er S (susceptible) individer modta-
gelige for smitte, I (infected) er inficerede
og kan sprede smitten, og R (removed) er
I karantaene eller immune, de er inaktive
mht smitte. Vi antager at

ds dI dR
=2 — _aSI, —=aSI—3I, - =3I
dt dt dt

hvor o« 0og (3 er konstanter.

Den sidste ligning betyder, at vaeksten i
antallet af individer i karantaene er propor-
tional med antallet af fritgaende smittede
individer.

Den anden ligning udtrykker, at vaeksten i
antallet af smittespredere bliver formind-
sket med de individer, der sendes i ka-
rantaene.




Opfatter vi S(t) = R(S(t)) som en funk-
tion af R, sa siger kaedereglen at

ds _ Gt _ —aSI _ _ag
drR 4B 31 T 3
dt

og derfor afhaenger
(@
S = 5p exp(—BR)

exponentielt af R. Indsat i den sidste lig-
ning giver det

dR
=Bl =B(N-R-S)

=0 (N — R—Sp exp(—%R})

Denne ligning bestemmer (i princippet) R
og dermed

I=N—R—S=N—R—Soexp(—%R)

i denne (Kermack-McKendrick, ca. 1930)
model.



Eksempel 3 Numerisk gennemregnet ek-
sempel pa epidemimodel med karanteene.

Epi dem nodel | N=1000, 1(0)=1, R(0)=0, alfa=0.0001, beta=0.02, al pha/bet a=0. 005
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Reaktionshastigheder

Den generelle Igsning til den separable dif-
ferentialligning

y/:C(y—A)(y—B),A#B,C#O, (1)

er de konstante funktioner y = A, y = B
samt

B—-A

y=A4+

14+ Ce(B—A)ct

Disse Igsninger finder vi nemlig ud fra lig-
ningen

1 1 1
/cdt: / _ dy
B—-—A y—B y—A

Veaelger vi C = —% far vi den partikulasere
lgsning

e(B—A)Ct 1
t)y==A
y(t) e(B—A)ct _ A/B
med y(0) = 0. Den bruges i kemi til at be-

regne reaktionshastigheder for den kemi-
ske reaktion P4Q — Y.
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Hvis y(t) star for antallet af enheder af
stoffet Y til tiden ¢, sa lever de relevante

Igsninger i omradet y(t) < A, B.

Eksempel 4 Antag at der er A = 200 en-
heder af stoffet A og B = 500 enheder af
stoffet B. Konstanten ¢, som maler reak-
tionsvilligheden, er eksperimentelt bestemt
til c = 0,02. Antallet af Y-molekyler til ti-

den t er da

ot

—1

e
y(t) = 2006675

2/5
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Opgaver til Lektion 10

I en population pa 1000 individer er 5 smittede til tiden
t = 0. Til tiden t = 10 er 100 smittede. Hvornar vil der,
iflg. den simple epidemimodel, vaere 900 smittede?
Vis at i Kermack-McKendrick modellen er flg. betingelser
xkvivalente:

1. 4 <o

2. §<&

3. R>Z2In(450)

Ggr rede for at hvis N = 1000, I(0) = 1, R(0) = 0,
a = 0,0001, 8 = 0,02, sa vil epidemien toppe, nar der er
S = 200 der er modtagelige for smitten. Hvad er R og I
til det tidspunkt?

Lgs differentialligningen & = (2 — y)(3 — y).

Lad y(t) veere antallet af enheder til tiden t af stoffet Y
under reaktionen P4+Q — Y. Til tident = 0 er der A = 200
enheder af P og B = 500 enheder af ). Find en differen-
tialligning for y(¢). Til tiden t = 1 er der 100 enheder af
stoffet Y. Bestem y(¢). Hvor mange enheder af Y vil der
vaere til tiden t = 2.

Find en differentialligning som beskriver antallet, y(t), af
molekyler til tiden t af stoffet Y under reaktionen P+4+20Q) —
Y.
I differentialligningen (1) antager vi at A #= B. Hvad sker
der hvis A = B?
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