Lektion 12

2. ordens lineaere differentialligninger

homogene

inhomogene

eksempler

hgjere ordens lineaere differentiallinin-
ger



Anden ordens lineaere
differentialligninger med konstante
koefficienter

A. Homogene ligninger

Den anden ordens homogene lineaere diffe-
rentialligning med konstante koefficienter
ser sadan ud
2
afm—gﬂ-bj—i—l—cy:O (1)
med et O pa hgjresiden; a = 0, b, 0g c er
konstanter.

Eksempel 1 Differentialligningen

y'+y -2y=0

er en homogen 2. ordens lineser differen-
tialligning med konstante koefficienter. En
I#sning er en funktiony = y(x) sd at y"(x)+
y' () — 2y(x) = 0 for alle x.



B. Lgsninger til den homogene ligning

Hjselpepolynomiet

2 . b 2 b2—4(1,C
ar —I—br—l—c—a[(fr—l—z—a) — ]

er det andengradspolynomium, der har de
samme koefficienter som (1).

Diskriminanten D = b2 — 4ac afggr antallet
af rgdder i hjaelpepolynomiet:

I. D =02 — 4ac > 0 : To forskellige rgdder
—b—+D b+ VD

rq = o
1 2a 2a

II. D =02 —4ac=0 : En rod
b

r= ——
2a

III. D = b2 — 4ac < 0 :Ingen (reelle) r@gdder.

L#sningerne til differentialligningen falder
tilsvarende i tre tilfaelde:



Lgsningerne til ay” + by’ +cy =0 er

I. D=0b2—4ac>0 :

y(x) = C1e"1* 4+ Cre’2*  hvor
—b—+D ~b++D

T 9T g,

er hjeelpepolynomiets to rgdder.

II. D=0b2 —4ac=0 :

y(x) = C1e"* + Coxe”™ hvor

b \/4ac—b2 v—D

C1 og (5 er konstanter, som kan bestem-
mes ud fra f.eks. y(0) og v/(0).



Hvorfor?

Vi checker, at den pastaede Igsning i til-
faelde I, faktisk er en Igsning.

Hvis

y=Ce"™ sa er
/I rT " __ 2 rT
y =rCe'™ og vy =r“Ce

Indsaetter vi dette i ligningen (1) far vi

ay” + by + cy
= arCe™ + brCe™ + cCe’™
= (a’r2 +br+c)-Ce™

Da Ce™ aldrig er 0 (hvis C # 0), slutter vi

y = Ce"" er en Igsning til (1)
<:>a7°2—|—br—|—c: 0
—b+ VD

2a
eller med ord, y = Ce™ er en Igsning hvis
0og kun hvis r er rod i hjaelpepolynomiet.

S r=



Eksempel 2 (Den harmoniske oscillator)
Beveegelsen af en kugle ophangt i en fje-
der (i et lufttomt rum og sadan set o0gsa
uden tyngdekraft(men det spiller ikke den
store rolle)) vil iflg Newtons 2. lov

kraft

masse
veere bestemt af differentialligningen

y”(t) — _k]\y4(t)

hvor k er fjederkonstanten og M er mas-
sen. Dvs.

acceleration =

My"(t) + ky(t) =0

hvilket netop er en 2.ordens lineaer differe-
rentiallligning. L@sningen er

y(t) = C7sin (\/%t) + C» cos (\/%t)

dab=0 og D = b2 — 4ac = —4kM < 0.



Eksempel 3 Find den generelle Izsning til
differentialligningen

y'+9y =0
Bestem den partikulaere Igsning med y(0) =
1, y'(0) = —2.
Lasning: Dette er en homogen 2. ordens
lineaer differentialligning med konstante ko-
efficienter a = 1, b = 0, ¢ = 9 Da hjael-
pepolynomiet

r°+9=0
Ikke har nogen rgdder idet D = —4ac =
—4.1.9 = —36 er negativ, bliver Igsningerne

y = C1sin(3z) + C» cos(3x)

Hvis y(0) = 1, y/(0) = -2, sd er C1 = —
og C> =1, sa

WIN

y = _2 sin(3z) + cos(3z)

Harmonisk svingning D < 0, b= 20




Eksempel 4 Find den generelle Izsning til
differentialligningen

y' + 4y + 13y =0
Find den partikulaere Igsning med y(0) = 5
og y'(0) = 1.
Lasning: Dette er en homogen 2. ordens
lineaer differentialligning med konstante ko-
efficienter a = 1, b = 4, ¢ = 13. Da hjael-
pepolynomiets

r? 4+ 4r 4+ 13

diskriminant D = 42—52 = —36 er negativ,
er lgsningerne

y(z) = e 2*(Cy sin(3z) 4 Cp cos(3x))

Hvis y(0) =5 og y'(0) =1, s§ er Co =5

og Cq :%

Daempet harmonisk svingning D < 0, b > 0 ==




Eksempel 5 Find den generelle Izsning til
differentialligningen
y" + 6y +9y =0
Find den partikulaere Igsning med y(0) =
10 og v'(0) = —1.
Lasning: Dette er en homogen 2. ordens
lineaer differentialligning med konstante ko-
efficienter a = 1, b = 6, ¢ = 9. Da hjeel-
pepolynomiet
r?+6r+9=(r+3)?
kun har én rod r = —3, er den generelle
IZsning
— —3x —3x
y(x) = Cqe + Coxe
Hvis y(0) = 10 og y'(0) = —1 bliver
Ci1 =10, -3C1+Cr=-1
sa Cq7 =10 og Co = 29.

Y +6y'+9y=0

Kritisk deempet harmonisk svingning D — Q —=2%-=% g .0f. 08 o0 08 1




Eksempel 6 Find den generelle Izsning til
differentialligningen

y'+y -2y=0
Find den partikulzere Igsning med y(0) = 1
og y'(0) = 2.
Lasning: Dette er en homogen 2. ordens
lineaer differentialligning med konstante ko-
efficienter a =1, b=1, ¢ = —2. Da hjael-
pepolynomiet

rP4r—2=((r4+2)(r-1)
har to r@dder, r1 = —2 0g ro = 1, er

y(x) = C1exp(—2z) + Cr exp(x)
hvor Cq1 og C> er konstanter.

Hvis y(0) =1 og v'(0) = 2, sa er

Cl-|-02=1, —2-01-|-C2:2
som giver C1 = —%, Cr = 3.

y'+y'—2y=0

Overdeempet svingning D > 0
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C. Inhomogene ligninger

Den anden ordens inhomogene lineaere dif-
ferentialligning med konstante koefficien-
ter ser sadan ud

d2

ag + b— + cy = f(x)

med en funktion af x pPa hgjresiden; a = 0O,
b, 0og c er konstanter.

Eksempel 7 Differentialligningen

y' +y — 2y =e€"

er en 2. ordens inhomogen lineaer diffe-
rentialligning med konstante koefficienter.
En Igsning er en funktion y = y(x) sa at
v (z) + v/ (x) — 2y(z) = e* for alle =.
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D. Lgsninger til den inhomogene ligning

Lgsningerne til ay” + by’ + cy = f(z) er

y(z) = yo(z) + Cry1(x) + Coyo(x)
hvor Ciy1(x) + Coy>(x) er alle Igsninger til
den tilhgrende homogene ligning

d?y | dy
B A =0
ajdac2 T dx Ty
og yo(x) er én Igsning til den inhomogene

ligning.

Miraklet sker ved et gaet. Hvis f(xz) inde-
holder

o ™ gaet pd yolo) = Ae®®

o ', gaet pa et polynomium yg(z) =
Ao+ Ajx 4+ --- Apx™ (EKS 8).

e cos(ax) eller sin(ax), geet pa yo(x) =
Aq cos(ax) + Assin(ax) (Eks 10).

evt. ganget med z eller z2 (se Eks 9).
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Hvorfor?

Vi antager at yg er en Igsning til

ay’" + by + cy = f(z) (2)

Hvis y er en vilkarlig (anden) Igsning til
(2), sa er differencen y — yg en Igsning til
den tilhgrende homogene ligning fordi

a(y —y0)" + b(y — yo) + c(y — vo)
= (ay” + by’ + cy) — (ayg + by + cyo)
= f(x) = f(x) =0
Men dvs at
y —yo = Cry1(x) + Coyo(x)

eller

y = yo + C1y1(x) + Coyo(x)

hvor y1 09 yo er de to Igsninger, som vi
fandt i det homogene tilfaelde.
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Eksempel 8 Lgs differentialligningen

y//-l—y/—2y=5132

Lasning: Vi geetter pa

yo(z) = Az? + Bz + C sa

Vi ville gnske at
% = yg + yo — 2uo
—2A+2Ax + B —2Ax2 —2Bx — 2C

= 2°(—2A) 4+ z(2A — 2B) + (2A 4+ B — 2C)

men det kan vi opnd ved at satte A =
—-1/2, B=—-1/2 og C = —3/4. Den fuld-
staendige Izsning er derfor

1 1 3
_1.0

2 2 4
+ C1exp(—2x) + Crexp(zx)

da vi kender Izsningerne til den tilhgrende
homogene ligning fra Eksempel 6.

y:
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Eksempel 9 Lgs differentialligningen

y”—l—y’—2y=ex
Lasning: Vi ville nok fgrst gaette pa at
yo(x) = Ce* er en Igsning. Det er imidlertid
forkert, for e* er (tilfaeldigvis) en Igsning
til den homogene ligning. I anden omgang
gaetter vi pa

yo(x) = Cxe® sa
96(33) = Ce* + Cze’ og yg(az) = 2Ce* 4+ Czxe®
Vi ville gnske at

T _ N /
e” = yo + yo — 290
= e(2C+C) 4+ ze(C + C - 20C)

Men det kan vi opnd ved at szette C = 1/3.
Den fuldsteendige Igsning er derfor

1
y = gwex + C1 exp(—2z) + Corexp(x)

da Eksempel 6 giver Igsningerne til den
tilhgrende homogene ligning.

yyyyy —2y=exp(x)

804
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Eksempel 10 Lgs differentialligningen

y" + 6y" + 9y = 2sin(x)
Lasning: Vi geetter pa
yo(x) = Acos(x) + Bsin(x) sa
yo(x) = —Asin(z) + Bcos(x) og
yo(x) = —Acos(z) — Bsin(x)
Det giver ligningerne
—A+6B+9A=0
—B—-6A4+9B =2

med Igsningen A= —55, B = 5=. Altsa er

3 4
y = ~oe cos(x) + Esm(az)

-+ 016—3:1: -+ 02336_3x

da Eksempel 5 giver Igsningen til den til-
hagrende homogene ligning.

y’+6y’+9y=2sin(x)
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D. Differentialligninger af hgjere orden

En homogen nte ordens lineaer differenti-
alligning med konstante koefficienter ser
sadan ud

any™ (@) 4 - + a1y (@) + agy(x)
=0

hvor y(k)(z) er den kte afledede funktion.
L#gsningerne har formen

y = Cry1(z) + - + Cnyn(x)

hvor de n funktioner yq,...,yn Kan aflaeses
af hjeelpepolynomiet

anr 4+ -4+ ayr4+ag=0

akkurat som for 2.ordens ligninger.
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Eksempel 11 Den 4. ordens lineaere dif-
ferentialligning

y(4) — 16y =0
har hjeelpepolynomiet
=16 = (r*=4)(r*+4) = (r=2)(r+2)(r*+4)
som giver den fuldsteendige I#sning
y = C1e°+Cre 2T+ (3 cos(2z)+Cy sin(2z)
hvor C4,...,C4 er konstanter.

Y —16y=0

y()a+
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Opgaver til Lektion 12

Find den generelle Igsning til differentialligningen y” 4+ vy’ —

6y = e°*.

Find den generelle Igsning til differentialligningen y”+2vy’ 4

2y = 2.

Find den generelle Igsning til differentialligningen y" 4+ vy =

COS .

Lgs begyndelsesvaerdiprobelemet y”+9y = 80 cos(5z), z(0) =

0, /(0) = 0.

(Eksamen Januar 2002) Betragt differentialligningen y” —

4y + 4y = 0.

a. Find den generelle Igsning.

b. Find den partikulzere Igsning, y(t), der opfylder y(0) =
1, 4/(0) = 2.

(Eksamen April 2001) Find den fuldstaendige Igsning til

differentialligningen

y'(z) =2y (z) + y(z) ==
(Eksamen April 2001) Find den fuldstaendige Igsning til
differentialligningen
dy
dz

3x2e Y

(Eksamen April 2000)
a. Bestem en funktion h(z) som tilfredsstiller differenti-
alligningen
dy x=+1

de  y41
0g begyndelsesbetingelsen h(1) = —3.
b. Angiv veerdien af integralet

im
/ a:Sin(a:2) dx
0
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