Lektion 8
Differentialligninger

e Implicit differentiation
e Differentialligninger

e Separable differentialligninger



Implicit differentiation D

Vi kan finde maske Igse lighingen

xy + siny = tancx (1)
og finde y = y(x) eksplicit som en funktion
af x. Men selv om det ikke kan lade sig
ggre, sa bestemmer (1) implicit y(x) som
en funktion af x. Ved at differentiere (1)
mht x far vi

y+ 2y +y cos(y) =1+ tan®z
og for z = 0O bliver y(0) = 0 og v/'(0) = 1.
Eksempel 1 Ligningen z2 + y2 = 1 fast-
leegger y = y(x) implicit som en funktion

af x (ndr x = +£1). Implicit differentiation
giver

2z 4+ 2yy’ = 0 (2)
sdy = —xz/y. Lgs (2) eksplicit og check!

Eksempel 2 Implicit differentiation af lig-
ningnen z2 — y2 =1 giver

2z — 2yy' = 0 (3)
séd y = z/y. Lgs (3) eksplicit og check!



Saedvanlige differentialligninger

En (saedvanlig) 1. ordens differentialligning
er en ligning af formen

dy

i f(t,y)
hvor f er en funktion af 2 variable. En (ge-
nerel) Igsning er en differentiabel funktion
y = y(t) som opfylder at y/(t) = f(t,y(t))
for alle t i et interval. Der er mange (gene-
relle) Igsninger. Begyndelsesvaerdiproblemet

dy
o= fy), y(to) =yo
t
gdr ud pa at finde den (partikulzere) Igsning
y(t) som opfylder y(tg) = yo. Der er netop

en (partikulaer) Igsning.

Strgmningsdiagrammet far vi ved at af-
saette pilen (1, f(t,y)) i hvert punkt (¢,vy).
Ved at fglge pilene finder vi lgsningernes
grafer.



Eksempel 3 Differentialligningen

for allet =0

Eksempel 4 Differentialligningen

har den generelle Igsning y(t) = y\/c? — t2,
hvor ¢ > 0O er en konstant, for

—t
t+yy =t4+ Ve —1° —

nar |t| < c. Den partikulzere Igsning med

y(1) =1 ery(t) = /2 —t2, |t| < V2.

Eksempel 5 Differentialligningen vy’ = f(t)
har den generelle Igsning y = [ f(t)dt + C.
Den partikulzere Igsning med y(a) = 0 er

y(t) = [, f(z) dx.

=0




Eksempel 6 (Vandfordampning) Lad v(t)
vaere vandvolumenet til tident i en sg. An-
tag at fordampningen er proportional med
v(t)2/3 og at vandtilfgrselen er r(t). Diffe-
rentialligningen

o (1) = r(t) — co(t)?/3

en da en model for vandmaengden i sgen.
Hvis

r(t) = cu(t)?/3

er der en ligeveegtstilstand.

Eksempel 7 (Newtons afkglingslov) En vul-
kan sender en 1000 grader varm sten i ha-
vet. Stenens temperatur T'(t) til tiden t er
bestemt ved

T' = —¢(T —15), T(0) = 1000

hvis havets temparatur er 15 grader.



Separable differentialligninger

En separabel differentialligning er en diffe-
rentialligning af formen

y'(t) = f(t)g(y)

hvor hgjresiden er et produkt af en funk-
tion f(t), kontinuert pa et interval I, og
en funktion ¢g(y), differentiabel med konti-
nuert afledet pa et interval J.

Den generelle |gsning findes sadan her:

1. Hvis g(yg) = 0, sa er den konstante
funktion y(t) = yg en Igsning.

2. Lgs ligningen

[swat= [ @dy

for y. (Implicit differentiation viser at dette
virkelig er en Igsning.)

Der findes netop en partikulaer I#sning y(t)
med y(tg) = yo for ethvert valg af begyn-
delsesbetingelser (tg,y0).



Eksempel 8 (Eksponentiel vaekst) Diffe-
rentialligningen

dy
dt
er separabel. Lgsningerne er

AY

y = yoe

som vi finder ved at fglge opskriften: 1.

Den konstante funktiony = 0 er en Igsning.
2. De andre Igsninger opfylder

1
/—dy:/1dt
y

Injly| =t+ C

og vi finder y ved at tage exp pa begge
sider af lighedstegnet.

eller

Eksempel 9 (Newtons afkglingslov) Dif-
ferentialligningen

T'(t) = —c(T — A)
har Igsningen
T(t) — A= (Tyg— A)e
hvor To = T'(0).



Opgave: Find den generelle Igsning til dif-
ferentialligningen

Lgsning:

/tdt=/ydy

<:>t2=y2—|—C

<:>y=:|:\/t2—C’

Opgave: Lgs begyndelsesvardiproblemet

1
y' = Zyz, y(0) = 2.

Lgsning: Ligningen fylzdy = [ zdt giver

den generelle Igsning y = Cllt' Da y(0) =
7

2erC=%sé

4
YT 5

er den sggte partikulaere lgsning.



Eksempel 10 (Model for cellevakst)
Lad V(t) vaere volumenet af en celle. Da
neeringsoptagelsen sker gennem overfladen,
som er proportional med V (t)2/3, antager
vi at cellens vaeksthastighed opfylder

VI(t) = kV(1)%/3

hvor kK > O er en konstant. Den generelle
Igsning er

L 3
V(t) = (gt + c)
som vi ser ved at faglge opskriften.

Eksempel 11 (Allometrisk vaekst)

Lad x(t) veere laengden af kroppen og y(t)
leengden af et bestemt organ for en or-
ganisme Antag at den relative vaekstrate
—a:’ (t) for hele kroppen og den relative vaek-
strate yy '(t) for organet er proportionale.
Det giver den separable differentialligning

W =) @y 0 =)

som har den generelle Izsning g(y) =

y = kx”
hvor k er en konstant.



wWN =

o O

11.

Opgaver til Lektion 8

Find y/(x) nar ¢y + 23 = 1.
Find ¢/(z) nar 1/z+1/y = 1.
(Eksamen Marts 2002) Lad y(x) veere en differentiabel
funktion som opfylder at zy(z) 4+ y(x)? = 1 for alle x. Vis
at y(x) er en Igsning til differentialligningen

y(z) + zy'(x) + 2y(z)y'(z) = 0O
Find Igsningerne til differentialligningen g—z = 2zy°.
Find Igsningerne til differentialligningen % = 2z/y — 1.
(Eksamen Marts 2002) Lad N(xz) veere antallet af HT-
passager ved billetpris x kr. I en model for trafikanalyse
antager man at der findes en konstant r sa

N(@) _r
N(x) x

altsa at den relative vaekst i passagerantal N er omvendt

proportional med billetprisen =x.

a. Find Igsningen til differentialligningen (4) ovenfor.

b. Trafiktaellinger viser at nar billetprisen gges med 10%,
sd falder passagerantallet med 3%. Bestem r.

(Eksamen Januar 2001) Find den generelle Igsning til dif-

ferentialligningen

, x>0, (4)

d
Y =,Y (x > 0)
dx T

hvor r er en positiv konstant. Medtag forklaringer og mel-
lemregninger.

Lgs begyndelsesvaerdiproblemet % = —3ty, y(0) = —2.

L#s begyndelsesvaerdiproblemet % = 3y", y(0) = yo.
Find den generelle Igsnng til differentialligningen

dy

_ b

dx ay +
hvor a og b er konstanter. (Vink: Hvordan fandt vi Igsningen
for Newtons afkglingslov? Eller: £(y — %) = a(y — ))
Offeret for et mord har kl 16 temperaturen 30 grader og
kI 17 temperaturen 26 grader. Rummets temperatur er 18



12.

grader. Hvornar er mordet sket? (Vi antager at liget fglger
Newtons afkglingslov).
Antag at menneskers vaegt som en funktion af hgjden er
en potensfunktion. Find den funktion ud fra oplysningerne
at et menneske pa 190 cm vejer 120 kg og et menneske
pa 140 cm vejer 60 kg.



