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1 Indledning

Dette speciale handler om fundamnetalgruppen af planemaengder, dvs. maengder
X C R? med delrumstopologien nedarvet fra R?, hvor R? er udstyret med den
seedvanlige topologi. Neermere bestemt vil vi i specialet forsgge at indkredse hvilke
grupper der kan optraede som fundamentalgruppe for en plan maengde.

Det er velkendt at vi givet en gruppe G altid kan finde et CW-kompleks X der
har G som fundamentalgruppe (se [13] side 52). Det er dog pa ingen made klart
og det er heller ikke rigtigt at det CW-kompleks X man far med denne metode,
er metrisk. Det kan saledes sagtens taenkes at X ikke kan indlejres i f.eks. R"
for noget n € Z,. Det er derfor oplagt at stille spergsmalene: Kan alle grupper
optreede som fundamentalgruppe for en delmaengde X af R™? Hvis ikke hvilke
grupper kan i sa fald optreede? Det er ganske givet sveere spgrgsmal at svare pa.
Kan de rationelle tal Q f.eks. optraede som fundamentalgruppe for noget X C R™?
Det er et resultat af Shelah at hvis X er et peano kontinuum, da vil m(X) # Q
(se [14]).

I dette speciale vil vi som sagt kun beskeeftige os med tilfaeldet X C R?. Selv i
dette specialtilfaelde har det vaeret meget sveert at finde nogle generelle resultater.
Man kender selvfglgelig fundamentalgruppen for X i en masse special tilfaelde.
Det er f. eks. velkendt at fundamentalgruppen af en graf er fri. Et mere eksotisk
eksempel er hawaii greringen der har en ret kompliceret fundamentalgruppe. Det
eneste generelle resultat jeg kunne finde om fundamentalgruppen af planemaeng-
der, er fra et pre-print [7] fra 2003 af Hanspeter Fischer og Andreas Zastrow.
Specialets hovedresultat vil vaere saetning 2 i dette pre-print der siger at funda-
mentalgruppen af en vilkarlig plan maengde indlejrer i den fgrste cechgruppe.

I dette speciale er alle omegne abne.

Specialet fplger sprogneevnets nye anbefalinger om ikke at ssette komma foran
ledseetninger.



2 Resume

This paper is a Master Thesis written at the University of Copenhagen. The
subject is the fundamental group of planar subsets. The main result is that the
fundamental group of a planar subset injects into the first ¢chech group.

The first section is an introduction to the inverse systems over an abitrary cate-
gory.

The second section deals with the important notion of a peano space. Here we
prove that a peano space is locally and globally path connected, and that the
image of the unit interval into a Hausdorff space is a peano space.

The third section is about planar sets especially planar peano space. When dealing
with planar peano spaces the Sierpinski carpet turns out to be very important.
We therefore finish this section with some results concerning the Sierpinski carpet
and partially filled sierpinski carpets.

In the fourth section we introduce the notion of the nerve of an open cover of a
topological space, and we use this to define the chech group. We then prove the
main theorem of the thesis.

The last section deals with a consequence of our main theorem. This involves
a little bit of group theory. There is also an example that shows that the main
theorem doesn’t hold in R3.



3 Inverse systemer

3.1 Inv- og Pro- kategorier

I dette afsnit definerer vi hvad vi forstar ved inverse systemer over en vilkarlig
kategori. Vi beskriver ogsa basale egenskaber ved sadanne inverse systemer.

Lad C veere en vilkarlig kategori. Ved et inverst system X over C forstas en tripel
X = (X,,panv,A). Her er A en praeordnet maengde som er opad filtrerende. X
er et objekt i C, og der er et objekt tilknyttet hvert A\ € A. Nar A < N, er
pav : Xy — X en morfi i C. Hvis A og )\ ikke er sammenlignelige, vil vi ikke
definere nogen morfi mellem X, og X .. Nar vi taler om morfien pyy : Xy — X,
er det altsa underforstaet at A < \. Ydermere vil vi forlange at py) = idx,, og
at sammensaetning opfylder DPANDPIN AT = PAN! -

Vi er nu hastigt pa vej til at definere en ny kategori inv —C ud fra vores gamle
kategori C. I inv —C er objekterne inverse systemer med objekter og morfier i C.
Til en kategori skal man ogsa bruge morfier. Vi vil derfor nu definere hvad en morfi
mellem inverse systemer skal vaere. Lad X = (X, pav,A) og Y = (Y, ¢y, M)
veere inverse systemer over C. Lad ¢ : M — A veere en afbildning, og lad der til
ethvert u € M vaere knyttet en morfi f, : X,y — Y, Enmorfi f : X — Y
mellem inverse systemmer er sa givet ved f = (f,,¢) nar denne familie opfylder
en ekstra betingelse. Den ekstra betingelse er at hvis p < y’ da skal der findes
A€ Amed p(u), (i) < A, sa nedenstaende diagram kommuterer:

X
Pw(y W)A
X w(u') X w(p)
fﬂ/ l lfu
Y;i Y,

D!

Lad f: X =Y ogg:Y — Z veere morfier af inverse systemer med f = (f,, ¢)
og g = (gv,¥). Vi indfgrer en komposition af f og g ved gf = (g9.fu, p¥).



Kompositionen ses at veere veldefineret ved at betragte fglgende diagram:

/ XXI \
Xopw) =—Xo —= Xo() Xy Xy
J/fzp(u) ful lfw(v’)
) Yy )
J{gv g/ul
Z, Z,

Alle morfierne og objekterne i diagrammet panser X,» og morfierne gaende ud
fra denne, opstar naturligt udfra definitionen af en morfi af inverse systemer. X~
findes da A er opad filtrerende.

Sammensatningen er associativ da sammensatning af aftbildninger er associativ,
og sammensgtning af morfier (i C) ogsa er associativ.

Endelig far vi ved at seette ¢dx = (idx,,ids) klart en identitets morfi for et
inverst system X = (X, pav, A).

Vi har nu en ny kategori inv —C. Et objekt X i C sammen med idx er et inverst
system, sa C kan opfattes som en delkategori af inv —C. Vi kalder et inverst system
af denne type for et rudimenteert system.

Denne kategori er dog lidt for fint fglende til vores senere behov. Vi vil derfor
eendre lidt pa den sa vi far en ny kategori som vi kalder pro —C. Til dette formal
indfores en @ekvivalensrelation pa morfier mellem inverse systemer.

Lad (fu,») : X — Y og (f,,¢) : X — Y veere morfier i inv—C. Vi siger
at (fu, ) og (f, ') er ekvivalente, og vi skriver (f,, ) ~ (f,,¢’) hvis der til
ethvert p findes A > o(u), ¢'(1) sa folgende diagram kommuterer

pw(u)/\ Pyl ()
= X\ = Aol ()

\/

Vi vil nu vise at vores aekvivalensrelation respekterer sammenssetning. For at
dette ikke skal blive fuldsteendig uoverskueligt, deler vi beviset op i tre stykker.

Lemma 3.1 Huvis (fu,¢) ~ (fl,¢), da er (9u, ) ([ #) ~ (90, V) (fL, ¢')
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Beuvis:
folgende diagram kommuterer:

Poy(v)x Pl o (v)x
Xop(v) X X

©'Pv)

Her kan vi finde X pa grund af definitionen af morfier mellem inverse systemer.

Lemma 3.2 Hvis (g,,1) ~ (g,,¢"), da er (g, V) (fu, ) ~ (9, V") (fu, 0)

Beuwis:
folgende diagram kommuterer:

X)\//
Xow) <—Xn — Xo( X P()
lfw(u) ful lfw’(l/)
Yyw) Y, Yy
\ /
Z,

Her kan vi finde X, og X, pa grund af definitionen af morfier mellem inverse
systemer. X, eksisterer da A er opad filtrerende.

Lemma 3.3 Hvis (9,,v) ~ (g,,¢") 09 (fu, ) ~ (f1.¢"), da er (gu, ) (fu, ) ~
(9., ") (s #')

Beuwis:

Lemma 3.1 giver (g, ¥)(fu, ¢) ~ (9v, ¥)(f},, ¢'). Lemma 3.2 giver (g, ¥)(f, ¢') ~
(9., V") (f,,¥'), og transitiviteten af ~ giver (g,,v)(fu, @) ~ (g,,%")(f},¢") som
gnsket.



Vi kan nu definere pro —C. Objekterne i pro —C er objekter i inv —C. Morfierne er
aekvivalensklasser af morfier i inv —C. Kompositionen i pro —C saettes til at vaere
[fllg] = [fg]. Denne komposition er veldefineret pa grund af lemma 3.3. Ved at
seette edx = [(idx,,idp)] far vi klart en identitets morfi for et inverst system
X = (X, pan, A) i pro—C. Kompositionen er klart associativ. Dermed er pro —C
en kategori.

Hvis vi har et inverst system X = (X, pav,A) i pro—C hvor alle pyy’erne er
isomorfier, og hvis A € A, da vil morfien ¢ : X — (X)) induceret af idx,_
vaere en isomorfi. Vi kan nemlig definere en invers j til 2. Hvis A\; € A, da findes
A € A sadan at A > Aq, \g. Vi definerer sa jy, = p,\l,\pgolx Hvis X ogsa opfylder
N > A, Ao, kan vi finde N\ > X, A, og dette giver os folgende ligheder:

p)q)\p;()l)\ = p)\l)\”p)_\ol)\// = p)\l)\’p)_\ol)\/
Dermed har vi set at j,, er uathaengig af valget af A\. Det er nu klart at j,’erne

inducerer en morfi j : (X,,) — X, og at j er invers til 3.

Definition 3.4 En delmengde A af en preordnet mengde A er kofinal hvis der
til ethvert A\ € A eksisterer et N € A’ sa A < \.

Hvis A" C A er opad filtrerende, og (X, pan, A) er et inverst system, da kaldes
(X, pan, ) et delsystem af (X, pan,A). Der er en naturligt defineret morfi i
inv —C mellem X og X’ = (X, pav, '), nemlig

i = (in,i): X — X'
hvor i(A) = X og iy = idx, : Xy — X, for A € A’. Denne morfi kaldes restrik-

tionsmorfien.

Seetning 3.5 Hvis A C A er kofinal i A, da inducerer restriktionsmorfien @ :
X — X'’ en isomorfi i pro—C.

Beuis:

Da A’ er kofinal i A, findes en afbildning j : A — A’ sa j(A) > A for alle A € A.
Definer jy : Xj) — X ved jx = pyjn)- Det er klart at vi givet Ao, Ay € A med
Ao < A1 kan finde ) € A’ sa nedenstaende diagram kommuterer.

Xy
Pmy %0)/\’
Xion) Xi(0)
j/\ll lj/\o
X)‘l PrgAq XAO



Sa (ja,j) definerer en morfi j : X’ — X i pro—C. Vi har at

Paj(N)
X X
@ (A

- N
dk A
X\

kommuterer, sa j¢ = idx. Vi har ogsa at

Px’j(a) .
X Xj()x’).])\’

Zd)(/\\ 5V

X)\/

kommuterer, sa 3 = idx+ hvilket viser at ¢ er en isomorfi i pro —C.

3.2 Udvidelser

I dette afsnit er C en kategori, og P er en delkategori af C.

Definition 3.6 Lad X € C vere et objekt. En C-udvidelse m.h.t. P er en morfi
p: X — X. Her er p en morfi i pro—C, og X er et objekt i pro—C. Ydermere
skal p have folgende universelle egenskab: Hvis h : X —'Y er en morfi i pro—C
o9 Y er et objekt i pro—P, da findes en entydig morfi f : X — 'Y sa folgende
diagram kommuterer:

X <2 X

N

Y

Hvis X og f begge tilhgrer pro —P, da kaldes p en P-udvidelse. En C-udvidelse
vil vi normalt bare kalde for en udvidelse. Har vi to inverse systemer X og X’
i pro—C, en isomorfi ¢ : X — X’ imellem dem og en udvidelse p : X — X,
da vil 2p ogsa veere en udvidelse. For at indse dette behgver vi bare at betragte
folgende diagram:

x' < x-<x
N
fit
Y
Her er Y et objekt i pro—7P.



Lemma 3.7 Lad p: X — X ogp’ : X — X' vere to P-udvidelser af X. Der
findes da en entydig isomorfit : X — X'. 1 kaldes den naturlige isomorfi.

Beuwis:
Af den universelle egenskab for udvidelser har vi at der findes entydige morfier ¢
og i’ sa fglgende diagrammer kommuterer:

X<2-x x'<X—x
\lp \lp
X’ X

Vi har dermed at ip = p’ og ¢'p’ = p. Heraf folger at ¢’ip = p’ og ii'p’ = p.
Entydighed giver nu at 24’ = idxs og ¢4 = idx som gnsket.

Vi har fglgende resultat om hvornar en morfi p : X — X er en udvidelse.

Saetning 3.8 Ladp: X — X, X = (X, pax, A) vere en morfi i pro—C. Da er
p en udvidelse hvis og kun hvis morfierne py med A € A opfylder:

1) For ethvert objekt P € P og enhver morfi h : X — P i C findes et A € A og
en morfi f: X\ — P sa fpyx = h.

2) Hvis f, f': XA — P er morfier i C med fpy = f'px, da findes A < X og
v s Xovw — Xo sa fpav = ['pav.

Beuwis:

Antag fgrst at p er en udvidelse. Lad P veere et objekt i P med en morfi h :
X — P. Da p er en udvidelse, eksisterer der en morfi f : X — P. Nu er
P nar man opfatter P som et inverst system, et rudimenteert system, sa f er
givet ved en enkelt morfi i C. Vi har altsa at der findes A € A og en morfi
fr: Xy — Psa fap = h. 1) er dermed opfyldt. Lad nu f, f' : X\ — P veere
morfier med fpy = f'pr. Da P er et rudimenteert system, bestemmer f og f’
morfier f,f’ : X — P. Den universelle egenskab for udvidelser giver sa at

f = f', dvs. at der findes A < X sa



kommuterer. Dette giver det gnskede.

Antag nu at 1) og 2) er opfyldt. Lad h : X — Y veere en morfi i pro—C og
Y = (Y, quv, M) et objekt i pro —P. Da h er en morfi i pro —C, er h givet ved
morfier h, : X — Y, saledes at h, = q,,vhy nar p < p'. 1) giver at vi til ethvert
p kan finde A := o(u) € A og en morfi f, : Xy — Yy, sa fuppqy = hu. Vi
viser at dette giver os en morfi i inv —C og dermed i pro —C. Vi bemeaerker at nar
< p', sa kommuterer folgende diagram:

Po(u Po(u)

K/\/

Trekanterne
p D ’
Xo(u) <X X —¢W>)Xe0(u’)
h h
N : ‘ l Fur
Y, |
kommuterer per konstruktion, og trekanten
X
f:u/ h;/
Yu Gyt Yu’
kommuterer da h er en morfi i pro—C. Vi far heraf at .. f/po) = f“pg,
V%lg A€ A med A > 90<:U’)7 ()0(/1/)7 da er Po(u)APXx = Po(u') O8 pgo(u))\pA Vl

far derfor
un’fu’pcp(u’)Ap)\ fupcp AP
2) giver nu at der findes \' € A sa
Qe Tw Py = Qe Ju Pou)APAN = JuPo(upaPax = fuDp(un
hvilket viser at f er en morfi. Vi har per konstruktion at fp = h.
Vi mangler sa blot at vise at f er entydig. Antag derfor at f’: X — Y var en
anden morfi med f'p = h. Lad f’ veere givet ved (f,, ¢'). Daer fipy.) = h, =
fuPo(u)- Da A er opad filtrerende, findes A € A med A > go’(,u) o(p). Da p er en
morfi i pro—C, har vi at f wAPA = fuDp(uyaPa- 2) giver sa at der findes ' sa
fupso/(u)h’ = fupso/(u)hp/\)\’ = JuPo(uaPx = fuPe(ux
Vi har altsa at (f), ') ~ (fu, ¥), og dermed at f’ = f som gnsket.
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3.3 Graenser

Lad C veere en kategori, og lad X € pro—C. Ved en invers graense for X forstas
et objekt X € C og en morfi p : X — X med fglgende egenskab: Hvisg : ¥ — X
er en morfi og Y € C, da findes en entydig morfi g : Y — X sa fglgende diagram
kommuterer:

s}

Y
e
X<p—X

Hvis nu (X’,p’) var en anden invers graense for X, da findes entydige morfier
X' > Xogi: X — X'sap = pi’ ogp=p'i. Dermed er p = p'i'i og
p’ = p'ii’. Af entydigheden folger nu at i'i = idx og 1’ = idx/, sa X og X' er
isomorfe. Inverse graenser for et givet inverst system X € pro —C er altsa entydige
op til isomorfi. Objektet X kaldes i sig selv ofte for en invers graense for X (d.v.s.
morfien p er underforstaet), og man skriver

X =lim X

Definition 3.9 Lad C vere en kategori og lad fo,g0 : X — Y med a € A
veere to familier af morfier over en indeksmangde A. Ved den multiple udligner
for de to familier af morfier forstas et objekt M Eqa(fa,9s) € C 0g en morfi
w: MEGa(fa,9a) — X sa folgende er opfyldt:

1): fapt = gape for alle a € A

2): Hvis (Z, 1) hvor Z er et objekt i C, og p' er en morfi i C, opfylder punkt 1),
da vil i/ faktoriserer igennem M Eqa(fa, ga), d.v.s der findes en morfi
v:Z — MEqa(fa) go) sd p' = pv.

[ tilfzeldet hvor vi kun har to morfier f,g : X — Y, skriver vi Eq(f,g) =
MEq(f,g) og, Eq(f,g) kaldes blot for udligneren for f og g.

Det er ikke altid at et inverst system over en given kategori har en invers graense.
Vi vil i det folgende se pa nogle tilstraekkelige betingelser for at en kategori har den
egenskab at samtlige inverse systemer over denne kategori har en invers graense.
Betingelserne er:
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P): For enhver familie af objekter Y, i C vil ogsa produktet I1,Y,, veere et objekt
icC.

Eq): For ethvert par af morfier f,g: X — Y findes (Eq(f,g), u).

Vi viser fgrst fglgende lemma:

Lemma 3.10 Lad C vere en kategori der opfylder P) og Eq). Da wvil enhver
familie af par af morfier fo, 9. : X — Y, have en multipel udligner.

Beuwis:

Vi betragter morfierne f = (f,) : X — [I,Y, og g = (94) : X — I1,Y,. Vi ved
at udligneren (Fq(f, g), i) eksisterer per antagelse. Vi pastar nu at (Eq(f, g), p)
er den multiple udligner for f,’erne og g,’erne. Der geelder nemlig fu = gu, sa
forr = o (f1r) = malgp) = gap for alle a. Her er w, : I1,Y, — Y, projektionen
ned pa Y,. Lad nu (Z, v) veere et andet par med v : Z — X sa f,v = g,v for alle
a. Da vil ogsa fv = grv, og dermed ma v faktorisere igennem Eq(f,g) som gnsket.

Saetning 3.11 Lad C vere en kategori der opfylder P) og Eq). Da har ethvert
inverst system over C en invers grense.

Beuwis:

Lad X € pro—C med X = (X,,pn,A). Nar A < X betragter vi morfierne
T, Panv T - Hxea Xy — X). Lemma 3.10 giver at der findes en multipel udligner
(MEQ(A,)\'GA,/\g/\')<7T>\,pAXWX), ,LL) Saetter vi

Pr = Tl MEqoveap<n) (T, pavmy) — X, far vi at pavpy = pavmvp =
Taft = px. Vi har altsa en morfi p: X — X i pro—C givet ved p = [(p,)].

Vi pastar at (MEqx vear<ay(Tx, pavmy),p) er en invers graense for X. Lad
derfor Y veere et objekt i C, og lad g : ¥ — X veere en morfi i pro—C. Lad
g veere givet ved gy 1 Y — X, hvor A € A og pavgy = gx nar A < N. Seet nu
v=_(gx):Y — ILX,, daermv = g,. Heraf far vi m\v = g\ = paxvgx = DanvTa V.
Men sa ma v faktorisere gennem M Eq(y yeaa<ny(mx, Paxvmy). Vi har altsa at der
findes en morfi i’ : Y — MEq vear<y)(mx, pava) sa v = pp'. Heraf folger det
gnskede.
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Korollar 3.12 Inverse systemer over kategorierne Ab, Grp, Top og Cpt har en
invers grense. Ab er kategorien med abelske grupper som objekter og homomor-
fier som morfier, Grp er kategorien med grupper som objekter og homomorfier
som morfier, Top er kategorien med topologiske rum som objekter og kontinuerte
afbildninger som morfier, og Cpt er kategorien med kompakte hausdorff rum som
objekter og kontinuerte afbildninger som morfier.

Beuwis:

For enhver familie af objekter i en af disse kategorier vil produktet igen veere
et objekt i kategorien. Hvis f,g : X — Y er to morfier i en af disse kategorier,
daer {x € X : f(x) =g(z)} = Eq(f,9). {z € X : f(x) = g(x)},i) hvor i er
indlejringen i : {z € X : f(z) = g(x)} — X, er sa udligneren for f og g.

Hvis f: X — Y er en morfi af inverse systemer i pro —C, da findes en entydig
morfi lim f : lim X — limY safremt lim X og lim Y eksisterer sa

x—1 -y
”T T a
lim X h—mf> limY

kommuterer. Dette fglger umiddelbart af definitionen af en invers greense. Pa
grund af entydigheden er det klart at limidx = idy, x og lim fg = lim f lim g.
Vi har altsa at lim er en funktor fra pro—C til C nar C er en kategori hvor alle
inverse systemer har en invers graense. Heraf fglger umiddelbart at en isomorfi
mellem to inverse systemer i pro —C inducerer en isomorfi mellem de to systemers
graenser.
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4 Peanokontinua

4.1 Separationsordenen

Definition 4.1 Lad X vere et sammenhangende rum, x € X kaldes et
skeeringspunkt for X hvis X — x er usammenhaengende.

Vi minder om at et rum X er usammenhangende hvis der findes en separation
af X, dvs. X =U UV hvor U og V er ikke-tomme, disjunkte og abne meengder.

Definition 4.2 Lad X vere et sammenhaengende T, rum og lad p,q € X med
p # q. Med E(p, q) betegner vi maengden af skeringspunkter x € X for X sadan
at der findes en separation af X —x=U, UV, med p € U, og q € V. Ydermere
skal punkterne p og q tilhore E(p,q).

E(p,q) er altsa meengden bestaende af p og ¢ samt de z € X der adskiller dem.
Vi indfgrer fglgende relation pa E(p, q):

Definition 4.3 Lad X wvere et sammenhaengende T rum, og lad p,q € X med
p # q. Velg for hvert x € E(p,q) — {p,q} en separation af X —x = U, UV,. Nar
x,y € E(p,q) og x # vy, siger vi at x < y safremt p € U, ogy € V, eller x = p.
Relationen < kaldes en separationsorden pa E(p,q)

Det er klart at p < = for © € FE(p,q) — p, og det er ogsa klart at = < ¢ for
x € E(p.q) — ¢

Saetning 4.4 Lad X wvere et sammenhaengende T) rum, og lad p,q € X med
p # q. En separationsorden pa E(p,q) er en totalordning.

Beuwis:

Vi starter med et par bemeerkninger. Hvis € FE(p,q) — {p,q}, da vil U, U x
veere sammenhaengende thi afbildningen f, : X — U, Uz givet ved f(z2) = z
hvis z € U, Uz og f(z) = «x ellers er kontinuert. For at se dette bemeerker vi
at rummet X hvori E(p, q) er defineret, er ssmmenhaengende og T}, specielt er
X — x et abent delrum af X. Nu var U, og V, abne delmeengder af X — x per
antagelse, sa vi konkluderer at U, og V, er abne i X. Dermed er U,Ux = X —V,
og V,Ux = X —U, afsluttede i X. Afbildningen f er tydeligvis kontinuert pa bade
U,Uz og V,Ux, og f stemmer overens pa deres feellesmaengde, sa f er kontinuert
pa X = (U, Uz)U (V, Ux). Nu var X sammenhangende, sa f(X) = U, Ux er
sammenhaengende. Pa samme made ses at V, U x er sammenhaengende.
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Lad nu z,y € E(p,q) — {p,q}. Hvisy € V,, davil U, Ux C U, og V, Uy C V,
thi U, Uz er en sammenheengende delmeengde af X —y = U, U V. Dermed ma
U, Uz ligge i enten Uy eller V,,, men p € U, NU,, sa U, Ux C U,. Heraf fglger at
(U, Uz)N(V,Uy) =0, saV,Uy C V,. Pa samme made ses at hvis y € U,, da
vilU, Uy C U, og V; Ux CV,.

Vi viser nu at < er en totalordning:
(Ikke-refleksivitet): Dette opfylder relationen trivielt.

(Sammenlignelighed): Vi har allerede bemeerket at p og ¢ kan sammenlignes med
alle andre elementer. Lad derfor = # y og x,y € E(p,q) — {p, q}. Da geelder der
enten y € U, eller y € V. Hvis y € U,, da vil V, Uz C V), dvs. y adskiller p og
z,say < x. Hvis y € V,, fas omvendt at z < y.

(Transitivitet): Antag at z < y og y < z, og antag at x # p og z # ¢, dvs. at
V,Uy C V., og V,Uz C V,. Heraf folger at z € V,, sa = adskiller p og z, og
dermed fas x < z. Tilfeeldene hvor x = p eller z = ¢ er trivielle.

Saetning 4.5 Lad X wvere et sammenhaengende Ty rum, og lad p,q € X sa
E(p,q) — {p,q} # 0. Da er delrumstopologien pa E(p,q) finere end separations-
ordenstopologien pa F(p,q).

Beuwis:

Lad B vere et basiselement for ordenstopologien pa FE(p,q). Vi viser at B er
aben i delrumstopologien. Der er tre tilfeelde 1): B = [p, ), 2): B = (z, q] og 3):
B = (z,y) hvor z,y € E(p,q).

Tilfeelde 1): Hvis x = ¢, daer [p,z) = X —qN E(p,q), og X — g er aben i X, da
X er Ty. Hvis z # q, kan vi betragte separationen X —xz =U,UV,. Da X —z
er aben i X, og U, er aben i X — x, er U, aben i X. Det gnskede fglger nu af at

p,x) = U N E(p, q).
Tilfeelde 2): Klares tilsvarende.

Tilfeelde 3): Hvis x #p og y # ¢q, daer (z,y) = U, NV, N E(p,q), og hvis z = p
ogy=q,daer (z,y) =X —{p,q} N E(p,q).

|
Definition 4.6 Lad der vere givet to punkter x og y i et topologisk rum X. En
endelig samling af abne mengder Uy, ..., U, siges at vere en enkel kede fra x til
y hvis:
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1):z €U ogy € U,.
2):x ¢ U fori>1 09y ¢ U; fori<n.

3):U;NU; # 0 hvis og kun hvis |i — j| < 1.

Saetning 4.7 Lad X wvere et sammenhaengende rum, og lad U vere en aben
overdeekning af X. Givet to punkter x,y € X, da findes en enkel kede fra x til y
bestaende af elementer fra U.

Beuis:

Lad U veere en aben overdaekning af X. Givet et a € X satter vi

Y = {z | der findes en enkel keede fra a til x med elementer fra ¢/}. Bemeerk at
ae€Y,saY # 0. Viviser at Y er aben og afsluttet.

Y er aben: Lad x € Y, og lad Uy,...,U, vere en enkel keede fra a til z med
elementer fra U, og lad y € U,,. Hvis y € U,,_1 N U, da vil Uy, ...,U,_1 veere en
enkel kaede fra a til y. Hvis y ¢ U,,_1 N U,, da vil Uy, ..., U, veere en enkel keede
fra a til y. Vi har altsa at x € U, C Y, sa Y er aben.

Y er afsluttet: Lad x € Y —Y, oglad U € U veere en omegn af . Da vil UNY # ().
Velg y € UNY, og veelg en enkel kaede Uy, ..., U, fra a til y med elementer fra
U. Hvis a € U, da er U en enkel kaede fra a til x. Hvis dette ikke er tilfeeldet,
findeset i € {1,...,n},sa U;NU #Dog U;NU = for j <i. NuvilUy,...,U;,U
veere en enkel kaede fra a til x. Heraf fplger at Y =Y.

Da X er sammenhaengende, har vi at X =Y.
[ |

Vi vender tilbage til enkle keeder senere, men fgrst skal vi se nogle resultater om
kontinua.

4.2 Kontinua

Definition 4.8 FEt topologisk rum X kaldes et kontinuum hvis X er et kompakt,
sammenhaengende rum.

Saetning 4.9 Lad {K;} vere en samling af kontinua der er totalt ordnet ved
inklusion med K; C X hvor X er et kompakt, hausdorff rum, da er ogsa (), K;
et kontinuum.
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Beuvis:

Det er velkendt at (), K; er kompakt. Vi skal sa blot vise at [, K; er sammenhzen-
gende. Seet K = (), K, og antag at der findes en separation af K = AU B. X er
hausdorff, sa K;’erne er afsluttede i X, dermed er K ogsa afsluttet i X. Da A og B
er afsluttede i K, er A og B afsluttede i X. Da X er normal, findes disjunkte abne
meengder UogViXsaACUogBCV.Set H;=K;N(X—(UUV)), disse er
ikke tomme da K;’erne er ssmmenhaengende. H; erne er afsluttede da de er feelles-
mangden af to afsluttede maengder. Da X er kompakt, er H;’erne kompakte. Da
K;’erne er totalt ordnet ved inklusion, er H;'erne det ogsa. H; erne har dermed
endeligt snit egenskaben, sa H = (), H; # ), men H C K og HC X — (UUYV),
sa KNX —(UUV) # 0, i modstrid med at K = AUB C UUV. Vi konkluderer

at K er sammenhaengende.

Setning 4.10 Lad X vere et Ty kontinuum med cardX > 1. Da har X mindst
to punkter der ikke er skeringspunkter for X.

Beuis:

Set A = {z € X | x er ikke skeeringspunkt for X'}, og antag for modstrid at
cardA < 2. Veelg xyp € X — A, og lad U UV vere en separation af X — x.
Da cardA < 2, ma A ligge i enten U eller V', antag at det er V. Dermed ma
U jo besta af lutter skeeringspunkter for X. Til ethvert x € U findes altsa en
separation X —x = U, UV,. Vi kan gerne antage ved eventuelt at bytte om pa U,
og Vyat xg € V, forallex € U. Vihar at V, er abeni X —z. Da X er T7, er X —x
aben 1 X. Dermed er V,, aben 1 X, sa U, Ux = X — V,, er afsluttet 1 X. Dermed
er U, Uz kompakt. Ydermere vil U, U x vaere sammenhaengende (se beviset for
44). DaU,Ux C X —xg =UUV ogx € U, har vi at U, Uz C U, specielt
kan U, Ux’erne ikke indeholde A. Hvis U, erne ordnes ved streng inklusion, giver
maksimalitetsprincippet (se [1] side 69) at vi kan finde en maksimal total ordnet
delmeengde {U,, }ier af Uy'erne. Vi pastar nu at (,c; Uy, = ();e;(Us, Uz;). Antag
nemlig at x; € Uy, davil V,, Uz; € X —x; =U,; UV,,. Daxy € V,; NV, og
Ve, Uz er sammenhaengende, ma V,, Ux; C V.. Heraf fglger at U,, Uz; C Uy, og
dette giver den gnskede lighed. U,, U x;’erne er kompakte, og de har endeligt snit
egenskaben, sa (\,c; Uy, # 0. Lad p € (,c; Uz, og betragt U,. U, # 0, dap € U
og U, UV, er derfor en separation af X — p. Ydermere ma som ovenfor geelde at
Up € ier Us,- Lad nu g € U, da vil p ¢ U, og U, C ;7 Uz, men dette strider
mod maksimaliteten. Vi slutter at cardA > 2.

el

Saetning 4.11 Lad X vere et Ty kontinuum, og lad A vere mengden af ikke
skeeringspunkter for X. Da findes intet kontinuum Y C X der indeholder A.
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Beuvis:

Antag at Y er et sadant kontinuum, og lad x € X — Y. Da er x et skeeringspunkt
for X, sa der findes en separation af X —x =UUV.DaY C X —zog VY er
sammenhangende, ma Y veere indeholdt i enten U eller V', antag at ¥ C U.
V Uz er et kontinuum med cardV > 1, sa V U z indeholder mindst to ikke
skaeringspunkter for V' U x hvoraf et sa ma veere forskelligt fra x. Lad z veere et
sadant ikke skeeringspunkt for V Uz, dvs. V U x — 2z er sammenhaengende. Da
re(VUx)Nn(UUzx),er X —z= (UUx)U(VUx — z) sammenheengende, z var
altsa ikke et skeeringspunkt for X, men dette strider mod at A C U.

Som umiddelbart korollar fas:

Korollar 4.12 Lad X wvere et T} kontinuum, og lad x vere et skeringspunkt for
X, dvs. der findes en separation X —x = U UV. Da vil bade U og V indeholde
punkter der ikke er skeringspunkter for X.

Beuwis:
I lyset af de to ovenstaende satninger samt beviser er dette trivielt.

Seetning 4.13 Lad (X, 7T )vere et Ty kontinuum med netop to ikke skarings-
punkter p og q. Da er (E(p,q),7-) = (X,T). Her er 1. ordenstopologien pa
E(p, q).

Beuwis:

Vi viser forst E(p,q) = X. Givet z € X med = # p,q, da vil = veere et skee-
ringspunkt for X, dvs. der findes en separation af X —x = U, U V,. Antag at
x & E(p,q), da geelder enten {p,q} C U, eller {p,q} C V,. Antag at {p,q} C U,,
ifolge korollar 4.12 ma V,, indeholde et ikke skeeringspunkt r for X med r # p, q,
men dette er en modstrid. Vi konkluderer at E(p,q) = X.

Seetning 4.5 giver at 7. C 7. Vi viser at 7 C 7. Lad U € 7, oglad v € U
veere givet med x # p,q, og antag at der ikke findes noget interval (r,s) med
x € (r,s) CU. Lad {(ry, ;) }; veere familien af intervaller med x € (1, s;) for alle
1.

Maksimalitetsprincippet, se [3] side 25, giver at vi kan finde en maksimal delfami-
lie {(r;,s;)}; der er totalt ordnet ved inklusion sadan at (1;(r;,s;) = {z}.  har
ikke nogen umiddelbar forgeenger eller efterfolger thi hvis y var en sadan, ville
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enten [p,x) U (y, q] eller [p,y) U (z, q] veere en separation af X. Vi har derfor at
;[rj,8;]- Vihar nuat [r;, s;]N (X =U) # 0 for alle j, og at familen {[r;, s;]N(X —
U)}; har endeligt snitegenskaben. Vi har altsa at ([, s;]N (X —U) # (). Pa den
anden side er var ();[r;, s;] = {x} hvilket strider mod ([, s;] N (X —U) # 0.
Tilfeeldene hvor z = p henholdsvis x = ¢ klares tilsvarende, men her ses pa inter-
valler pa formen [p, s) henholdsvis (r, ¢]. Vi konkluderer at 7 C 7_, og endelig at

(X, T) = (E(p,q), To).

Saetning 4.14 Lad A vere en tellelig totalt ordnet mengde uden mindste eller
storste element saledes at hvis a < b, da findes ¢ sa a < ¢ < b. Da er A orden-
sisomorf med de dyadiske rationelle tal, dvs. tal pa formen k/2™ med 0 < k < 2".

Beuwis:

Numerer elementerne i A = {ay,as, ...}, og seet f(ay) = 1/2. Lad ny og ny veere
de forste to tal hvor a,, < a < a,,. Set f(a,,) = 1/22 og f(an,) = 3/2% Lad nu
ng, ng, ns og ng veere de forste fire tal sa a,, < @y, < ap, < a1 < Apy < Ay < g
Seet f(an,) = 1/23, f(an,) = 3/2% ,f(an,) = 5/2% og f(a,,) = 7/2% Fortsaettes
pa denne made, far vi en afbildning f fra A ind i de dyadisk rationelle tal, og f
er den gnskede ordensisomorfi.

Vi bemaerker specielt at (0,1) NQ er ordensisomorf med de dyadisk rationelle tal.

4.3 Peanokontinua

Definition 4.15 FEt kontinuum X kaldes et peanokontinuum huvis X er metrisk
og lokalt sammenhaengende.

Setning 4.16 Lad X wvere et metrisk kontinuum. Hvis X har netop to ikke
skeeringspunkter, da er X homeomorf med I.

Beuwis:

Vi bemeerker forst at ifglge seetning 4.13 er E(p, q) = X, og ordenstopologien pa
E(p,q) stemmer overens med X'’s topologi. Da X er kompakt og metrisk, findes
en teellelig teet delmaengde A C X. Vi kan gerne antage p,q ¢ A.

Vi viser at A opfylder kravene i seetning 4.14.
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Antag for modstrid at a € A er et mindste element. Da a € E(p,q) — {p, q},
findes der en separation af X —a =U, UV, med p € U, og q € V,. U, er aben i
X, og X er sammenhangende og T1, sa {p} # U,. Veelg derfor x € U, — p, da vil
[p,x) N A =0 i modstrid med at A var teet 1 X.

Pa samme made ses det at A ikke har noget stgrste element.

Vi viser nu at for alle a,b € A eksisterer der et ¢ € A sa a < ¢ < b thi antag dette
ikke var tilfseldet for a,b € A. Da har vi at (a,b) N A = (), men (a,b) # 0, thi
sa var [p,a) U (b,q] = X en separation. Der findes altsa et « € (a,b). Af samme
grund findes y og z sa a <z < z <y < b, men sa er (x,y) # 0 og (x,y) NA=10
i strid med at A var teet i X.

Seetning 4.14 giver nu at der findes en ordensisomorfi f : A — (0,1) N Q. Vi viser
at ordenstopologien pa A stemmer overens med delrumstopologien. Lad derfor
(a,b) veere et abent interval i A, da er (a,b) = (a,b) N A hvor (a, b) pa hgjresiden
er intervallet (a,b) 1 X. Lad nu z,y € X, og betragt (z,y) N A. Det er klart at
U(ai, b)) € (x,y) N A hvor a;,b; € A, x < a; < b; < y og (a;,b;)’erne er abne
intervaller i A. Antag nu at ¢ € (z,y) N A, da findes a € (z,¢) og b € (¢,y) med
a,b € Ada AertetiX sace (a,b)NA. Vikonkluderer at | J(a;, b;) = (z,y) N A,
sa delrumstopologien pa A er den samme som ordenstopologien. Ordensisomorfien
f er altsa en homeomorfi.

Givet x € X —{p,q}, seetter vinu S, = {a € A |z < a} og definerer h : X — I
ved h(z) = inf{f(S,)} for x € X —q og h(q) = 1. Det ses let at h er en bijektiv og
kontinuert afbildning. Da X er kompakt og I er hausdorff, er h en homeomorfi.

Definition 4.17 Lad X vere et topologisk rum, og lad Cy = {Uy,...,U,} og
Cy =A{Vi,...,Vin} vere enkle keder fra x til y med z,y € X. Da siges Cy at ga
lige igennem Cy huvis folgende er opfyldt:

1): For ethvert V; € Cy findes et U; € Cy sa'V; C U;
2): Hvis Vi, Vi, CU;, da vil V; C U; for allel <i < k.

Saetning 4.18 Lad X vere et sammenhaengende, lokalt sammenhangende haus-
dorff rum, og lad C = {Uy,...,U,} vere en enkel kaede af sammenhaengende
mengder fra x til y med x,y € X. Antag at V er en samling af abne maengder
saledes at U; er en forening af elementer fra V for allei € {1,...,n}. Da findes
en enkel kede af elementer fra V fra x til y der gar lige igennem C.

Beuis:
Seet © = xp og Yy = x,, og veelg for hvert : = 1,....n —1 et x; € U; N U;41. Da
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hvert U; er ssmmenhaengende, giver seetning 4.7 at der findes en enkel kaede C; =
{Vi1, ..., Vin,} med elementer fra V fra z;_; til z; der er helt indeholdt i U; for i =
1,...,n. Der findes et forste element Vi, i C; der mgder et element fra Cs, og der
findes et sidste element V5, fra Cy der moder Vig. C7 = {Vi1,. .., Vig, Var, .o, Voo }
er en enkel kaede fra zq til zo. Det generelle skridt klares fuldsteendig tilsvarende.
Pa denne made kan vi altsa konstruere en enkel keede fra x( til z,, med elementer
fra V som klart vil ga lige igennem C'.

Saetning 4.19 Lad X wvere et lokalt kompakt, metrisk, sammenhaengende og lo-
kalt sammenhaengende rum, da er X stisammenhangende. Vi kan endda finde en
sti imellem wvilkarlige to punkter i X der er et homeomorft billede af I.

Beuwis:

Lad z,y € X, og overdaek X med sammenhangende abne maengder med diameter
< 1. Da findes ifglge seetning 4.7 en enkel keede Cy = {Uyy,...,Us,, } fra z til y
med elementer fra overdaekningen. For hvert ¢ = 1,...,ny, og for hvert z € Uy,
veelges en sammenhaengende aben omegn U, af diameter < 1/2sa U, C Uy; og U,
er kompakt. Seetning 4.18 giver at vi kan finde en enkel kaede Cy = {Usy, ..., Usp, }
fra x til y der bestar af disse nye elementer sadan at denne kaede gar lige igennem
C,. Pa tilsvarende made kan vi konstruere Cs, Cy, . . .. Seet K; = U U- - ~UUW for
1 € Z,. Da er alle K;’erne kontinua, og de er totalt ordnet under C, sa setning
4.9 giver at K = (° K; er et kontinuum. Bemeerk at z,y € K; for alle 7, sa
x,y € K. Betragt nu z € K —{z,y}, seet E; lig med foreningen af alle de U;; der
kommer efter de et eller to elementer i C;, der indeholder z. Seet pa samme made
F; lig med foreningen af de U, der kommer fgr de et eller to elementer i C; der
indeholder z. Seet E = |J, E; N K og F = |J, F; N K. Bemaerk at E og F ikke er
tomme da afstanden fra z til bade x og y er storre en nul, sa der findes et trin j
sa z ¢ Ujy,Ujp,. Viharnuat K — 2 = EUF, ENF = () og E og F er abne i
K, sa z er et skeeringspunkt for K. Da alle z € K — {x,y} er skeeringspunkter,
ma z og y ifelge saetning 4.10 sa vaere ikke skaeringspunkter for K. K er altsa et
metrisk kontinuum med netop to ikke skeeringspunkter, men sa er K = [ ifplge
seetning 4.16.

som umiddelbart korollar fas:

Korollar 4.20 FEthvert peanokontinuum er stisammenhaengende og lokalt stisam-
menhangende.
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Beuwis:

Lemma 4.21 Lad X vere et hausdorff rum, og lad f : [ — X wvere en surjektiv
kontinuert afbildning. Da er X et peanokontinuum.

Beuvis:

Vi bemeerker forst at I er et peanokontinuum. Det er derfor klart at f(I) = X
er kompakt og sammenhaengende. Hvis A C [ er en afsluttet meengde, er A ogsa
kompakt da [ er det. Dermed er f(A) kompakt. Da X er hausdorff, er f(A)
afsluttet i X. Vi har altsa at f er en afsluttet afbildning. Da f ogsa er surjektiv,
er f en kvotient afbildning. Det fglger nu at X er lokalt sammenhaengende da
I er lokalt sammenhaengende. Da X er hausdorff, er enhver etpunktsmaengde
afsluttet. Lad x € X, da er f~!(x) afsluttet i [ da f er kontinuert, og da I er
kompakt, er f~!(z) kompakt. Vi har altsa at f er en perfekt afbildning. Heraf
folger at X er anden teellelig da I er det. Urysohns metrisationssaetning giver sa
at X er metrisk. Vi konkluderer at X er et peanokontinuum.

Det omvendte resultat der siger at hvis X er et peanokontinuum, da er X billedet
af I under en kontinuert afbildning, geelder ogsa. Resultatet er kendt som Hahn-
Mazurkiewicz’s seetning. Vi skal dog ikke bruge dette resultat, og vi vil derfor
ikke vise det.
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5 Planemsaengder

5.1 Peanokontinua i planen

Vi skal bruge fglgende resultat fra kompleks funktionsteori om konforme afbild-
ninger pa randen af omrader.

Saetning 5.1 Lad G vere et omrade, dvs. G er aben og stisammenhaengende, og
lad f : int D?> — G vere en konform afbildning. Da er folgende udsagn aekviva-
lente:

1): f har en kontinuert udvidelse til D?.

2): Der findes en kontinuert surjektiv afbildning o : St — 9G.

3

0G er lokalt sammenhangende.

):
):
):
):

4

C — G er lokalt sammenhaengende.

Beuwis:
Vi vil ikke bevise seetningen her, men blot henvise til [2].

Vi skal ogsa bruge begrebet svagt lokalt sammenhaengende og et tilhgrende lemma
om dette.

Definition 5.2 Lad X wvere et topologisk rum, og lad x € X . Da siges X at vere
svagt lokalt sammenhaengende i x safremt folgende gaelder: Hvis U er en omegn
af x, da findes en sammenhangende maengde A og en omegn V af x saledes at

reVCACU.

Lemma 5.3 Lad X vere svagt lokalt sammenhaengende i alle sine punkter. Da
er X lokalt sammenhaengende.

Beuis:

Lad U veere en aben delmaengde af X | og lad C' veere en sammenhaengskomponent
for U, og lad x € C. Da findes x € V C A C U med A sammenhaengende og V'
aben. Da A er sammenhaengende har viat t € V C A C C. Da V er en omegn
af x 1 C, slutter vi at x er et indre punkt i C. C' er altsa aben, sa seetning 25.3 i
[1] giver nu at X er lokalt sammenhaengende.
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Lad o : S' — R? veere en kontinuert afbildning. Med O noteres den ubegraensede
stikomponent af R? — a(S'). Vi kalder I(a) = R? — O for det til « hgrende indre
omrade.

Lemma 5.4 Lad Y og X were peanokontinua med Y C X, og lad C vere
samlingen af stikomponenter af X — Y, lad ydermere C' C C. Da gelder at
Z =Y UUgee C er et peanokontinuum.

Beuwis:
Vi skal vise at Z er kompakt, metrisk, sammenhaengende og lokalt sammenhaen-
gende. Da Z er en delmeengde af et metrisk rum, er Z fodt metrisk.

Vi viser at Z er kompakt: Vi bemeerker forst at X er lokalt stisammenhaengende,
og X — Y er en aben delmeengde af X. Dette gaelder da Y er kompakt, og X
er hausdorff. Seetning 25.4 i [1] giver at alle C' € C er abne. Dermed er X —
Ucec_er C = Z afsluttet i X. Da X er kompakt, er Z kompakt.

Vi viser nu at Z er stisammenhaengende og dermed sammenhangende. Da Y er et
peanokontinuum og dermed stisammenhaengende, er det nok at vise at for ethvert
x € C hvor C € ', findes et y € Y sa y er forbundet med x relativt til Z. Lad
derfor C' € C' og x € C veere givet, og veelg yg € Y. Da X er stisammenhaengende,
findes en sti a: I — X fra yo til z. Da C er aben i X, er o' (X — C) afsluttet i [
og dermed kompakt. Da a™'(X — C) er kompakt, findes ¢ = min{a (X — C)}.
Hvis a(t) ¢ X — Y, ville der findes Cy € C med Cj # C og a(t) € Cy. Men dette
strider mod at C' var en stikomponent af X —Y". Vi kan derfor bruge y = a(t) € YV
da a : [0,t] — Z er en sti der forbinder x med y.

Det at vise at Z er lokalt sammenhaengende, er lidt sveerere. Vi viser at Z er
svagt lokalt sammenhaengende i alle sine punkter. Alle stikomponenterne i X —Y
er abne delmaengder af X. De er derfor ogsa lokalt stisammenhaengende da X er
det. Heraf folger at hvis z € Z — Y, da er Z lokalt sammenhaengende i x. Vi kan
derfor ngjes med at betragte x € Y.

Antag altsa at x € Y, og lad € > 0 veere givet. Da er B(x,e) NY en aben omegn
af x 1 Y. Y er lokalt stisammenhsengende. Vi kan derfor finde ¢ > n > 0 sa
Y N B(x,n) er stisammenhaengende. Da X ogsa er lokalt stisammenhaengende,
kan vi finde n > § > 0 sa B(x,0) er stisammenhangende.

Lad nuy € ZNB(x,d). Vi kan gerne antage at y ¢ Y. Vi har altsa et C' € C’ med
y € C. Veelg en sti a : I — B(x,0) fra y til . Seet t = min{a~'(X — C)}. Daer
o |jo,q en sti fra y til a(t) € Y N B(z,0). Da Y N B(x,7n) er stisammenhaengende,
findes en sti B : I — Y N B(x,n) fra a(t) til z. Dermed er « |joq -3 en sti fra y
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til z 1 Y N B(x,n). Vi har dermed vist at ethvert y € Z N B(x,0) kan forbindes
til  med en sti der lgber i Z N B(z,n).

For hvert y € Z N B(x,0) veelges en sti o, fra y til  med o, (1) C Z N B(z,n).
Daer U, cznp(5) @({) en sammenhengende maengde. Der gelder Z N B(z,d) C
Uyeznpes @) € Z N B(z,n). Vi har altsa at Z er svagt lokalt sammenhaen-
gende i z. Lemma 5.3 giver nu at Z er lokalt sammenhangende som gnsket.

Heraf fglger umiddelbart at I(«) er et peanokontinuum nar vi har en sti a : [ —
R2.

Definition 5.5 En delmengde X C R™ kaldes stjerneformet hvis der findes et
xg € X saledes at for ethvert x € X wil ogsa liniestykket [xq, x| ligge i X .

X C R" kaldes lokalt stjerneformet hvis ethvert punkt © X har en stjerneformet
omegn.

Vi bemeerker at hvis U C R"™ er en aben delmaengde, da er U lokalt stjerneformet
da abne kugler i R" er stjerneformede (endda konvekse).

Lemma 5.6 Lad X vere et lokalt stjerneformet rum, da vil enhver sti 1+ X vere
homotop med en stykkevis lineer sti i X. Vi kan ydermere finde en homotopi
relativt til endepunkterne.

Beuvis:

Lad X veere lokalt stjerneformet, og lad v : I — X veere en sti. Til hvert t € [
veelger vi en stjerneformet omegn U, af a(t). Dermed er U = {U; : t € I} en
aben overdekning af (1), sa {a }(U;) : t € I} er en aben overdaekning af I.
Da I er kompakt og metrisk, har overdsekningen et lebesguetal. Veelg N € Z, sa
1/N er et lebesguetal for overdeekningen. Seet ay, = o |jg—1/nk/n) for 1 <k < N.
Der findes et ¢ € I sa [k — 1/N,k/N] C a *(U;), og dermed vil billedet af ay,
ligge i U;. Resultatet folger nu umiddelbart nar vi bemaerker at der klart gaelder
m(Y) = 1 nar Y er stjerneformet, og at vilkarlige to punkter i et stjerneformet
rum er forbundet med en stykkevis linezer sti. At vi endda kan finde en homotopi
relativt til endepunkterne, fglger ogsa umiddelbart af dette.

Lemma 5.7 Lad X C R? vere lokalt stjerneformet. Hvis m(X) # 1, da findes
en polygonal, essentiel, enkelt lukket kurve 1 X.
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Beuvis:

Lad a: I — X veere en lpkke med [a] # 1. Ifplge lemma 5.6 er o homotop med
en stykkevis lineaer sti v med v(0) = 7(1). Specielt har vi [7] = [a] # 1. Vi kan
opfatte vy(I) som en endelig graf i planen. Vi sammentrakker nu alle de kanter
i v(I) hvor sammentraekningen kan forlgbe helt indenfor (7). Det lyder maske
lidt kryptisk. Ideen er at v(I) kan have "udvaekster”i form af traeer. Disse kan vi
treekke sammen til et punkt i (1), og sammentraekningen foregar helt indenfor
v(I). Det er klart at dette ikke har nogen indflydelse pa 7’s homotopi klasse.
Basispunktet kunne selvfglgelig teenkes at ligge pa en af disse "udvaekster”. Vi
kan derfor blive ngdsaget til at flytte basispunktet. Det er dog uden betydning
da den nye 7 (X) kun afviger med en isomorfi. En endelig graf hvor vi har fjernet
alle sadanne udvackster, bestar af en endelig samling af enkelt lukkede kurver
samt kanter der forbinder disse. Der ma da findes en inderste enkelt lukket kurve
71, dvs. at alle de andre kurver snitter tomt med /() - der kan godt vaere mange
inderste kurver. Der er nu to muligheder, enten er [y;] = 1, eller ogsa er [y;] # 1.
Hvis [y1] # 1 er vi feerdige. Hvis ikke kan vi sammentraekke 71 til et punkt indenfor
X. Vi kan sa veelge en ny inderste kurve. Fortsaetter vi pa denne made, ma vi pa
et eller andet tidspunkt finde en enkelt lukket kurve v, med [y,] # 1, thi ellers
ville [y] = 1.

Dette lemma giver anledning til vores fgrste mindre resultat om fundamental-
gruppen af plane maengder.

Korollar 5.8 Lad X C R? vere lokalt stjerneformet. Hvis m(X) # 1, da vil der
findes en injektiv homomorfi i : Z — w1 (X).

Bewis:

Ifplge lemma 5.7 findes en essentiel enkelt lukket kurve v i X. Da ~ er essentiel,
ma I(y) — (I(y)NX) # 0. Lad z € I(vy) — (I(y) N X), da findes en retraktion
r:R?—x — () ogdax¢g X, vil r|x : X — ~(I) veere en retraktion. Heraf
folger at Z = my(y(1)) — m(X).

Specielt kan fundamentalgruppen af en plan, lokalt stjerneformet meengde, her-
under alle abne maengder i planen, ikke veere endelig.

Jeg ved ikke om ovenstaende resultat er kendt. Jeg er i hvertfald ikke stgdt pa
det for.
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Definition 5.9 Lad X C R?. Ved et hul i X forstds en stikomponent af R* — X .

Saetning 5.10 Lad X C R? vere et peanokontinuum med cardX > 2. Ethvert
hul i X pdaner et er homeomorf med int D?. Det sidste hul som er den ubegrensede
stikomponent af R?> — X, er homeomorf med den udprikkede, dbne cirkelskive.

Beuvis:

Lad H vere et hul i X. Bemaerk at R? — X er en aben delmeengde af det lokalt
stisammenhzangende rum R? sa saetning 25.4 i [1] giver at H er aben i R%. Vi
indlejrer R? i S2. For ikke at skulle behandle det ubegraensede hul for sig, vil vi i
det tilfeelde betragte H U {oo} C S? istedet. Vi viser at 71(H) = 1, thi da giver
Riemanns afbildningsseetning det gnskede resultat. Antag derfor at m (H) # 1.
Lemma 5.7 giver at der findes en essentiel, polygonal, enkelt lukket kurve v i
H. Schoenflies seetning giver at v deler S? i to abne cirkelskiver U; og Us, begge
med rand ~. Bade U, og U, mé indeholde punkter fra S? — H thi hvis en af dem
ikke gjorde, kunne vi sammentrackke v til et punkt henover denne i modstrid
med at v var essentiel i H. Dermed ma bade U; og U, indeholde punkter fra X,
antag nemlig at f.eks. Uy N X = 0. Davil Uy Uy =U; C S? - X. Da U; er
stisammenheengende, og Uy N H # 0, vil U; € U; € H i modstrid med at Uy
indeholder punkter fra S? — H. At bade U; og U, indeholder punkter fra X, er i
modstrid med at X er stisammenhsaengende.

Saetning 5.11 Lad X C R? wvere et peanokontinuum. Hvis X har uendeligt
mange huller, da vil diametrene af disse huller udgore en nulfslge.

Beuwis:

Antag at det ikke geelder. Lad (H,)ncz, veere familien af huller i X hvor H; #
Hj for i # j, og veelg folger (P,)nez, 08 (@n)nez, saledes at P;,Q; € H;, og
d(P;,Q;) > ¢ for alle ¢ € Z,. Da alle hullerne panger et ligger i en stor kompakt
cirkelskive, vil bade (P,) og (@,) kunne udtyndes til delfglger der konvergerer.

Udtynd ferst (P,) sa vi far en konvergent delfplge (P)). Konstruer en delfplge
(@) af (@) ved hver gang P; er med i delfglgen (P)) at tage @; med i (Q),).
Vi har sa to nye folger (P!) og (Q’,). Pa samme made som fgr udtynder vi nu
(@) og (P), til (Q") og (P!) sa (Q”) er konvergent. Bade (P) og (Q!) er sa
konvergente, og vi noterer deres greenser med P henholdsvis @). Vi dropper nu
7" “erne pa (PY) og (Q"), sa notationen ikke bliver for tung da vi ikke skal bruge
de oprindelige fglger mere. Efter en eventuel homeomorfi af planen kan vi gerne
antage at P = (0,2) og @ = (0,—2). Vi kan ogsa smide starten af folgerne (P,)
og (@) veek sa P € B((0,2),1) og Q; € B((0,—-2),1) for alle 7. Veelg nu for
hvert P; en polygonal sti «,; : I — H; fra P; til ); der ikke skeerer sig selv.
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B((0,2),1)

R

Figur 1: A/

Vi kan uden tab af generalitet antage at hver kurve «; kun skaerer randen af
B((0,2),1) en gang og ligeledes med B((0,—2),1). Dette kan opnas ved kun at
betragte en del af den oprindelige kurve «; safremt denne ikke opfylder betin-
gelserne selv. Vi vil sa veere ngdt til passende at omdefinere vores P; og ();. Det
er klart at vi sa ikke leengere kan habe pa at vores to fglger konvergerer, men
det betyder ikke sa meget da vi ikke skal bruge konvergensen mere i beviset. Be-
meerk at dette afviger fra det oprindelige bevis der uden denne mindre tilfgjelse
er forkert.

Saet R; til at veere det fgrste skeeringspunkt med z-aksen for «;. Dette giver
en begranset folge (R,,) pa x-aksen. Vi kan nu udtynde ((P,), (Q.), (), (Ry))
saledes at (R,,) konvergerer monotont - Vi betegner delfglgerne med samme sym-
boler som de oprindelige folger da de oprindelige alligevel ikke bruges mere i
beviset. Vi saetter R = lim R,,.

Vi konstruerer nu nogle enkelt lukkede kurver som fglger:

Forbind P; med P;;; ved hjelp af en kurve ~; der ikke skeerer sig selv, og som
forlgber helt indenfor B((0,2),1).

Forbind P; med R;, og P;y1 med R;,; ved hjeelp af o; henholdsvis a;y;.
Forbind R; med R;,; ved hjelp af liniestykket [R;, R;\1] pa x-aksen.

Disse kurver danner tilsammen en enkelt lukket kurve. Enkle lukkede kurver i
planen omkrandser enkeltsammenhaengende omrader. Vi bengevner disse omrader

Al
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Vi skal for senere brug undersgge hvordan o;’erne lpber i forhold til hvert Al
En «; kurve kan befinde sig i A} pa to mader. For det forste kan den starte sit
forlgb i Al, for sa pa et tidspunkt at forlade A’ ved at krydse ;. Disse forlgb er
ikke interessante for os. Den anden made hvorpa o kan befinde sig i A}, er ved
at krydse liniestykket [R;, R;11]. Ved at antage generel position ma vi have at «;
forlader A} ved igen at krydse [R;, R;t1]. De stykker af a; der pa denne made
befinder sig i A}, danner altsa en slags halvcirkler.

Vi konstruerer nu nye enkelt lukket kurver som fglger:

Forbind P; med P;;; ved hjelp af ;.

Forbind P; med @Q;, og P11 med Q;,1 ved hjelp af a;; henholdsvis a; 1.
Forbind @); med ;1 ved hjelp af en kurve 7; der ikke skeerer sig selv, ~; ,a; eller
a1 panger 1 Q; og Q;y1, og som forlgber helt indenfor B((0, —2),1).

Disse kurver danner tilsammen en enkelt lukket kurve for hvert i € Z, . Omraderne
i planen der omkrandses af disse enkelt lukkede kurver, bensevnes A;.

Vi konstruerer nu en sti w; fra R; til R;,; for hvert ¢ € Z, der forlgber helt
indenfor A;. w; konstrueres som fglger: Start i R; og fortseet ud af x-aksen mod
R; 1. Lige inden den forste halvcirkel stopper vi op. Sadanne halvcirkler ligger i
et hul i X, og et hul er abent. Vi kan derfor veelge en sti der lgber parallelt med
halvcirklen sa:

1) Stien er helt indeholdt i det givne hul.
2) Stien er paneer i start- og ende-punkterne helt indeholdt i A;.

Fortsettes pa denne made med at rejse langs z-aksen og stier parallelle til de
yderste halvcirkler, far vi en sti w;. Da R; og R,y tilhgrer hver sit hul, ma w;
skeerer X . Per konstruktion af w; vil alle disse skeeringspunkter ligge pa x-aksen.
Velg for hvert i € Z, et punkt S; € A; N X N[R;, R;i11]. Folgen (S,,) konvergerer
klart mod R. Da X er afsluttet, vil R € X.

Vi pastar nu at X ikke er lokalt stisammenhaengede i R. Betragt B(R, ) N X for
givet 6 > 0. Da lim S,, = R, findes et i € Z; sa S; € B(R,J) N X. En sti fra R
til S; ma krydse randen af A;. Hvis stien skal ligge i B(R,d) N X, kan den ikke
krydse «; eller a1 da disse er indeholdt i R? — X. Stien ma sa krydse enten ~;
eller n;. Nu var v; € B((0,2),1) og n; € B((0,—2),1), og R la pa x-aksen. Hvis
d < 1, er det derfor ikke muligt at finde en sti fra R til S; 1 B(R,d) N X. X er
altsa ikke lokalt stisammenhaengende i R i strid med at X er et peanokontinuum.

Vi konkluderer at diam H,, — 0.
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B((0,2),1)

B((0,-2),1)

Figur 2: A;
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Satning 5.12 Lad X C R? vere et delrum, og lad o - S — X. Hviso: St — X
er nulhomotop, da er o : S' — X N I(a) nulhomotop.

Beuwis:

Vi betragter R* C S?%. Vi saetter O = S? — I(a), dvs. O er stikomponenten
af S* — a(I) indeholdende co. Seetning 5.10 giver at der findes en homeomorfi
f :int D* — O. Ved narmere gennemgang af beviset for ssetning 5.10 ser vi at
vi ydermere kan vaelge homeomorfien f saledes at f er en konform afbildning.
Seetning 5.1 giver at der findes en kontinuert udvidelse f : D? — O med f (OD?) =
9(0). Da D? er kompakt, og O er hausdorff, er f en afsluttet afbildning. For at
se det lader vi A C D? vaere en afsluttet delmeengde. Da D? er kompakt, er A
kompakt. Dermed er f (A) kompakt. Da O er hausdorff, er f (A) afsluttet. Da f
ogsa er surjektiv, er f specielt en kvotientafbildning. Seet d = f~!(o0), og lad
r: D? —d — 9D? veere en retraktion . Da f er en kvotient afbildning, inducerer r
en retraktion R : O —oo — 00 . Vi kan udvide denne retraktion til en retraktion
R :R? — I(«). Dette gores ved at saette R(x) = z for = € I(«). Kontinuiteten
folger umiddelbart af tuborg lemmaet, og atbildningen R er sé klart en retraktion.
Lad nu H : S* x I — X vaere en homotopi der trackker o sammen til et punkt
2o € X indenfor X. Daer RoH : S'xI — XNI(«) en homotopi. Denne homotopi
har den egenskab at Ro H(s,0) = a(s) og Ro H(s,0) = R(xy). Med andre ord er
Ro H en homotopi der traekker a sammen til et punkt R(z0) € X NI(a) indenfor
X N I(a) som gnsket.

Saetning 5.13 Lad X C R? vere et peanokontinuum. Da er X en deformations-
retrakt af et rum X' hvor X' fas ved at fjerne det indre af kvadrater i et storre
kvadrat i R?. Hvis der er uendelig mange huller i X, da vil diametrene pd disse
kvadrater danne en nulfolge.

Beuwis:
Da X er kompakt, findes et stort kvadrat Ky der indeholder X.
Lad Hy, Hy,...,H,, ... vere en nummerering af hullerne i X sadan at Hy er det

ubegraensede hul. Da hullerne er abne, kan vi til hvert H; med 7 > 0 finde et lille
abent kvadrat K; indeholdt i H;. Seet X' = Ko — J,. K. Ifglge saetning 5.10
findes homeomorfier f; : int D*> — H;, og disse inducerer kvotient afbildninger
fi : D* — H; der er udvidelser af f;’erne. Vi kan nu finde deformationsretrak-
ter F; : D* — f7Y(K;) x I — D? med F;(D? — f~1(K;),1) = 0D?. Betragt nu
fixid: D?— fUK) XTI — H;— K; < 1. f; x id er klart kontinuert og surjektiv,
og da D? — f~Y(K;) x I er kompakt, og H; — K; x I er hausdorff, er fi % id
ogsa afsluttet. Vi har specielt at f; X id er en kvotient afbildning. Det folger nu
at deformationsretrakterne F; pa D? — f~1(K;) x I'erne inducerer deformations-
retrakter F} pa H; — K; x I med Fl(ﬁl — K; x I,1) = 0H;. Vi kan let udvide
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Fyerne til hele X’ ved blot at satte Fi(x,t) =z nar v € X' — H,. Ifglge seet-
ning 5.11 vil diametrene pa hullerne danne en nulfglge. Til ethvert n € Z, findes
derfor kun endelig mange huller H,,,..., H,, med 1/(n—1)> diam H; > 1/n
(diam H; > 1 for n = 1). Seet T, = U;:ll H;, U...UH;, . Vi definerer forst
G, : X' xI— X' ved:

Ey | xo, (@, mpt) for t € [0,1/m,,]

Golont) = Foy | xr—(m,0m,,) (7, mpt — 1) for t € [1/my,2/m,]

Frpp | 50— (Tt 0, ) (Tt — (M, — 1)) for ¢ € [(my, — 1) /m, 1]

Ogsa definerer vi R, : X' x I — X' ved:

[ Gi(z,2t) for ¢ € [0,1/2]
Go(z, 6t — 3) for t € [1/2,2/3]

R, (z,t) =<

Gu(z, (n? +n)t — (n* — 1)) f(l)lr tel(n—1)/n,n/(n+1)]

\

Folgen (R,) vil da klart konvergerer uniformt mod:
( Gy(z,2t) for t € 0,1/2]
Go(z, 6t — 3) for t € [1/2,2/3]

R(z,t) =<
Gp(z,(n* +n)t — (n? —1)) forte[(n—1)/n,n/(n+1)]

\ -

Da d(R,(z,t), R(x,t)) = 0 for t € [0,n/(n + 1)], og d(R,(z,t), R(x,t)) < 1/n
ellers (der flyttes kun pa punkter i huller med diameter < 1/n). Vi har derfor at
R er kontinuert. R er sa den gnskede deformationsretrakt.

5.2 Sierpinskitaeppet

Den plane delmangde der gar under navnet sierpinskiteeppet, og det relaterede
begreb delvist udfyldt sierpinskiteeppe, spiller en veaesentlig rolle i beviset for
specialets hovedseetning. Vi vil i dette afsnit kort praesentere nogle begreber og
resultater der relaterer sig til sierpinskiteppet og delvist udfyldte sierpinskitaep-
per.
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Figur 3: Sierpinskitaeppet

Sierpinskiteeppet kan beskrives som fglger: Start med et kvadrat Sy, del det i
ni ligestore kvadrater, fjern det indre af det midterste kvadrat, og kald den re-
sulterende meengde for S;. Del derefter de 8 overlevende kvadrater i S; i ni lige
store kvadrater, fjern det indre af de midterste kvadrater, og kald resultatet S,.
Fortseet pa denne made. Sierpinskiteeppet S er sa givet ved S = (12, S;.

Et delvist udfyldt sierpinskiteeppe S’ fas udfra samme iteration med den forskel
at man eventuelt undlader at fjerne det indre af nogle af kvadraterne. Man far
sa en anden folge (S),) af delmaengder af planen sadan at S” = (2, S;. Folgen
(S!) kaldes en definerende fglge for S’. Det er klart at sierpinskiteeppet selv er et
delvist udfyldt sierpinskiteeppe med definerende folge (.S,,).

Bemaerkning 5.14 Det er et resultat fra [6] at man kan styre processen i set-
ning 5.13 sadan at maengden X' bliver homeomorf med et delvist udfyldt sierpin-
skiteppe. Beviset er dog meget besveerligt, og vi vil ikke gennemga beviset.

Saetning 5.15 Lad S vere et delvist udfyldt sierpinskiteppe med definerende
folge (S,). Da gelder der for en lpkke o : [ — S at « er nulhomotop i S netop
hvis o er nulhomtop i alle S, erne.

Dette er seetning 16 i [7]. Vi vil ikke vise denne setning da den kreever et ret
omfangsrigt set-up.
Vi vil derfor blot henvise til [7] og [6].
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6 Simpliciale komplekser m.m.

6.1 Simpliciale komplekser

Definition 6.1 Ved et simplicialt kompleks K forstas en mangde af knudepunk-
ter {v} samt visse ikke-tomme endelige delmangder S = {vy,...,v,} af knude-
punkter kaldet simplexer sadan at:

S1): {v} er et simplex for alle v € K.

S2): Huis S = {v1,...,v,} er et simplex i K, da er enhver ikke-tom delmangde
S" C S ogsa et simplex.

Hvis S = {vy,...,v,} er et simplex, siger vi at S er et n — 1-dimensionalt simplex
udspaendt af vy ..., v,. Vi vil ofte skrive S = [v1, ..., v,] for simplexet udspeendt
af v1...,v,.

En delmasengde L C K af et simplicialt kompleks kaldes et delkompleks hvis L
selv er et simplicialt kompleks.

En afbildning f : K; — K5 mellem simpliciale komplekser kaldes simplicial hvis
den sender knudepunkter i knudepunkter.

Vi kan udfra et simplicialt kompleks bygge et topologisk rum. Lad K veere et
simpicialt kompleks. Ved realiseringen | K| af K forstas maengden af afbildninger
a fra K’s knudepunkter ind i I sadan at:

1):{v € K| a(v) # 0} er et simplex i K.
2): Y ek @(v) =1 for alle a.

Givet et simplex S € K definerer vi det afsluttede simplex |S| € | K| ved |S| =
{a € |K||a(v)#0=ve S}

Til hvert knudepunkt v € K definerer vi en afbildning ¢, : |K| — I kaldet det v’te
barycentriske koordinat ved ¢,(a) = a(v). Givet et n-simplex S = [vy, ..., Up41]
har vi en bijektiv korrespondance mellem |S| og A™ hvor A™ = {(z1,...,2p41) €
R | 2; € T og > a; = 1} givet ved a — (py, (@), ..., @u,,, (@)). Injektiviteten
folger af definitionen af |S|, og det er klart at vi givet x € A™ kan finde et «
med « € |S| der opfylder 1), 2) samt a — z. Vi giver |S| en topologi ved at
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erkleerer denne bijektive afbildning for en homeomorfi. Vi udstyrer sa |K| med
finaltopologien for alle inklusionsafbildningerne |S| < |K| hvor S er et simplex
i K. Et topologisk rum X der er homeomorft med et rum |K| hvor K er et
simplicialt kompleks, kaldes et polyeder.

Til hvert knudepunkt v i K vil vi knytte afbildningen v € |K| givet ved
/
v(v'):{ 0 forv#w

1 forv=1v
Vi kan sa skrive et vilkarligt o € | K| pa folgende made oo = ), ¢y, (o0)v;.

Givet et simplex S i K kaldes < S >={a € |K| | a(v) #0 <= v € S} for det
abne simplex. Det abne simplex < S > er abent i |S|, men ikke ngdvendigvis i
| K|. Vi har fglgende vigtige egenskab for polyeder |K|: Givet et a € | K| findes et
entydigt simplex S € K sa a €< S >. Hvis a €< § >, da kaldes S for baereren
af a.

Til hvert knudepunkt v € K definerer vi stjernen af v til at veere maengden

St(v) = {a € |K|| a(v) # 0}.

Definition 6.2 Lad X vere et topologisk rum, og lad K veere et simplicialt kom-
pleks. To afbildninger f,g : X — |K| siges at vere tilstodende hvis vi for alle
x € X har at f(z) og g(x) tilhorer samme simplex.

Lemma 6.3 Lad X vere et topologisk rum, lad K vere et simplicialt kompleks,
og lad f,g : X — |K| vere kontinuerte afbildninger. Da gelder hvis f og g er
tilstodende, da er de homotope.

Beuwis:
For bevis se [5] App. 1, §1.3.

6.2 Nerven

Inden vi definerer nerven af en aben overdaekning af et topologisk rum, minder
vi lige om definitionen af nogle generelle topologiske begreber.

Definition 6.4 Lad A og B vere to overdekninger af et topologisk rum X . Huis
B har den egenskab at nar B € B, sa findes A € A sa B C A, da siges B at
forfine A, og vi skriver B < A.

Definition 6.5 En overdekning af et topologisk rum X kaldes lokalt endelig hvis
ethvert punkt i X har en omegn der snitter tomt med alle paner endelig mange
elementer fra overdekningen.
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Definition 6.6 Lad U vere en aben overdaekning af et topologisk rum X. Ved
en deling af enheden af X associeret til U forstas kontinuerte afbildninger 1y :
X — I for hvert U € U sadan at:

1): > pep Yulx) =1 for alle v € X.
2): supp vy CU.

En aben overdekning af et topologisk rum der giver anledning til en deling af
enheden, kaldes en normal overdaekning.

En deling af enheden kaldes lokalt endelig hvis familien {supp ¥y Yuey er en lokalt
endelig overdakning.

Vi far brug for folgende ssetning:

Saetning 6.7 Enhver normal overdekning U af et topologisk rum X giver anled-
ning til en lokalt endelig deling af enheden af X associeret til U.

Beuwis:
For bevis se [5] App.1 §3.1 setning 3.

Vi vil i det folgende definere nerven af en aben overdasekning, og se pa hvor-
dan nerverne af forskellige overdeekninger relaterer til hinanden. Lad X veere et
topologisk rum, og lad U veere en aben overdsekning af X. Vi associerer til U
et simplicialt kompleks N(U) pa folgende made: Elementerne U € U er knude-
punkterne i N(U). En endelig samling af elementer Uy, ..., U, fra Y udspaender
et simplex netop hvis Uy N ... N U, # 0. Vi kalder |N(U)| for nerven af U.

Lad nu V og U veere to abne overdaekninger af X med & < V. Da kan vi definere
simpliciale afbildninger pyy : N(V) — N(U) ved at V € V sendes over i et U € U
hvor V' C U. Disse afbildninger inducerer kontinuerte afbildninger |N(V)| —
|N(U)| - disse afbildninger bengevner vi ogsa med pyy. Vi kalder disse atbildninger
for projektioner. Da der normalt vil veere mange muligheder for at veelge et U
med disse egenskaber, vil der ogsa veere mange afbildninger, men vi skal lige
straks se at pyy er entydig op til homotopi.

Saetning 6.8 Lad X wvere et topologisk rum, og lad U og V veere abne overdaek-
ninger af X medUU < V. Lad p,p’ : IN(V)| — |N(U)| vere projektioner. Da er p
og p' tilstodende og dermed homotope.
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Beuwis:

Lad x € |[N(V)| da [N(V)| er et simplicialt kompleks, kan vi finde et simplex
Vo, Val € N(V) med z €< [V, ..., V,] >. Seet p(V;) = U; og p'(Vi) = U] for
i=0,...,n.DaVy,...,V,] er et simplex i N(V), er VoN...NV,, # (). Heraf fglger
at (UoN...nU)NUEN...NU) 2 Vo ...NV, # 0,84 Uy, ..., Uy, Uj, ..., U,
udspaender et simplex i N(U). Vi har at:

p(SL’) € [Uo,...,Un] - [U(),.. Un,Ué,.. UI]

0og
p(x)eUy,...,U) C|U,...,U,Up,..., U]

hvilket viser at p og p’ er tilstedende. Lemma 6.3 giver sa at p og p’ er homotope.
[ |

Vi bemeerker at hvis U < V og V < W og hvis pyy : [IN(V)| — |[NU)|, og
pow : INOW)| = [N(V)] ex projektioner, da. er ogsé puvpyw : [NOV)| — IN(U)
en projektion.

En kontinuert afbildning py : X — |N(U)| kaldes en kanonisk afbildning hvis der
for alle U € U geelder p~*(St(U)) C U. Vi har fglgende lemma om eksistensen af
kanoniske afbildninger.

Lemma 6.9 Lad X vere et topologisk rum, lad U = {U,;} vere en normal over-
dekning of X, og lad {¢y,} vere en lokalt endelig deling af enheden af X asso-
cieret tilU. Da findes der en kanonisk afbildning py : X — |N(U)]|.

Beuwis:

Definer py; : X — |[N(U)| ved fastseettelsen py(z) = >, vy, (x)U;. Bemeerk
at ved denne fastseettelse er py(z)(U;) = ¢y, (z) for alle U; € U. Til hvert
x € X veelger vi nu en omegn der snitter tomt med alle pangr endelig mange
af supp ¢y, ’erne. Hvert = har sa en omegn der afbildes ind i et endeligt delkom-
pleks af |V (U)]. Dette delkompleks kan indlejres i et endeligt dimensionalt reelt
vektorrum ved en homeomorfi der respekterer summen. Heraf fglger at p; er
kontinuert pa alle omegnene og dermed at py; er kontinuert pa hele X. Lad nu
z € py (St(U:)) = py' ({a € INU)| | a(Us) # 0}), dvs. () = pu()(Us) # 0,
dvs x € supp ¢y, € U som gnsket.

Saetning 6.10 Lad pyy : |[N(V)| — |[N(U)| vere en projektion, og lad py : X —
IN(V)| vere en kanonisk afbildning. Da er pyypy @ X — |NU)| en kanonisk
afbildning.
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Beuwis:

Lad y € [IN(V)|, og puv(y) € St(U). Vi finder et simplex [Vp,...,V,] med y €<
Vo, ..., Vu] >. Da vil pyy(y) ligge i det indre af et simplex udspeendt af en
delmeengde af {pyy(Vo), ..., puv(Va)}- Da puy(y) € St(U), ma der findes ¢ €
{0,...,n} sa pyy(V;) = U. Vi far derfor:

pStON < | suv)

Vev,puv(V)=U

For alle sadanne V har vi at V' C U, og da py er en kanonisk afbildning, far vi:

P (StV) SV U

Vi far:
(puvpy) " (SHU)) = 3, s (SE(U))
c ' U )
VGV,puv(V)ZU
= U »lstv)
Vevpyy(V)=U
C U
som @nsket.

Seetning 6.11 Lad U vere en aben overdekning af X. Hvis p,p’ : X — |N(U)]
er to kanoniske afbildninger, da er de tilstodende og dermed homotope.

Beuwis:
Lad z € X. Find simplexer [Uy, ..., U,] og [U}, ..., U | med p(x) €< [Uy, ..., U] >
og p'(z) e< U, ...,U. ] >. Da vil:

p(z) € St(Up) N...NSt(U,)

0og
p'(x) € St(Ug) N ...NnSt(U))

(se [12] side 114). Men dette giver os jo at:

z € p ' (St(Uo)) N...np~ (St(U,)) Np = (St(Uy)) N ... p = (St(U},))
CUN...U,NU;N...NT,,
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D.v.s. at Uy, ..., Uy, U}, ...,U, udspeender et simplex. Vi far:
p(x) € [Uy,...,U,) C Uy, ..., U, Ug, ... U]
og
p(x) €elUs,...,U ] CU,...,UyU,... U]

som @nsket.

Seetning 6.12 Lad U’ ogU" vere to normale overdekninger af et topologisk rum
X. Da findes en normal overdekning U af X der forfiner bade U' og U".

Beuwis:
For bevis se [5] App. 1, §3.1.

Dette viser at meengden af normale overdeekninger af et topologisk rum er opad
filtrende under pracordningen forfining. Vi kan derfor til ethvert topologisk rum
X knytte et inverst system over HPol, nemlig C(X) = (|N(U)|, [puer], A) , hvor
A er maengden af normale overdaeekninger af X og [—] indikerer homotopiklasse.
Vi minder om at HPol er kategorien med polyeder som objekter og homoto-
piklasser af afbildninger som morfier. Betragter vi nu den entydige homoto-
piklasse af kanoniske afbildninger [py] : X — |N(U)|, far vi af seetning 6.8 at
p = ([pu]) : X — C(X) er en morfi i inv — HTop. Dermed bestemmer p ogsa en
morfi i pro — HTop. Vi har fglgende resultat:

Saetning 6.13 Lad X wvere et topologisk rum, og lad p : X — C’(X) vere mor-
fien i pro — HTop givet ved de kanoniske afbildninger. Da er p en HPol-udvidelse.

Beuis:
For bevis se [5] App. 1, §3.2.

Beviset er en verificering af at betingelserne i sesetning 3.8 er opfyldt i dette
tilfeelde.

Pa grund af ovenstaende seetning vil vi kalde C'(X) for ¢ech-udvidelsen af X.
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Ovenstaende resultater geelder usendrede for topologiske rum med basispunkt.
Man betragter sa kun projektioner og kanoniske afbildninger der sender basis-
punkt i basispunkt. Man konstruerer nerven med basispunkt af en overdeekning
af et rum med basispunkt ved at veelge en af de abne meengder i overdaeckningen
der indeholder basispunktet til at veere basispunkt for nerven.

Lad nu (X, xo) vaere et rum med basispunktet z, og lad C((X, z0)) = (|((N(U)], *), [puee],

veere cech udvidelsen af (X, zg). Vi kan sa anvende fundamentalgruppefunktoren
pa [(N(U)|,*) og puwe. Vi far sa et system (m(|[(N(U)|, %)), prwr«, A). Dette ses
umiddelbart at veere et inverst system over kategorien Grp sa korollar 3.12 giver
at det har en invers graense. Vi kalder graensen:

71(X) = lim(m (V@O 2). s A)

for ¢echgruppen af X.

6.3 Fundamentalgruppen af plane maengder

Vi vil nu konstruere en homomorfi ¢ : m(X,z9) — 71(X,z). De kanoniske
afbildninger py : (X, z9) — (|N(U)|, %) inducerer homomorfier py. : m (X, z9) —
T (|N(U)|, *). De inducerede homomorfier opfylder py. = pyy«pys nar U < V.
Givet a : (S, (1,0)) — (X, zq) seetter vi ayy = py o a. Vi kan sa definere ¢ :
(X, o) — (X, z9) ved:

e([a]) = ([au]Juea

Da pys = puyspy= nar U <V, vil ([ay])uen € 71(X, z0). ¢ er klart veldefineret. Vi
skal altsa blot kontrollere at ¢ er en homomorfi, det folger af fglgende udregning:

p(le]lB]) = e(laf])
= ([(@B)ul)uen
= ([pu(af)uen

[(Pu © @) (pu © B))uen
[pu © Oé] [Pu © ﬁ])ueA
[ [Bu])uen

[awd])uen ([Bul)uen

(
(
(
(
(
(

Vi kalder ¢ for den naturlige homomorfi.

Saetning 6.14 HOVEDSATNING Lad X C R? med o € X. Da er den natur-
lige homomorfi ¢ : (X, xg) — 71 (X, x0) ingektiv.
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Beuwis:
Lad o : I — X veere kontinuert med a(0) = a(1) = zg sa [a] # 1 € m (X, xp), 0g
antag ¢([a]) = 1. Saet:

Y =a(l)U U{U | U er en begraenset stikomponent af R* — (/) med U C X'}

Ifglge lemma 5.4 er Y et peanokontinuum. Da 2z € Y C X, vil [o] # 1 €
m1 (Y, zo). Lad nu Ly veere et afsluttet kvadrat der indeholder Y. Veaelg en muligvis
endelig folge af meengder (L,,) sadan at:

1): L;y1 konstrueres udfra L; ved at fjerne et abent kvadrat K; fra L;, og disse
abne kvadraters diametre danner en nulfglge.

2): Y C L, for alle 4, og inklusionen i : (Y, zo) — (L, x¢) hvor L =, L;, er en
" pointed” homotopiaekvivalens.

3): L er homeomorft med et delvist udfyldt sierpinskitaeppe.

Dette er bare en anvendelse af ssetning 5.13 samt bemeerkning 5.14. Vi kan yder-
mere for hver begreenset stikomponent af R? — Y vealge et z; € K;, sadan at
z; ¢ X. Konstruktionen af Y giver umiddelbart at vi kan ggre dette. Da inklusio-
nen ¢ : (Y,x9) — (L, xo) er en homotopi aekvivalens, har vi at [a] # 1 € m1(L, x0).
Seetning 5.15 giver sa at der findes et n € Z, sa [a] # 1 € m(Ly, zo). Men
L,, er homotopi sekvivalent med R? — {z1,...,2,} N I(a), sa [a] # 1 € m (R? —
{z1,..., 2o NI (@), 7). Lemma 5.12 giver sa at [a] # 1 € m (R*—{21,..., 2.}, %0)-
Vi veelger nu en endelig aben overdaekning V af R? — {z,...,2,}, saledes at
pys - T (R = {21, ..., 2.}, 20) — m(IN(V)|,*) er en isomorfi. I figur 4 har jeg
skitseret hvordan dette kan ggres i tilfseldet n = 3, for en mere generel metode
se [12] side 152 opgave Gb5.

Betragt nu den abne overdeckning ¢ af X hvor Y = {VNX | V € V}. Vi kan
da betragte |N(U)| som et delkompleks af |N(V)|. Dette ggres ved at indlejre
IN(U)| i |[N(V)| efter opskriften VN X — V nar VN X # (. Det kan godt ske
at VNX =V'NX selvom V # V' sa ovenstaende opskrift giver os derfor ikke
nogen entydig afbildning, vi er ngdt til at traeffe nogle valg.

Vi skal nu se at to indlejringer konstrueret udfra ovenstaende opskrift er homo-
tope. Lad i : IN(U)| — |[N(V)|ogi' : [IN(U)| — |N (V)| veere sadanne indlejringer,
og lad z € |[N(U)|. Der findes nu entydige simplexer [V7,...,V,] og [W1,..., W,]
sadan at i(z) €< [V4,...,V,] > og i (x) e< [Wh,...,W,,] >. Pa den anden side
findes ogsa et entydig simplex [V/NX, ..., V/NX]sax e< [V/NX,...,V/NX] >.
Da i og i’ er indlejringer, far vi i(z) €< [i(V/ N X),...,i(V/ N X)] > og V'(z) €<
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Figur 4: Aben overdesekning af R? — {2, 25, 23}

['(VINX),...,i'(V/ N X)] > Af entydigheden folger at [¢(V] N X),...,i(V/ N
X)) =W,...,Vo]og [ (ViNnX),....,i'(V/NX)] = [Wy,...,Wy]. Heraf folger at
Vin..nVy,nX=VnXn..nV/NnX =W, nNn...0nW, N X. Specielt er
Vin...nV,NnWinN...NnW,, # 0. Dette viser at i og " er tilstédende og dermed
homotope.

Betragt nu pylx : X — |[NV)| og pu : X — |[NU)| C |[N(V)|. Vi pastar
at de er homotope som afbildninger ind i |[N(V)|. For at indse dette lader vi
x € X. Der findes da et entydig simplex [V; N X,...,V, N X] sa py(z) €<
VinX,...,V,NX] >. Veelg indlejring i : |[N(U)| — |N(V)| sadan at V;NX — V.
Vi far dermed at i o py(z) €< [V4,...,V,] >. Heraf folger at:

iStinX)n...nSt(V,NnX)) =
i<VinX,...,V,NnX]|>)
<[Vi,...,Vp] > =
St(Vi) N...nSte(V,)
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Resten af beviset kgrer sa pa samme made som setning 6.11 hvilket viser at py|x
og py er tilstodende for dette valg af indlejring. Da alle de mulige indlejringer er
homotope, fglger det gnskede.

Da p([a]) = 1 har vi specielt at py.([a]) = [a] = 1 € m(|N(U)]). Dette medforer
at py«([a]) =1 € m(|N(V)|) i modstrid med at:

py s (R = {21, 2}, @0) = mi(IN(V)], %)

er en isomorfi.
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7 Konsekvenser af hovedsatningen

Definition 7.1 En gruppe G kaldes hopfiansk hvis enhver surjektiv homomorfi
¢ :G — G er en isomorfi.

Saetning 7.2 Enhver endelig frembragt fri gruppe F' er hopfiansk.

Beuwis:

Lad F veere en endelig frembragt fri gruppe med basis X, og lad ¢ : F' — F
veere en surjektiv homomorfi. Det er klart at cardp(X) < cardX. Pa den anden
side var ¢ surjektiv, sa ¢(X) frembringer F. Da F' er endelig frembragt fri, ma
cardp(X) > cardX. Vi har altsa at |o(X)| = | X|. Dermed er ¢|xX — ¢(X) en
bijektion. Heraf fglger at ¢ er en isomorfi som gnsket.

Definition 7.3 En gruppe G kaldes lokalt fri hvis enhver endelig frembragt un-
dergruppe er fri.

En gruppe G kaldes residualt endelig hvis der til ethvert g € G — {1} eksisterer
en homomorfi ¢ : G — H hvor H er en endelig gruppe saledes at p(g) # 1.

En gruppe kaldes fuldt residualt fri hvis der til enhver endelig delmaengde
{91,.- ., gn} € G — {1} eksisterer en homomorfi ¢ : G — F hvor F er en fri

gruppe saledes at @(g;) # 1 for alle i € {g1,...,gn}-

Saetning 7.4 Enhver fri fruppe ' er residualt endelig.

Beuvis:

Lad w = xz125 ... 7, veere et ord i F sadan at hver af x;’erne er en frembringer
for F' eller invers af en frembringer. Ydermere skal gaelde at z; og z;,1 ikke er en
frembringer og dennes inverse. Vi konstruerer en homomorfi ¢ : F' — S,,,1. Hvis
en frembringer ikke optreeder i w, sender vi den over i identitetspermutationen.
Vi sender x; over i en permutaion der sender ¢ over i 74 1. Da z; og x;11 aldrig er
hinandens inverse, kan vi altid veelge permutationer sadan at dette definerer en
veldefineret afbildning. Da F' er fri, definerer dette en homomorfi ¢ : F' — S, 1.
Vi har at p(w) # 1 da p(w)(1) =n + 1.

Saetning 7.5 Lad F vere en invers grense af et inverst system (Fy, pas, A) af
frie grupper F,. Da er F', og dermed enhver undergruppe af F', lokalt fri.
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Beuvis:

Lad H < F veere en endelig frembragt undergruppe. Da F' er en invers graense
af et inverst system (F,, pa5, A) af endelig frembragte fri grupper F,,, findes til
hvert @« € A en homomorfi ¢, : F© — F,. Disse homomorfier har egenskaben
Vap O Y3 = o nar o < [. Vi definerer H, = p,(H). Da H, < F,, er H, fri. Vi
har ogsa at rank H, < uz(H) hvor uz(H) er det mindste antal frembringere for
H. Dermed ma der findes et n € Z, sa max, rank H, = n. Seet H' = lim H,. Da
diagrammet:

Hﬁ Pas Ha

s

H

er kommutativt nar o < 3, og ¢, 0g g er surjektive, har vi at p,p : Hg — H, er
surjektiv nar o < 3. Heraf fglger at rank H, < rank Hpg, dette fglger af seetning
2.121 [9]. Da A er opad filtrerende, findes et v € A sa rank H, = n, for alle « > ~.
Betragt nu a og 3 med 7 < o < 3. Homomorfien .5 : Hg — H, er surjektiv,
og da endelig frembragte fri grupper er hopfianske, er ¢,3 endda en isomorfi. Af
dette, og da de o € A hvorom det geelder at v < a udggr et kofinalt system,
folger det af seetning 3.5 at vi kan ngjes med at betragte dette delsystem nar vi
skal beregne H'. Da alle morfierne ¢4 i dette system er isomorfier, fplger det at
H' = H.. Heraf folger at H' er fri. Betragt nu det kommutative diagram:

(H) : (F)

‘| |

(Hom Pass A) i (FC‘” Pap; A)

i pro-Grp. Her er ¢ indlejringen af H i F', og ¢ er morfien induceret af inklu-
sionsafbildningerne i, : H, — F,. Anvender vi funktoren lim pa dette, far vi et
kommutativt diagram:

H—>F

ime| e

H/T>F

Her er begge ¢’er indlejringer. Da ¢ er injektiv, folger det at lim ¢ er injektiv.
Heraf folger at H er fri som gnsket.

Det inverse system med nerverne som objekter er et eksempel pa en HPol,-
udvidelse af et topologisk rum X. Dette vil ofte blot veere en ud af mange mulige
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HPol,-udvidelser. Vi skal nu se en lille smule neermere pa relationen mellem for-
skellige HPol,-udvidelser af et givet topologisk rum X.

Vi bemeerker at m; : pro — HTop, — pro — Grp er en funktor ved fastseettelserne
7T1<<(X)\, *>>p)\)\/7 A)) = ((71—1<X>\7 *))apk)\/*u A)7 0g Wl((f}u 90)) = (7T1<fﬂ>7 @) Det
ses let at m; respekterer sammensaetning, identitet samt ackvivalensrelationen ~
mellem morfier af inverse systemer.

Hvis X og X' er to HPol,-udvidelser af et topologisk rum X, da har vi fra lemma
3.7 at der findes en isomorfi i : X — X’. Dermed er ogsa m (i) : m(X) — m(X’)
en isomorfi. Nu var lim en funktor fra pro—C ind i C, sa lim 7y (X)) = lim m (X”).

For generelle HPol,-udvidelser X af et toplogisk rum X kaldes limm(X), af
grunde vi ikke kan komme ind pa her, for formgruppen for X. Formgruppen for
X bengevnes, ligesom ¢echgruppen for X med 71 (X ). Ovenstaende betragtninger
viser da ogsa at formgruppen og cechgruppen er ens op til isomorfi. Da man
saedvanligvis kan vaelge mange forskellige HPol,-udvidelser af et givet topologisk
rum, skal man kontrollerer at forskellige udvidelser giver samme formgruppe op
til isomorfi. Ovenstaende betragtninger siger praecis dette.

Det at man selv kan bestemme hvilken HPol,-udvidelse man vil arbejde med nar
man skal bestemme formgruppen, er yderst belejligt. Sammen med resultater som
for eksempel saetning 3.5 kan dette ofte simplicificere ens problemer betragteligt.
Vi vil straks benytte ovenstaende til at vise en seetning.

Sezetning 7.6 Lad X C R? veere kompakt, da er w1 (X)) lokalt fri, residualt endelig
og fuldstendig residualt fri.

Beuwis:

Lad X C R? vaere kompakt. Vi konstruerer en folge (X,,) af kompakte, stykkevis
linezere, mangfoldigheder i R? sadan at X = (12, X;. Vi gor som fplger: I det
n’te skridt desekker vi R? med kvadrater pa formen [k/n, k + 1/n] x [I/n,l + 1/n]
hvor k,l € Z. Vi sztter sa X, til at veere foreningen af de kvadrater der rgrer X.
Det er sa klart at X, er en kompakt, stykkevis lineser mangfoldighed. Det er ogsa
klart at X = ﬂf; X;. Vi ordner X,,’erne ved omvendt inklusion. Vi har sa en
invers folge X = (X, pant1, Z+) hvor puni1 @ Xpi1 — X, bare er inklusionsaf-
bildningen. Vi kan ogsa definerer en morfi p :  — X i pro — HTop ved p = (p,)
hvor p, : X — X, er inklusionsafbildningen. Denne morfi ggr X til en HPol,-
udvidelse af X, vi vil ikke vise dette - se [7] side 3. Vi har nu at 7, (X, %) = lim X .
Vi bemaerker at m1(X,,) er fri for alle n € Z,, da X,,’erne er komapkte mangfol-
digheder med endeligt mange, og mindst en, randkomponenter. Af setning 6.14
folger at m1 (X, *) ved den naturlige homomorfi ¢ indlejre i 7 (X, *). Seetning 7.5
giver sa at m (X, *) er lokalt fri.
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Figur 5: CE; V CE,

For at vise at m(X,*) er fuldt residualt fri, betragter vi folgende sekvens af
homomorfier:

T (X, %) —= ity (X, %) —— Iy (X;) == 11 (X,,)

her er ¢ inklusions homomorfien, og 7, er projektions homomorfien ned pa den n’te
koordinat. Hvis nu g1, ..., g, € m (X, *)—{1}, da findes X1, ..., X, sa piu(g;) # 1
for i = 1,...,n. Veelg et et Xy > Xy,...,X,. Det folger nu umiddelbart at
Pxy«(gi) # 1 for alle i = 1,...,n. Sammensaetter vi med projektionen ned pa
m(Xn) far vi den gnskede homomorfi.

Vi viser tilsidst at m1(X, %) er residualt endelig. Lad g € m(X,*) — {1}, da
m (X, *) er fuldt residualt fri findes en homomorfi ¢ : m(X,*) — F hvor F
er fri sadan at ¢(g) # 1. Ifolge seetning 7.4 er frie grupper residualt endelige,
sa der findes en homomorfi ¢ : I — H hvor H er en endelig gruppe sadan at
¥(p(g)) # 1. Vi har altsa at homomofien 1 o ¢ : 71 (X, %) — H har den gnskede
egenskab.

Vi kan ogsa bruge ovenstaende principper til at indse at det ikke generelt geelder
at den naturlige homomorfi ¢ er injektiv. Et modeksempel er fglgende: Lad F;
og Fs veere to hawaiigreringe, og betragt keglerne C'Ey og C'Es pa Ey og Es. Vi
betragter kilesummen C'E; V C'Ey med basispunkt (0,0,0). Kald cirklerne i £
for aq,as, ..., og cirklerne i Fy for by, bo, .. ..

Stien « : [ — C'E; V CFE5 der fgrst gennemlgber a, derefter by, sa as, derefter by
0.8.v., er ikke nulhomotop i CE; V CEs, se f.eks. [8] side 236-237. Lad nu A, ,,
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veere kilesummen af keglen over a; Uas U. .. Ua, og keglen over by Uby U...Ub,,
for n,m € Z. Seet pinmyak) : Aie — Anm til identiteten pa Ca; UaU. .. a,) V
C(by Uaz U...bn), 08 Dinm)ek)(x) = (0,0,0) ellers nar n < I og m < k. Med
disse fastseettelser er (Apm, Dnm)1k), L+ X Zy) et inverst system over HPol«. Seet
Pnm 1 CEANCEy — A, til identiteten pa C'(a;UasU. . .Ua,)VC (biUasU. . .Uby,),
08 Pnm(z) = (0,0,0) ellers. Det er klart at p(nmyik) © Pk = Pnm- Ydermere er
hver af p, ,,’erne surjektive, og givet x, 2’ € CE; vV CE; med = # 2’ findes et p,, .,
S8 Prm(T) # Pnm(2"). Korollar 3 1 §5.2 og korollar 6 i §5.3 1 [5] giver sa at det
inverse system (An m, Dn,m)(k), Z+ % Zy) er en HPol,-udvidelse af CE; v CE,
(Apm'erne er ANR’er da de er endelige CW-komplekser se [5] side 40). Men alle
A, nerne er kontraktible, specielt vil ¢([a]) = 1.
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