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RESUME. Noter til brug ved undervisningen i Mat 1 (algebra). I stikordsform
er indholdet: Induktionsaksiomet, Divisionsalgoritmen, stgrste faelles divisor
og mindste faelles multiplum, Euklids Algoritme, primtal, entydighed af prim-
talsfaktorisering, grupper, Cayley tabel, undergrupper, gruppehomomorfier,
kernen for en gruppehomomorfi, Lagranges Saetning, aritmetik modulo n, Eu-
lers Saetning, Fermats lille saetning, Den kinesiske Restklassesaetning.

Disse noter ligger pa kursets hjemmeside.
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KAPITEL 1

Talteori

1. Induktion
Alle kender de naturlige tal
N=1{1,23,...}
og de hele tal
Z=1{.,6-3-2-1,01,23,...}
sa de behgver ingen yderligere introduktion.
De naturlige tal opfylder

INDUKTIONSAKSIOMET 1.1. Lad S C N wvere en delmengde af de naturlige
tal som opfylder folgende to egenskaber:

1.1e€65.

2. For allen € N gelder at hvisn € S, sa ern+1€S.

Daer S=N.

Induktionaksiomet optraeder i mange forskellige varianter og forklaedninger.
Her er en af dem:

INDUKTIONSAKSIOMET 1.2. Lad, for hvert naturligt tal n, P(n) vere en pastand,
som afhenger af n. Antag, at

1. P(1) er sand, og

2. P(n) medfgrer P(n+ 1) for ethvert naturligt tal n,

da er P(n) sand for alle naturlige tal n.

De to versioner af induktionsaksiomet er akvivalente. Forbindelsen mellem
dem ses ved at satte S = {n € N | P(n) er sand} til at vaere maengden af de
natrurlige tal for hvilke P(n) er sand.

Her kommer et eksempel pa en typisk anvendelse af Induktionsaksiomet.

ExseMPEL 1.3. Vi gnsker at vise, at
n(n+1)

1424 4n=——

(1.4)

for alle naturlige tal n > 1.
Lad P(n) betegne den pastand at formlen (1.4) holder for det naturlige tal n.
Laeg meerke til:
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(I1): P(1) er sand fordi 1 = £2.
(I2): Antag at P(n) er sand. Vi har da

1+2+---+n+(n+1)=

hvilket viser at P(n + 1) er sand.
Ifglge Induktionsaksiomet (1.2) kan vi nu slutte at P(n) er sand for alle n > 1.

Du kan selv gve dig ved at taenke over:
OVELSE 1.5. Vis, at
14+3+--+2n—-1)=n?

for alle naturlige tal n € N.

Nu, hvor jeg er kommet op i fart, snupper vi lige endnu en variant:

INDUKTIONSAKSIOMET 1.6. Lad, for hvert naturligt tal n, P(n) vere en pastand,
som afhenger af n. Antag, at

1. P(1) er sand, og

2. sandheden af P(i) for alle i < k medforer sandheden af P(k+1) for ethvert
naturligt tal k,

da er P(n) sand for alle naturlige tal n.

Overvej selv, hvorfor denne tilsyneladende stzerkere antagelse alligevel ikke
far den store indflydelse. (Hvis nu P(n) er som ovenfor, indfgr en ny pastand
Q(n) som siger, at P(7) er sand for alle i < n. Brug nu den fgrste variant.)

Til slut skal vi se pa endnu en variant, som er lidt mindre gennemskuelig. Vi
indfgrer forst det meget naturlige begreb et mindste element.

DEeFINITION 1.7. Lad S C N vere en delmengde af de naturlige tal. Vi siger,
at det naturlige tal m er det mindste element i S, hvis

1. m ligger ¢ S, og

2. m < s for ethvert s € S.
Det vil sige, at s er det mindste element © S, hvis s er 1 S og s er mindre end
eller lig med alle elementer 1 S.

Vi skriver min S for det mindste element i S; f.eks. er
min{n € N | n® > 4} =2
(Faktisk har jeg snydt en lille smule ved allerede at tale om det mindste

element; kunne der ikke teenkes at findes en delmaengde af de naturlige tal med
to mindste elementer?)



2. DIVISIONSALGORITMEN 7

Kan du komme i tanke om en eneste delmaengde, bortset fra den tomme
mangde, af de naturlige tal som ¢kke har et mindste element? Er det sadan, at
alle delmengder af N har et mindste element? Kan du bevise det? (Vendingen
“Sa ma der da for F..... vaere” er blasfemisk og derfor ikke tilladt.)

SETNING 1.8. (Princippet om det mindste element) Enhver delmaengde S C
N af de naturlige tal, som ikke er tom, har netop et mindste element.

BEevis. For ethvert naturligt tal n, lad P(n) veere pastanden
P(n): Alle delmaengder S C N, som indeholder mindst et af tallene 1,... n,

har et mindste element.

Vi bruger Induktionsaksiomet til at vise, at P(n) er sand for alle n. Pastanden
P(1) er sand, for hvis 1 € S, da er 1 det mindste element for S. Lad os nu antage,
at P(n) er sand for et n € N. Vi vil vise, at sa er ogsa P(n+ 1) sand. Lad derfor
S veere en maengde af naturlige tal, sa SN {1,2,...,n+ 1} # 0. Hvis sa ogsa,
SNn{1,2,...,n} # 0, da har S et mindste element ifglge induktionsantagelsen
P(n); men hvis SN{1,2,... ,n} =0, da er n+ 1 et mindste element for S.

Til sidst, lad S veere en vilkarlig, ikke-tom mangde af naturlige tal. Da S
ikke er tom, indeholder den et element, s. Sa er SN {1,2,...,s} # (), og alle
delmangder med denne egenskab har et mindste element, da P(s) er sand. [

Vi har altsa set, at
Induktionsaksiomet = Princippet om det mindste element.
Den modsatte implikation gaelder ogsa; de to er sckvivalente.

OVELSE 1.9. Vis den modsatte implikation. (Vink: Antag Princippet om
det mindste element. Lad P(n) veere en pastand, der afhzenger af det naturlige
tal n og opfylder de to krav i Induktionsaksiomet. Szt S til at veere {n € N |
P(n) er falsk}. Har S et mindste element?)

Garvede matematikere vil sige at Princippet om det mindste element siger,
at N er velordnet. Laeg marke til, at Princippet om det mindste element ikke
geelder for de reelle tal R.

OVELSE 1.10. Hvis ) # A C B C N, sa er min A > min B.

2. Divisionsalgoritmen

I dette afsnit udnytter vi Princippet om det mindste element til at bevise
Divisionsalgoritmen.
Fgrst vil det vaere bekvemt at indfgre betegnelsen

No = {0}JUN=1{0,1,2,3,...}

for maengden af de naturlige tal og 0.
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Dividerer vi 11 med 4, sa vil vi se, at 4 gar op 2 gange i 11 og resten er 3.
Eller, som de udtrykker det i tredje klasse:

11=4-24+3
Dette illustrerer det naeste resultat:

SETNING 2.1. (Divisionsalgoritmen.) Lad a € Z vere et helt tal og b € N et
naturligt tal (sa b #0). Der findes da entydigt bestemte hele tal g og r sd

a=>bqg+r
hvor 0 < r < b. (q kaldes kvotienten, r resten.)

Hvis @ = 11 og b = 4, da er kvotienten ¢ = 2 og resten er r = 3. Satningen
tillader ogsa division op i negative tal; dividerer vi @ = —11 med b = 4 far vi
kvotienten ¢ = —3 og resten r = 1 fordi —11 =4-(=3) + 1 hvor jo 0 < 1 < 4.
Seetningen siger derimod ikke noget om division med negative tal, tallet b, det vi
dividerer med, er altid positivt; resten r er ogsa altid positiv eller 0.

OVELSE 2.2. Lad a og b veere positive, hele tal. Antag, at a = bg + r med
0 <r < b. Hvad giver Divisionsalgoritmen, nar vi dividerer ¢ med —b7

Din erfaring (empirien) siger dig, at man med et givent input, a og b, altid
kan finde q og r som pastaet i Divisionsalgoritmen. Men er din empiriske erfaring
dermed en universel sandhed? NIX! Vi er ngdt til at give et

BEvis. Denne satning er et eksempel pa en eksistens- og entydighedssaetning.
Beviset falder derfor i to dele. Den ene del argumenterer for eksistensen, den
anden for entydigheden.

Eksistens: Lad S vare maengden af alle hele tal som

eecr >0

e kan skrives pa formen a — bg for et q € Z.

Dvs, at
S={a—-0bq|qgeN} NNy
Efter et gjebliks overvejelse indser du, at denne mangde af hele tal ikke er tom.

Ifglge Princippet om det mindste element findes der derfor et mindste element i
S. (Snydes der her?) Lad os kalde det mindste element for r:

r =minS
Sa er r > 0. Pastanden i seetningen er, at ogsa r < b. Lad os prgve at antage, at
r>b. Daerr—b2>0og
r—b=(a—bg) —b=a—-0b(g+1)

sar—berettali§, som er mindre end r. Det strider mod, at r er det mind-
ste element i S. Da antagelsen fgrer os lige lukt i en modstrid, kan den ikke
opretholdes. Vi ma altsa have r < b.
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Entydighed: Lad

a:bql-l-?“l, 0ST‘1<b,
a=0bg+r, 0<ry<b,

vaere to fremstillinger af a. Vi skal vise, at ¢g; = g2 0g 71 = 72.

ri—ry=—b(q1 — @)
ligger i b-tabellen og opfylder
—b<ri—ry<b

fordi begge tal ligger mellem 0 og b. Hvor mange tal fra b-tabellen ligger der
mellem —b og b ( endepunkterne fraregnet)? O

Hvis resten r er 0 siger vi at b gar op i a. Vi kan definere dette begreb for
vilkarlige to hele tal.

DEFINITION 2.3. Lad a € Z og b € Z veere to hele tal. Vi siger, at b gar op i
a, at b er en divisor i a, at a er et multiplum af b, eller at a er delelig med b, og
vi skriver bla, hvis der findes et helt tal ¢ € Z sa a = bq.

Alle hele tal er divisorer i 0, gar op i 0. Alle andre hele tal har kun endelig
mange divisorer.

BEMARKNING 2.4. Tallet b gar op i tallet a, netop nar a ligger i b-tabellen,
eller netop nar b-tabellen indeholder i a-tabellen. Da b-tabellen er maengden
bZ = {aq | ¢ € Z}, og a-tabellen er aZ, kan vi skrive:

bla < Z D al.
Der galder folgende regneregler, hvis verifikation jeg overlader til dig.

SAETNING 2.5. Lad a og b vere to hele tal.

alb = albc for ethvert helt tal c.

aclbe < alb for ethvert helt tal ¢ # 0. (Forkortningsreglen.)
Huvis alb og b|c, sa vil alc.

Huvis alb og alc, sa vil a|(xb + yc) for alle z,y € Z.

Huvis alb og bla, sa er a = +b.

al0.

+1|a.

Huvis alb og b # 0, sd er |a| < |b|.

R NSO WD

(OVELSE 2.6. Vi betragter her kun naturlige tal. Lad os skrive a < b nar
vi mener alb. (Det bringer forvirringen op pa et hgjere niveau.) Omskriv (de
relevante dele af) Saetning (2.5) med dette symbol. Find det “stgrste” tal, som er
“<” bade 12 og 18. Find det “mindste” tal, som er “>” bade 12 og 18. Kender
du et andet navn for disse tal? (Eleverne i folkeskolen ggr!)
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2.7. Mindste fzelles multiplum. Lad a € Z og b € Z vaere hele tal. I dette
delafsnit vil vi antage, at hverken a eller b er 0. (Det er ikke en strengt ngdvendig
antagelse. Overvej, hvad der sker hvis enten a eller b er 0.)

DEFINITION 2.8. Et felles multiplum af a og b er et helt tal m, som er bade
a-tabellen og @ b-tabellen.

Da a-tabellen netop er aZ, og b-tabellen bZ er feellesmaengden
aZ N OZ

netop maengden af faelles multipla. Produktet ab er et falles multiplum. Der er
undeligt mange feelles multipla, f.eks. alle tal i ab-tabellen Zab.

EKSEMPEL 2.9. Et fzlles multiplum af ¢ = 63 og b = 105 er ab = 6615, men
ogsa 5 - 63 = 315 = 3 - 105 er et feelles multiplum.

Et seerligt interessant faelles multiplum, 315 i eksemplet, er det mindste faelles
multiplum, der defineres sadan her:

DEFINITION 2.10. Det hele tal m er et mindste falles multiplum af a og b,
huvis

e m er positiv

o m er et felles multiplum af a og b

e m gar op i ethvert felles multiplum

Vi konfronterer nu eksistens- og entydighedsproblemet for mindste faelles mul-
tiplum.

LEMMA 2.11 (Entydighed). Der findes hajst et mindste felles multiplum af
a og b.

BEvis. Antag, at bade m; og msy er faelles multipla. Da msy er et falles
multiplum og m; et mindste faelles multiplum, vil m; ga op i ms. Da m; er et
feelles multiplum og mso et mindste faelles multiplum, vil ms ga op i m;. Derfor
er mp = Mmy. O

LEMMA 2.12 (Eksistens). Lad m vere det mindste positive tal, som star bade
i a-tabellen og i b-tabellen. Da er m et mindste felles multiplum af a og b.

BEevis. Pastanden er, at
m = min((eZ NOZ) N N)

er et mindste faelles multiplum af o og b — altsa at m opfylder de tre krav fra
Definition 2.10. (Naturligvis har du allerede lynhurtigt overvejet, at mangden
aZ NbZ NN af positive tal, der star i bade a-tabellen og i b-tabellen, ikke er tom.)

Det er klart, at m > 0 (for m € N), og at m er et faelles multiplum, for
aZ N bZ er jo simpelthen meengde af fxlles multipla. Lad M vere et (andet)
feelles multiplum. Jeg pastar, at m gar op i M. Ifglge Divisionsalgoritmen (2.1)
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kan M skrives pa formen M = gm + r, hvor ¢ € Z og 0 < r < m. Vi kan ikke
have 0 < r < m, for da ville r = M — gm vere et positivt feelles multiplum, som
var mindre end det mindste, m. Altsa er r = 0, og m | M. Dette viser, at m er
et mindste faelles multiplum. O

Vi ved nu, at der altid findes netop et mindste faelles multiplum af @ og 6. Vi
betegner det med mfm(a, b).

Vi samler nu vores erfaring, og lidt til, i en ssetningen om eksistens- og enty-
dighed af mindste faelles multiplum.

SETNING 2.13 (Eksistens og entydighed af mindste falles multiplum). Lada #
0 og b # 0 vere to hele tal. Sa geelder:

1. Der findes netop et mindste felles multiplum, mfm(a,b), af a og b.

2. mfm(a, b) = min(aZ N VZNN).

3. mfm(a,b)Z = aZ NVZ.

Bevis. Kun punkt (3) krever en bemaerkning: Da mfm(a,b) er et falles
multiplum, er mfm(a, b)Z C aZNbZ. Da ethvert faelles multiplum er et multiplum
af mfm(a, b) er aZ N HZ C mfm(a, b)Z. O

EKSEMPEL 2.14. mfm(12,18) = min(12ZN18ZNN) = min{36,72,...} = 36.

(OVELSE 2.15. Lad m veare et naturligt tal, sadan et mZ = aZ N bZ. Vis, at
m = mfm(a, b).

(OVELSE 2.16. Vis, at m er det mindste faelles multiplum af a og b hvis og
kun hvis

e m er positiv

o m er et faelles multiplum af a og b

e m er mindre end eller lig med ethvert positivt falles multiplum af a og b
Du skal altsa vise, at den mindste af de positive falles divisor er den mindste
feelles divisor!

I naeste afsnit kan du finde en algoritme til beregning af mfm(a, b).

2.17. Stgrste feelles divisor. Lad a € Z og b € Z vare to hele tal. I dette
delafsnit vil vi antage, at ikke bade a og b er 0. (Det er ikke en strengt ngdvendig
antagelse. Overvej, hvad der sker hvis bade a og b er 0.)

DEFINITION 2.18. En felles divisor for a og b er et helt tal, m, som gar op 1
bade a og b (bade a og b er i m-tabellen).

Ethvert helt tal forskellig fra 0 har kun endeligt mange divisorer. (For hvis
mla, hvor a # 0, sa er |m| < |a|].) Der findes derfor kun endeligt mange falles
divisorer for a og b.

ExkseEMPEL 2.19. De falles positive divisorer for a =12 0g b= 18er 1,2, 3, 6.
De falles positive divisorer for a = 30 og b = 42 er ogsa 1,2, 3, 6.
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Vi kan ogsa karakterisere de falles divisorer pa denne (mere gennemskuelige?)
made:

m er en falles divisor for a og b
&7Zm O Za og Zm D Zb
S7Zm D Za U Zb
s7Zm D Za+ Zb
Her benytter jeg benytter skrivemaden
Za+Zb={sa+tb|seZtel}

for maengde af alle hele tal, der kan skrives som en sum af et tal fra a-tabellen
og et tal fra b-tabellen. Vi har

Za+7Zb2D ZaUZb

sa den sidste biimplikationspil er OK i den ene retning. Den anden retning kraever
en lille overvejelse.

Hvis D(a) star for maengden af divisorer i a, sa er feellesmaengden D(a) N D(b)
netop maengden af faelles divisorer for a og b.

Vi skal nu se pa en algoritme, Fuklids algoritme, til bestemmelse af de feelles
divisorer.

Lad os sige, vi gnsker at bestemmme de felles divisorer for ay of a;. Vi
antager, at ap > a; > 0. Divider nu ay med a; og kald resten as:

ap = q1a1 +as, a1 > Gy > 0.

Hvis as = 0 stopper algoritmen her. Men hvis as; > 0, dividerer vi a; med as, og
kalder resten asz. Hvis ag = 0 stopper algoritmen her. Men hvis az > 0 ...
Generelt, kan vi sige at output fra Euklids algoritme er en dalende fglge af
hele tal
Qg >y > >0 1>0; >0y > >0
hvor a;,1 er den rest der opstar nar vi dividerer a;_; med a;,

(i1 = ¢;0; + Qip1, Q; > ;41 > 0, (2.1)

hvis ellers a; > 0. Algoritmen stopper, hvis a; = 0. Laeg maerke til, at algortimen
ma stoppe efter endelig mange skridt, da der kun findes endeligt mange tal mellem
ap og 0. Lad os sige, at a, > 0, men at a,,; = 0. Overvej ngje, at ligningen
(2.1), som definerer Euklids algoritme, viser (og det fortjener et lille argument!),
at
D(ai_l) N D(az) = D(az) N D(G,H_l), 1 S 1 S n,
dvs. at a;_; og a; har de samme fzlles divisorer som a; og a;;1. Da a,,1 = 0 far
vi
D(ag) N D(ay) = D(a,) N D(0) = D(a,) NZ = D(ay,),

som siger, at mangde af faelles divisorer for ay og a; er mangden af divisorer i
det sidste positive tal, a,, i Euklids algoritme.
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EksSEMPEL 2.20. Med input ag = 712 og a; = 123 producerer Euklids algo-
ritme den endelige fglge

712,123,97,26,19,7,5,2,1,0

som output. De falles divsorer for 712 og 123 er derfor D(712) N D(123) =
D(1) = {-1,1}.

Det er ganske enkelt at implementere Euklids algoritme pa en computer, f.eks.
i et regneark eller i Turbo Pascal.

Lad os vende tilbage til ligningen (2.1) endnu en gang. En anden konsekvens
(og det fortjener igen et argument!) er identiteterne

CI,Z'_1Z + CI,Z'Z = a,-Z + ai+1Z, 1 S 1 S n,
som viser, at
a2 + a2 = a2 + 07 = a,Z,
dvs. at tallene fra a,-tabellen praecis er de tal, der kan skrives som en sum af et
tal fra ap-tabellen og et tal fra a;-tabellen. Det fglger, at
an, = min((apZ + a1Z) NN)

dvs. at a, er det mindste positive tal, der kan fas som sum af et tal fra ag-tabellen
med ét fra a;-tabellen. (F.eks. siger Euklids algoritme, at 1 kan fas som en sum
af et tal fra 712-tabellen med et tal fra 123-tabellen.)

Det er klart, at tallet a, selv er den mest interessante falles divisor, for alle
feelles divisorer er ogsa divisorer i a,. Hvordan kan vi karakterisere dette tal?

DEFINITION 2.21. Det hele tal D er en storste faelles divisor for a og b, hvis

e D>0
e D er en felles divior for a og b
e Enhver felles divisor gar op i D

Tallet a, fra Euklids algoritme med input ay = a og a3 = b (hvis ellers
a > b > 0) er en stgrste faelles divisor for a og b. Kunne der vare andre og er vi
sikre pa at der altid findes én?

LEMMA 2.22 (Entydighed). Der findes hgjst en storste feelles divisor for a og
b.

BEvVIS. Prgv selv! O

LEMMA 2.23 (Eksistens). Det mindste naturlige tal, der kan skrives som en
sum af et tal fra a-tabellen og et tal fra b-tabellen, dvs. det mindste positive tal
som kan skrives pa formen sa + bt for s,t € 7, er en stgrste felles divisor.

Bevis. Pastanden er at

D = min((eZ + bZ) N N)
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er en storste feelles divisor — altsa at D opfylder de tre krav fra Definition 2.21.
(Overvej, at maengden (aZ + bZ) NN ikke er tom.)

Det er klart, at D > 0. D gar ogsa op i a. For at se det, skriv (2.1) a pa
formen a = Dg+ r hvor ¢ € Z og 0 < r < D. Husk pa, at der findes hele tal, s
og t,sa D = as + bt. Altsa kan resten

r=a—Dg=a— (as+bt)g=(1—gs)a+ (—tq)b
skrives som en sum af et tal fra a-tabellen og et tal fra b-tabellen. Vi kan ikke
have 0 < r < D, for da ville r veere mindre end det mindste naturlige tal, D,
med denne egenskab. Altsa er r = 0, sa D gar op i a. Pa akkurat tilsvarende
made kan man vise, at D gar op i b. D er altsa en felles divisor. Lad d vaere en
(anden) faelles divisor. Da D har formen D =as+0t, s € Z,t € Z, vil d ga op i
D. Dette viser, at D er en stgrste feaelles divisor. O

Vi ved nu, at der altid findes netop en stgrste fzelles divisor for a og b. Vi
betegner den med sfd(a, b).

Vi samler vores erfaring, og lidt til, i ssetningen om eksistens- og entydighed
af stgrste faelles divisor.

SETNING 2.24 (Eksistens og entydighed af stgrste faelles divisor). Lad a og b
veere hele tal, ikke begge 0. Da gelder:

1. Der findes netop en storste felles divisor, std(a, b) for a og b.
2. std(a,b) = min((aZ + bZ) N N).
3. sfd(a,b)Z = aZ + bZ.

Bevis. Kun punkt (3) kraever en bemarkning: Da sfd(a,b) er en sum af et
tal fra a-tabellen og et tal tal fra b-tabellen, er sfd(a, b)Z C aZ + bZ. Vi har ogsa
aZ + bZ C sfd(a,b)Z, fordi en sum af et tal fra a-tabellen og et tal fra b-tabellen
er deleligt med sfd(a,b). O

Leaeg merke til at punkt (3) siger, at den stgrste faelles divisor er en sum af et
tal fra a-tabellen og et tal fra b-tabellen. Det er sa nyttigt, at jeg far lyst til at
fremhaeve det i et

KOROLLAR 2.25. Lad a og b vere hele tal, ikke begge 0. Set D = sfd(a,b).
Da findes hele tal s og t sa
D = sa+1tb

DVELSE 2.26. Find s og t, sa 1 = 712s + 123t.

OVELSE 2.27. Lad D vere et naturligt tal sadan at DZ = aZ + bZ. Vis, at
D = sfd(a, b).

OVELSE 2.28. Vis, at max(D(a) N D(b)) = sfd(a,b); altsa, at den stgrste
feelles divisor er den stgrste fzelles divisor!

Vi ved allerede fra Euklids algoritme, hvordan den stgrste faelles divisor bereg-
nes.
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SAETNING 2.29. Antag at a, > 0 og at a1 = 0 i Fuklids algoritme med input
ag > a1 > 0. Da er sfd(ag, a1) = a, og mfm(ao, a;) = 222

Den sidste pastand fglger af Opgave 17, som siger at sfd(a, b)-mfm(a, b) = |ab|.

Euklids algoritme fortaller ogsa, hvordan vi finder s og ¢, sa D = as + bt.
Beregningen af s og ¢ kan godt formuleres algoritmisk, men vi skal her ngjes med
et eksempel.

EKSEMPEL 2.30. Med ay = 2415 og a; = 945 som input genererer Euklids
algoritme tallene

2415,945, 525,420,105, 0

som output og altsa er sfd(2415,945) = 105 og mfm(2415,945) = 21735. Dette
output er et resulat af divisionerne

2415 =945 - 2 4+ 525
945 = 5251+ 420
525 =420-1+ 105
420 = 105-4 + 0.
Ligningerne ovenfor kan ogsa skrives
025 =2415—-945- 2
420 = 945 — 525 -1
105 =525 —420-1
og idet vi starter forneden og arbejder os opad, far vi heraf
105 = 525 — 420 = 525 — (945 — 525) = 525 -2 — 945
= (2415 — 945 - 2) - 2 — 945 = 2415 - 2 + 945 - (—5).
Vi kan altsa bruge so = 2 og s; = —5. Der er ogsa andre muligheder, for da

2415 = 105 - 23 og 945 = 105- 9 er 0 = 2415 - 9 — 945 - 23 og 105 = 105 + 0 =
(2415 - 2 + 945 - (—5)) + (2415 - 9 — 945 - 23) = 2415 - 11 + 945 - (—28).

(OVELSE 2.31. Find s og t sa 712s + 123t = 1.

(DVELSE 2.32. Skriv et computerprogram der med input (ag, a;) giver output
sfd(ag, a1) samt hele tal (s, s1) sa agso + a1s; = sfd(ao, a1).

2.33. Indbyrdes primiske tal. Tallene 123 og 712 er et eksempel pa to
indbyrdes primiske hele tal, da 1 er det eneste positive tal, som gar op i bade 123
og 712. Den generelle definition lyder sadan her:

DEFINITION 2.34. De to hele tal a og b er indbyrdes primiske hvis sfd(a,b) =
1.

Vi vil i det fglgende antage at bade a og b er forskellige fra 0.
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LEMMA 2.35. Huis a og b er indbyrdes primiske, og a gar op i be, da vil a ga
op 1t c.

BEvis. Da a | bc og std(a,b) = 1, er (2.4, 2.24) bcZ C aZ og aZ + bZ = 7.
Altsa er
cZ = c(aZ + VZ) = caZ + ¢bZ C aZ + oZ = o

saalc. O
LEMMA 2.36. sfd(a,b) = 1 < mfm(a,b) = |ab.

BEvis. Antag, at sfd(a,b) = 1. Vi skal vise, at ab gar op i ethvert falles
multiplum. Lad M = sa = tb vaere et feelles multiplum. Da a | tb og sfd(a,b) =1
vil (2.35) a ga op it og abvil ga opith= M.

Antag, at mfm(a,b) = |ab|. Vi skal vise, at de eneste faelles divisorer er +1.
Lad d vaere en fezlles divisor, a = da’ og b = db’. Da da't’ er et faelles multiplum,
vil ab = d%a't’ ga op i da'l’, og derfor vil d g op i 1. O

Vi samler til sidst resultaterne fra Seetning 2.13, Saetning 2.24 og Lemma 2.36
1 en saetning.

SETNING 2.37. Lad a og b veere to hele tal. Da er folgende betingelser @kvi-
valente:
1. sfd(a,b) =1
mfm(a, b) = |ab|
aZ + b7 =7
aZ N bZ = abZ
Der findes hele tal s og t sa as+ bt = 1.

O W

Vi vil i en senere anvendelse (I1.7.1) af Seetning 2.37 erstatte 2.37.(4) med det
tilsyneladende svagere aZNbZ C abZ. Det kan vi tillade os fordi fordi inklusionen
abZ C aZ N bZ altid gelder.

KOROLLAR 2.38. Huis a og b er indbyrdes primiske, og a og b gar op i c, da
vil ab ga op i c.

Bevis. Tallet ¢ er et faelles multiplum af a og b, sa det mindste fzelles multi-
plum, mfm(a,b) = ab, gar op i c. O

3. Primtal

Primtallene har fascineret mennesket gennem i hvert fald de seneste par tusind
ar, og det vil de nok fortsaette med vores tid ud.

DEFINITION 3.1. Det naturlige tal n kaldes et sammensat tal, hvis der findes
hele tal, ng og ny, sa n =ngny, hvor 1 <ng <n og1 <n; <n. Et primtal er et
naturligt tal p > 1 som ikke er sammensat.
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Et primtal er altsa et naturligt tal, som er stgrre end 1, og som ikke har andre
positive divisorer end 1 og sig selv. De fgrste primtal er

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,47, 53, 59
og det er faktisk ret let at finde alle primtal under 100 — f.eks. ved at bruge:

BEMZRKNING 3.2. (Eratostenes’ si.) Gem tallet 2. Fjern dernaest alle multi-
pla af 2 fra meengden af naturlige tal n > 1. Det mindste tilbageblivende tal er 3.
Gem det, for det er et primtal. Fjern derefter alle multipla af 3. Gem det mindste
af de tilbageblivende tal, 5. Fjern alle multipla af 5 — osv. Det der bliver tilbage
er primtallene. Hvis vi er interesseret i at finde alle primtal < N kan vi ngjes
med at fjerne alle multipla af n for 2 < n < v/N. Skriv et computerprogram der
beregner alle primtal < N. Find alle primtal < 10000. (Vel, har du ikke adgang
til en computer, kan du ngjes med at finde alle primtal < 100.)

Hvis p er et primtal, og a et naturligt tal, sa er sfd(p, a) = 1, hvis og kun hvis
p ikke er en divisor i a. Derfor er fglgende to observationer faktisk specialtilfaelde
af (2.35) og (2.38).

LEMMA 3.3 (Primtalsdivisionssaetningen, Euklid). Lad p vere et primtal og
a 0g b to hele tal. Hvis p | ab, da vil p | a, eller p | b.

BEvIS. Hvis p | a er der intet at vise. Hvis p ikke er en divisor i a, da er a og
p indbyrdes primiske og sa vil p | b ifslge (2.35). O]

LEMMA 3.4 (Coprimtalsdivisionssaetningen). Lad p og q vere to forskellige
primtal. Hvis p | a og q | a, da vil pq | a.

BEevis. Da p # ¢, er p og ¢q indbyrdes primiske, sfd(p,q) = 1, og resultatet
fglger direkte af Korollar 2.38. 0

SAETNING 3.5. Ethvert naturligt tal n > 1 er et produkt af primtal.

Bevis. Lad P(n), n > 2, vare pastanden, at n er et produkt af primtal.
P(2) er sand, for 2 er et primtal. Antag at P(k) er sand for 1 < k < n. Hvis
n er et primtal, er P(n) oplagt sand. Hvis ikke, er n = ngny, hvor 1 < ng < n
og 1 < n; < n, og begge faktorer er ifglge induktionsantagelsen produkter af
primtal. Derfor er ogsa n et produkt af primtal. Dette viser at P(n) er sand.

Ifglge Induktionsaksiomet (1.6) fglger det nu, at alle naturlige tal kan skrives
som produkter af primtal. O

KOROLLAR 3.6. Ethvert naturligt tal n > 1 har en primtalsdivisor.

I fremstillingen af n som et produkt af primtal kan det samme primtal godt
forekomme flere gange som i eksemplet

12=2.2-3. (3.7)
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Samler vi alle faktorer af samme primtal p og udtrykker produktet som en potens
af p, kan enhver primfaktoroplgsning af n > 1 skrives pa formen

n=pMps?...per (3.8)

hvor 1 < p; < ps < --- < p, er forskellige primtal og a;erne er naturlige tal. Pa
den made kan (3.7) omskrives til

12 =22.3.

Seetning 3.5 siger, at ethvert naturligt tal n > 1 har mindst en fremstilling af
formen (3.8). Kan n have mere end en fremstilling? Svaret er, ifglge den fglgende
setning om entydig faktorisering, nej.

SETNING 3.9 (Aritmetikkens Hovedsaetning). Antag at

Qp

pUpsE . p2 =g g5 .. g

hvor 1 < py < ps < ...p, 1 < q1 < q2 < ...q, alle p; og alle q; er primtal,
og alle o; og B; er naturlige tal. Da er r = s, og p; = ¢; 09 oy = [ for alle
i=1,2,...,7.

Bevis. Lad P(n), n > 1, sta for den pastand, at n kun har én primfak-
toroplgsning (3.8). P(2) er klart sand, da 2 er et primtal.

Antag at P(k) er sand for 1 < k < m. Hvis n er et primtal, findes kun
en faktorisering af formen (3.8), sa P(n) er sand i dette tilfselde. Hvis n er et
sammensat tal, lad

PiP2-- Py =N =q1q2---Gv (3.10)

veere to fremstillinger af n. (Her er antallene af faktorer u > 2 og v > 2, da n
ikke er et primtal.) Vi kan ordne faktorerne i voksende orden sa vi opnar at

PLS<p2<-<puyy, @<= <@y

Vi stiler mod at vise, at u = v, og p; = ¢; for allei =1,2, ..., u.

Antag nu at p; # ¢1. Da p; 0og ¢1 gar op i n, og p; og g1 er indbyrdes primiske,
vil (3.4) produktet pyq; ga op i n. Skriv n pa formenn = pygirogladr =7 ...7
veere en fremstilling af » som et produkt (3.5) af primtal. Da er

n=pqiri...7;
en fremstiling af n som et produkt af primtal. Nu ved vi, at
Pip2.- Py =N =pP1G17T1...77

eller (ved division med p;) at

n
P2-.-Py=—=0q17T1...77].
yai
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Fra induktionsantagelsen slutter vi, at disse to fremstillinger af pﬂl < n har de
samme faktorer. Specielt ma ¢; pa hgjresiden vaere lig med et af tallene po, . .., py
pa venstresiden. Altsa er ¢ > p1, da po > p1,...,py > pi. Tilsvarende er

q1q2 ...y =N = P1G17T1 ... 7]
eller
n
q2---Qy = — =pP1T1...Ty
q1

og induktionsantagelsen giver, at faktoren p; fra hgjresiden er lig med en af faktor-
erne ¢o, ..., q, fra venstresiden, og det fglger, at p; > ¢, da ¢ > q1,...,q, > q1-
Vi kan nu konkludere, at p; = ¢;. Det er i abenlys modstrid med antagelsen
pL# Q-
Vi ser heraf, at p; # ¢; ikke kan galde. Altsa ma vi have p; = ¢;, og vi kan
nu dividere begge sider af fremstillingen (3.10) med p; = ¢;. Det giver:
n n
P2...Py=—=—=42-..Qy
p1 q1
og da p% = :—1 er mindre end n, giver induktionsantagelsen, at u = v (eller rettere
atu—1=v—1)ogat p; =gq; for allei =2,...,u. Dette viser, at P(n) er sand,
ogsa hvis n er sammensat.
Induktionsaksiomet tillader os nu at konkludere, at alle hele tal n > 1 har en
entydig primtalsfaktorisering. O

(OVELSE 3.11. Skriv et computerprogram, der beregner primtalsfaktoriseringer.

Seetningen om Entydig Faktorisering har sandsynligvis vaeret kendt i en eller
anden form siden Euklid, men den fgrste eksplicitte formulering skyldes Gauss i
1801. Den naeste sztning skyldes faktisk Euklid, sa den dateres til ca. -400, hvor
Euklid viste, at “der er flere primtal end ethvert forelagt antal af primtal”.

SETNING 3.12 (Euklid). Der findes uendeligt mange primtal.

BEvis. Antag, at der kun findes endelig mange primtal. Lad p1, ..., p; veere
listen over alle primtal. Saet

n=14+pi...pg-

Ifglge (3.6) har n en primtalsdivisor, p. Men dette primtal p er forskelligt fra
P1,---, Pk, for ingen af disse primtal gar op i n (resten ved division af n med p;
er 1). Det er i modstrid med antagelsen, at vores liste bestod af alle primtal. [

Selv om der altsa findes uendeligt mange pritmal, sa findes der pa den anden
side vilkarligt lange primtalsfri zoner.

BEMAERKNING 3.13. Lad n vaere et helt tal. De n — 1 tal
nl+2,n+3,....,nl+n

er alle ssmmensatte, for 2|n!+2,3|n!+3, ..., n|n!+n. Vikan altsa finde vilkarligt
lange straekninger af primtalsfrie naturlige tal.
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Her er nogle af eksempler pa ulgste problemer om primtal:

Goldbachs formodning fra 1742: Ethvert lige tal > 2 er en sum af to
primtal. F.eks. er 4 =2+2,6=3+3,8=3+5,...,36 =13+ 23.

Hvis bade p og p + 2 er primtal, siges de at veere primtalstvillinger. Det
formodes, men vides ikke, at der findes uendeligt mange primtalstvillinger.
I begyndelsen af talraekken er primtalstvillinger ret hyppige, 2 og 3, 3 og
5, 5 0g 7. Ogsa 250049 og 2500051 er (lidt stgrre) tvillinger. Det siges, at
242206083 - 238880 4 1 er primtalstvillinger.

En sxtning af Gauss, som han beviste, da han var 19, siger, at den regulaere
p-kant, hvor p er et ulige primtal, er konstruerbar hvis og kun hvis p er et
Fermat tal. Et Fermat tal er et tal af formen F, = 22 + 1 for et t > 0.
Fermat pastod, at alle tal af denne form, var primtal, og godt nok er
3,5,17,257,65537 svarende til t = 0, 1,2, 3,4 alle primtal. (Den reguleere
257-kant kan altsa konstrueres med passer og lineal.) L. Euler (1707-1783)
viste imidlertid, at

F; = 92° 11 = 4294967297 = 641 - 6700417,

er sammensat. Fg er produktet af primtallet 274177 og et andet primtal
med 14 cifre. Faktisk ved man i dag, at Fj, ..., Fy alle er sammnensatte
tal. Mange talteoretikere tror nu, at alle Fermat tal efter F; er sammensatte
[3]-

Lzes mere om primtal pa
http://www.utm.edu/research/primes/index.html

Opgaver

OPGAVE 1. Vis, at 2® > n? + 1 for alle naturlige tal n > 5.

OPGAVE 2. Vis, at

n

PPAREPARS|

k=1

for alle naturlige tal n € N.

OPGAVE 3. Vis, at

n(n+1)(2n+ 1)

& 6

for all naturlige tal n € N.

OPGAVE 4. Vis, at

n?(n+1)?

> i

for alle naturlige tal n € N.

OPGAVE 5. Vis, at n! > 2" for alle naturlige tal n > 4.
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OPGAVE 6. Vis, at 9 gar op i 10"t + 3 -10™ + 5 for alle naturlige tal n € N.

OPGAVE 7. Vis, at enhver opad begraenset mangde S C Z har et stgrste
element, max S. Vink: max.S = —min(-5S).

OpcAvE 8. Lad S C Z vare nedad begranset. Vis, at min(aS) = amin(S)
nar ¢ > 0. Hvad kan du sige nar a < 0?

OPGAVE 9. Vis, at min(S;) > min(Sy) nar S; C Sy C Z er nedad begraensede
mengder af hele tal.

OpPGAVE 10. Brug Euklids algoritme til at beregne sfd(a, b) og finde hele tal
s og t sa as + bt = std(a,b) for a = 1091, b = 165 og a = 1324, b = 56.

OPGAVE 11. Vis, at sfd(a, b) = sfd(—a, b) = std(—a, —b) = sfd(b,a) = sfd(|al, |b]).
Gaelder noget tilsvarende for mfm(a, b)?

OPGAVE 12. Antag, at a > 0 og b > 0 og vis: sfd(a,b) = a & a | b &
mfm(a, b) = b.

OPGAVE 13. Vis, at sfd(a,b + sa) = sfd(a,b). Brug dette til at beregne
sfd(572,112).

OPGAVE 14. Antag (for nemheds skyld) at @ > 0,6 > 0,¢ > 0. Vis, at
sfd(ca, cb) = csfd(a, b)
mfm(ca, cb) = ¢ mfm(a, b)

OpGAVE 15. Vis, at sfd(a,bc) = sfd(a,sfd(a,b)c). Vink: aZ + bcZ = aZ +
(aZ + bZ)c.

OpPGAVE 16. Kik pa denne tabel:
| a | b | ab [ mfm(a,b) |std(a,d) ]|

2 16| 12 6 2

416 |-24 12 2

6 | 8| 48 24 2

6 |-9|-54 18 3
24 | 36 | 864 72 12

Formuler en formodning om sammmenhangen mellem tallen i de tre sidste sgjler.
Regn den naste opgave.

OPGAVE 17. Vis, at mfm(a, b) - std(a, b) = |ab| (nar a # 0 og b # 0).

OPGAVE 18. Vis, at sfd(a?, b?) = sfd(a?, sfd(sfd(a, b)?, b)b). Slut heraf at hvis
sfd(a,b) = 1, da er ogsa sfd(a?, b?) = 1.

OPGAVE 19. Hvad siger Opgave 18 om sfd(555 smmagpe)? Konkludér, at
sfd(a?, b%) = sfd(a, b)?.
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OPGAVE 20. Antag, at a er indbyrdes primisk med a;,...,a,. Vis, at a er
indbyrdes primisk med produktet a; ...a,. (Vink: Induktion.)

OPGAVE 21. Lad p vere et primtal og a4, ..., a, hele tal. Vis, at hvis p gar
op i produktet a; ...a,, da vil p | a; for (mindst) et 7, 1 <1i <r. (Vink: Se (3.3)
og brug induktion.)

OPGAVE 22. Antag, at tallene ay,...,a, er parvis indbyrdes primiske, dvs.
at sfd(a;, a;) =1 for i # j, og at de alle gar op i b. Vis, at produktet a; ...a, gar
opib. (Vink: Se (2.38) og brug induktion.)

OPGAVE 23. Lad ay, as, az veere hele tal. Vis at ay, as, asz er parvis indbyrdes
primiske, dvs sfd(as, a3) = sfd(ai,a3) = std(ai,a3) = 1, hvis og kun hvis der
findes hele tal sq, s9, S9 sa s1asa3+ Soa;a3+ s3a1a; = 1. Kan du generalisere dette
resulat?

OPGAVE 24. Antag at p | a® hvor p er et primtal og a et helt tal. Vis, at
pla.

OPGAVE 25. Er 499 et primtal? Er 5017 (Se (3.2.))
OPGAVE 26. Skriv 9464 som et produkt af primtal.

OPGAVE 27. Vis, at der ikke findes hele tal m og n sa m? = 2n?. Slut at v/2
ikke er rational (dvs. ikke kan skrives pa formen ™). (Se Messer p. 121.)

OPGAVE 28. Skriv a > 0 og b > 0 pa formen

a=pips...pf, b=pl'py.. . pl

Hvis vi tillader at o;erne og (;erne kan antage vaerdien 0, kan vi godt antage at det
er de samme primtal der forekommer i begge faktoriseringer hvor p; < ps < ...p;.
Vis, at

l.abe a; < G forallei=1,...,7.

2. sfd(a, b) . o p{nln{aiﬁi}

1=1 L%

3. mfm(a, b) = [T, prolesil



KAPITEL 2

Gruppeteori

En gruppe er en algebraisk struktur som optraeder meget hyppigt i matem-
atik. Faktisk drejede hele fgrste kapitel sig om den abelske gruppe af hele tal.
Andre eksempler pa grupper er symmetrigrupper, f.eks. symmetrigruppen af et
molekyle.

1. Funktioner

Formalet med dette afsnit er at indfgre nogle begreber. Det indeholder sikkert
ikke noget der er nyt for dig, sa jeg udelader beviserne. (Se ogsa Messer p. 219
221.)

Lad A og B vere mangder. En funktion f: A — B med domene dom(f) = A
og codomeane codom(f) = B er en forskrift der til ethvert element a i A knytter
netop et element f(a) i B. Elementet f(a) € B er billedet af a € A.

For delmaengder A; C A og B; C B kaldes

f(A) ={f(a1) | a1 € A1}
for billedet af Ay og
f7U(B1) ={a€ Al f(a) € Bi}

for originalmengden af B;. Specielt, for et element b € B, betegner

) = (b)) ={a€ A| f(a) = b}
af alle elementer i A som afbildes i b € B, originalmaengden til b.

DEFINITION 1.1. Funktionen f: A — B er

1. surjektiv hvis ethvert element © B er billede af mindst et element i A
2. injektiv huis ethvert element i B er billede af hgjst et element i A
3. bijektiv huvis ethvert element © B er billede af netop et element i A.

Funktionen f er surjektiv, hvis f~1(b) # @ for alle b € B, injektiv hvis f~1(b)
indeholder hgjst et element for alle b € B, bijektiv hvis f~1(b) indeholder netop
et element for alle b € B. En funktion er bijektiv hvis og kun hvis den er surjektiv
og injektiv.

Hvis f: A— B og g: B — C er to funktioner med codom(f) = dom(g), da
er sammensztningen go f: A — C funktionen defineret ved g o f(a) = g(f(a))
for all a € A.

23



24 2. GRUPPETEORI

SETNING 1.2. (Sammensetning af funktioner er associativ). Lad f: A — B,
g: B— C og h: C — D vere funktioner. Da er

ho(gof)=(hog)of: A— D.

Da det alligevel ikke spiller nogen rolle hvor parenteserne placeres, skriver vi
hogo f for en af de to sammensatte funktioner i Szetning 1.2.

(OVELSE 1.3. Enhver funktion kan skrives som sammensatningen af en sur-
jektion efterfulgt af en injektion.

Identitetsfunktionen idg: A — A eller 14: A — A er den funktion der til
ethvert element a € A knytter a.

Visiger, at g: B — Aeren inverstil f: A— Bhvisgof=140g fog=13.
Hvis f har en invers, da er den entydigt bestemt og vi betegner den med f~1.
Men ikke alle funktioner har en invers.

SETNING 1.4. En funktion har en invers hvis og kun hvis den er bijektiv.

OVELSE 1.5. Hvis bade f og g er bijektive og codom(f) = dom(g), da er go f
bijektiv med invers (go f)™! = f~' o g7!. Den inverse funktion f~! er bijektiv
og dens inverse er (f~')7! = f.

Jeg slutter med en meget simpel, men overraskende nyttig observation.

SETNING 1.6. (Skuffeprincippet.) Antag at A og B er to endelige mengder
og at antallet af elementer i A er lig med antallet of elementeri B. Lad f: A — B
veere en afbildning fra A til B. Da er folgende betingelser ekvivalente:

1. f er injektiv.

2. [ er surjektiv.

3. f er bijektiv.

Som ethvert postbud ved, hvis 100 breve fordeles i 100 postkasser sa der
hgjst ligger et brev i hver postkasse, da vil der faktisk ligge netop et brev i hver
postkasse.

2. Transformationer af planen

Den geometriske plan kan identificeres med maengden R? af alle reelle talpar
ved valg af et koordinatsystem. Ved en (ortogonal) transformation af planen
forstar vi en afbildning af planen ind i sig selv givet ved en drejning om (0,0)
eller en spejling i en ret linje gennem (0, 0).

Vi vil bruge betegnelsen D(a): R? — R? for drejningen mod uret med vinkel
« omkring (0,0). Vi vil bruge betegnelsen S(3): R? — R? for spejlingen i den
rette linje gennem (0, 0) der danner vinklen (!) £ med z-aksen.

I poleere koordinater er funktionerne D(a) og S(3) givet ved

D(«)(rcos ¢, rsin @) = (r cos(¢p + ), rsin(¢p + «))
S(B)(r cos ¢, rsin @) = (rcos(f — ¢), rsin(8 — ¢)).
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For allea € Rog B € R, er
D(a+27m) = D(«), S(B+2m)=S5(0).

D(0) er identiteten, ofte betegnet med E, af R?.
Ud fra disse to eksplicitte udtryk for drejningen D(c) og spejlingen S(f) er
det meget nemt at finde ud af deres opfgrsel under sammensaetning.

SAETNING 2.1. Der gelder

D(a) o D(f) = D(a+p)
JoS

S(a) o S(8) = D(a— )
D(a) 0 S(8) = S(a+ )
S(a) o D(B) = S(a—p)
Heraf fglger at bade D(«) og S(3) er bijektioner med inverse

D(a)™' = D(-a), S(B)" =S(B).

Bemark specielt at en spejling er sin egen inverse, S(3) o S(8) =

3. Kvadratets symmetrigruppe

Lad K vare kvadratet i planen med hjgrner (+1,+1). Vi skal undersgge
mengden D, af symmetrier af K, dvs. mangden af de transformationer f: R? — R2
som opfylder f(K) = K. (D, er mangden af symmetrier af en 4-kant.)

Symmetrierne af K er identitetsafbildningen, drejninger med vinkel 7, 7 og
32 samt spejlingerne i koordinatakserne og de to diagonaler. Dvs.

D4 {6 d17d2ad3a81a82783a84}

hvor

s1=38(0),s0 = S(=

Dette er imidlertid ikke hele historien. For sammensaetningen af to symmetrier
er igen en symmetri. Vi siger, at maengden D, er [ukket under sammensaetning.

F.eks. er
d1 O dl == d2
dyos) = D(g) 0 S(0) = S(

) =52

b |

ifglge Seetning 2.1.
Vi kan satte beregningen af alle sammensaetninger af to symmetrier op i en
tabel, en sakaldt Cayley tabel:
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[ D] e |di[da|ds]s1]s]5s]s4]
€ € dl d2 d3 S1|S2 | S3 | S4
dl dl d2 d3 € | So2|S3|S4| 81
d2 d2 d3 € d1 S3 | Sa | S1 | S2
d3 d3 € d1 d2 S4 | S1| S2| S3
S1 S1 | S4 | S3 | S2 € d3 d2 dl
S9 S2 | S1 | S4 | S3 d1 € dg dg
S3 S3 | S2 | S1| S4 dg d1 (& d3
S4 S4 |83 | S2| S1 d3 d2 d1 e

VA

hvor sammensatningen fog er skrevet ind i krydset mellem f-raekken og g-sgjlen.
Ved hjzlp af Cayley tabellen er det let at beregne sammensatninger af kvadratets
symmetrier. Bemeerk specielt, at d? = dy, d° = d1d? = didy = d3, og
8% =S5108 =¢
d‘i:dlodi’:dlodgze
s10d; 08 = 8408 :dgzdi’.

Mere generelt bemaerker vi

1. For alle f,g,h € D, geelder fo(goh)=(fog)oh.

2. For alle f € Dy geelder foe=f =eo f.

3. For ethvert f € D, findeset g€ Dysa fog=e=go f.

Den fgrste pastand, som involverer 8 tilfzelde, er maske lidt omstsendelig at
verificere ud fra Cayley tabellen; det er nemmere at benytte Saetning 1.2. De to
andre egenskaber ved D, ses umiddelbart ud fra Cayley tabellen.

Det er disse egenskaber der ggr D, til en gruppe.

4. Grupper

Gruppebegrebet er en formalisering af de egenskaber ved D, som vi ob-
serverede i forrige afsnit.

DEFINITION 4.1. En gruppe er en mengde sammen med en afbildning
GxG—(d
(f,9) > feyg

som opfylder de tre betingelser:

1. (Associativitet) For alle f,g,h € G gelder f e (geh) = (feg)eh.

2. (Neutralt Element) Der findes et element e € G, s fee=f =ce f for
alle f € G.

3. (Inverst element) For ethvert element f € G findes et element g € G, sd

feg=e=geof.
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Et element e der opfylder (2) kaldes et neutralelement; et element g der
opfylder (3) siges at veere et inverst element til f. (Lige om lidt viser vi, at
der kun findes et neutralelement og kun et inverst element.)

Gruppen (G, e) bestar saledes af bade maengde G og af kompositionsreglen
eller gruppemultiplikation e: G X G — G som er en forskrift der forteeller hvor-
dan elementet f e g dannes ud fra f og g. For gvrigt udelades symbolet for
kompositionsreglen ofte, og man skriver bare fg for f e g.

EKSEMPEL 4.2. (D4, 0) er en gruppe, kompositionsreglen er sammensatning.
Mangden af alle transformationer af planen er en gruppe, O(2), med sammensaet-
ning som gruppemultiplikation. (Z,+) er en gruppe, kompositionsreglen er ad-
dition. (N,+) er ikke en gruppe, der mangler et neutralt element. (Ny,+) er
heller ikke en gruppe, der mangler inverse elementer. Den trivielle gruppe {e}
indeholder et enkelt (neutral)element.

Her er nogle umiddelbare konsekvenser af definitionen (4.1) af en gruppe.
PRrROPOSITION 4.3. Neutralelementet er entydigt bestemdt.
Bevis. Lad e; og ey veere neutralelementer. Da er

€1 =€) 86y = €9

hvor det venstre lighedstegn skyldes at ey er et neutralelement, og det hgjre at
e1 er et neutralelement. O

PROPOSITION 4.4. Inverse elementer er entydige.
BEevis. Lad ¢, og go veere inverse til f. Da er
n=gee=ge(feg)=(gnefleg=ceg =g
hvor vi benytter alle tre egenskaber fra Definition 4.1. O
Det inverse element til f, som altsd er entydigt bestemt af f, betegnes 1.

EKSEMPEL 4.5. Ma&ngden af alle bijektioner f: A — A med sammensatning
som komposition er en gruppe. Kompositionsreglen er associativ fordi (1.2) sam-
mensxtning af funktioner er associativ. Neutralelementet er identitetsafbildnin-
gen 14 og den inverse til gruppeelementet f er den inverse funktion f—!.

PROPOSITION 4.6. (Forkortning) Hvis gex = gey eller e g=yeg, da er
T =1y.

BEevis. Multiplicer fra venstre eller hgjre med g !. U

For n € N satter vi

frefefoef, fr=()=fTef T ef !
Lo o] g

n faktorer n faktorer

og vi saetter fO = e til at veaere neutralelementet. Sa geelder de ssedvanlige regler
for potensregning.
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PROPOSITION 4.7. Lad f og g vere elementer i gruppen (G,e). Sa gelder:

L (fg)~t=g7"f"

2. (f ) t=f

3. fmfr = fmtn for alle hele tal m,n € Z
4. (f™™ = f™ for alle hele tal m,n € Z
5. (f")"t = f™ for alle hele tal n € Z

EKSEMPEL 4.8. I symmetrigruppen D, er di' = di'e = di'd* = d® = d3 og
(disa) ? = ((dis2) 1)* = (s2'd7")” = (s2d3)* = 5 = e.

Gruppens orden, |G|, er antallet af elementer i G. En endelig gruppe er en
gruppe med en endelig orden. Dy er en endelig gruppe af orden |D,| = 8. De
hele tals gruppe er uendelig.

I almindelighed er feg#ge f. 1 D, f.eks. er d; 0o s; = s9 mens s; od; = s4.
I gruppen (Z, +) derimod gelder at m +n = n + m for alle m,n € Z. De hele
tal er et eksempel pa en kommutativ eller abelsk gruppe.

DEFINITION 4.9. En abelsk gruppe er en gruppe (G, ®) som opfylder at
feg=ygef
for alle elementer f € G og g € G.

I den abelske gruppe (Z,+) er 271 = —2. Det ser jo lidt maerkveerdigt ud.
Det er da ogsa saedvane at betegne kompositionsreglen i en abelsk gruppe med
+, neutralelementet med 0 og det inverse, eller modsatte, element til f med — f.
Potensen f" defineret ved f™ = f+---+f betegnes nf og f " = (—f)+---+(—f)
betegnes (—n) f for n € N. Med disse notationskonventioner far regnereglerne fra
Proposition 4.7 udseendet:

L =(f+9)=(=f)+(-9)
2. —(=f)=f
3.mf+nf=(m+n)f
4. n(mf) = (nm)f

5. =(nf)=(-n)f

for alle gruppeelementer f,g € G og for alle hele tal m,n € Z.

ADVELSE 4.10. (=Opgave 41) Lad (G,e) og (H,*) vaere grupper. Vis, at
produktet G x H pa naturlig made er en gruppe. (Husk at verificere betingelserne
fra Definition 4.1!) Hvad er ordenen af produktgruppen hvis begge grupper er
endelige? Vis, at produktgruppen er abelsk hvis (og kun hvis?) G og H er
abelske.

5. Undergrupper og gruppehomomorfier

Hvis du kigger pa det gverste venstre hjgrne af Cayley tabellen for symmetri-
gruppen D, vil du leegge maerke til at delmaengden bestaende af de 4 elementer
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{e,d;,dsy,d3} danner en mindre gruppe inden i D,. Dette er et eksempel pa en
undergruppe.

DEFINITION 5.1. Lad (G, e) vere en gruppe. En undergruppe af G er en
delmaengde H C G sa

l.ee H
2. fege H foralle fe Hogge H
3. f7L € H for alle f € H.

Betingelse (2) udtrykker at H er lukket under gruppemultiplikationen, og
betingelse (3) at H er lukket under dannelse af inverse elementer.

Bemeerk, at hvis H er en undergruppe af GG, da er H med den arvede grup-
pemultiplikation igen en gruppe:

PROPOSITION 5.2. Enhver undergruppe H C G er en gruppe.

EKSEMPEL 5.3. G har altid de to undergrupper G og {e}. 3Z, og mere
generelt nZ, er en undergruppe i Z. Symmetrigruppen D, indeholder en un-
dergruppe {e, d;, dy,d3} af orden 4, som igen indeholder undergruppen {e, dy} af
orden 2. D, er selv en undergruppe af gruppen O(2) af alle transformationer af
planen. Og O(2) er en undergruppe af alle bijektioner R? — R2.

(OVELSE 5.4. Det er klart, at a-tabellen aZ, for ethvert helt tal a € Z, er en
undergruppe af Z. Vi vil vise, at der ikke er andre.

Lad H vere en undergruppe af Z. Hvis H = {0} er triviel, er vi hjemme, da
{0} = 0Z. Antag derfor, at H ikke er triviel. Vis, at da er H NN # () og at tallet
a = min(H N N) derfor er defineret. Overbevis nu dig selv, og hvem der ellers
befinder sig indenfor hgrevidde, om at a > 0, a € H og aZ C H. For at vise den
anden inklusion, H C aZ, velg et vilkarligt element n € H og skriv n pa formen
n = aq+ r hvor 0 < r < a (Divisionsalgoritmen!). Argumenter for, at » = 0 er
den eneste mulighed, og slut at n € aZ.

Undergrupper kan f.eks. opsta som billeder af sakaldte gruppehomomorfier.

DEFINITION 5.5. Lad (G,e) og (H,*) vere grupper. En (gruppe)homomorfi
er en afbildning ¢: G — H som opfylder

?(g1 @ 92) = (g1) * ¢(g2)
for alle g1 € G 0g g5 € G.

En epimorfi er en surjektiv homomorfi, en monomorfi er en injektiv homo-
morfi, en isomorfi er en bijektiv homomorfi. En endomorfi er en homomorfi af
en gruppe ind i sig selv, en automorfi er en bijektiv endomorfi.

EKSEMPEL 5.6. Lad g veere et element i en gruppe G oglad ¢,: Z — G veere
afbildningen givet ved ¢4(n) = ¢", n € Z. Da (se (4.7))

dg(n+m) = g™ = g"g™ = ¢y(n)dy(m)
er ¢4: Z — G en homomorfi.
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OVELSE 5.7. Find to forskellige gruppehomomorfier ¢: Z — 7, med billede
¢(Z) = nZ lig med n-tabellen. Find en automorfi af Z som sender den ene
homomorfi over i den anden. Hvor mange automorfier af Z findes der?

PROPOSITION 5.8. Identitetsafbildningen er en homomorfi. Sammensetnin-
gen af to homomorfier er en homomorfi. Den inverse afbildning til en isomorfi
er en tsomorfi.

BEvIS. Prgv selv!. O

Vi siger, at grupperne G og H er isomorfe, G = H, hvis der findes en gruppe-
isomorfi mellem dem. Isomorfe (endelige) grupper har samme orden. (Men er to
grupper af samme orden isomorfe?)

OVELSE 5.9. Find isomorfier mellem gruppen (R,,-) af positive, reelle tal
med multiplikation og gruppen (R, +) af reelle tal med addition.

PROPOSITION 5.10. Enhver gruppehomomorfi afbilder neutralelement i neu-
tralelement og inverst element 1 inverst element.

Bevis. Vi har
¢(e) = d(ee) = p(e)p(e)
og multiplicerer vi denne ligning pa begge sider med ¢(e) !, far vi, at @(e) er
neutralelementet i H. Multiplicerer vi nu begge sider af ligningen

de) = dlgg ") = d(9)d(g )
med ¢(g)~! fra venstre folger det, da jo ¢(e) er neutralelement i H, at ¢(g) ™! =
¢(g™"). O

ExSEMPEL 5.11. Lad S, veere gruppen af alle bijektive afbildninger af {1, 2, 3,4}
ind i sig selv. S, er med andre ord gruppen af alle permutationer af tallene 1,2,3,4.
Ordenen er |Sy| = 4! = 24.

Nummerer hjgrnerne i kvadratet med tallene 1,2,3 og 4. Da enhver af kvadratets
symmetrier permuterer hjgrnerne, vil enhver symmetri bestemme en permutation
af {1,2,3,4}. Til enhver symmetri har vi altsa knyttet en permutation, dvs. vi
har en afbildning af D, ind i S;. Denne afbildning ¢: D, — S, er en gruppe-
homomorfi. F.eks. er (hvis du ellers har nummereret kvadratets hjgrner som jeg
har)

war=(5557)
on=(4351)
h sas)=ole) = (| § 3 3 ) =o@een)
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hvilket viser, at ¢ opfylder kravet til en homomorfi i hvert fald for produktet
d181.

DEFINITION 5.12. Kernen for homomorfien ¢: G — H er originalmengden
til neutralelementet, dvs.

kerp = ¢~ (e) = {g € G| ¢(g) = e}

Vi viser nu, at bade kernen og billedet, im¢ = ¢(G), for en homomorfi er
undergrupper.

PROPOSITION 5.13. Kernen for homomorfien ¢: G — H er en undergruppe
t G og billedet er en undergruppe © H.

Bevis. Lad ¢: G — H vaere en homomorfi. Vi skal ngjes med at vise, at
kernen ker ¢ er en undergruppe i G. Da ¢ sender neutralelement i neutralelement,
er e € K. Hvis g; og g- ligger i kernen, vil ogsa produktet g;g- ligge i kernen, for
d(g192) = ¢(91)9(g2) = ee = e. Hvis g ligger i kernen, vil ogsa dets inverse ligge
i kernen for ¢(g ') =¢(g) ' =e ! =e. O

Faktisk er billedet af enhver undergruppe af G' og originalmaengden af enhver
undergruppe af H igen en gruppe.

BEMARKNING 5.14. Der galder
¢(K) = {e} & K Cker¢
for enhver delmzngde (specielt undergruppe) K C G.
Kernen afggr om en homomorfi er injektiv.
SAETNING 5.15. Lad ¢: G — H vere en homomorfi. Da gelder:
ker ¢ = {e} < ¢ er en monomorfi.

Bevis. Det er klart, at hvis ¢ er injektiv, sa er kernen triviel. Antag omvendt
at kernen er triviel. Lad g, og g» vaere to elementer af G med samme billede,

¢(91) = b(g2)- Da ¢(g192") = 6(91)8(92") = ¢(91)9(g2) ' = e, ligger gig3 " i
kernen og er derfor lig med neutalelementet, dvs. g, = gs. O

EkSEMPEL 5.16. Kernen for homomorfien ¢: Dy, — S, fra Eksempel 5.11 bestar
af de symmetrier der fixer alle kvadratets hjgrner. Men det ggr kun identiteten
og derfor er ker ¢ = {e} den trivielle gruppe og ¢ er en monomorfi. Dette viser
(Opgave 34), at permutationsgruppen S, indeholder en undergruppe isomorf med
kvadratets symmetrigruppe Dj,.
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BEMARKNING 5.17. Lad G og H vere endelige grupper af samme orden
(f.eks. G = H) og ¢: G — H en homomorfi mellem dem. Da gzlder:

¢ er en isomorfi
& ¢ er en epimorfi
< ¢ er en monomorfi
& ker ¢ = {e}.
Dette folger ved at kombinere Seetning 5.15 med Skuffeprincippet 1.6.

Vi viser nu, at ordenen af en undergruppe (og ordenen af et element) i en
endelig gruppe er divisor i hele gruppens orden.

SETNING 5.18 (Lagranges Satning). Ordenen af en undergruppe af en en-
delig gruppe gar op i gruppens orden.

Bevis. Lad G veare en endelig gruppe og H en undergruppe af G. Vi gnsker
at vise at |H| gar op i |G|.

For g € G, lad gH = {gh | h € H} vere mangden af alle produkter af g
med et element fra undergruppen H. Lag meerke til, at hvis to af disse maengder
skaerer hinanden, da er de identiske:

gHNgH#0& gl =gH, g¢,9€G.
Denne egenskab medfgrer, at der findes ¢,...,9, € G sa
G=gHU---Ug.H (5.19)

er en opsplitning af G i disjunkte delmaengder.

Valg nemlig fgrst et element g; € G. Hvis g¢tH = G, er vi faerdige. Hvis
ikke, vaelg go € G\ g1H. Da er g1H U goH en disjunkt foreningsmaengde. Hvis
g1H U goH = G, er vi feerdige. Hvis ikke, vaelg g3 € G\ (¢1H U goH). Denne
proces ma stoppe efter et endeligt antal skridt, da G er endelig.

Bemaerk nu at maengden g; H indeholder praecis lige sa mange elementer som
H. For der findes nemlig en bijektion H — g;H givet ved h — g;h (hvad er den
inverse?). Den disjunkte opsplitning (5.19) viser derfor, at |G| = r|H|. O

Vi skal til sidst se en anvendelse af Lagranges ssetning pa elementorden.

DEFINITION 5.20. Lad g € G veere et element i gruppen G. Vi siger, at g har
endelig orden, hvis der findes et naturligt tal n, sa g" = e. Det mindste naturlige
tal med denne egenskab kaldes for ordenen af g, og det betegnes med ordg g. Huvis
g tkke har endelig orden, siges g at have uendelig orden.

Det eneste element med orden 1 er neutralelementet. I symmetrigruppen Dy
er ordp, s; = 2 og ordp, d; = 4.

(OVELSE 5.21. For ethvert element g af endelig orden gzelder
° gordcg =e.
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e For ethvert helt tal m er ¢™ = ¢", hvor r er resten ved division af m med
ordg g.

ExSEMPEL 5.22. Kernen for homomorfien ¢,: Z — G fra Eksempel 5.6 er
undergruppen

kergp, ={necZ|g¢g"=e}
af Z og billedet er undergruppen
im¢, ={¢" | n € Z}
frembragt af ¢ (som ofte betegnes med (g)). Bemaerk, at
¢g4 er ikke-injektiv < ¢ har endelig orden

og at hvis g har endelig orden n, da frembringer g en undergruppe
im ¢y = (9) = {e,9,9%...,9" '}
af orden n. Vi kan altsa sige, at
ordg g =min{n e N| ¢" =e} = |(g)| og ker¢, = (ordg g)Z
nar g har endelig orden.

SAETNING 5.23. Lad G veere en endelig gruppe og g et element i G. Da gelder

1. g har endelig orden.
2. ordg g gar op i |G].
3. ¢gl¢l =e.

Bevis. Dette fglger umiddelbart af det foregaende fordi

1. Homomorfien ¢,: Z — G kan ikke veere injektiv, da G er en endelig gruppe.

2. ordg g, som er lig med ordenen af undergruppen (g) frembragt af g, gar op
i gruppens orden ifglge Lagranges Satning.

3. gl¢l = ¢° = ¢, da resten ved division af |G| med ordg g er 0.

O

OVELSE 5.24. Vis, at ordgxx(g,h) = mfm(ordg g,ordg h), hvis gruppeele-
menterne g € G og h € H begge har endelig orden. Find f.eks. ker ¢, ) og
benyt Eksempel 5.22

6. Modulser aritmetik

Lad n > 1 vaere et naturligt tal. Vi siger, at de to hele tal x og y er kongruente
modulo n, x =y mod n, hvis n gar op i differensen z — y. Det kan udtrykkes pa
flere ackvivalente mader: De syv pastande
r=ymodn
njlz —y
nly —x
der findes et helt tal s € Z sa y = x + ns
e der findes et helt tal t € Z sa x =y + nt
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e r og y har samme rest ved division med n
e x+nZ=y+nk

er alle ensbetydende.

Mangden x + nZ, n-tabellen afsat ud fra z, bestar af alle hele tal, der har
samme rest ved division med n som x har. Den kaldes for restklassen af x modulo
n og betegnes ogsa med z,, eller blot x; dvs.

T, =T+ nk
= {y | der findes et s € Z sa y =z + ns}
={...,z-2n,c—n,z,x+n,x+2n,...}
Relationen z = y mod n har en hel del til feelles med lighedstegnet:

PROPOSITION 6.1. Lad x, y og z vere hele tal. Da gelder:

l.z=2xmodn
2.z=ymodn=y=zmodn
3. Huist =ymodn ogy =z modn, da er x =z mod n

Vi udtrykker indholdet af Proposition 6.1 ved at sige, at x = y mod n er en
ekvivalensrelation.
(DVELSE 6.2. Vis, at

x n
xEymodn@—Eymod—

d d d
hvis d gar op i alle de tre tal z, y og n. (Eller regn den mere generelle Opgave 61.)

Da restklassen 0, bestar af alle tal, der far resten 0 ved division med n,
restklassen 1, bestar af alle tal, der far resten 1 ved division med n, osv., indtil
restklassen n — 1 , som bestar af alle tal, der far resten n — 1 ved division med
n, ser vi, at de hele tal

Z=0UlU---Un—1=0+4+nZ)U(1+nZ)U---U((n—1)+nZ)

kan skrives som den disjunkte foreningsmangde af de n restklasser modulo n. Vi
har altsa n restklasser modulo n, og vi skriver,

Z/n=4{0,1,...,n—1}

for maengden af de n restklasser. (Ja, du sa rigtigt: Z/n er en mangde af
mangder.) Bemaerk, at n =0, n+1 =1, ja, at

=y r=ymodn
for alle hele tal x,y € Z.

EKSEMPEL 6.3. Der er 12 restklasser modulo 12. Vi har 13 = 1, 14 =
2,...,23=11,24=0.
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Vi gnsker at definere addition og multiplikation af restklasser modulo n. Det
er fristende at satte

0g

men der er et problem her fordi restklasserne har mange forskellige repraesent-
anter. (Tenk lige over det!) Problemet forsvinder imidlertid, sa snart vi har
vist:

LEMMA 6.4. Antag at 1 = x9 mod n og y1 = yo mod n. Da er

1. 21 +y1 =22+ ys modn
2. T1Y1 = T2y mod n

Bevis. Dan garopize —x; ogiy, — ¥y, vil n ogsa ga op i
(@1 +y1) = (22 + 42) = (21 — 22) + (11 — )
og i
T1Y1 — TalYo = T1Y1 — T1Ye + T1Y2 — ToY2 = 1(Y1 — yo) + (21 — 22)Y2-
Dette viser de to pastande. O

Det er nu ganske let at verificere de seedvanlige regneregler

z-(y+z2)=z-y+z-2

(Disse regneregler ggr maengden af restklasser modn til en ring.) Idet vi nu
bare fokuserer pa additionen og ignorerer multiplikationen, far vi umiddelbart:

SETNING 6.5. (Z/n,+) er en abelsk gruppe, den abelske gruppe af restklasser
modulo n, af orden n med neutralelement 0 og invers —x = —z.

Vi kan nu tillade os at bruge de regneregler vi fandt i forrige afsnit (4.6, 4.7)
i gruppen (Z/n, +).
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EkSEMPEL 6.6. Cayley tabellen for den abelske gruppe (Z/6, +) af retsklasser
modulo 6

[(Z/6,+)[[0]1[2[3]4[5]

0 01112345
1 112134150
2 21314(15]0]1
3 31415(0(1]2
4 415(011]2|3
3 51011234

viser, at Z/6 indeholder undergrupperne {0,3} = Z/2 og {0,2,4} = Z/3.

BEMARKNING 6.7. Her er nogle smabemaerkninger:

e Afbildningen R, : Z — Z/n, som sender x € Z i R,(z) = z € Z/n, er en
epimorfi med kerne nZ.

e Faktisk er I, blot et nyt navn for ¢;, sa det fplger, at ordz,,1 = n, dvs.
at Z/n = (1) er frembragt af elementet 1 € Z/n.

e Lad g € G vaere et gruppeelement af endelig orden. Afbildningen Z/(ordg g) —
(g) som sender z i g” er en (veldefineret!) isomorfi.

Vi betragter nu den multiplikative struktur pa Z/n.

(DVELSE 6.8. Betragt ligningen 4 -z = 6 i mangden af restklasser modulo n.
Vis, at

1. Hvis n = 8, er der ingen lgsninger.

2. Hvis n = 10, er der netop to lgsninger.

3. Hvis n = 15, er der netop en lgsning.

Mutliplikationen i Z/n er godt nok associativ, og 1 er et neutralelement, men
ikke alle elementer har inverse. F.eks. har 0 aldrig nogen invers, og 2 har ikke
noget inverst element i Z/6. Sa (Z/n,-) er ikke en gruppe. Men indskranker vi
til maengden (Z/n)* af multiplikativt invertible elementer (idet vi bemaerker, at
produktet af to invertible elementer er invertibelt) ja, da far vi faktisk en gruppe.
Gruppen af multiplikativt invertible restklasser modulo n betegnes ((Z/n)*, -).

ExsSEMPEL 6.9. Cayley tabellen for ((Z/4), )
[(Z/4)]0]1]2]3]
0 0/0]010

213
0]2
2|1

1 01
2 0]2
3 013

viser, at (Z/4)* ={1,3} 2 Z/2.

Vi bestemmer nu elementerne i gruppen (Z/n)*. Bemerk fgrst, at multip-
likation med m € Z er en endomorfi af (en vilkarlig abelsk gruppe og specielt af)
Z/n: Multiplikation med m sender z € Z/nimz =m -z = mx.



6. MODULZER ARITMETIK 37

LEMMA 6.10. Lad m og n vere hele tal. Da er folgende betingelser @ekviva-
lente:

1. m har en multiplikativ invers i Z/n.
2. Multiplikation med m, m: Z/n — Z/n, er en automorfi.
3. sfd(m,n) = 1.
Huvis en af disse betingelser er opfyldt, og sm +tn =1, sd erm ! = s.
BEvIS. Vi viser (1) = (2) = (3) = (1).
Antag (1). Valg s sa m - s = 1. Da viser
y=ly=m-s-y=m-(s-y) =m-sy=m(sy)
at multiplikation med m er en epimorfi, og derfor (5.17) en automorfi.

Antag (2). Da multiplikation med m er en automorfi, findes s € Zsa m-s =1
eller 1 —ms = 0, dvs, at 1 — ms er et multiplum af n, og (1.2.37) at m og n er

indbyrdes primiske.
Antag (3). Da sfd(m,n) =1 findes (1.2.37) hele tal s, € Z med ms+nt = 1.
=m- s, sa s er en multiplikativ invers til

Saerl=ms+nt=ms+ns=ms S
m. ]

EKSEMPEL 6.11. (Z/6)* = {1,5} er isomorf med Z/2. (Z/5)* = {1,2,3,4}
er isomorf med Z/4: Overvej, at ¢: Z/4 — (Z/5)* givet ved ¢(z) = 2° er en

DEFINITION 6.12. Funktionen ¢ givet ved

¢(n) = [(Z/n)"]
kaldes for Eulers ¢-funktion.

Eulers ¢-funktion er altsa givet ved at ¢(n) er antallet af naturlige tal m med
0 < m < n som er indbyrdes primiske med n. F. eks. er ¢(4) = 2¢(6). Specielt er
¢(p) = p — 1 for ethvert primtal p. Du kan finde mere om beregningen af Eulers
¢-funktion i opgaverne.

SETNING 6.13 (Eulers Saetning). Lad n vere et naturligt tal og m et helt tal,
som er indbyrdes primisk med n. Sa er

m®™ =1 mod n
BEevis. Anvend Satning 5.23 pa m € (Z/n)*. O

KOROLLAR 6.14 (Fermats lille saetning). Lad p vere et primtal og x et helt
tal som ikke er divisibelt med p. Da er

2P =1modp
BEVIS. ¢(p) =p— 1. O

EKSEMPEL 6.15. 21 = 1 mod 11, 31 | 203 — 1, 37800 — 1 er deleligt med
1061.
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Det naeste eksempel handler om lgsning af (linesere) ligninger i gruppen Z/n.

EKSEMPEL 6.16. Lad m og n vare naturlige tal med stgrste faelles divisor
d = sfd(m,n). Velg hele tal s og t, sa ms + nt = d.

Ligningen mx = a mod n har en lgsning, hvis og kun hvis a € mZ+nZ = dZ,
dvs. hvis og kun hvis d gar op i a.

Antag derfor, at d gar op i a. Sa galder

m a n
mz =amodn < —z = — mod —

d d d
<:>@x=ﬂmodﬁ

d  ~— d d
<:>az=ﬂmodﬁ

- d d

hvor den fgrste biimplikation er Qvelse 6.2, den anden skyldes Lemma 6.10, og
den tredje kommer af at s =1 mod % (se Lemma 6.10).

(DVELSE 6.17. Brug Eksempel 6.16 og Eksempel 2.30 til at vise at
945z = 525 mod 2415 < x = 21 mod 23.

OVELSE 6.18. Lad m: Z/n — Z/n vere endomorfien af Z /n givet ved multi-
plikation med m. Da er

im(m) = (m) = {0,d,2d, ..., (5 = 1)d} 22/ (%)
n .n n n
k = —,2—, ... —1)=}=(=)=7%
ex(m) = {0, 3,25, (=15} = By 2 2/d
hvor d = sfd(m, n) er den stgrste falles divisor af m og n. (Er det et tilfselde at
produktet af kernens og billedets orden er lig med domanets orden?) Med andre

ord, er ordz/mm = [(ml) = gy

7. Den kinesiske restklassessetning
Lad a og b vaere to naturlige tal. Betragt afbildningen
f:Z/(ab) —=Z/a x Z/b
z —(z,z)

fra Z/(ab) ind i produktet af Z/a og Z/b. (Det fremgar ikke eksplicit af notatio-
nen, at det forste x er element i gruppen Z/(ab), det andet i Z/a og det tredje
i Z/b.) Det fortjener lige en overvejelse at denne afbildning i det hele taget er
veldefineret! (Hvad er problemet?) Selvom du selviglgelig husker det, vil jeg lige
minde dig om (Opgave 41), at codomanet er en abelsk gruppe med

(z1,91) + (22, y2) = (71 + Y1, To + ¥2)
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som gruppestruktur. Det er nu klart, at f er en homomorfi for

fe+y) =fe+y =(+yr+y =@+y,z+y = (22 + ¥y
= f(z)+ f(y)

for alle z,y € Z/(ab).

LEMMA 7.1. Homomorfien f: Z/(ab) — Z/a X Z]b er en isomorfi, hvis og
kun hvis a og b er indbyrdes primiske. I sd fald er den inverse f~': Z/a x Z./b — 7./ (ab)
givet ved

f Nz, y) = btz +asy, (z,y) € Z/axZL[b,
hvor de hele tal s og t er valgt (1.2.37), sa as + bt = 1.

BEvis. Kernen for homomorfien f er billedet R,;(aZ N bZ) af undergruppen
aZ NOZ C Z ved afbildningen Rgy: Z — Z/(ab): v — z fra Bemarkning 6.7.
Altsa geelder:

f er en isomorfi < ker f = {0}
& Ryp(aZNbZ) = {0}
& aZ N OZ C ker Ry,
& aZ NbOZ C abZ
& sfd(a,b) =1
hvor vi har benyttet (5.17), (5.14), (6.7) og (1.2.37) (og i gvrigt holdt hovedet
koldt).
Vi antager nu, at a og b er indbyrdes primiske hele tal og forsgger at finde

den inverse til isomorfien f. Lad g: Z/a x Z/b — Z/(ab) vere funktionen givet
ved

g(z,y) = btz +asy, (z,y) € Z/axZ/b,

hvor de hele tal s og ¢ er valgt (1.2.37) sa as + bt = 1. Det kraever en lille
overvejelse, som jeg trygt overlader til dig, at vise, at g er veldefineret, og at g er

en homomorfi. Idet vi benytter bl.a. regel (3) fra Proposition 4.7, far vi for alle
z € Z/(ab),

(9o f)(z) =g(z,z) =btz+asz = (bt +as)z =z (7.2)
og for alle (z,y) € Z/a x Z /b,

(fog)(z,y) = f(btz + asy) = (btz,asy) = ((1 — as)z, (1 - bt)y) = (z,y)
(7.3)

og derfor er f og g hinandens inverse. O

OVELSE 7.4. Hvorfor kan den ene af udregningerne (7.2) og (7.3) udelades?
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ALTERNATIVT BEVIS FOR 7.1. Antag, at a og b er indbyrdes primiske hele
tal. Leeg maerke til, at billedet im f = im ¢ ;1) = ((1,1)) er undergruppen frem-
bragt af (1,1) € Z/a x Z/b, som har orden

[((1,1))| = ordz/axz(1,1) = mfm(ordz e 1, ordz 1) = mfm(a, b) = ab

ifglge Ovelse 5.24. Dette viser, at f er en epimorfi og derfor en isomorfi ifglge
Skuffeprincippet 1.6. Den inverse f ! findes som i det fgrste bevis.

Antag dernzst, at a og b ikke er indbyrdes primiske. Sa er mfm(a,b) et
element i ker f som ikke er lig med neutralelementet 0. Derfor (5.15) er f ikke
injektiv, specielt ikke en isomorfi. O

SETNING 7.5. Lad mq,mo, ..., m, vere parvis indbyrdes primiske naturlige
tal. Da er den naturlige homomorfi

[ Z/(mime...my) =Z/my X LZ/mae X ... Z[/m,
z—(z,...,z)
en tsomorfi.
BEvis. Vi benytter induktion efter antallet r af faktorer. Hvis r = 2 er vi
tilbage i Lemma 7.1. Antag, at saetningen er sand for produkter med < r fak-
torer. Lad m = mymsy ... m, vere et produkt af r parvis indbyrdes primiske fak-

torer. Bemaerk fgrst, at m; og ms ... m, er indbyrdes primiske. (Se Opgave 20.)
Lemma 7.1 giver nu, at

Z/m=Z/my X L](ms...m,)

hvor
Z/(QOr) %“Z/mg X e X Z/m,«
ifglge induktionsantagelsen. O
KOROLLAR 7.6. (Den Kinesiske Restklassesetning) Lad my,mo, ..., m, vere

parvis indbyrdes primiske naturlige tal og lad aq, as, . . . a, vere hele tal. Der findes
et helt tal a € Z sa

a=a; modm;

forallei=1,... r.
BEevis. Velg asaa € Z/(my...m,) atbildes i (ay,...,a,) € Z/m; x --- X
Z/m, ved isomorfien f fra Setning 7.5. O

BEMARKNING 7.7. Den Kinesiske Restklassesaetning, eller rettere Seetning 7.5,
siger, at lgsningen til ligningssystemet (bestaende af r ligninger)

r=a; modm;, 1<i<r,

er
r=a modmy...m,
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hvor f(a) = (ay,-..,a,). Der siges intet eksplicit om, hvordan a findes, for f=*
er ikke eksplicit angivet. Dog ved vi fra Lemma 7.1 at i tilfeeldet » = 2 er

a = MySe01 + M1S109

hvor s; og sy er valgt sa myis; + maosy = 1. Ved en trinvis procedure kan man
derfor faktisk finde a; se Eksempel 7.8.

EKSEMPEL 7.8. Ligningssystemet

=2 mod?5b
=4 mod7
=3 mod®6

er,da 1l = (—4)-5+3-7 ifplge Euklids algoritme, sckvivalent med ligningssystemet
x =32 mod 35
x=3 mod6
som, da 1 = (—1)-35+ 6 -6, er ekvivalent med ligningen
x =207 mod 210.

BEMARKNING 7.9. Programmeringssproget PASCAL kan kun behandle lat-
terligt sma hele tal. Den Kinesiske Restklassesaetning kan anvendes til at udvide
det tilladte omrade, idet man udnytter, at hvis man kan regne modulo ps, ..., pr,
da kan man ogsa regne modulo p; ...p,.

Vi kunne specielt anvende Saetning 7.5 pa primfaktoroplgsningen (1.3.8) af n
og opna en faktorisering af Z/n.

KOROLLAR 7.10. Hvis n har primtalsfaktoriseringen
n=p...p"
da er homomorfien
FiZin LI X X L
z—(z,...,1)
en isomorfi.
Opgaver

OPGAVE 29. Lad go f: A — C vaere den sammensatte funktion af f: A — B

og g: B — C. Vis, at
(go ) ) =F (g7 '(¢))
for alle ¢ € C'. Vis ogsa, at
go f er injektiv = f er injektiv
go f er surjektiv = g er surjektiv
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OPGAVE 30. Vis, at sammensatningen af to surjektive (injektive) afbild-
ninger er surjektiv (injektiv).

OPGAVE 31. Vis, at alle elementer i symmetrigruppen D, er frembragt af d;
og s1, dvs. at elle elementer kan skrives som produkter af de to elementer d; og
S1.

OPGAVE 32. Lad f: Dy — D, vere afblildningen givet ved f(z) = z3. Vis,
at f er bijektiv. Er f en homomorfi?

OPGAVE 33. Definer ¢;: G — G ved ¢,(h) = ghg™'. Er ¢, en homomorfi? Er

: -1
cq en automorfi? Find ¢4 0 ¢;, 0g (¢cq) 7"

OPGAVE 34. Vis, at enhver monomorfi ¢: G — H bestemmer en isomorfi
G = ¢(G) mellem domaenet og billedet.

OPGAVE 35. Lad D3 betegne symmetrigruppen for en ligesidet trekant cen-
treret i (0,0). Hvad er ordenen af D3? Opstil Cayley tabellen. Er D3 abelsk?

OpcGAVE 36. Lad D,, betegne symmetrigruppen for en ligesidet n-kant centr-
eret i (0,0). Hvad er ordenen af D,? Er D, abelsk?

OpcAvE 37. Lad S, betegne mangden af alle bijektive afbildninger af {1, 2, ...

ind i sig selv. Vis, at S, er en gruppe. Find |S,|.

OPGAVE 38. Find Cayley tabellen for symmetrigruppen af et rektangel som
ikke er et kvadrat. Hvad er gruppens orden? Er gruppen abelsk? Vis, at denne
gruppe er isomorf med et produkt af to af sine undergrupper. (Har vi et generelt
feenomen her?)

OPGAVE 39. Hvad er cirklens symmetrigruppe?

OPGAVE 40. Vis, at ligningerne g = h og gr = h begge har netop en lgsning
i enhver gruppe.

OpcAVE 41. Lad (G, ) og (H, *) vaere grupper. Vis, at produktet G x H pa
naturlig made er en gruppe. (Husk at verificere betingelserne fra Definition 4.1!)
Hvad er ordenen af produktgruppen hvis begge grupper er endelige? Vis, at
produktgruppen er abelsk hvis (og kun hvis?) G og H er abelske.

OPGAVE 42. Vis, at G X H; er en undergruppe i G x H hvis (G; er en under-
gruppe i G og H; en undergruppe i H. Er alle produktgruppens undergrupper
af denne form?

OPGAVE 43. Opstil Cayley tabellen for Z/2 x Z /2 og for Z/2 x Z/3. Er Z/4
og Z/2 x Z/2 isomorfe? Er Z/6 og Z/2 x Z/3 isomorfe?

OPGAVE 44. Er Z/n? og Z/n x Z/n isomorfe for noget n > 1?7 (Ovelse 6.18
kan maske vere til nytte.)

OpPGAVE 45. Find en undergruppe isomorf med Z/n i D,,.
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OPGAVE 46. Konstruer en (interessant) gruppehomomorfi D,, — S,. Er din
homomorfi en monomorfi?

OPGAVE 47. Vis at symmetrigruppen D3 fra Opgave 35 er isomorf med per-
mutationsgruppen Ss.

OPGAVE 48. Vis, at enhver undergruppe af de hele tal Z har formen aZ for
et a € Z. (Vink: (I.1.8), (1.2.1))

OPGAVE 49. Vis, at H C G er en undergruppe af G hvis og kun hvis

1. H#0.
2. fgole Hforalle fe Hogge H

OPGAVE 50. Bevis Proposition 11.5.8.

OPGAVE 51. Lad ¢: G — H veare en homomorfi mellem to endelige grupper.
Find en bijektion mellem ker ¢ = ¢! (e) og originalmaengden ¢~ (¢(g)) for g € G,
f.eks. ved at vise ¢~ '(4(g)) = gker ¢. Konkluder, at |G| = | ker ¢|| im ¢|.

OPGAVE 52. Hvor mange homomorfier Z/5 —Z/7 findes der?

OPGAVE 53. Vis, at Z/n indeholder en undergruppe isomorf med Z/m hvis
og kun hvis m gar op i n. Hvis m | n, hvor mange undergrupper isomorfe med

Z/m har Z/n? (Vink: (5.23), (6.18).)

OPGAVE 54. Vis, at (Z/5)* =2 Z/4 og at (Z/7)* = Z/6. Kan du ane et muligt
generelt faenomen her?

OPGAVE 55. Find ¢(n) for for 2 < n < 20.

OPGAVE 56. Vis, at ¢(p") = [(Z/p")*| =p" —p" ' =p"'(p — 1) for ethvert
primtal p.

OPGAVE 57. Vis, at (Z/8)* er isomorf med Z/2 x Z/2.

OPGAVE 58. Find v2 C (Z/7)*, dvs find alle z € (Z/7)* som opfylder lignin-
2
gen r° = 2.

OPGAVE 59. Vis, at isomorfien fra Saetning 7.5 bestemmer en isomorfi
(Z/n)" = (Z/p7*)" x -+ x (Z/p}")"
og konkluder heraf at

¢(n) = ]f[lp?”(pi —1)

OpGAVE 60. (Ulgst problem) Vis, at der for ethvert n > 2 findes et m # n
sa ¢(m) = ¢(n).
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OPGAVE 61. Antag, at det hele tal ¢ gar op i a og b. Vis, at

a=b modn@gz— modﬁ
c c d

hvor d = sfd(c,n) er den stgrste feelles divisor af ¢ og n. (Dvelse 6.2 indeholder
et specialtilfzelde.)

OPGAVE 62. Vis, at grupperne Z/9 x Z/15 og Z/45 x Z/3 er isomorfe.

OPGAVE 63. (Midtvej 95/96)

1. Find mangden af lgsninger = € Z til ligningen 3072x = 3 mod 51.
2. Vis, at ligningen 3072z =4 mod 51 ikke har nogen lgsninger = € Z.

OPGAVE 64. Lgs ligningerne

(@) 22=4 mod6 (¢) 3x=4 mod 10
(b)) 4x=6 mod 10 (d) 2z =3 mod 30
f.eks. ved at hente inspiration i Eksempel 6.16.
OPGAVE 65. Lgs ligningerne
(a) 56z —3 =133 mod 1324
(b) 200z —12=35x+4 mod 1091
f.eks. ved at se tilbage pa Opgave 10 og Eksempel 6.16.

OPGAVE 66. Find alle hele tal z sa
() =2 modbogx=8 mod 14
(b) =56 mod 123 og x =212 mod 712

f.eks. ved at benytte Bemaerkning 7.7 og (for (b)) Ovelse 2.31.

OPGAVE 67. Find den inverse til isomorfien f fra Saetning 7.5 for » = 3.
(Vink: Se Opgave 23.)

OPGAVE 68. Betragt homomorfien f: Z/(ab) — Z/a x Z/b givet ved f(z) =
(z,2z) (som i Lemma 7.1) hvor (a,b) = (2,5) eller (a,b) = (2,6).
1. Find f(z) for alle z i de to tilfzelde.
2. Vis, at billedet f(Z/(ab)) er isomorft med Z/ mfm(a, b) og at kernen ker f
er isomorf med Z/ sfd(a,b) i de to tilfaelde.

OPGAVE 69. Vis, at produktgruppen Z/m; x 7Z/msy indeholder en under-
gruppe isomorf med Z/ mfm(my, ms).

OPGAVE 70. Lad m; > 0 og ms > 0 vaere naturlige tal med stgrste falles
divisor d = sfd(m1, my) og mindste feelles multiplum m = mfm(mq, ms). Betragt

afbildningen f: Z — Z/my x Z/ms givet ved f(z) = (z,z), dvs. f = ¢ 1)-
1. Vis, at f er en homomorfi.
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. Vis, at kernen for f er ker f = mZ og at billedet er

im f = {(0,0), (1,1),2(L,1), .., (m — 1)(1, 1)} = Z/m.
. Vis, at im f ogsa kan beskrives som undergruppen

im f = {(a1,az2) | a1 = a2 mod d}.

. Konkluder, at der findes et z € Z sa

r=a; modm; og x=ay, modme

hvis og kun hvis a; = a; mod d.
. Find lgsningsmangden til ligningssystemet i punkt (4).



46

2. GRUPPETEORI



Litteratur

[1] Ireland and Rosen, A classical introduction to modern number theory. Graduate Texts in
Mathematics 84, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1990.

[2] C.R. Jordan and D.A. Jordan, Groups, Edward Arnold, London, 1994.

[3] C. Pomerance, A tale of two sieves, Notices Amer. Math. Soc. 43 (1996), 1473-1484.

[4] Joseph J. Rotmann, The theory of groups. An introduction, Allyn and Bacon, Boston, 1976.

[5] Harold N. Shapiro, Introduction to the theory of numbers, John Wiley and Sons, New York,
1983.

47



