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1 FORORD 3

1 Forord

Dette Bachelorprojekt er udarbejdet under vejledning af Mikael Rgrdam i ef-
teraret 2003. Projektet omhandler rotations C'*-algebraer.

Projektet er primeert baseret pa noter udleveret af vores vejleder Mikael Rgr-
dam. Disse deekker afsnit 2 til afsnit 7. Afsnit 8 er baseret pa forelaesninger
givet af samme, mens noget af materialet praesenteret i afsnit 9 er inspireret
af [1] og [3]. Appendix A er forfattet af Mikael Rgrdam, og Appendix B er
kildekoden til konstruktionen af nogle af figurene, heriblandt Hofstadters som-
merfugl. Kildekoden er konstrueret ved hjezelp af Mathematica.

Laeseren antages bekendt med den grundlaeggende teori for C*-algebraer. Der-
udover kraeves der et vist kendskab til analyse samt mal- og integralteori.

Henvisninger internt i dokumentet refererer nummeret pa den pagaeldende
seetning eller definition, og de indikeres med ( ). Henvisninger til litteraturli-
sten indikeres med | |.

Vi haber projektet vil veere til inspiration for leeseren. God forngjelse.

Adam Sierakowski Troels Steenstrup Jensen




2 Rotations *-algebraen A)

I dette afsnit konstrueres rotations *-algebraen, hvilket ggres ud fra den uni-
verselle *-albegra. Derudover vises nogle simple relationer, og der gives en
karakteristik af elementerne i rotations *-algebraen.

Givet 6 € [0,1) lader vi A veere *-algebraen over C frembragt af generatorerne
U og V under relationerne

UU=1=0U", V*'V=1=VV"

UV = pVU, hvor p=e*¥,

hvor 1 her (og i det folgende) betegner identititselementet. Altsa er A) kvo-
tienten mellem den universelle *-algebra over U, V', og idealet frembragt af de
givne relationer.

Man kan nu vise relationerne

Uuv* =pv*ur, UV =pVU*, UV*=pV*'l,

hvor p = e 2™ betegner den kompleks konjugerede af p. Den midterste af
relationerne verificeres ved udregningen

U™V = pU* (pVU)U* = pU* (UV)U* = pVU",

de andre to vises analogt.
Fglgende notation indfgres

Ur=@Ur=ury, vi=)r=V", neN

hvor det sidste lighedstegn i hvert udtryk felger fra kravene til en involution.
Med denne notation galder at

urvm = p"myvmnut, n,m €7,

hvilket fas ved simpel anvendelse af ovenstaende relationer. Vi kan nu anvende
dette resultat til at vise at ethvert element i .A) kan skrives som

endelig

Y U™V, cam €C,

n,mez

hvor ¢, ,, # 0 for kun endelig mange n,m € Z, hvilket indikeres med yendelig,

Begrundelsen ses i det fglgende.
Et ord{U,U*,V,V*} defineres som en endelig streng af de pagaldende ele-
menter. Efter et passende (endeligt) antal omrokeringer af elementerne, med
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dertil opsamling af p henholdsvis p eller anihilering af UU* og lignende, ses at
ethvert ord{U,U*,V,V*} altid kan skrives som

cU™V™ ceC, n,melZ.

Et element i *-algebraen frembragt af U og V' er en kompleks linearkombination
af ord{U,U*,V,V*}, hvilket netop kan skrives pa den angivne form, da en
linearkombination er endelig. .

Opskrivning af et element i A9 som ZZIfne:%cn,mU nY™ er entydig, hvilket
vil blive vist i et eksempel i naeste afsnit. Derfor kan vi til ethvert element
T € A) tilknytte en entydig (endelig) Laurentraekke i U, V.

Det fglger, at A) pr. konstruktion er en unital *-algebra indeholdende
mindst to unitaere elementer, nemlig U og V', som opfylder UV = pVU. Vi kal-
der A for rotations *-algebraen. I det fglgende afsnit fuldstaendigggres denne,
hvorved rotations C*-algebraen Ay fremkommer. I de fglgende afsnit vil U, V/,

U*, V*, 0 og p udelukkende have den i dette afsnit tillagte betydning.




3 Rotations C*-algebraen Ay

I dette afsnit konstrueres rotations C*-algebraen, ved at fuldstaendigggre ro-
tations *-algebraen, nar denne fgrst er udstyret med en C*-norm. En stor del
af afsnittet er tilegnet et eksempel, hvori mange vigtige egenskaber vises (ikke
udelukkende relateret til rotations *-algebraen).

En reprasentation af AJ pa et Hilbertrum 47, er en *-homomorfi fra A9 ind
i B(s), hvor B(#) = B(#, ) er mengden af begraensede linezre af-
bildninger fra 4% ind i J#. Givet et Hilbertrum 5# samt unitaere operatorer
Us, Vo € B(#) opfyldende den fundamentale relation UyVy = pVoUy (p = €2,
0 €[0,1)) defineres *-homomorfien 7 : A — B(#) ved

T(U) =Uo, =(V)="W,
hvor kravene til en *-homomorfi
(i) 7(aT +8) = an(T) +7(S), T,S€ Al aeC
(@) 7(TS) = n(T)n(S), T,8 € Al
(i5i) 7(T*) = (n(T))*, T € A5,

sammen med det faktum at ethvert element T' € A er entydigt givet ved en
(endelig) Laurentrakke i U,V tilsammen fastlaegger n(T"). Dermed er 7 en
repraesentation af A pd J#, og udregningen

(1) =x(UU)=7U)'n(U) =1

viser at 7 er en unital repraesentation.

Hvis omvendt en unital repraesentation m af A pa et Hilbertrum ## er
givet, ses det nemt at 7(U) og (V') er unitaere elementer i B(#) opfyldende
7(U)n(V) = pr(V)m(U).

Eksempel Eksistensen af et Hilbertrum # og unitaere operatorer U og Vj
pa A opfyldende UyVy = pVoUy for p € T ses i det fglgende.

Lad Hilbertrummet ¢ = Ly(T?,B(T) ® B(T), u ® ), hvor p = 5-(m)
er Haar malet defineret ud fra Lebesguemalet m og den malelige afbildning
k:[0,27) — T givet ved x(t) = e, t € [0,27). Husk

for E € B(T) og dermed specielt at x(T) = 1, hvorfor [, dp = 1.
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Det er nyttigt at skrive integralet af f € Lo(T, B(T), 1) som

Lre) = 5[ (remman = o [ sewim()

2T K—1(T)

1 2w ) 1 )
= %/0 j‘(e”)cit:/0 f(e*™)dt

Det bemaerkes specielt at

1
/z"d,u(z) :/ >t = 6,
T 0

for n € Z, hvilket vil blive brugt adskillige gange i det fglgende.
Lad p € T vaere givet og ® : T — T vaere afbildningen ®(z) = pz. Da
geelder at ®(T) = T, samt at Haar malet er invariant over for rotationen ®, da

1
2T

1

= (s (@7 () =

—m(k™ (E)) = u(E),

for E € B(T), idet Lesbesgue-mélet er translationsinvariant. Det ses nu at

/ F(2)dpz / 7o) = / F(p2)d(2)

for vilkarlig f € Lo(T,B(T), ). Eftersom (T, B(T), u) er o-endeligt, folger det
ved benyttelse af Fubinis (eller Tonellis) ssetning, at vi kan opsplitte integralet
over T? med hensyn til 4 ® p, og dermed vise dettes normalisering. I de efter-
fglgende afsnit vil Fubinis setning lgbende benyttes, uden det dog eksplicit vil
blive kommenteret.

Vi har nu de ngdvendige verktgjer til at finde Up, Vy som gnsket. Lad
f € J veere vilkarlig, og definér

(Uof)(21,22) = z1f (21, 22),  (Vof)(21, 22) = 22f (P21, 22),

for 21,20 € T. Det er oplagt at Uyf, Vo f er malelige afbildninger, men for at
vise Uy, Vy € B(H) skal der desuden ggres rede for, at integralet af |U,f|? og
|Vof|? er endeligt, samt at Uy, V; er linezere og begraensede. Ved anvendelse af
de allerede naevnte resultater vedrgrende integralet over T med hensyn til u
fas

1T fII? = - |21f (21, 22)71f (21, 22) (1 ® p1) (21, 22) = || fII2

IVoflI* = . |22f (P21, 22) 22 f (P21, 22) ld(1 @ 1) (21, 22) = || £ 3,

ISymbolet 6,, er Kroeneckers delta.




hvilket sammen med lineariteten af Uy og Vj

(Uolaf +9))(z1,22) = zi(af + g)(21,22) = a(Upf)(21, 22) + (Upg) (21, 22)
(Volaf +9))(21,22) = zalaf + g)(pz1, 22) = a(Vof) (21, 22) + (Vog) (21, 22),

for f,g € A og a € C, viser at Uy, Vy € B(H). Saet

(Tf)(21,22) = Z1f (21, 22), (Sf)(21,22) = Z2f (p21, 22),

for 21,20 € T og f € . Ligesom for Uy og Vj ses det at T, S € B(#). Nu
folger at

W0 = [ =11l e e ) e,

N /Tzf(21, 29)Z19 (21, 22)d (1 ® 1) (21, 22) = (f, Tg)

Val.g) = [ 2af (o, 25er, 20 ® ), )
T
= 2f(Zl; 2)Z29(p21, 22)d(p ® p) (21, 22) = (f, Sg),
T
for z1,20 € T og f,g € J, hvilket viser T' = Uj og S = V. Vi har derfor
relationerne

(UoUs f)(21, 22) = z1z1f (21, 22) = (UgUo f) (21, 22)

VoV ) (21, 22) = 2222 f (Pp21, 22) = (Vo' Vo f ) (21, 22)

(UoVof)(z1,22) = 21(Vof)(21,22) = z122f (P21, 22)
= pupzf(pz, 22) = pza(Uof) (P21, 22) = (PVoUo f)(21, 22),

for 21,29 € T og f € S, hvilket viser at Uy og V} er unitaere operatorer i B(.7)
opfyldende UyVy = pVoUy, hvormed den gnskede eksistens er begrundet.

Vi kan bruge dette eksempel til at vise eksistensen af en injektiv repree-
sentation 7 af A pa # (ogsa refereret til som en tro repraesentation). For at
gore dette lader vi m vaere den unitale repraesentation givet ved m(U) = Uy,
7(V) =V, (som beskrevet i begyndelsen af afsnittet) og satter fo(z1,22) =1
for 21,29 € T. Det er klart at fy, € # samt at || fy]|]2 = 1. Det er oplagt at

(Uofo)(21,22) = 21,  (Vofo)(21, 22) = 22

Vi definerer nu 7 : A) — C ved

7(T) = (7 (T) fo, fo)-




3 ROTATIONS C*-ALGEBRAEN A, 9

Eftersom ethvert element i A er givet ved en endelige Laurentraekke 1 U, V, er
det nok at undersgge T péa Zf:gfélgcn,mU Y™ hvor ¢, € C. 1 dette tilfeelde
fas

endelig endelig endelig

E : nym | _ § : n.,.m _ § : —

T CnamU V - Cn7m<zl z2 I 1> - Cn,méném - CO,O’
n,meZ n,meZ n,mez

hvor det er underforstaet at 222" star for afbildningen (zy, 20) — 27'2%", mens
1 star for afbildningen (21, 25) — 1. Dermed kan koefficienterne til Laurent-
raekken, hgrende til et element 7' € A, findes som

Cnm = T(TVUT),

hvilket viser den i afsnit 2 postulerede entydighed af Laurentrackken hgrende
til et element i .Aj.

Det ses nu, at hvis 7(T") = 7(S) for T, S € A, da vil koefficienterne ay, ,
0g by, m, hgrende til henholdsvis T og S, opfylde

Unm — bpm = T(TVUT™) = 7(SVUT") = (n(T) — 7(S) fo, fo) = 0,
hvorfor T' = S. Dette viser at 7 er tro.

Bemaerkning Ovenstaende eksempel viser (som lovet i forrige afsnit) enty-
digheden af Laurentraekken hgrende til et element i A9. Derudover viser det
eksistensen af en tro unital repraesentation af A9, hvilket senere benyttes.

Definition 3.1 For T € AY definerer vi
|T|| = sup{||w(T)||se) : ™ er en unital repreesentation af A pd S},

hvor || - || er den velkendte C*-norm pa B(7). Mengden af unitale repree-
sentationer af A) pé A vil efterfolgende blive refereret til som .

Lemma 3.2 Normen || - || defineret i (3.1) er en C*-norm pd Aj.
Bevis: Det skal vises at fglgende er opfyldt
©

(ii

) T =0

) llaTl| = lallIT]]
(i) [T+ SII < T/ + IS]]
(i) TS| < [Tl S]

(v) (|77 = (17"
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(i) ||| =0=T=0
(vig) |11 =1
(vidi) ||T|| < +oo,

for alle T, S € Aj og a € C.

Ifplge vores eksempel, findes en unital repreaesentation af A9, hvilket viser
at §y # 0. Lad derfor m € Fy vaere en vilkarlig unital repraesentation af A9 pa
et Hilbertrum J#. Eftersom || - ||g) er en C*-norm, er (i)-(v) samt (viz) og
(viii) oplagt opfyldt for afbildningen defineret pa Ay ved T — ||7(T)||5.¢)
da 7 er en unital *-homomorfi. Dette ggr afbildningen 7" — ||7(T")||5() til en
C*-seminorm.

Supremum af C*-seminormer (en supseminorm) er igen en C*-seminorm,
eksempelvis ses gyldigheden af (7i7) for supseminormen ved

T+ S| = sup{||7(T+ 9)||swe) : ™ € Fo}

sup{[|7(T) + 7(5)||se) : 7 € o}

SUP{HW(T)”B(%” + ||7(S )||B(jg0) 1€ Fo}
sup{[|7(T)||lswe) : ™ € Go} + sup{||7(S)lswre) : 7™ € Fo}
1Tl + [1S]]-

IAIA

Pa helt tilsvarende made fglger (i7) for supseminormen af
sup{az; 11 € I} = asup{z; :1 € I}, a,x; €RT, €7,
(1v) af
sup{z;y; :i € I} <sup{x; :1 € I}sup{y; : 1 €T}, =,y €R", 1€7
og (v) af
sup{z? :i € I} =sup{r;:i € I}?, =z, € R", ie7,

for en indexmangde J, mens (i) og (vii) er oplagte.
For at vise (viii), benyttes Laurentrackken hgrende til et vilkarligt element
T e A

endelig

> nmU"V™, cam€C.

n,mez

For en vilkarlig repraesentation 7 € §y er

endelig

71-(T) = Z Cn,mU(;lVE)m’

n,mEL
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hvor Uy = 7(U) og Vo = m(V'). Men Uy, Vj er begge unitzere elementer i B(5),

s&
endelig

||7T ||B < Z |Cnm‘

n,mez

hvoraf det ses at ||T|| < Z:ﬁeéi% Cnm| < +00.

Vi mangler nu blot at vise at denne C*-seminorm opfylder (vi) og der-
med er en C*-norm. Lad T tilhgre A) og antag at ||| = 0. Tidligere er
eksistensen af en tro unital reprasetation af A) bevist (endda konstruktivt),
sa lad m; betegne denne. Ifglge definitionen af ||T'|| vil der specielt gaelde at
|7¢(T)|| By = 0, hvilket medfgrer at 7;(7") = 0, og dermed at 7' = 0, efter-
som denne reprzesentation netop er tro. Dette viser (vi) og afslutter dermed
beviset. O

Nu har vi udstyret A med en C*-norm, hvis umiddelbare formél er at fuld-
steendigggre A). Dette gores ved at benytte standardresultatet omhandlende
indlejring af metriske rum i fuldsteendige metriske rum jf. [6, 7.1.6]. Hvis s&-
ledes Aj taenkes indlejret i det fuldstzendige metriske rum 27, lader vi Ay
betegne afslutningen af Aj i 2. Det kan nu vises at Ay er en unital *-algebra
(enheden i AJ udvider til en enhed i Ay) samt at C*-normen pa AjJ udvider til
en C*-norm pa Ay. Dermed bliver Ay til en unital C*-algebra, og denne kaldes
rotations C*-algebraen. Det er ud fra konstruktionen klart at A) = Ay, hvilket
ofte vil blive brugt i det fglgende.

Theorem 3.3 (Den universelle egenskab) Lad M vere en unital C*-algebra
og lad Uy, Vo € M wveere unitere elementer opfyldende UgVy = pVoUy, hvor
p=¢e2" og0¢€0,1). Da findes en entydig *-homomorfi

0:Ag > M,

si p(U) = Uy og (V) = V,, hvor U,V er generatorerne for Ay. Denne
*-homomorfi er unital og afbilleder surjektivt ind i C*(Uy, V), som er den mind-
ste del-C*-algebra af M indeholdende Uy og V.2

Bevis: Ifplge GNS (Gelfand, Neumark og Segal) konstruktionen [4, 4.5.6] fin-
des et Hilbertrum % og en unital *-isomorfi fra M ind i B(.%). Det ses let, at
billedet af Uy og Vj er unitzere elementer i B() opfyldende den fundamentale
komuteringsrelation. Den inverse til en *-isomorfi (defineret pa dennes billede)
er igen en *-isomorfi, s vi kan antage at M C B(5#). (Sammensatningen af

2Eksistensen af en mindste del-C*-algebra indeholdende bestemte elementer, kan vises
ved at tage fellesmangden af alle del-C*-algebraer indeholdende disse elementer, og indse
at denne feellesmaengde er en del-C*-algebra.
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*~homomorfier er en *-homomorfi, s& sidst i beviset kan vi bevaege os fra B(. )
tilbage til M.)
Vi konstruerer nu en repreaesentation 7 af A) pa # opfyldende

7T(U) = Uo, 7T(V) =W

pa samme made som i de indledende kommentarer til dette afsnit. Dermed vil
T € §¢. Fra definitionen af normen pa Aj folger det at ||7(T)||g) < ||T| for
et vilkarligt T € A9, hvorfor 7 er begreenset. Da 7 siledes er en begraenset
linezer og unital afbildning defineret pa et teet underrum af Ay, fglger det af
et velkendt resultat [2, Lemma C|, at = udvider entydigt ved kontinuitet til
en begranset linezer og unital afbildning ¢ defineret pa hele Ay. Udvidelsen
opfylder ¢(U) = Uy og ¢(V) = Vy, og er desuden en *-homomorfi, hvilket
nu begrundes. Velg vilkarligt T, S i Ay og benyt A = Ay, til at finde folger
(Tn)iey og (Sk)p2, fra Aj, s&

lim 7,, =7, lim S, =25.

n—oo n—oo

Kontinuiteten af ¢ giver nu (da ¢ udvidder )

o(T) = lim ¢(T;,) = lim 7 (T,).

n—oo n—oo

Vurderingen
| TS =ToSull < TS =TSull+[1TSn—TuSull < T[S = Sull + 17— Tall - [|Sall
viser at lim,,_, 17,5, = TS, hvoraf multiplikativiteten af ¢ ses af

o(TS) = lim 7(T,,S,) = lim 7(T,,) lim 7(S,) = ¢(T)e(S).

n—00 n—00 n—00

Den manglende *-egenskab vises tilsvarende, hvor man kan benytte
17" =Tl = (T = To)*|| = [IT = T,

for T € Ay og T,, € A}, hvilket overlades til laeseren.

Billedet af A) ved ¢ er oplagt indeholdt i C*(Up, Vj), eftersom ethvert ele-
ment i A) er en endelig Laurentraekke i U,V og n(U) = Uy, m(V) = V. Et
element i Ay kan skrives som en graensevaerdi af elementer i A9, s da ¢ er en
*-homomorfi (og dermed kontinuert) og C*(Up, V) er fuldstaendigt, folger det,
at billedet af Ay ved ¢ er indeholdt i C*(Uy, V). Men ifglge [4, 4.1.9] er billedet
af *~homomorfien ¢ en C*-algebra (indeholdende Uy, Vj), hvorfor ¢ afbilleder
surjektivt ind i C*(Uy, Vp)- O




3 ROTATIONS C*-ALGEBRAEN A, 13

Bemark at (3.3) er helt afggrende for definitionen af normen pa Aj. Ved i
definitionen kun at bruge en enkelt tro reprasentation, ville man stadig fa en
C*-norm, men denne ville ikke give anledning til den universelle egenskab.

Det er interessant at se for hvilker vaerdier af 8, man altid kan indlejre Ay
i C*-algebraen M fra (3.3). For 6 € [0, 1) irrational viser det sig, at dette er
tilfaeldet jf. (7.4). I modsaetning hertil, kan man for § = ve [0,1) rational og
primisk finde modeksempler, hvilket ses i det fglgende. Lad M = B(C?) og
benyt (8.4) og (8.10)? til at finde uniteere elementer U}, Vy € M opfyldene

U(I)Vg = pVE)IUé, (U(I))q =1, p= e’

Hvis relationen U? = 1 holder for generatoren U € Ay, vil denne faktorisere
igennem til alle C*-algebraer indeholdende to unitaere elementer opfylde den
fundamentale kommuteringsrelation. Men det ses let, at dette ikke er tilfaeldet
for C*-algebraen fra det tidliggere eksempel ((Uyf)(21, 22) = 21 f (21, 22) opfyl-
der ikke U = 1). Det ses nu, at ¢’ : Ag — M fra (3.3) ikke er injektiv, idet
¢'(U?—-1)=(U[)?-1=0,men U?—1#0.

3Fglgende resultat bgr i princippet sté i afsnit 8, men for at give et samlet billede af den
universelle egenskab, har vi valgt at placere det her.
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4 En *-automorfi pa Ay

Dette er mest et veerktgjsafsnit, hvor en meget nyttig unital *-automorfi intro-
duceres, og diverse resultater angaende denne vises.

Lad u,v € T og st Uy = ulU, Vo = vV, hvor U,V er frembringerne for A,.
Dermed bliver Uy, V; unitzere i Ay opfyldende UyVy = pVoUy, hvor p = €27,
Da Ay er en C*-algebra fglger det af (3.3), at der findes en entydig *-homomorfi

a(u,’u) . A9 — C*(Uo, ‘/O) g A97

opfyldende
Q) (U) = Uy = ul, Q) (V) = Vo =vV.

Lemma 4.1 For u,v € T er afbildningen o) (defineret ovenfor) en unital
*_automorfi pda Ag.

Bevis: For v/,v" € T ses det at
(a(u,v) o a(u’,v’))(U) =uu'U = a(uu’,vv’)(U)

() © A ) (V) = 00"V = ot o) (V).

Da en sammensatning af *-homomorfier igen er en *-homomorfi, fglger det af
entydigheden af o, ), at

Ay,w) O O ') = Oy’ o)
Eftersom u,v € T fas nu at
Qaz) © Ouw) = Qq1,1) = 1,

hvor det sidste lighedstegn fas af entydigheden af oy ;). Dermed ses at

-1

Qa,p) = Ck(u,v)’
hvorfor bade «,,) og a(’u v) €T bijektive *-homomorfier fra en Ay ind i Ay,
hvilket samlet benaevnes en *-automorfi pa Ay. Det fglger af (3.3), at a(y,v) er
unital. 0

Fremover vil oy, for u,v € T kun blive brugt i ovenstadende betydning.

Bemaerkning Eksistensen af *-automorfien ay, ) opfyldende oy (U) = ulU
0g un) (V) = vV, for u,v € T giver

oU)=T, o(V)=T.
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Begrundelsen for at o(U) = T ses i det folgende, mens o(V) = T vises tilsva-
rende. Inklusionen “C” fglger af at U er unitaer. Den anden inklusion fglger
dels af at o(U) ikke er tom, og dels af vurderingen

uo(U) = o(ulU) = o(aue(U)) Co(U), weT,
som fés idet o) er en *~homomorfi.

Definition 4.2 Til et unitert W € Ay defineres afbildningen ady : Ag — Ag
ved
ady (T) = W*'TW, T e A,

Denne afbildning kaldes indre.

*

Bemerk, at afbildningen ady, er en *-automorfi pa Ay, da ady er invertibel
med ad,;; = ady~, mens *~homomorfi egenskaberne let vises.

Lemma 4.3 For u,v € {p" : n € L} er aqy) indre, hvor p = €™ og

6 €0,1).

Bevis: Antag u = p",v = p™, hvor n,m € Z og st W = U~"V". Eftersom
adw 08 Q(uw) er *~homomorfier er det ifglge entydigheden i (3.3) nok at vise
overensstemmelsen mellem o, ) 0og adw pa generatorerne U, V. Udregningen

adw (U) =V "UTUU™V" = VPUV™ = p"U = ulU = ay)(U)
ady (V) = V"U™VU™V" = p"V "V = g™V = 0V = aguy) (V)
giver det gnskede resultat. 0

Lemma 4.4 For ethvert u,v € T og f,g € C(T) geelder at

) (f(U)g(V)) = f(ul)g(vV),

hvor C(T) betegner mengden af kontinuerte funktioner fra det kompakte Haus-
dorff rum T ind i C.

Bevis: Da o(U) =T er f € C(c(U)). Det folger nu fra funktionskalkylen for
normale operatorer [9, 10.3], at

a(u,v)(f(U)) = f(a(u,v)(U))a
idet a(y,,) er en *-automorfi. Dermed fas fra definitionen af oy, ), at
) (f(U)) = f(ul).

Tilsvarende ses at a ) (g(V)) = g(vV'). Ved at benytte multiplikativiteten af
Q) Tolger det gnskede. Il
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Lemma 4.5 Lad T, S vere elementer i Ay givet ved

N N
T = _Zan(V)U”, S = _ZNgn(V)U”,

hvor fn,gn € C(T). Da geelder, at T = S hvis og kun hvis f,(V) = g,(V) for
n=-—-N,...,N.

Bevis: Bemark fgrst at 7, S er veldefinerede ifglge funktionskalkylen for nor-
male operatorer, idet f,, g, € C(T) forn=—N,..., N.

Hvis f,(V) = gn(V) forn=—N,...,Ner S =T. Lad omvendt S =T og
m € {—N,..., N} vaere givet. Benyttes at

N N
) TU™) = D oy (VU™ = Y u" " f(V)U™,
n=—N n=—N
folger det for ethvert x € B(Ay, C) at
N
/ X () (TUT™))dp(u) = Z X(fn(V)U™™) / u* " dp(u) = x(fm(V))-
T — T

Men idet 7" = S er hgjresiden ogsa lig med x(g,,(V)), hvorfor

X(fm(v)) = X(gm(v))a X € B(.Aa, (C)

Det folger af et korollar til Hahn-Banachs saetning [8, 5.20], at f,,,(V) = g (V),
hvilket giver det gnskede resultat. 4

Lemma 4.6 For ethvert T € Ay er afbildningen fra T? ind i Ay givet ved
(u,v) = auw)(T)

kontinuert.

Bevis: Givet € > 0 ses det for 77 € Ay at

lvqur o) (T) = u) (T[] <
v ) (T = TN + [ty (T" = T + llerqw o) (T7) = otguy (T

Eftersom Aj er taet i Ag og T — ay,0)(T) er normformindskende, kan vi veelge
T = ZZ?ieéigcn,mU"Vm, saledes at de forste to led hver er mindre end §. Det
sidste led kan vi ligeledes ggre mindre end £ (for [|(u',v") — (u,v)|lr> < 4,
6 > 0), da oy (T") = ZZI:;fggcn,m(uU)”(vV)m er en endelig Laurentraekke i
variablene u, v, og dermed kontinuert. ]
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5 Et spor pa Ay

I dette afsnit benyttes integralet over kontinuerte funktioner fra T? ind i Ay
(introduceres i appendix A), til at konstruere et spor pa .4y. Derudover gives
der forskellige resultater vedrgrende dette spor, heriblandt en fuldsteendig ka-
rakteristik af dets virkning pa Aj.

Definition 5.1 Afbildningen E : Ay — Ay defineres ved

BT) = [ awn(T)dne p)(wo), Te A

hvor pu er Haar-malet.

Det er ikke oplagt, hvordan man definerer integralet af operatorer over et givet
rum. Redeggrelsen ses i appendix A, idet man husker at T? er et kompakt
Hausdorff rum, p ® p1 er et endeligt Borelmél pa T?, og (u,v) — 0y (7T)
ifplge (4.6) er kontinuert for et vilkarligt T € A,.

Lemma 5.2 Afbildningen E : Ay — Ay defineret ovenfor opfylder egenska-
berne

(i) for et vilkarligt lineert begrenset funktional x € B(Ag, C) og et vilkdrligt
element T € Ay er

X(ED) = [ x(own(@)dln® p)(w.o)

(#) B(1) =1
(731) E er linecert
(i) [|E[[ =1

(v) E er positivt.

Bevis: Den fgrste pastand folger direkte fra definitionen af E(T") ved at benytte
(A.2). Eftersom c,,) er unital og [, d(u® p)(u,v) =1, er

KB = [ x(0un(W)(® w(u.0) = x(1)

for x € B(Ap, C). Ifplge entydigheden i (A.2) viser dette (i7).
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Lad nu T, S € Ay og a € C vaere vilkarlige. Da ses det at

XE@+05) =[x+ a$)dn® w(u.0)
= X(E(T)) +ax(E(S)) = x(E(T) + GE(S)),

hvor det ved andet lighedstegn blev benyttet, at ,.), x og integralet (af
kontinuerte komplekse funktioner) alle er linezere, hvilket viser (744).

For at se (iv) er det nok at vise at E er en kontraktion, eftersom vi allerede
har resultatet (i7). For T € Ay giver (A.2) vurderingen

IE(M)] < /Trz [l (T d(p ® 1) (u, ).

Idet *-automorfien a,,) er normformindskende vil |lcy.)(T)|| < ||T7]| for
u,v €T, og da ;1 ® pu er normaliseret pa T? folger det at ||[E(T)| < ||T|,
hvilket viser at E er en kontraktion og dermed (iv).

For at vise at afbildningen E er positiv, lader vi 7" € Ay veere positiv. Da
Qup) € en *-automorfi vil ogsd oy (1') veere positiv. ILfplge [9, 13.9] er det
nok at vise f(E(7T')) er positiv for alle tilstande f pa Ay. Men eftersom tilstande
er lineaere, begraensede og positive funktionaler, fglger det af (i) at

fE(T)) = y F(Ctuwy (T))d(p ® p)(u,v) > 0,
hvilket viser det gnskede. O

Lemma 5.3
(1) E (Zflﬁeéi%cn,mU"Vm> =cpo-1l, cum€C
() E(T)eC-1, Te A
(ii5) E(f(U)g(V)) = [} f(2)du(2) [y 9(2)du(z) -1,  f,g € C(T).

Bevis: Ifglge (5.2) er E linezr, sa for Laurentrackken S "% ¢ {nym fas

n,meZ ~N,mMm

endelig endelig
E ( > cn,mUnvm) = Y camB(U"V™).
n,MEL n,mMEL
For vilkarligt x € B(Ag, C) fas af (5.2)
XECV™) = [ X @ V™) © ) v)
T2
= / XU ™V ™d(p @ p)(u,v)
T2

= @) [ remdes w) ) = OV

'H‘Z
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Ifglge entydigheden fra (A.2) ses, at E(U"V™) = U"V™6,,0,, hvilket viser (7).

Ap er unital , s34 C-1 C Ay. Afbildningen w -1 — w er en *-isomorfi
fra C-1 ind i C, og ifplge (3.2) er ||1]| = 1, hvilket gor afbildningen til en
isometrisk *-isomorfi. Derfor fglger det, at C- 1 (som C) er fuldstaendig, og
dermed afsluttet i Ay. Da E er kontinuert vil E7'(C - 1) derfor veere afsluttet,
og fra (i) ses, at E(AY) = C- 1. Dette viser E7!(C - 1) = Ay og dermed (i1).

For at vise (i74) benyttes, at maengden af endelige Laurentraekker pa T er
teet 1 C(T), til at finde fglger af endelige Laurentraekker (p;)f2;, (¢;)32;, som
konvergerer i supnorm mod henholdsvis f,g € C(T). Ifplge funktionskalky-
len for normale operatorer vil (p;(U))24, (g;(V))52, konvergere i norm mod
henholdsvis f(U), g(V), og specielt vil

endelig endelig

n n

=) aniU" (V)= baV™
nez nez

Nu fglger det af kontinuiteten af E samt af (7), at

endelig endelig
E(f({U)g(V)) = lim lim E ( > an U Y bn]V"> =1 lim ag; lim by,

1—00 J—00 12— 00
neZ nez

For f gealder

endelig endelig
f Ydu(z lim E an:2"dp(z) = lim g an i 2" dp(z) = hm o,
T =00 ’ i—00
nez nez

hvor vi undervejs benyttede os af Lebesgues majorant saetning (som majorant
kan bruges ||f|lw + € for vilkarligt ¢ > 0, ved at se bort fra de fgrste led
i greenseveerdien). Men nu fglger det gnskede resultat, da ovenstdende ogsa

holder for g. U
Vi benytter nu dette til at lave
Definition 5.4 Afbildningen Tr : Ay — C defineres ved

E(T)=Tc(T)-1, T € A,

Definition 5.5 FEt lineert begreenset (og dermed uniformt kontinuert) funk-
tional T pa C*-algebraen M opfyldende sporegenskaben

7(TS) =7(ST), T,SeM

kaldes et spor pa M.
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Theorem 5.6 Lad 0 € [0,1) og U,V veere generatorerne for Ay. Afbildningen
Tr : Ag — C opfylder folgende egenskaber (og er derfor specielt et spor pd Ay)

(1) Tr er linecer
(13) Tr er positiv
(i13) Tr er tro (T > 0,T #0 = Tr(T) # 0)

)
)
)
() Tr er normaliseret (Tr(1) = 1)
(v) Tr har norm 1

)

(vi) Tr opfylder spor-egenskaben (Tr(T'S) = Tr(ST))

(vid) Tr (irtn mU™V™) = o0, nm € C
(vizd) Tr(f(U)g(V)) = Tr(f(U))Tr(g(V))

(iz) Te(f(U)) = [y f(2)du(z), Tr(g(V)) = [rg(2)dp(2),
for alle T, S € Ag og f,g9 € C(T), hvor u er Haar malet.

Bevis: Af (5.2) og (5.3) ses det, at Tr er linezer og positiv, da w -1 > 0 hvis
og kun hvis w > 0, for w € C.

For at vise (ii7) vaelges et vilkarligt element T i Ay, s& T > 0 og T # O.
Derudover vaelges en tilstand f pa Ay, sa f(T') # 0. Eksistensen af et sadant §
er sikret ifglge [9, 13.9]. Nu er

Te(T) = Te(T)-§(1) = f(Tx(T) - 1) = §(E(T))

= 1( [ awn@dtee ) = [ fowDdle wio)

f
T2
hvor det sidste lighedstegn fglger af (5.2). Definér nu g : T? — C ved

9(u,v) = F(0u0)(T))-

Afbildningen ¢ er positiv (da sammensatningen af positive afbildninger er
positiv), hvorfor integralet af g over T? ogsd er positivt. Men f er kontinuert,
sa ifplge (4.6) er g kontinuert. Da ¢(1,1) = f(T") # 0 geelder, at

ﬂﬂU=AﬂWWMW®uWMD¢&

fordi det er muligt at finde en malelig meaengde i T? indeholdende (1,1), som
har areal forskellig fra 0, og hvor |g(u,v) — ¢g(1,1)| < @ pa hele maengden.
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Benyttes (5.2) fglger (iv) og (v) direkte. Eftersom Tr saledes er kontinuert,
er det nok at vise sporegenskaben (vi) pa Aj. Givet T = Z:’lgf:%an,mU"Vm 0g

S = yendelgy, [ UMV™ i A9, har vi

n,meZ
endelig endelig endelig endelig
TS= " > anmbeU"VTUV = D" N p ey by UV
n,meZ kil n,me”Z kle€Z

Men T'S, ST € A og kan derfor skrives (entydigt) som

endelig endelig
TS= Y comU"V™, ST =Y dyuU"V™,
n,mez n,me%
hvor specielt
endelig
Co,0 = Z pnman,m : b—n,—m = d0,0-
n,meZ
Nu ses det af (5.3) at Tr(T'S) = cop = doo = Tr(ST). Dermed er (vi) vist og
(vii), (viii) og (ix) folger af (5.3). O

Bemszerkning Ifglge |9, 13.2] er positive linezre funktionaler hermetiske, sa
Tr opfylder

() Tx(T*) = Te(T),
for alle T € Ay.

Egenskaberne ved Tr satter os i stand til at give nedenstaende karakteristik.
Givet et T € Ay saetter vi ¢, = Tr(TV-"U™"). Hvis

endelig

T= Z ak,lUle, g, € C

klEZ
er
endelig
Com = Te(TV U ™) =Tr ( Z ak,lUleVmU”> = Gy m-
kleZ
For T € Ay far vi saledes en identifikation af 7" ved

D UV,

n,meZ

uden at kommentere om summen konvergerer i tilfeeldet T € Ay \ Aj. For
T € Ay er T = 0 hvis og kun hvis ¢, ,,, = 0 for alle n, m € Z, hvilket ses i det
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folgende. Hvis T' = 0 geelder oplagt at ¢, ., = 0 for alle n,m € Z, mens det
andet udsagn fremkommer ved et se pa Tr(7*T).

1—00 1—00

endelig
T (T*T) = Tr(TT*) = lim Tr(T(T;)*) = lim Tr (T > (ak,l,,-U’“V’)*>

klEZ
endelig endelig
= lm Y G T(TVU™) = lim Y G ger =0,
1—00 1—=00
kl€Z klE€Z

hvor T; = ZZflldee;gak,l,iUle og lim;_,o T; = T. Eftersom Tr er tro ma T*7T = 0
og dermed 7' = 0, hvilket viser det gnskede.
For T' € Ay kan koefficenterne c,, ,, findes som

Com = Te(TV"U ") = lim Te(GV U ™) = lim ap .,

1—00 1—00

deli .
hvor T; = > ie7 B ak UFV og lim; oo T; = T
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6 Projektioner i Ay

Dette afsnit viser eksistensen af ikke-trivielle projektioner i Ay, samt egenska-
ber ved sporet af projektioner. Med sporet menes det i afsnit 5 introducerede
spor Tr.

Lemma 6.1 Lad N vere en C*-algebra og lad P wvere en projektion 1 N
(P = P*=P?). Daer PNP = {PTP:T € N} en unital del-C*-algebra af
N, med identitet P.

Bevis: Det skal vises, at
(i) T+ S, aT, TS, T* € PNPforT,S € PNPoga€eC
(i) PN P er normafsluttet.

Bemark fgrst, at hvis T € PN'P, da findes 7" € N s34 T = PT'P. Dermed er
T = P?T'P? = P(PT'P)P = PTP, altsa

T e PNP&T=PTP.

Ved anvendelse af dette resultat vises (i) let, og det ses at P € PNP er
identiteten.

Med ||P||*> = ||P*P|| = ||P?|| = ||P| fas at ||P|| < 1. Antag at T € PNP,
da eksisterer en folge (7,,)%°, i PN P, som konvergerer mod T med hensyn til
normen fra . Da

|7 — PTP| = [|P(T, = T)P|| < | P T — TIIIP|| < | T — T

vil (7;,)%, ogsa konvergere mod PTP.1det N er et Hausdorffrum, er 7= PTP
og dermed vil T € PN P, hvormed (i%) er vist. O

Lemma 6.2 Lad N vere en C*-algebra og lad P,Q wvere projektioner i N
med ||P — Q|| < 1. Da findes W € N, s¢ P = WW*,Q = W*W. Specielt
geelder, at hvis T er et spor pd N, sd er 7(P) = 7(Q).

Bevis: St X = PQ € N. Da er
X*=QP, XX*=PQPecPNP, X'X=QPQeQNQ,

1P - XX =[P(P-Q)P| <1, [@-XX|=]QQ-P)QI<L

Fra [9, 2.1] fas, at X X*, og dermed ogsa (X X*), er invertibel i C*-algebraen
PNP, samt at X*X er invertibel i1 QN Q. Dermed findes Y € PNP og
ZE€QNQ, sa Y(XX*)} = (XX*)3Y = P og ZX*X = Q. Bemark at
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Y =Y* da deIll inverse til et selvadjungeret element selv er selvadjungeret
(husk at (X X*)2 er den positive kvadratrod). Seet nu W = Y X. Nu fglger det
gnskede fra

WW* =YX(YX) = YV(XX")Y = Y(XX*)2(XX*)2Y = P2=P

WW = (YX)(YX)=X"Y?’X =QX'Y?X
= ZX*(XX'Y)X =ZX*PX = ZX*X = Q,

da Y? er invers til XX* i PN P. Endelig fas at
T(P) =7(WW?*) =7(W*W) = 7(Q),
ved at benytte sporegenskaben (5.5) for 7. O
Definition 6.3 Billedet af sporet Tr over alle projektioner i Ay skrives som
T(Ag) = {Tx(P): P € Ay, P = P* = P?}.
Theorem 6.4 Mengden T(Ay) er en ikke-tom tellelig delmengde af [0, 1].

Bevis: De trivielle projektioner 0,1 € Ay har spor 0 henholdsvis 1 (jf. 5.6),
hvorfor T(Ay) indeholder 0 og 1. Bemark at MM = {U"V™ : n,m € Z} C A}
udspznder AY, da ethvert element i A kan skrives som en linearkombination
af elementer fra 9. Med O = spang, ;o (M) C Ag er N en teellelig taet del-
mengde af Ay, hvorfor Ay er separabel. Da 91 er tallelig kan den indexeres
ved M = {T, : n € N}. Seet nu

o 1
&=TA) T=J{x(P):PecA, P=P =P, |P-T,| <§}.
n=1

T C & fglger oplagt fra definitionen. & C ¥ fas idet M er taet i Ay, hvormed
der til enhver projektion P i Ay findes et n € Nsa |P — T, || < 3.

Bemark at de maengder, der forenes i definitionen af ¥, hgjst har et element
hver, hvilket ses i det fglgende. Lad P, @) vaere projektioner i Ay og n € N vaere
givet, s [|[P — T,|| < 3 og [|Q — Tn|| < 3. Nu folger Tr(P) = Tr(Q) fra (6.2),
idet

|1P = QI <[P =Tl +|Q — Tnll < 1.
Altsa er T(Ap) en teellelig maengde.

For en projektion P i Ay er ||P|| < 1, sa da |[Tr|]| = 1 ifelge (5.6), vil
|Tr(P)| < 1. Idet Tr er positiv og enhver projektion er positiv (P = P*P) er
Tr(P) > 0. Dette giver at T(Ap) er en teellelig delmeengde af [0, 1]. O
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Bemarkning Ved at benytte Ay =2 C(T?) (argumentet overlades til leeseren)
og at T? er sammenhangende, folger det fra |9, 6.2] og |9, opgave 9.3], at Ay
kun indeholder de trivielle projektioner for § = 0. I det fglgende vises, at dette
ikke er tilfseldet for 8 € (0,1).

Lemma 6.5 (Powers-Rieffel projektionen) Lad 6 € [0,1), f,g € C(T), U,V
veere generatorerne for Ag og ® : T — T vere homeomorfien ®(z) = pz, hvor
p = €>™% Da geelder, at

P=UgV)+ f(V)+g9(V)U € Ay
er en projektion, hvis og kun hvis
() ((go@7")-g)(V) =0
(i) (g-(f+fo@)(V)=g(V)

(idi) (IfI* +1g]* + g0 @' )(V) = f(V).

Bevis: Bemaerk forst, at P er veldefineret jf. funktionskalkylen for normale
operatorer [9, 10.3], idet f,g € C(T). Da venstresiden i (i) — (i77) ligeledes
definerer operatorer ud fra V' og kontinuerte funktioner pa T (og deres sam-
mensatning), bliver disse ligeledes veldefinerede elementer i Aj.

Der gezlder, at T er et kompakt Hausdorff rum, og at maengden bestaende af
endelige Laurentrackker defineret pa T, er en selvadjungeret del-algebra af C(T).
Idet denne mangde separerer punkter i T, fglger det fra Stone-Weierstrass
approksimationssaetning [9, 1.9], at der for ethvert h € C(T) eksisterer en
folge af endelige Laurentrakker (p;)$2,, som konvergerer mod h med hensyn
til supnormen || - ||c-

For h € C(T), fas fra funktionskalkylen for nornale operatorer, at (p;(V))2,,
(pi(pV))$2, i Ag konvergerer mod henholdsvis h(V'), h(pV) med hensyn til nor-
men i Ay. Dermed fglger

UA(V) = lim Upi(V) = lim pi(pV)U = h(pV)U,

1—00
idet Up;(V') = p;(pV)U, som let ses af relationen UV™ = (pV)"U for n € Z. Pa
tilsvarende made fas U*h(V) = h(pV)U* ud fra relationen U*V"™ = (pV)"U*
for n € Z. Med ®(V) = pV og &~ (V) = pV (veldefineret idet ®, =" € C(T))
folger at

Uh(V)U = h(pV)UU = (ho ®1)(V)
Uh(V)U* = h(pV)UU* = (ho ®)(V).
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Benyttes regneregler for funktionskalkylen for normale operatorer, fas

UgV)f(v)y = U(g- f)(V)

fONUg(V) = U UfV)Ug(V)=U*g-(fo®)(V)
fMFWV) = (V)

gWuU*g(V) = (lg/*) (V)

Ug(V)gV)U = (U g(V)U) U g(V)U) = (|[go @~ [*)(V)
fW)gWU = (g-H(V)U

gWVIUF(V) = gMUF(V)U'U = (g-(fo®)(V)U

WMUgV)U = UU*g(V)Ug(V)U =U((go @ ") - g)(V)U
Ug(V)Ug(v) = Ug(V)Ug(V)UU* =U*((go®™")-g)(V)U".

Summen af ovenstdende 9 led giver P2,
Antag nu (z) — (¢47). Fra (i) fas at

0= ((go® *)-g)(V)" = (U"g(V)Ug(V))" = g(V)U"g(V)U = ((30® *)-g)(V).

Tilsvarende gelder operatorrelationen (i) for g(V))* = g(V) i stedet for g(V).
Af (ii7) folger at f(V) = f(V) og deraf, at P = P*. Idet

V) = F(V)F(V) = (V)

kan f?(V) erstattes med [f[*(V) (i det tredje led) i udtrykket for P2 Efter-
fglgende giver (i) — (i74) ved direkte indsattelse, at P? = P. Altsa er P en
projektion.

Antag omvendt at P er en projektion,

P=>" f.(0U",

n=-—1

hvor f_; = go®~!, fo = f og f1 = g. Benyttes at P = P* fas, at f(V) = f(V).
Med dette bliver \
P2=>Y" g.(V)U",

n=-—2

hvor go = |f*+]g[*+|g0®7 %, g1 = g-(f+ fo®) 0g g2 = ((go®~")-g)o®. Nu
folger (i) — (4i7) umiddelbart af entydigheden i (4.5), der giver fo(V) = go(V),
fi(V) = g1(V) og 0 = go(V). Eksempelvis ses (i) af

((go@™h)-g)(V) = (g20 7)) (V) = U*ga(V)U = 0.
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Theorem 6.6 Ay indeholder ikke-trivielle projektioner for 6 € (0,1).

Bevis: Et eksplicit udtryk for f, g € C(T), som opfylder (i) — (¢i7) i (6.5) er
givet som folger. Vaelg § > 058 6 < 6 og 0+ 6 < 1, og lad f(e*™) = fo(t) og
g(e?™) = g(t), hvor fy og g er kontinuerte periodiske funktioner fra R ind i
[0, 1] defineret i en periode [0,1) ved

L te {2,6))
~ 1 telo,f
fo) =1 1 _ =0 te0,0+96)
0 telf+9,1)
H(o—t)
g(t) = 7 t€0,0)
0 tesl)
Det fglger at f,g € C(T) samt at
77777777 1
0.8
0.6
0.4 ////\\\
0.2 'll \‘\
0.8 1 0.2 0.4 l 0.6 ‘ 0.8 1

Figur 1: Skitser af fy(t), fo(t +6) (venste figur), g(t), g(t — 0) (hgjre figur) for
t€[0,1], 8 = 3 og 0 = 1. De stiplede kurver viser fy(t + 6) og g(t — 0).

(90 @71)(e™) = g(pe™) = g(e*~?) = g(t — 0)
(f 0 ®)(€*™) = f(pe™™) = f(e*™ %) = fy(t +0).
For at eftervise (i) — (ié) er det nok at vise
(a) g(t—0)g(t) =0, tel0,1)
(b) §(&)(fo(t) + fot+6)) =3(1), te01)
() f3() + (1) + 3°(t — 0) = fo(t), t€[0,1).

Med g(t) # 0 kun for ¢t € [0,0) folger (a) ud fra valget af 6 (0 < § < 6 og
6 + 6 < 1). For at vise (b), benyttes at

fa(t—i—&):l—wzl

t
5 —g , t€[0—0,0+5—0)—[075)7
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hvilket giver fy(t) + fo(t + 6) =1 for t € [0,6), hvoraf (b) folger. Sidst ses (c)
fra den direkte udregning

(L)? 4 10 t€[0,9)
. ~ ~ 1 t € [0,0)
Ji®) + 36 +g°(t - 0) = (1— 522+ LRIt e(h,0+96)
Lo tel@+46,1)
= fﬂ(t)’
da
t—=0, @t=006-0t=0)_ . t=0, t=0 t-6 . 1-0

At den fremkomne projektion ikke er triviel, ses let ud fra udtrykkene for f og
g samt (4.5). O

Korollar 6.7 For 6 € (0,1) vil 6 € T(Ay).

Bevis: Lad P vare givet ved P = U*g(V)+ f(V)+g(V)U, hvor f,g € C(T) er
defineret som i (6.6). Da P er en projektion vil Tr(P) € T(Ap). Ved at benytte
(5.6) (2), (vii), (viii) fglger nu

Tr(P) = Te(U"g(V)) + Te(f(V)) + Tr(9(V)U)
= Tr(U)Tr(g(V)) + Te(f(V)) + Tr(g(V) Tr(U) = Tr(F (V).

Nu giver (5.6) (iz) og egenskaberne ved Haar malet, at

/f Ydu(z /f (e¥™)dt = /fa

Dermed fas 0 = Tr(P) € T(Ap), hvilket viser sztningen. O




7 DEN IRRATIONALE ROTATIONS C*-ALGEBRA 29

7 Den irrationale rotations C*-algebra

I dette afsnit behandles den irrationale rotations C*-algebra. Der ggres rede
for at den er simpel, samt at sporet defineret i afsnit 5 er det eneste norma-
liserede spor pa denne. Derudover gives en skaerpet karakteristik af sporet af
projektioner i den irrationale rotations C*-algebra og, i denne forbindelse, en
fuldstaendig beskrivelse af hvilke irrationale rotations C*-algebraer, der er iso-
morfe.

Lemma 7.1 Huvis 0 € (0,1) er irrational, si er

{(p", ™) :n,m € L}
en tet delmengde af T2.

Bevis: Det er nok at vise, at for hvert ¢ € [0,1) og € > 0 findes n € Z, si
|e2mind _ ¢2mi¢| < ¢ Men da eksponentialfunktionen er kontinuert og periodisk,
med periode 27i, er det nok at vise, at der findes n,m € Z sa [nf+m—¢| < €
for vilkarligt € > 0. Vaelg nu n; € N til at vaere det mindste naturlige tal som
opfylder n; > % > 1. Der galder nu

0<0n1—1§0,

hvor den fgrste ulighed garanteres af n; > %, mens den naeste ses ved modstrid,

dafn,—1>60=>n—-1> % og ni er valgt mindst mulig. Eftersom 6 er

irrational, kan det ikke ske at On; — 1 = 0, altsa kan ovenstaende skaerpes til
0<bn—1<0=0n—1)—1<0<6bn — 1.

Set nu 6; = min{—(A(n; — 1) — 1), Ony — 1}. Eftersom begge elementer er
strengt positive og deres sum giver #, ma 0 < §; < g. Bemszerk nu at §; er pa
formen n# + m, hvor n,m € Z, hvilket satter os i stand til at komme inden
for g af det gnskede ¢. Men eftersom 6 er irrational ses det let, at §; ogsa ma
vaere irrational, s ovenstaende procedure kan benyttes k& gange til at finde

0p =nb +m < 2%, for n,m € 7Z, hvilket viser det gnskede resultat. O

Definition 7.2 En normeret ring R er simpel, hvis T < R (I er et 2-sidet
afsluttet ideal i R) medforer at T = {0} eller T =R.

Theorem 7.3 C*-algebraen Ay er simpel, hvis 8 € (0,1) er irrational.

Bevis: Antag Z < Ag og Z # {0}. Vaelg T € I, T # 0. Fglgelig er T*T et
positivt element i Z og T*T # 0, da |T*T|| = ||T||* # 0. Da Tr er tro fas at
Tr(T*T) # 0. Seet

V = {(p" ™) €T?:n,meZ}

W = {(u,v) € T : qun(T*T) € T}.
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Hvis « er en indre *-automorfi pa Ay findes et unitzert W € Ay, sa
a(T*T) =W*T*TW € T.

Specielt gaelder fra (4.3), at for (u,v) € V er o, en indre *-automorfi, sa
Quw)(T*T) € I, og dermed V. C W C T?. Da afbildningen g : T? — Ay givet
ved

9(u,v) = o) (T™T)

er kontinuert ifglge (4.6), og Z pr. antagelse er afsluttet, er W = ¢g~1(Z) afslut-
tet. Endelig er V teet i T? for 6 € (0, 1) irrational jf. (7.1), hvormed W = T%.
Ifplge (A.2) vil E(T*T) ligge i afslutningen af maengden

;) (T*T):mn €N, a; >0, ai =1, (u,v); € T}
(uy0);

=1 i=1

Denne mangde er helt indeholdt i Z, da T? = W, og eftersom Z er afsluttet
ma E(T*T) € Z. Idet Tr(T*T) # 0 fas nu at 1 = Tr(T*T)~' - E(T*T) € Z, det
vil sige Z = Ajy. O

Korollar 7.4 Lad M vere en unital C*-algebra og lad Uy, Vy € M veere uni-
tere elementer opfyldende UyVy = pVoUy, hvor p = ¥ og 6 € [0,1). Hvis 0
er irrational, da findes entydigt en *-homomorfi

go:.Ag—)M,

si o(U) = Uy og p(V) = Vo, hvor U,V er generatorerne for Ay. Denne
*-homomorfi er unital, injektiv og afbilder surjektivt ind i C*(Up, Vo) C M,
hvormed Ay = C*(Uy, Vo).

Bevis: Ifglge (3.3) findes entydigt en *~homomorfi ¢, som opfylder det gnskede,
hvis vi blot kan vise, at denne er injektiv. Kernen af ¢ (ker(p) = ¢ ({0})) er
oplagt et 2-sidet ideal i Ay, og eftersom ¢ er kontinuert, er dette ideal afsluttet.
Nu fglger det af (7.3), at Ay er simpel og dermed at ker(¢) enten er lig {0} eller
Ay. Men da ¢ ikke sender alt i 0 (p(U) = Uy # 0) ma ker(¢)={0}, hvormed
@ er injektiv. U

Theorem 7.5 Afbildningen Tr er det eneste normaliserede spor pd Ay, hvis
6 € (0,1) er irrational.

Bevis: Lad 7 veere et normaliseret spor pa Ay og lad T' € Ay veere givet. Seet

V = {(p"p™) €T?:n,meZ}
W = {(u,v) € T*: T(uw) (1)) = 7(T')}.
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For enhver indre *-automorfi @ pa Ay findes et unitaert element W € Ay
sd a(T) = W*TW, hvormed 7(T) = t(WW*T) = 1(W*TW) = 1(a(T)).
Specielt fas V C W, da ) er en indre *-automorfi for (u,v) € V. Da 7 er
kontinuert, vil g : T> — C givet ved

9(u,v) = 7(u)(T))

ogsa vaere det, og da {7(T)} er afsluttet i C er W = g~ '({7(T)}) afsluttet.
Endelig er V teet i T? for § € (0,1) irrational jf. (7.1), hvormed W = T=.
Dermed fas (da 7 er lineser, begraenset og normaliseret)

w(1) = [ 0 m) = [ o D)ine w0
= "(B(T)) = 7(Te(T) - 1) = Te(T)7(1) = Te(T),

ved at benytte (5.2) samt [r, d(p® p)(u,v) =1 og W =T°. O

Lemma 7.6 Huvis 0,¢ € (0,1), ¢ er irrational og ¢ : Ay — Ay er en unital
*-homomorfi, sd er T(Ag) C T(Ay).

Bevis: Lad Try, Tr, betegne det normaliserede spor Tr for henholdsvis Ay
og Ay. Folgende giver, at Trg o ¢ ogsa er et normaliseret spor pa A,;. Der
geelder oplagt, at Tryop er et normaliseret, kontinuert og linezert funktional (og
dermed begranset), mens nedenstdende viser, at sammensatningen opfylder
spor-egenskaben

(Trgop)(T'S) = Tro(p(T)p(5)) = Tra(0(S)o(T)) = (Trgop)(ST), T,5 € Ay.

Fra (5.5) fglger nu, at Trgo ¢ er et normaliseret spor pa Ay. Idet ¢ er irrational
fas fra entydigheden i (7.5), at Try o ¢ = Try.

Lad z € T(A,), da findes en projektion P € A, og dermed ¢(P) € Ay,
sd z = Try(P) = (Trg o ¢)(P). Men ¢(P) er oplagt en projektion i Ay, si
z € T(Ap), hvormed T(Ay) C T(Ay). O

Korollar 7.7 For 0 € (0,1) er {¢ € (0,1) : ¢ erirrational, Ay = Ay} en
hgjest tellelig mengde.

Bevis: Tag et vilkarligt irrationalt tal ¢ € (0,1), s& Ay = A,. Da T(Ay) jf.
(6.4) er teellelig er det nok at vise, at ¢ € T(Ap). Ifplge (7.6) er T(Ay) C T(Ap)
og fra (6.7) fas, at ¢ € T(A,), hvilket viser det gnskede. O

Ovenstaende resultat viser, at der er mange ikke-isomorfe irrationale rotations
C*-algebraer. Dette kan skarpes endnu mere ved brug af fglgende

Theorem 7.8 Huvis 0 € (0,1) er irrational, sd er T(Aq) = (Z + 0Z) N [0, 1].
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Bevis: For at vise “C” kraeves K-teori (se evt. |7, opgave 5.8|), hvilket ligger
udenfor denne opgave. Bemaerk dog, at (6.4) giver, at T(Ag) er en tallelig
delmandge af [0, 1]. Den modsatte inklusion “O” kan bevises ved en mindre
modifikation af (6.6).

For (n+m#) € (Z+6Z)n{0, 1} kan man benytte de to trivielle projektioner
(0 og 1) til at vise, at n +mf € T(Ay).

Antag derfor at (n+mf) € (Z+60Z)N(0,1).Lad f,g € C(T) og ¥ : T — T
veere homeomorfien

‘11(2’) — eZm‘(n—l—mQ)z — me,

samt P € Ay veere givet ved
P=U")g(V)+ f(V)+g(V)U™).
Nu fas ligesom i (6.5) at P er en projektion, hvis (og kun hvis)
(i) ((go¥™1)-g)(V)=0
(i) (g-(f +foW)(V)=yg(V)
(#i1) (If1*+ lg* + g o UTI2)(V) = f(V).

Med f,g € C(T) defineret ved f(e*™) = foimo(t), g(e>™®) = §(t) folger det
fra beviset for (6.6) at f, g opfylder (i) — (4i7), hvormed P er en projektion.
Endelig findes analogt til (6.7) at

1
Tr(P) = /0 Foomo()dt = 1+ mb € T(Ay).
O

Korollar 7.9 Huvis 0,¢ € (0,1) er irrationale, er Ay = Ay hvis og kun hvis
0= ¢ eller=1— ¢.

Bevis: Hvis ¢ = 6 er isomorfien oplagt, sa antag § = 1 —¢. Lad Ay veere rota-
tions C*-algebraen genereret af Uy, V,; opfyldende relationen U,V = e2™*V,Uy.
Saet Uy =V, og Vo = Uy. Det ses nu at Uy, Vj opfylder relationen

UO% — e?ﬁi(—¢)%UO — 627ri(1—¢)‘/bU0 — €27Ti6%U0,

som er den samme som relationen mellem generatorerne U,V for rotations
C*-algebraen Ay. Det er nu oplagt at Ay = Ay, da afbildningen som sender
V, ind i Uy og Uy, ind i Vj bliver en surjektiv unital *-isomorfi, jf. (7.4).

Antag omvendt Ay = A,. Fra (7.6) fas T(Ay) = T(.A¢) og dermed at
8 € T(Ay), ¢ € T(Ay). Nu giver (7.8) at der eksisterer n,m, k,l € Z, s

0=n+mop, o¢=Fk+10.




7 DEN IRRATIONALE ROTATIONS C*-ALGEBRA 33

Dermed fas, at
0 =n+m(k+10)=(n+km)+mld = (n+mk)=60(ml—1).

Da @ er irrational ma begge sider veere 0, og dermed n 4+ km = 0 og ml =1,
hvilket giver m = 1 eller m = =1 (m,l € Z). Med m =1 fas 0 = n+ ¢ og
dermed 0 = ¢,da0,¢ € (0,1). Med m = —1 fas § = n—¢ og dermed 6 = 1—¢,
da 6,6 € (0,1). d

Det bemaerkes, at den oplagte “hvis’-del i ovenstaende korollar ogsa gaelder for
6, ¢ rationale.
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8 Den rationale rotations C*-algebra

I dette afsnit behandles den rationale rotations C*-algebra, hvor isser irre-
ducible unitale reprasentationer spiller en vigtig rolle. Hovedresultatet i af-
snittet viser, hvordan netop de irreducible unitale repraesentationer kan be-
nyttes til at finde spektret for et vilkarligt element i den rationale rotations
C*-algebra.

Definition 8.1 Lad 5 veere et Hilbertrum og & C B(J). Centralisatoren
for & betegnet &' er defineret ved

— (T eB(#):TS=ST, Sec&).

Lad M veere en C*-algebra, og lad © vere en representation af M pa .
Repreesentationen m kaldes da irreducibel, hvis 1(M)' = C- 1.

Lemma 8.2 Lad § = % vere rational (p € NU{0},¢ € N) 4 [0,1) med
GCD(p, q) = 1,* og lad Uy, Vyy veere unitere elementer i B(S), hvor H er et
(ikke trivielt) Hilbertrum. Antag Uy, Vo opfylder

Ug =1= %qa {U07 U(>]k> ‘/ba %*}I = (C ) 17 UO% = p%U()a

for p = €. Da eksisterer W € B(#,C1) uniter, sé WU,W* = Q og
WVoW* = A*, hvor A,Q € B(C?) og for g > 2 er givet ved

o 1 0 --- 0 1 0 - 0
A: 0 ’ Q: ) p2 ’

0 0 1 .0

1 0 0 0 0 prt

mens de for ¢ =1 begge er 1.

Vi vil fremover kun bruge A og € i ovenstaende betydning.

Bevis: Da J# er ikke trivielt, findes £ € 2, sa ||€|| = 1. Saet nu

qg—1
(ZpUO ) i=0,...,q—1.

J=0

4GCD star for den stgrste fzlles divisor.




8 DEN RATIONALE ROTATIONS C*-ALGEBRA 35

Forst behandles tilfeldet 6 € (0,1) (og dermed g > 2). Det ses, at

(@)i=0, j=1,...,9-1

ved at gange med (1 — p’) og benytte at p? = 1. Dermed fas

qg—1 qg—1 qg—1 qg—1 . qg—1 o qg—1 .
= (Z ') ) E=) UIEY (P =U0¢) () =gt
1=0 i=0 \j=0 7=0 1=0 1=0

Der eksisterer derfor iy € {0,...,¢— 1}, sd n;, # 0. Det folger, at

qg—1
p*Uotiy = p*Us (Z (P°Us) ) = Tio

7=0
da (p*U;)° =1 = (p*Up)¢. Seet nu
Cl ‘/0 Mo Ck:‘/OCk—la k:277q

Da n;, # 0, og V, er unitaer og dermed en isometri, er (, #0 for k =1,...,q.
Relationerne

UoGi = UoVs®niy = V§°p°Upmio = Vg°mio = (1,
UOC’C = UO‘/Ok_ICI = pk_l‘/()k_lUOCI = pk_lgka k= 27 ey q

viser, at ¢, er egenvektor for Uy med egenvaerdien p*~! for k =1,...,q.

Eftersom GCD(p,q) = 1 er 1,p,...,p? " indbyrdes forskellige rgdder til
q’te grads polynomiet z¢ — 1. For antag, med modstrid for gje, at p” = p™
for n # m og n,m=0,...,q— 1, eller zekvivalent, at 1 = pF = ¢ 2 for
k=1,...,¢g—1. Da mi %p € Z, men da k # 0 og GCD(p, ¢) = 1 ma k vaere
lig et helt multiplum af ¢, hvilket er en modstrid, da £ < g — 1.

Da egenvektorer svarende til forskellige egenvaerdier for en normal operator
i B(A) er ortogonale, udger ((x){_, et ortogonalt szt i #. Idet en normalise-
ring af disse (;’er ikke &ndrer deres egenvardier, antages det uden tab af gene-
ralitet, at ((x)i_, er et ortonormalt seet i 5. Definér nu %" = spanc(Gi, - . -, (),
hvormed % = C? bliver et ikke-tomt, afsluttet underrum i 2. Ifglge [8, 4.11]
er H# = H ® K, og fglgende viser at H = .

Lad et vilkarligt £ € J veaere givet ved den entydige opsplitning

§ = P&+ QX

hvor P og @) er projektionerne pa henholdsvis .# og £ +. Det ses, at Uy(#"),
Us (), Vo( ) og Vi (') er indeholdt i #, eftersom

UOC/C = pk_ICka USC/(: = U;pk_lUOCk = pk_ICkJa k= 1; - q,
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%Cq:%qC1:1C1:C17 ‘/OCk:C/H—lv k:1,...,q—1,
%*Cl = ‘/O*VE)C(] = an VE)*C/C = VE)*‘/OCIC—I = Ck—la k= 21 -y q.
For &£ € 7 vil P¢ € & og dermed UyP¢ € ', sa PUyP = Uy P. Et tilsvarende
argument giver
PUP =U;P, PV,P=V,P, PVyP =VjP.
Benyttes desuden at P = P* (da P er en projektion) fglger, at

UsP = PUyP = (PU; P)* = (U;P)* = PUp,,

U P = (PUy)* = (UyP)* = PU;,

og tilsvarende Vo P = PVy, VP = PVy. Nuvil P € {Uy, U;, Vo, Vi'} = C - 1,
sd P =1eller P =0, da P er en projektion. Men da .# # {0} bortfalder den
sidste mulighed, hvormed % = 2.

Definér nu W € B(s#,C?) ved W, = vg for k =1,...,¢, hvor (vy)f_, er
standardbasen for C?. Det er oplagt at W er surjektiv, s& W er uniter, hvis
blot den ogsé er normbevarende - altsa hvis (WE WE) = (&, &), for vilkarligt
£ € . Men dette ses let, da ({x){_, er et ortonomalt st udspaendende .77,
sa W er uniteer og derfor er W*vy, = ( for k=1,...,q.

Ifplge definition af A og 2 er

Nvog=v, ANvg=vp, k=1,...,0—-1

Que = p* o, k=1,...,q.
Nu fglger de gnskede relationer WU, W* = Q, WV, W* = A* fra

WUW v, = WG = p* ' W = p*lue = Qui, k=1,...,¢,
WVoW*v, = WV, = W = v = ATy,
VVVE)VV*’U]C :W‘/E)Ck :WCIC—H = Vk+1 :A*Uk, k= 1,...,(]—1.
Tilfseldet # = 0 (og dermed ¢ = 1 thi GCD(p,q) = 1) kan behandles tilsva-

rende, hvis man satter £ = spang(n) og bemaerker at projektionen P af 7
pa A tilhgrer B(#) = {1} = {U,, Ui, Vo, V5} =C - 1. O

Lemma 8.3 Lad M vere en C*-algebra og w en irreducibel unital representa-
tion af M pa et Hilbertrum 7. Hvis T € M kommuterer med alle elementer
iM, davilm(T)e C-1.
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Bevis: Lad R = 7(S) veere et vilkarligt element i (M), da vil
RBa(T) = n(S)n(T) = n(ST) = n(T'S) = n(T)R,

)=
hvorfor 7(T') € m(M)" = C-1, hvor den sidste lighed fglger af, at 7 pr. antagelse
er irreducibel. O

!

Lemma 8.4 Lad 6 = % veere rational i [0,1), GCD(p,q) =1 og 7 en irreduci-
bel unital representation af Ag pa et Hilbertrum €. Da findes u,v € T, sd
(ar(U)?=1 og (vm(V))? = 1.

Bevis: Det bemaerkes forst, at U? og V? begge kommuterer med U, U*, V, V*,
eksempelvis ses det, at U?V = p?VU? = VU4. Hvis T € Ay kommuterer med
UU*,V,V*, vil T ogsd kommutere med enhver endelig Laurentreekke i U, V.
Men eftersom Ay = A9, findes for ethvert element S € Ay en folge (S,)2, i
AY 53 S = lim,_,0 Sp. Nu ses det, at
TS =T lim S, = lim TS, = lim S, T = ST,
n—oo n—o0 n—o0

hvilket viser, at 7" kommuterer med alle elementer i Ay, hvormed 7(T) € C- 1,
jf. (8.3). Specielt fas, at

T(U?) = w,1, w(V?) =w,l
for w,, w, € C. Det fglger nu, at
w,|*1 = 7(UIU)") = x(UI(U")?) =7(1) =1,

da 7 er antaget unital, hvilket viser w,,w, € T. Vealges nu u,v € C sa
u? = w, og v?=w,, er det oplagt at u,v € T og (an(U))? = vwiw,1 = 1
samt (o7(V))? = viw,1 = 1. O

Theorem 8.5 Lad 6 = § veere rational i [0,1), GCD(p,q) = 1 og m en irre-
ducibel unital representation af Ag pd et Hilbertrum . Da findes u,v € T
og W € B(#,C1) uniter, sd

Wr(U)W* =uf, Wr(V)W* =vA"

Bevis: Sat Uy = un(U) og Vo = vm(V), hvor u,v € T er valgt ifglge (8.4),
sa U§ = 1 = V. Det ses, at UgUj = an(U)un(U*) = n(UU*) = 1. Helt
tilsvarende vises resten af de relationer, der skal geelde for at Uy og Vj er
uniteere. Derudover gaelder UgVy = un (U)o (V) = won(pVU) = pVolUs.
Da 7 er irreducibel er w(Ay)" = C - 1. Eftersom {Uy, U§, Vo, Vy} C 7(Ay)
vil {Uy, U§, Vo, Vi'} 2 w(Ap)’. Hvis omvendt et element T € B(#’) kommu-
terer med Uy, Vo, Ug, Vy', da viser et simpelt fglge-argument (jf. beviset for
(8.4)), at T kommuterer med alt i m(Ay), da 7 er kontinuert. Dette viser
{Uo, U§, Vo, Vi'} = m(Ap)' = C - 1, hvilket i lyset af (8.2) giver det gnskede.
U
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Korollar 8.6 Lad 6 = g veere rational i [0,1), GCD(p,q) = 1 og © en irre-
ducibel unital representation af Ay pd et Hilbertrum €. Da findes u,v € T og
en irreducibel unital representation m,, af Ag pd C?, opfyldende m,,(U) = uf2,
Tuw(V) = vA* og

o(n(T)) = o(my(T)), T € Ay

Bevis: Ifplge (8.5) findes u,v € T og W € B(#, C?) unitaer, sa
Wr(U)W* =uf), Wa(V)W* =vA".
Definér nu m,, : Ag — B(C?) ved
Tuw (L) = Wr(T)W™.

Eftersom 7 pr. antagelse er en *-homomorfi, og afbildningen 7" — WTW*
er en *-homomorfi, fglger det at m,, er en *-homomorfi. Dermed er 7, , en
reprasentation af Ay pa C? opfyldende 7, ,,(U) = uf2 0g my (V) = vA*. At 7y,
ogsa er irreducibel ses af fglgende argument. Bemaerk forst, at S € Wr(Ap) W™
hvis og kun hvis der findes et Rg € 7(Ap), s& S = W RsW™*. Tilsvarende vil
T € WB()W* hvis og kun hvis der findes et Ry € B(%), sa T = W RpW*.
Nu ses det, idet W er uniteer, at

Tun(Ag) = (Wr(Ag)W*)
= {T e WB(#)W*: TS = ST, SeWr(A)W*}
= W{Ry € B(#): RrRs = RsRy, Rg € n(Ag)}W*
= Wr(A)W*=W(C-1)W*=C-1,

hvor det blev benyttet, at WB(.%)/W* er en Banach algebra (B(C?)). Det ses
nu at m,, er irreducibel, og der galder oplagt, at m,, er unital, da 7 er det.
Desuden ses for vilkarligt 7' € Ay, at w(T') er invertivel i B(.#) hvis og kun
hvis 7m,,(T") er invertibel i B(C?), hvilket viser at (7 (1)) = o(mun(T)), 0g
dermed afslutter beviset. g

Theorem 8.7 Lad M veere en unital C*-algebra og T et element it M. Da erT
ikke invertibel hvis og kun hvis der findes et Hilbertrum 7€ samt en irreducibel
unital representation m af M pa H, sa w(T) ikke er invertibel.

Bevis: Hvis T er invertibel i M og 7 er en vilkarlig unital repraesentation af
M péa et Hilbertrum 47, da er det klart, at ogsa m(7T") vil veere invertibel i
B(s#) med invers 7(T71).

Antag omvendt, at 7" ikke er invertibel. Et modstridsbevis viser, at enten
T*T eller T'T* er ikke-invertibel.
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Antag, at T*T ikke er invertibel, og dermed at 0 ligger i spektret for 77T
Ifglge [4, 4.4.4] findes en ren tilstand v pad M, s& v(T*T) = 0. Ifglge [5, 10.2.3]
giver GNS-repraesentationen en irreducibel unital repraesentation 7, pa et Hil-
bertrum .7 samt en enhedsvektor & € %, sa

(me(W)ée, &) = t(W), W e M.
Da er specielt

0= t(T*T) = <7Tt(T*T)§r, §r> = <7Tr(T)€t7 Wt(T)§t> = ||7Tt(T)§t||2J

sd m(T)& = 0. Men eftersom & har norm 1, er kernen for 7.(7) forskellig fra
{0}, hvorfor denne ikke er invertibel.

Hvis omvendt TT* ikke er invertibel vises tilsvarende, at m.(7")* og dermed
m.(T) ikke er invertibel, hvilket afslutter beviset. O

Theorem 8.8 Huvis M er en unital C*-algebra og T et element 1 M, da kan
spektret for T findes som

o(T) = U o(x(T)).

7 irr. unital repr. af M

Bevis: Eftersom 7 specielt er en *-homomorfi er o(7T") O o(w(T)), hvilket viser
“D”. Antag A € o(T), eller ®kvivalent at T'— A1 ikke er invertibel. Da findes
ifplge (8.7) en irreducibel unital repraesentation 7 af M pa et Hilbertrum 2,
sa w(T — A1) ikke er invertibel, eller aekvivalent A € o(w(T)), hvilket viser den
manglende inklusion. U

Fra (8.8) og (8.6) ses (for § = £ rational i [0, 1) og GCD(p,q) = 1), at spektret
for et element 7" € Ay kan findes som

o(T) = U 0 (Tu0(T)).

u,v €T
Tu,v irr. unital repr. af M
Tu,w(U) = u, Ty ,» (V) = vA*

Vi vil nu simplicifere denne karakterisering ved at vise, at kravet “irr. unital”
kan fjernes fra ovenstaende.

Lemma 8.9 Huis 6 = % er rational i [0,1) og GCD(p,q) = 1, da gelder for
A*,Q € M,(C) givet tidligere og p = > at

(i) A* og Q er unitere

(i) QA* = pA*Q
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(i) {A*, Q) =C-1.
Bevis: Virkningen af A* og Q pa standardbasen (vy)7_, i C? er
Nvog=v, ANvg=vp1, k=1,...,q—-1

ka:pk_lvka kzla"'aqa

sa det ses let, at A* og Q begge er surjektive, normbevarende (husk at p € T) og
dermed uniteere, hvoraf (7). Derudover ses det, at sammensatningen opfylder
relationen

QA* = pA*Q,

ved at se pa standardbasen (husk at p? = 1), hvilket viser (ii).
Det er oplagt, at C-1 C {A,Q}'. Den anden inklusion fglger ved at se péa
en vilkarlig operator T € M,(C?). Hvis T € {A*,Q}', da geelder

TA = AT, TQ=QT

eller ekvivalent
T =ATA*, T =Q'TAQ.

Virkningen af A* og €2 er allerede opskrevet, og tilsvarende gelder, at
U?A:Uf, U,CTA:vaH, k=1,...,q—1

oFQ = pb-lwl, k=1,...,q,

hvor T betyder transponering af den pagzldende vektor. Hvis saledes T kom-
muterer med bade A* og €2, da opfylder komponenterne for T’

T = VI T = VT QU = g I Tp™ v = P T,

_ T _..T * _ T _
Tn,m =, TUm =, ATA Um = Un+1 mod qTUm—H mod ¢ — 4n+1 mod ¢,m+1 mod ¢>

forallen,m =1,...,q. Nuses det af det gverste udtryk, at 7' méa vaere diagonal,

og derneest af det nederste udtryk, at alle diagonalelementerne ma vaere ens,
hvorfor 7€ C - 1. O

Lemma 8.10 Hvis 6 = § er rational i [0,1), GCD(p,q) =1 og u,v € T, da
findes en entydig representation m,, af Ag pd C! opfyldende

Tuw(U) = uQ,  mu,(V) = vA™.

Denne representation er irreducibel og unital.
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Bevis: For u,v € T ses det af (8.9), at uf2, vA* er unitare operatorer i B(C?)
opfyldende relationen

(uf2)(vA*) = p(vA") (ug2).
Ifplge (3.3) findes en entydig *-homomorfi

Ty + Ag = C*(uf2, vA™) C B(CY),

som er unital og opfylder m,,(U) = uf?, m,,(V) = vA*, hvilket netop er en
unital repraesentation af Ay pa C?. Der gaelder oplagt, at m,,(Ag) 2 {2, A},
hvilket giver m,,(Ag)’" C {2,A} = C- 1. Dermed fas, at m,, er irreducibel,
eftersom C -1 C 7, ,(Ap)". O

Bemarkning Ovenstaende resultater giver en simpel karakteristik af spekt-
ret for elementer i Ay, hvis 0 = % er rational i [0,1) og GCD(p,q) = 1. Lad
T € Ay, u,v € T vaere vilkarlige og m,, : Ag — M,(C) veere den entydige
repraesentation fundet i (8.10) opfyldende 7, ,(U) = uf og (V) = vA*. Da
folger det af (8.8) og (8.6), at
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9 Harper operatoren

Som en anvendelse af teorien for den rationale rotations C*-algebra, introdu-
ceres Harper operatoren, og dens fysiske relevans naevnes kort. Spektret for
Harper operatoren findes analytisk i tilfeeldet § = 0 og 6 = % Ved hjzlp af
numeriske lgsningsmetoder bestemmes spektret for en hel raekke rationale vaer-
dier af # og praesenteres slutteligt grafisk i form af Hofstadters sommerfugl.

Betragt det fysiske system bestaende af en elektron i et to-dimensionalt kva-
dratisk krystal, hvor atomkernerne i krystallen har indbyrdes afstand a, og
hvor hele systemet er pavirket af et uniformt magnetfelt H, vinkelret pa pla-
nen. Det er gnskeligt at finde egenvaerdierne hgrende til den tids-uathangige
Schrodinger ligning for dette system.

Lad (&,)nez betegne den kanoniske ortonormale basis pa det velkendte Hil-
bertrum [y(Z) = Lo(Z,B(Z),v), hvor v er tazlleméalet. Definér operatorerne
Upg, Vp € B(ZQ(Z)) ved

UOfn = é-n—la %fn = /)ngn, n e Z,

hvor p = 2™ og § € [0,1). Det kan vises, at Uy, V; er unitaere operatorer
opfyldende UyVy = pVyUy. Operatoren hy 4, givet ved

hog = Us+ Us + ¥ Vo + e 2™V, ¢ €0,1),

opfylder
ho3&n = Ens1 + &n1 + 2cos2m (¢ + nb).
Ifglge [3] kan det vises, at egenveerdierne (i en bestemt energienhed) hgrende

til operatoren hg 4, netop er egenveerdierne hgrende til den tids-uathaengige
Schrédinger ligning for det ovenstaende fysiske system, hvor

a’eH

0 =
he '’

og ¢ (relateret til elektronens bglgefunktion i den ene koordinatretning) er
fastlagt. Det er primaert af interesse, at finde egenvaerdierne uden at se pa
specifikke ¢, hvorfor vi kun vil beskeftige os med (J,c(o 1) 0(ho,¢)- Ifolge [1,
2.1] geelder for vilkarligt 6 € R, at

U o(hos) =a(Hy),®

$€[0,1)

SRotations C*-algebraen Ay er kun blevet defineret for 6 € [0,1), men det er oplagt, at
man kan udvidde definitionen til 8 € R.
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hvor
Hy=U+U"+V+4+V*

er Harper operatoren (U, V er generatorerne for Ay).

Da 0 er direkte proportional med magnetfeltet, og derfor eksperimentielt
kan varieres kontinuert, tillader den fysiske model bade irrationale og rationale
vaerdier af 6. Det er ikke umiddelbart muligt at finde o(Hpy) i det irrationale til-
faelde, hvorfor vi i det folgende antager, at 6 = g er rational med GCD(p, ¢) = 1.

Fra den afsluttende bemaerkning i afsnit 8 giver det mening at definere
H@,u,v = Wu,ﬁ(HH)

for u,v € T, hvormed spektret af Hy kan skrives som

o(Hy) = U 0 (7w (Hp)) = U 0 (mu0(Hp)) = U o(Houp)-

u,weT u,veT u,weT
Idet 7m,5(Hp) = uf2 + (u€)* + 9A* + (TA*)* = uQd + (uf2)* + (vA)* + vA, er

( a v 0 --- 0 v \

v o v 0
Hpyy = vooay . i : , ap = Up” + up '
” T 0 n=0,...,q—1

0 .U agg W

\ v 0 -+ 0 Vo Qg1 )

Idet Hy = Hj fas, da || Hp|| < ||U||+ |U*|| + ||V +||V*|| = 4, at egenveerdierne
for Hy, og dermed ogsa for Hy,, ,, ligger i intervallet [—4, 4]. Fglgende udregning
viser, at for # = 0 er spektret for Harper operatoren netop intervallet [—4, 4].
Ifplge definitionen af A, Q er Hy,, = (u+ 4+ v + ) - 1, hvorfor

0(Houp) =u+u+v+0=2cos(¢) + 2cos(¢s),

for u = €', v = €% og ¢, Py € R. Dette viser, at o(Hy) = [—4,4]. For
rational i (0,1) er det lidt mere omstaendigt at finde spektret, og vi far brug
for fglgende

Theorem 9.1 Lad 0 = ’—; veere rational 1 (0,1), GCD(p,q) = 1, u,v € T og
Hy ., givet som ovenfor. Da gelder for A € C, at

q
p(0,u,v,\) = Det(Al — Hyy,) = Zci(a,u,v))\i,
i=0
co(0,u,v) = ¢(0)— (W +u T+0vI4+0v79),
ci(B,u,v) = ¢(0), i=1,...,q—1,
cq(0,u,v) = 1.
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Desuden har p(0,u,v, ) altid q reelle rodder (med hensyn til \).5

Bevis: Eftersom 6 = % € (0,1) og GCD(p,q) = 1 fglger det at ¢ > 2.
Udtrykket for p(é, u,v,\) er givet ved

eg —v 0 --- 0 —v
—v e —v 0
p(@,u,v,)\): 0 —vU € . .. : :
: T T T —v 0
0 -V €42 —U
-v 0 0 -7 eg1

eg —v O 0
—U e —v
A0, g=1)=] 0 -7 e 0 |
—v
0 -+ 0 —-v e

idet afhzengigheden af A, u og v i A(0,q — 1) er underforstaet.”

Nu gnskes A(0, ¢—1) udtrykt rekursivt ved hjalp af mindre determinanter.
Ved at oplgse A(0,q — 1) omkring ey fas (—1)*1egA(1,q — 1), idet potensen
i (—1)*! er summen af rackkenummeret og sgjlenummeret for ey. Oplgses
A(0,q — 1) omkring —v (stadig i gverste raekke), og efterfslgende den frem-
kommende determinant omkring —v i fgrste sgjle, findes et rekursivt udtrykt
for A(0,q — 1) gyldig for ¢ > 3
A0,¢—1) (=D eoA(1,q = 1) + (=1)"*(=v) (1) " (-0)A(2,¢ — 1)
= eA(l,g—1)—A(2,g—1).

Eftersom ovenstaende udtryk gaelder for alle ¢ > 3, kan vi udskifte ¢ med
g—ifori=0,...,q— 3 ogsepaA(0,g—1i—1). Ved efterfglgende at lave en
omindeksering, af e, ..., e 41 til €;,...,e,1 fis

A(l,g—1)=eA(i+1,¢—1) - A(i+2,9g—1).

6Seedvanligvis findes egenveerdier A for Hy , , ved at lgse Det(Hp,,, — A1) = 0, men
p(0,u,v,A) = 0 giver samme lgsninger og er panere at arbejde med.

"Tallene m < n i A(m,n) indikerer hvilke index diagonalelementerne spaender over,
hvorfor stgrrelsen af matriceen der tages determinant af er n — m + 1.
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Tilsvarende fremgangsméde anvendt pa p(6, u,v, A) for ¢ > 3 giver

p(0,u,v, ) = (~1)"leoA(L, g —1)
+ (=D (- )(( 1) (=0)A2,¢ = 1) + (1) (~0)T)
+ (-1)"(—v) ((-1 1“ —0)7 !+ (-1)T " (—v)A(1,q - 2))
= A0,g-1) - A(1 q- 2) (v 4079,

hvor leddene uden en determinant er fremkommet, idet determinanten var pa
gvre eller nedre triangulaer form, og hvor den sidste reduktion fglger af det
rekursive udtryk for A(0,q — 1).

Et rekursivt udtryk for A(0, ¢ — 1) pd matrixform, gyldig for ¢ > 3, findes
ved at observere fglgende

soa-0=(0 0 (30750
(L2000 )= (5 ) (ALY s e

(3=t = (% ) (7 9) ()

Det midterste folger fra det rekursive udtryk for A(i,q — 1) udledt tidligere,
mens de andre blot er simpele omskrivninger. En sammensatning af ovensta-

ende giver .
A0,g—1)= (1 o)i’[(el" _01)<(1)>.

n=0

Idet det rekursive udtryk for A(0, g—1) kun er gyldigt for ¢ > 3, vil ovenstiaende
formelt kun geelde for ¢ > 3. Det er dog let at se, at udtrykket ogsa gaelder for
g = 2. Et omindekseringsargument viser, at

oan=0ofl(7 ) (3)

n=

Fra

(TR ) =0 () (1) =-(o)

folger, at
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€n
1
M,(C) er summen af diagonalelementerne, sa

(M) = (1 0)M<(1))+(0 1)M<(1)>.
Sporet af M betegnes (6, u, \). Det ses nu, at
r(0,u,\) =7(M) =A0,g—1) — A(1,qg — 2).
Indsaettes dette i udtrykket for p(6, u, v, \) fas
p(0,u,v,\) =7r(0,u,\) — (v +0v79).

Lad M betegne 2 x 2 matricen HZ;B _01 ) . Det velkendte spor 7 pa

Fra udtrykket e, = A\ — (up™ + up") for n = 0,...,q folger, at e, = ey idet
p? = 1, og dermed, at en sendring af w til up @ndrer e, til €,41 moaq for
n=0,...,q— 1. Udnyttes denne cykliske egenskab samt spor-egenskaben ved
T pa My(C), folger

r(0,up, \) = 7 rﬁ ( P+t mod g _01 )] —r rﬁ ( i _01 )] — r(0,u, ).

n=0 n=0

Ved et passende antal anvendelser af ovenstaende udtryk fas, at
r(0,u, \) =r(@,up™ N), m=1,...,q.

Eftersom M er et produkt af ¢ matricer, der hver indeholder 1 indgang som
afthaenger af u, 4 og A, er 7(6, u, \) hgjest et ¢’'te grads polynomium med hensyn
til disse variable. Dermed er

q

r(0,u, \) = Z i (0, N,

Jj=-q

hvor 7;(6, A) hgjest er et ¢g’te grads polynomium i A. Ved at benytte

S =0 j=-(g-1),...,-1,1,...,¢—1

i=1
fglger det, at
q . a q N
q-r@,u,A) = Zr(@,upz, A) = Z Z (6, A)(up')’
i=1 i=1 j=—q
. q . . . q . .
= D @MY ()= D @ Yy ()
j=— i=1 j=—q,0,q i=1

q
= gq Z (0, \)u.

j:_q’();q
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Dermed fglger, at (0, u, \) ma veere pa formen
(0, u, ) = 1_(6, \)u™? 4+ 1ro(0, \) + 74(60, M) ul.

Det ses fra definitionen af r(, u, \), at denne altid vil indeholde leddet [[%_{ e,
med koefficient 1. Udseendet af e, = A — (up”™ + up") giver, at [[%_} e, er det
eneste led i r(,u, A), hvor u? og u~? kan fremkomme. Ved at gange —u fra e

med —up fra e; med ... med —up?! fra e, findes koefficienten for u? som

qg—1

H —up" =1y(0, N\,

n=0
og dermed (idet ¢ + p(q¢ — 1) er ulige for GCD(p, ¢) = 1), at

qg—1

re(6,A) = H —p" = (=1)%

n=0

a(g—1)
2

= (_1)qe7rip(q—1) = (_1)q+p(q—1) - —1.

qg—1

Et tilsvarende argument giver 7_,(6, \) = [[}_, —(p") = —1. Dermed er

p(0,u,v,\) =ro(6,A) — (w! +u T+ 0140 9.

Fra definitionen af r(0,u, \) ses, at ry(, ) specielt indeholder ledet A? med
koefficienten 1, hvilket viser det postulerede udseende af p(0,u, v, A). At rgd-
derne af dette ¢’te grads polynomium desuden er reelle fglger af, at Hy,, er
en selvadjungeret matrix. ]

Eksempel Ved brug af (9.1) er det nu nemt at finde o(Hy) for fast 6 € (0,1)
rational, hvilket nu ggres for 6 = % Pa denne made vil det fremga, hvordan
vores algoritme til at finde Hofstadters sommerfugl er lavet. Fgrst findes H Luw
og p(3,u,v,A), hvor u,v € T skrives som u = €', v = €', for @1,y € T.
Dermed er

1
a, = up™ + up® = 2cos(¢p; + 27r§n)
0g

1 1
Cﬂ(g’ u,v) = c(g) — 2(cos(q¢1) + cos(qp2)).
Nu findes
2 cos(¢1) v v
Hi,, = v 2 cos(¢1 + 273) v ,
v v 2cos(¢py + 4m3)
1 A—2 =1 —1
p(z,1,1,)) = -1 A+1 -1 |=—-4-—61+X
3 1 -1 A+1
1

1 1 1
= Co(—, 1, 1) + Cl(g))\ + Cz(g))\2 + 63(5)/\3,

3
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hvilket specielt giver ¢(3) = co(3,1,1) + 4 = 0. Det folger nu, at

p(%, u,v,\) = —2(cos(3¢1) + cos(3¢s)) — 6A + A3

Spektret for H% findes ved at lgse p(%, u,v, A) = 0 for alle u, v € T. Bemaerk,
at p(%, u,v, \) er kontinuert med hensyn til A, u og v samt, at en @ndring af
u,v kun forarsager en lodret forskydning af polynomiet p(%,u,v, A). Ved at
benytte dette, er det saledes nok at finde de to ekstremumspolynomier med
hensyn til A. Det ene af disse polynomier fremkommer for v = v = 1, det
vil sige p(%, 1,1, ), som derved far det mindst mulige konstantled. Det andet
polynomium fas ved at forskyde p(%, 1,1, A) 8 op, hvilket giver det stgrst mulige

konstantled. Dermed er
1
pmin:p(galalaA)a pmaX:pmin+83
som er skitserede pa figur 2. Ved at forskyde det ene polynomium mod det

20
15+

Figur 2: De to ekstremums polynomier, hvor rgdderne for disse, og 159 mel-
lemlaeggende polynomier, er indtegnet.

andet og se pa rgdderne, fremkommer det gnskede spektrum. Idet de to poly-
nomier har henholdsvis {—1 — v/3, =1 ++/3,2} og {-2,1 — v/3,1 + /3} som
rgdder, bliver spektret for Harper operatoren

o(Hi) =[-1-V3,-2JU[1 - V3, -1+ V3JU[2,1+ V3],

Vi har numerisk fundet spektret af Hy for rationale 6 i (0,1) med ¢ op til
68. Resultatet ses pa figur 3. Man ser en fraktal sommerfuglstuktur, som efter
ophavsmanden kaldes “Hofstadters sommerfugl”.
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Figur 3: Billedet af “Hofstadters sommerfugl”.

En rakke egenskaber karakteriserer spektret af Hy for rational 6, og dermed
sommerfuglstrukturen,

o(Hg) C [~4,4], o(Hy) =0(Hpin), 0o(Hg)= —0(Hy),

o(Hp) = o0(H-g), o(Hzig) =0(H-_1_psn) =0(Hz_p)

for n € Z. Den forste egenskab fas idet ||Hy|| < 4, og den efterfglgende fra
p = e¥™¥ = 20+ for n € Z. De naste to fas af —Hp,, = Hp _y o Og
H 44, = Hpg, sammen med o(Hyp) = Uu,ueTU(Ha,u,v) Endelig folger den
sidste egenskab fra de to foregaende.

For 0 = ratlonal i[0,1) med GCD(p, q) = 1 kan det yderligere vises, at spek-
tret af Hg for ¢ ulige og lige bestar af henholdsvis g og ¢ — 1 intervaller. Disse
intervaller udggr disjunkte delmaengder af [—4,4] og har et strengt positivt
Lebesguemal. Resultatet ses af antallet af rgdder for polynomiet p(6, u, v, \),
samt konstruktionen af intervallerne ved forskydning af polynomier, jf. [1].

For @ irrational i (0,1) er det endnu ikke lykkedes at give en fuldstaendig
karakterestik af spektret for Harper operatoren. Det formodes, at spektret er
en Cantor maengde med Lebesguemal 0, hvilket sandsynligggres i [3].

I det fysiske system kan magnetfeltet, og dermed 6, sendres kontinuert. Man




50

vil derfor forvente, at spektret for Harper operatoren andres “kontinuert” med
6. Men for enhver rational # kan man finde rationale tal vilkarligt taet pa 6
med vilkarlig stor naevner, og dermed vilkarligt mange disjunkte intervaller i
det tilhgrende energispektrum. Denne fluktuation i antallet af intervaller virker
ufysisk, og dette problem forsgges forklaret i [3].

Lgsningen findes som usikkerheden i stgrrelsen af det patrykte magnetfelt,
og dermed 6. Idet vi formoder spektret for Harper operatoren kendt, for en-
hver vaerdi af 0, giver det mening at snakke om Hofstadters sommerfugl for alle
vaerdier af f. T praksis kan usikkerheden af # nu inkluderes ved at straekke alle
punkter lodret. I det fremkomne udtvaerede billede af Hofstadters sommerfugl,
virker fluktuationen i antallet af energiintervaller fysisk rimelig.

Den matematiske model, der beskriver spektret af Harper operatoren, viser
en tydelig forskel pa spektret for de irrationale og rationale # - se blot pa Le-
besguemalet af spektret. Det er ikke muligt, at sige om denne forskel er at
genfinde i naturen, grundet uundgalige méaleusikkerheder. Men hvis modellen
i sandhed afspejler noget fra den virkelige verden, ser man her et overraskende
faeenomen:

Naturen skelner mellem rationale og irrationale tal

- en tiltalende tanke for en matematiker.
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A Appendix

Dette afsnit er skrevet af projektets vejleder Mikael Rgrdam, hvorfor notatio-
nen her er anderledes. Det introducerer integralet af kontinuerte funktioner
med veardier i en vilkarlig C*-algebra.

Lemma A.1 Lad T veere et kompakt metrisk rum og lad € > 0. Da findes en
klassedeling Ty, ..., T, af T sdledes, at hver af mengderne T; er Borelmengder
af diameter hgjst €.

Bevis: Rummet T er overdaekket af familien af alle abne kugler med radius
£/2. Da T er kompakt kan vi finde endelig mange kugler K7, ..., K,, hver med
radius /2 (og dermed af diameter hgjst €) som overdakker T. Saet T7 = K,
0g

T]:KJ\(KlLJUK],l), j:2,3,...,n.

Daer Ti,...,T, som gnsket. U

Saetning A.2 Lad X vere et kompakt Hausdorff rum og lad i veere et endeligt
Borelmal pa X. Lad A vere en C*-algebra og lad f: X — A vere kontinuert.
Da findes netop et element a € A sdledes at

ola) = /X o(f@) du(x)  for alle o € A" )

Der gelder videre, at ||a|| < [y ||f(z)]|du(z), og a tilhgrer afslutningen of
mengden

S={> aif(z;)|neN, 0; >0, 1+ +a, = u(X), z; € X}.

7j=1
Det entydigt bestemte element a fundet ovenfor benzvnes [, f(z) du(z).

Bevis: Hvis a og o' opfylder (t), da er p(a) = ¢(a') for alle ¢ € A*, hvilket
medfgrer a = d'.
Afbildningen ¢ — [, ¢(f(z))du(z), ¢ € A*, er klart linezer, og den er ogsé
begraenset (som vist nedenfor), og den definerer saledes et element a i A**.
Vi benytter notationen (¢, z) for bade z(¢) og ¢(x), nar z tilhgrer A*™,
hhv., A. Normen af et element x € A** er pr. definition supremum af |{(p, )|,
nar ¢ gennemlgber enhedskuglen i A*. Af definition af a har vi saledes

(pra) = /X o(f@) du(x), ¢ A",
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Udregningen,

(pra)| = | /X o(f(@))d / o(f ()| du(z) / Il @)l dpua),

for ¢ € A*, viser, at ||a|| < [y || f(2)] du(z) < oo; og det ses ligeledes, at
afbildningen ¢ — [, ¢(f(x)) du(z) er begranset, som hzavdet ovenfor.

Det skal vises, at a tilhgrer A (idet vi identificerer A med en delmangde
af A**), og at a tilhgrer afslutningen af S. Det er hertil nok at vise, at vi til
hvert ¢ > 0 kan finde bi S sa ||ja — b|| < e.

Da X er kompakt og f er kontinuert er f(X) C A kompakt. Vi har derfor
en klassedeling 71, ..., T, af f(X) i Borelmangder, der hver har diameter hgjst
e/u(X). Seet X; = f~1(T}), og bemeerk, at X, ..., X, er en klassedeling af X
i Borelmzengder. Velg z; € X; for hvert j, og saet

b= fla)u(X;) € S

For hvert ¢ € A* med ||| <1 har vi

(era=nl = |3 /X ()~ f(a)) dn(o)
< Z/ 1F(@) = Fe))ll du < Zeu u(x,) = =

hvilket viser det gnskede: ||a — b|| < e. O
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