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1 Indledning

Supramenabilitet for grupper er en steerkere egenskab end den mere kendte
amenabilitet. En gruppe er supramenabel, hvis den ikke indeholder para-
doksale delmaengder. Alle abelske grupper, og mere generelt alle grupper,
der er eksponentielt begraensede, er supramenable. Alle supramenable grup-
per er oplagt amenable, men ikke alle amenable grupper er supramenable.
Supramenabilitet kan ogsa beskrives ved brug af uniforme afbildninger. End-
videre er supramenabilitet ackvivalent med, at alle ko-kompakte virkninger
pa lokalt kompakte hausdorffrum tillader et ikke-trivielt invariant radonmal.
I projektet vil disse resultater blive gennemgaet.

1.1 Resume

Projektet er delt i to, hvor fgrste del er en diskussion af amenable grupper,
mens anden halvdel behandler supramenable grupper. I forste del formuleres
og bevises Tarskis s@tning, hvoraf det folger, at en gruppe er amenabel,
hvis og kun hvis den ikke er paradoksal. Herefter vises, at en gruppe er
amenabel, hvis og kun hvis den beerer et sdkaldt venstre-invariant middel.
Desuden gennemgas andre betingelser pa en gruppe, der er aekvivalente med,
at gruppen er amenabel. Herudover gives en rackke eksempler pa grupper,
der er amenable. Slutteligt beskrives amenabilitet for en diskret gruppe, nar
gruppen virker pa et kompakt hausdorffrum.

I kapitlet om supramenable grupper vises det, at en gruppe, der inde-
holder en fri undersemigruppe, aldrig er supramenabel. Herefter gives nogle
eksempler pa grupper, der er supramenable. I det efterfolgende afsnit vises,
at eksponentielt begraensede grupper er supramenable, hvorfor det fglger, at
abelske grupper, der har polynomisk veekst, er supramenable og dermed ogsa
amenable. Herefter gives et eksempel pa en gruppe, der er amenabel, men
ikke er supramenabel. Derfor er samlingen af amenable grupper segte inde-
holdt i samlingen af supramenable grupper. Kapitlet fortssettes med beviset
for, at supramenabilitet er sekvivalent med, at alle ko-kompakte virkninger af
en diskret gruppe pa et lokalt kompakt hausdorffrum tillader et ikke-trivielt
invariant radonmal. Til sidst beskrives supramenable grupper ved brug af
uniforme afbildninger.

1.2 Abstract

The project falls in to parts. The first one is a discussion of amenable groups
while the other one gives a treatment of supramenable groups. In the first
part the theorem of Tarski is formulated and proofed. From this follows that



a group is amenable if and only if it is not paradoxical. Then it is shown,
that a group is amenabel, if and only if it carries an invariant mean. Also
a review of other conditions equivalent to amenability is given. In addition
some examples of amenable groups are given. Finally amenability of discrete
groups is described when the group acts on a compact Hausdorff space.

In the part about supramenable groups it is shown that a group which
contains a free subsemigroup is not amenable. Then some examples of supra-
menable groups are given. In the following section it is shown that exponen-
tially bounded grups are supramenable. It follows that abelian groups which
have polynomial growth are supramenable and therefore also amenable. Then
an example of a group which is amenable but not supramenable is given so
the inclusion of the set of amenable groups in the set of supramenable groups
is strict. The chapter continues with the proof of supramenable groups being
equivalent to the fact that every co-compact action of a discrete group on a
locally compact Hausdorff space admits a non-zero invariant Radon measure.
At last supramenability is discriped in terms of uniform maps.



2 Amenabilitet

Dette kapitel indeholder bl.a. en definition af amenabilitet, Tarskis ssetning,
eksempler pa amenable grupper samt en rackke betingelser, der er ackvivalente
med amenabilitet. Materialet til dette kapitel er primeert hentet fra [SW]|
kapitel 8-10.

Definition 2.1. Lad G veere en gruppe og lad p veere et endeligt additivt
méal pa P(G), sddan at p(G) = 1 og p er venstre-invariant, dvs. u(gA) = u(A)
for g € G, A C G. En gruppe G siges at veere amenabel, hvis den beerer et
sadant mal.

2.1 Tarskis satning

I dette afsnit formuleres og bevises de resultater, der er ngdvendige for at
bevise Tarskis seetning, som siger, at hvis en gruppe G virker pa en maengde
X og EE C X, sa findes et endeligt additivt G-invariant mal p: P(X) — [0, oo]
med p(FE) =1, hvis og kun hvis F ikke er G-paradoksal.

Definition 2.2. Antag, at en gruppe G virker pa en maengde X. Definer en
udvidet virkning pa folgende made: Lad X* = X x N og lad G* = {(g,7) |
g € G,m er en permutation af N}. Lad nu G* virke pa X* ved (g, 7)(z,n) =
(9(x),m(n)). Hvis A C X*, kaldes de n € N, der opfylder, at A mindst har
ét element, der har andenkoordinat n, niveauerne for A.

Definition 2.3. Lad G, X, G*, X* vaere som i Definition 2.2. En delmaeng-
de A af X* kaldes begraenset, hvis den kun har endeligt mange niveauer.
Akvivalensklassen mht. til G*-sekvidekomposabilitet af en begraenset maeng-
de A C X* kaldes typen af A og skrives [A]. Samlingen af typer af begraensede
meengder betegnes med ..

Det kan nemt tjekkes, at (., +) er en kommutativ semigruppe, hvis ope-
rationen + defineres som folger: For [A], [B] € .7, sa&et [A] 4 [B] = [AU B'],
hvor B" = {(b,m + k) | (b,m) € B} og k er sa stor, at niveauerne for B’
er disjunkte med niveauerne af A. Desuden er [)] = 0 en identitet for ope-
rationen +. Semigruppen (., +) kaldes typesemigruppen. Semigruppen har
en naturlig ordning givet ved o < 8 hvis og kun hvis, der findes v € .%,
sa a+ v = B for a, 8 € &. Operationenerne i semigruppen opfylder des-
uden mange velkendte egenskaber. F.eks. at for n,m € N og a € .7, er
(n 4+ m)a = na + ma, na < ma, hvis n < m og n(ma) = (nm)a.

Saetning 2.4 (forkortningsreglen). Hvis der for o, € ¥ oget n € N
gelder at na =nf, sd er a = .



Beviset udelades her, men kan findes i [SW, side 114-115].

Korollar 2.5. Hvis a € . og n € N opfylder at (n + 1)a < na, si er
20 = .

Beuvis. Ved at substituere det antagede i sig selv n gange fas at

na> (n+la=na+a>n+l)at+a=na+2a>---
> (n+1)a+ (n—1)a =na+ na = 2na.

Da ogsa na < 2na geelder, at na = 2na = n(2a), og sa giver forkortnings-
reglen, at o = 2a som gnsket. O]

Lemma 2.6. Lad (.7, +, 0, ) veere en kommutativ semigruppe med identitet
0 og et specificeret element . Antag desuden (n + 1)e £ ne for alle n € N,
og at elementerne i .7 er begreensede (dvs. at for hvert a € 7 findes n € N,
s& a < ne). Hvis 9 er en endelig delmaengde af .77, der indeholder ¢, findes
en funktion p: J — [0, 00], sa

() ple) =1,

(ii) og hvis ¢y, 0; € F opfylder ¢y +- - -4y, < 0140y, s er y " (i) <

S ul6)): -

Beuvis. Pastanden bevises ved induktion efter | ).

Induktionsstart: Hvis | 7| = 1 er J = {e}, og da er u(e) = 1 den gn-
skede funktion, for (i7) er i dette tilfzelde blot at vise, at me < ne medfgrer
at m <n for n,m € N, hvilket folger af antagelserne; antag for modstrid, at
me < ne og m > n, da felger, at

m>n=m>n+1= (n+1)e <me < ne,

hvilket er i modstrid med lemmaets antagelse. Derfor er m # n dvs. m < n.
Dette er det eneste sted i beviset, hvor antagelsen om, at der for alle n € N
geelder, at (n + 1)e £ ne, benyttes.

Induktionsskridt: Antag at | 75| > 1 og lad a@ € F\{e}. Antag, at der fin-
des en funktion v pa F\{a}, der opfylder lemmaet; det skal vises, at der
findes en funktion pa %, der ligledes opfylder lemmaet. Pr. antagelse er alle
elementer i .7 begraenset af et ne, sa v antager kun endelige veerdier.

Definer en ny funktion pu pa 7 ved at lade u stemme overens med v pa
Io\{a} og saxtte

p(a) = inf

reN T

2 k=1 V(Be) = 2 v(n)
{ f



hvorr € Nog b1, ..., Bp, 71,7 € To\{a} og opfylder 71 +- - -+, +ra <
B+, By Funktlonen w opfylder selvfolgelig (i), fordi v ger det. Hvis det
antages at (i1) er opfyldt, s& er

e<et+a=1<1+4pla)= ula) >0,

sa billedet af p er indeholdt i [0, 00]. Derfor er det nok at vise, at (ii) er
opfyldt. Antag at

14+ s <O+ -+ 6, ta (2.1.1)

hvor v;,0; € Z\{a} og s,t € N.
s =0,t =0:1Idette tilfeelde er (i7) opfyldt, da v opfylder (ii) pa F\{a}.
s = 0,t > 0: Det skal vises, at > ", v(1s) <tu(a)+ Y 7_ v(0;), dvs. at

Zz V(i) — Zj , v(0;)
" .

Lad 1 + -+, +ra < By + -+, B, veere en ulighed, der definerer p(a).
Det er nok at vise, at

pla) 2 w =

£:1 v(Br) — Z?:l v(m) > w

”
Nu regnes pa ligning (2.1.1)

Y+, <O+ + 0, +Hta s
r(r 4+ 4 Uy <11+ -+ 0, +ta) &

m n

Py (W)t by e (0) oty 4+ by
=1 7j=1

n p
<7«Z JHtB By =1 0+t B
j=1 k=1

Af induktionsantagelsen fglger, at

ry (i) +tz v() <7«Z (ej)+tzy(@k);»

=1 ]1

v () —rZ <t2 (6r) —tz v(m)
Zk:1 v(Br) _2121 v(m) > Zz 1V<wz> - E] 1V<91)

r - t

||M3

:w7



som gnsket.

s > 0,t > 0: Det skal vises, at su(a) + > %, v(vi) < tu(a)+3 7, v(0;),
men det er som for nok at vise, at su(a) + > 0 v() < 21 4o 4 2+
> v(05), hvor 21, ..., z er vilkarlige af de tal, hvis sterste nedre graense
er u(a). Udtrykket kan forsimples yderligere, idet alle z; kan saettes lig det
mindste. Dvs. lad vy + -+ + 79, + ra < 1 + -+, B, veere en ulighed, der
definerer p(«), og lad

_ Do V(BR) = 2o V(7l>‘

Da skal det vises, at su(a) + 300 v() <tz + > 7 v(0;). Nu regnes pa
ligning (2.1.1)

U1+ -+ tsa<b+--+0, ttas
r(r 4+ 4+ Umtsa) <r(th+--+6,+ta) &

n

P (W) Frsatty bty <r > (0) +rta iy e+ by

i=1 j=1
n n p
SrY (0B tB=r> 0+t B
j=1 j=1 k=1
Uligheden

m q n p
TZ%thZ% +rsa < TZQj +t25k
i=1 =1 j=1 k=1
definerer p(a), sa

rY g v(05) + > v(Br) —r >l v() =t v(n)

(ZV(HJ‘) —ZV(%‘)) +:—S v(Br) —ZV(%)> :
h=1

j=1 i=1 I=1

pla) <

W | =

Heraf fglger, at

aHiyw_(i i )

i=1 1

t(Zi_lumr S v )&:W =S ) + i,
i=1 Jj=1

som var det, der skulle vises. Hermed er ssetningen bevist. ]
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Saetning 2.7. Lad (7, +,0,¢) veere en kommutativ semigruppe med iden-
titet 0 og et specificeret element . Da er folgende to pastande ackvivalente:

(1) For alle n € Ner (n+ 1)e £ ne.
(2) Der findes et mal p: 7 — [0, 00], s& u(e) =1 og u(a+ 5) = u(a) + u(B)
for alle a, 5 € 7.

Bevis. (2) = (1): Antag at p er et mal som beskrevet i (2) og lad o < 5. Sa
findes et v, s& o + v = 3, og derfor geelder, at

pler) < plar) + ply) = pla+7) = p(B).
Antag, at der findes et n € N, sa (n + 1)e < ne, sa er
u((n+1)2) < p(ne) = (n+ Dple) < npale) = n+1 < n,

hvilket er en modstrid. Derfor er (n + 1)e £ ne for alle n € N, som gnsket.

(1) = (2): Tricket er at udnytte kompaktheden af produktrummet [0, co]”,
der bestar af funktioner fra .7 ind i [0, 00|, sammen med observationen, at
hvis p ikke er et mal pa .7 som i (2), da kan dette ses i en endelig delmaengde
Ty af 7. Antag uden tab af generalitet, at elementerne i .7 er begraensede.
Nar der findes et mal pa de begreensede elementer, kan dette nemlig udvides

ved at tilskrive de ubegraensede elementer mal oco.

For hver endelig .%, der indeholder ¢, lad .Z (%) besta af alle funktioner
f € [0,00]7, der opfylder, at (a) f(z) = 1 og (8) f(a+B) = f(a) + ()
for o, B, a0+ 5 € F. Bemeerk at 7 opfylder Lemma 2.6. Egenskab (b) er en
konsekvens af (ii) fra Lemma 2.6, fordi

a+ < (a+ )= fla)+ f(B) < flatp),

(@+f) <a+f= flat+p) < fla)+ f(8),

hvoraf (b) folger. S& Lemma 2.6 garanterer, at .# (%) ikke er tom.
Kompaktheden af [0,00]” kan forstas som: Hvis en samling af lukkede
delmeengder af [0, 00]” har den endelige skeeringsegenskab (dvs. ethvert snit
af endeligt mange medlemmer af samlingen ikke er tomt), si er snittet af alle
maengderne i samlingen ikke tomt.
For hver endelig .9, der indeholder ¢, er .# (%) afsluttet. Dette geelder,
fordi

[ &M(T) < fle)#1VIa, Be T fla+tB)# fla)+ f(B)

<:>f€‘/au( U Ua,,@)a

a,BET



hwor V. = {f € M(T) | [(2) # 1} og Uns = {f € M(T) | fla+
B) # f(a) + f(B)}. Meengderne V., U, s er abne, hvorfor deres forening ogsa
er aben. Altsd er komplementermaengden til .# (%) aben, s& 4 (%) er
afsluttet.

Bemeerk, at A ()N - NM(T) D M(AJ---UT) =4, F),
hvor hvert .7 er en endehg delmeaengde af .7, der indeholder . Da |J; | %
ogsé er endelig giver Lemma 2.6, at .# (|J_, Z) ikke er tom. Heraf folger,
at meengden {# (%) | F er en endelig delmaengde af .7, der indholder €}
har den endelige skeeringsegenskab. Derfor ma der findes et p, der ligger i
hver . (%), og et sadant p har de gnskede egenskaber; da p € #({c}) er
u(e) =1, ogdap e #({e o, B,a+p})er pla+B) = p(a) + p(f) for hvert
a, 8 € 7. Hermed er ssetningen bevist. ]

Definition 2.8. Lad G veere en gruppe, der virker pa en meengde X og
antag at £ C X. E er G-paradoksal, hvis der for to positive heltal m,n fin-
des parvist disjunkte delmeengder Ay, ..., A,, B1,..., B,, af E og elementer
Gy s Gns b1, ..o hy € G sddan at E = J;_, g;4; = U;~, h;B;.

Hvis og kun hvis £ C X er G-pardoksal og ¢ = [E x {0}] € .7, er 2e = ¢.
Dette folger af [SW, kor. 3.6 og side 110].

Satning 2.9 (Tarskis saetning). Lad G veere en gruppe, der virker pa
en mengde X og antag at F C X. Da findes der et endeligt additivt, G-
invariant mal p: P(X) — [0, 00] med p(E) = 1, hvis og kun hvis E ikke er
G-paradoksal.

Bevis. =: Denne retning vises ved kontraposition sa antag, at E er G-
paradoksal. Det skal vises, at der ikke findes et mal ;4 med de gnskede egenska-
ber. Lad derfor u veere et endeligt additivt, G-invariant mal med p(E) < oo.
Da skal det vises, at u(E) # 1.

Da E er G-paradoksal findes elementer g, go,...9n, hi,ho,... . hy € G
og parvist disjunkte meengder Ay, As,..., A,,B1,Bs,..., B, C FE,sa E =
Uiz 9i(Ai) = UL, hy(B;). Sa gaelder

U
1

pu(h;B;)

(@

=1

<.
Il

m

= ZM(Ai) + ZM(BJ') = Z#(QiAi) +

> pu (U gh-fh) + p (U thj> = pu(E) + u(E) = 2u(E).

j=1

-

1



Da p(F) < oo, folger det af ovenstaende, at pu(FE) = 0 # 1. Sa der findes
intet mal p med de gnskede egenskaber, hvilket var det, der skulle vises.

«: Antag, at E ikke er G-paradoksal. Lad . veere typesemigruppen af G’s
virkning pa X. Da er 2¢ # ¢, hvor € = [E x {0}]. Nu giver en kontraponeret
version af Korollar 2.5, at der for € € . og n € N geelder, at (n + 1)e £ ne.
Dette er netop pastand (1) i Seetning 2.7, sa seetningen giver, at der findes et
endeligt additivt mal v pa .7, sa v(e) = 1. Det gnskede mal pu: P(G) — [0, oo]
er da givet ved u(A) = v([A x {0}]) for A C G. Malet u er oplagt endeligt
additivt, da v er endeligt additivt, u(E) = v([F x {0}]) = v(e) =1 og p er
G-invariant, idet [E x {0}] = [¢gF x {0}]. O

Hvis Tarskis seetning (2.9) anvendes med £ = X = G ses det, at en
gruppe ikke er paradoksal hvis og kun hvis, den er amenabel. S& maengden
af amenable grupper er sammenfaldende med meengden af ikke-paradoksale

grupper.

2.2 Venstre-invariant middel

Lad B(G) = {f: G — R | f begreenset} betegne de begraensede reelle
funktioner pa gruppen G, og definer for hvert ¢ € G en transformation

791 B(G) — B(G) ved (1, I)(f) = I(7yf), hvor (75f)(g90) = f(g97"g0) for
alle go € G og I pa B(G). Transformationen 7, er en virkning, fordi

(rgn.f)(90) = f((gh) "' 90) = F(h'97 90) = (f) (9™ 90) = (74(70f))(90) =
(Ton)(f) = L(7gnf) = L(7g(m0f)) = (TgmI)(f) = Tgn = TgTh-
Saetning 2.10. Lad p veere et endeligt additivt, venstre-invariant mal pa
P(G), hvor p(G) = 1. Da findes en funktional [,: B(G) — R, der opfylder

(1) I, er lineeer,
(2) I.(f )>0 hv1sf( ) >0 for alle g € G,
)

(3) L(1a) =

(4) I, er Venstre—invariant (dvs. 741, = I, for alle g € G).

For seetning 2.10 bevises, er der brug for to lemmaer. Betegn delmaengden
af B(G), der bestar af alle de simple funktioner, med Be,a(G) = {f € B(G) |
f(G) er endelig}.

Lemma 2.11. Meengden Be,q(G) er taet i B(G) mht. supremumsnormen.

Bevis. Lad f € B(G) og ¢ > 0. St f(G) = K og bemerk at K er en
kompakt delmaengde af R, idet K er afsluttet og begraenset pa R. Derfor
findes N € N og parvist disjunkte meengder Vi,...,Vy CRsa f(G) C K C

10



Uj.vzl V;. For tilstreekkeligt stort N kan meengderne veelges, sa diam(V}) < ¢
for alle j € {1,...,N}.

Seet nu A; = f~1(V;) for hvert j € {1,...,N}. Daer G = A; U---U Ay,
hvor Aj’erne er parivst disjunkte. For hvert g € G findes et j € {1,..., N},
sa g € Aj; lad \; € V}, da geelder, at |f(g) — \j| < e, da diam(V}) < e.
Seet nu fy = Z;V:l Ajla;, hvor A; € Vj for hvert j € {1,... N}. Bemeerk
at fo € Bena(G), da fo kun antager endeligt mange veerdier pa G, nemlig
Ay Ane Saer || f— folleo < €, da der for hvert g € G findes j € {1,... N},
sa g € A;j og dermed fo(g) = \; € V.

Nu folger, at Bena(G) = B(G), hvilket vil sige, at Bena(G) er taet i B(G),
som var det gnskede resultat. O

Lad g veere som i Seetning 2.10 og lad f € Ben(G). Sa er f(G) =
{M,...,Ax}, hvor \; € R for hvert j € {1,...,N}. Seet nu A; = f71()))
for 1 < 57 < N, og bemaerk at Aj;’erne er parvist disjunkte. Definer sa
Ig: Benda(G) — R ved

" f)ZZAjM(A)

Det kan forholdsvis nemt tjekkes, at Ig er linezer; det kan f.eks. ggres, som
i [EH, seetn. 6.4]. Det er oplagt at Ig(f) > 0, hvis f(g) > 0 for alle g € G.
Desuden er I)(1g) = u(G) = 1. Sutteligt er I} venstre-invariant, da der for
alle g € G geelder, at 714, = 144,, si, da p er venstre-invariant, er

IN(7,f) = Z%ugfl ZAJM ) =I2(f),

hvor f € Bena(G) med f(G) = {1,..., An} og A; = f7H())).

Lemma 2.12. Der gelder, at |[I)(f)] < [|f|leo, for alle f € Bewa(G), dvs.
[2: Benda(G) — R er begraenset og dermed uniformt kontinuert.

Bevis. Ethvert f € Bena(G) kan skrives pa formen f = Z;VZI Ajly;, hvor
A; = f7H(N), s& AjNA; =0, nar j # 4, og \; € R. Derfor folger at

N

[ 100 1= ) Il(4, <HfHooZu ) = ool @) = [1Flloc;

j=1
som gnsket. ]

Nu gives beviset for Seetning 2.10.

11



Beuwis for setning 2.10. Nu kan ssetningen bevises. Lemma 2.11 giver, at
Bena(G) € B(G) er en teet delmeengde, mens Lemma 2.12 giver, at afbild-
ningen ]2: Bena(G) — R er uniformt kontinuert. Da folger det af [CB, setn.
6.21 og bem. 6.22], at der findes netop én kontinuert funktion 1,,: B(G) — R,
sa 1,|p..q(q) = I}, og sa I, bevarer egenskaberne for I7. Dvs. I}) udvider til
en funktional I,: B(G) — R, der opfylder (1) — (4). ]

Betingelse (2) og (3) i Seetning 2.10 kan erstattes af betingelsen
inf {f(9)} < 1.(f) < sup{f(g)}.

g€eG geG

Derfor kaldes den linezere funktional I, for et venstre-invariant middel pa G.
En amenabel gruppe har altid et venstre-invariant middel. Omvendt, hvis
F: B(G) — R er et venstre-invariant middel, kan p: P(G) — R definers
ved u(A) = F(1a), hvor A C G. Da er p det mal, der sikrer, at G er
amenabel. Derfor er en gruppe G amenabel, hvis og kun hvis G beerer et
venstre-invariant middel.

2.3 Amenable grupper
I dette afsnit gives en rackke eksempler pa grupper, der er amenable.
Eksempel 2.13. Endelige grupper er amenable.

Det kan rimelig nemt tjekkes, at u(A) = %, hvor |G| =n < o0og A C G,
er det gnskede mal pa den endelige gruppe G.

Eksempel 2.14. En undergruppe af en amenabel gruppe er selv amenabel.

Antag at GG er en amenabel gruppe med et mal u, der bekraefter dette, og
lad H veere en undergruppe i G. Lad M veere en maengde af repraesentanter
for samlingen af hgjre sideklasser af H i G. Definer nu v pa P(H) ved

v(A)=pu <U Ag).
geM
Det kan igen tjekkes, at v er det gnskede mal pa undergruppen H.

Eksempel 2.15. Hvis N er en normal undergruppe i den amenable gruppe
G, sa er kvotientgruppen GG/N amenabel.

Hvis p er et mal, der sikrer amenabiliteten af G, sa kan det igen nemt
tjekkes, at v: P(G/N) — [0, 1] givet ved v(A) = u(7~'(A)), hvor A C G/N
og m: G — G/H er den kanoniske projektion, er som gnsket.
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Eksempel 2.16. Lad G veere en gruppe og G; C G5 C - -+ C G undergrup-
per, sa G = J.~, G,, og alle G,, er amenable, da er G ogsa amenabel.

Det er lidt sveerere at vise, hvorfor gruppen G i Eksempel 2.16 er amena-
bel. Et bevis for en lidt mere generel pastand gives i [SW, side 150].

Saetning 2.17. Hvis NV er en normal undergruppe i G og bade kvotientgrup-
pen G/N og undergruppen N er amenable, da er gruppen G amenabel.

Bevis. Lad vy og vy veere mal pa N hhv. G/N, der sikrer amenabilitet. For
hvert A C G lad fa: G — R veere defineret ved fa(g) = vi(NNg 'A). Hvis
g1 0g g2 definerer samme sideklasse af N i G geelder at fa(g1) = fa(gz), idet

g;lgl =heN= falga) = yl(NﬂgglA) =1 (NN hgflA)
= v (h(NNgi'A) =n(NNgtA) = falg),

hvor invariansen af v anvendtes ved naestsidste lighedstegn. Derfor kan f4
betragtes som en funktion med definitionsmeengde G/N.
Det giver derfor mening at definere p pa G ved p(A) = fG/N fa dvs. Da

falg) =n(NNg™'G) =n(NNG) =n(N) =1,

er fg = idg og dermed er (G) = [,y fo dvs = v2(G/N) = 1. Lad nu A og
B veere to disjunkte delmaengder af G. For g € G geelder, at

ANB=0=g¢g Y ANnB)=(¢'A)N(¢g'B)=0=Nn(¢g*Ang'B)
=(Nng A N(Nng'B)=0.

Med dette en mente betragtes

faus(g) =i (NN g AUB) = (Nn(g'Aug'B))
= (NNg A U(NNg'B)=un(NNng A+ (NNg 'B)
= falg) + fB(9)-

Heraf fglger, at p er endeligt additiv, fordi integralet er linesert. Slutteligt
skal det vises, at p er venstre-invariant. Lad gy € G og lad for hvert g € G
7, G — G veere en virkning givet ved (7,£4)(g0) = fa(9 " g0), s& er

foa(g0) = vi(N N gy gA) = falg " g0) = (74f4)(90)

Derfor, idet integralet er venstre-invariant, geelder

n(gA) = /ng dvy = /Tng dvy = /fA dvy = p(A).

Nu er saetningen vist. 0
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Eksempel 2.18. Abelske grupper er amenable.

Det er pa ingen made trivielt at indse, at abelske grupper er amenable. Det
vil i Afsnit 3.2 blive vist, at abelske grupper er eksponentielt begreensede, og
at eksponentielt begreensede grupper er supamenable og dermed amenable.

Definition 2.19. En gruppe G siges at veere lgsbar, hvis der findes under-
grupper {1} C Gy C --- € Gy—1 € G, sa G, er normal i G; og kvotient-
gruppen G;/G;_; er abelsk for hvert 1 < j < k.

Seetning 2.17 og Eksempel 2.18 giver tilsammen, at alle lgsbare grupper
er amenable. Dette folger af et simpelt induktionsargument. Antag at alting
er som i Definition 2.19; gruppen {1} er oplagt amenabel. Antag, at G;_; er
amenabel. Eksempel 2.18 giver, at G;/G;_; er amenabel, sa det folger nu af
Saetning 2.17, at G er amenabel. Da der kun er endeligt mange undergrupper,
felger det, at G er amenabel.

2.4 Yderligere karakterisering af amenabilitet

I Afsnit 2.1 blev det via Tarskis seetning (2.9) vist, at amenabilitet af en
gruppe er akvivalent med, at gruppen ikke er paradoksal og i Afsnit 2.2, at
der findes et venstre-invariant middel pa en gruppe hvis og kun hvis, den
er amenabel. Der er desuden en raekke andre betingelser, der er sckvivalente
med amenabilitet. Nogle af disse praesenteres nedenfor.

Satning 2.20 (Alaoglus satning). Antag at X er et normeret vektorrum,
og at X er det duale rum til X bestaende af begraensede linesere funktionaler
pa X. Sa er den lukkede enhedskugle (X*); = {F € X* | ||F|| < 1} 1 X*
kompakt i weak* topologien, der for et net (F,).ca er givet ved

F,—>F&vVfeX: F,(f)— F(f).
Et bevis for ovenstaende saetning er givet i [GBF, side 162].

Saetning 2.21. Gruppen G er amenabel, hvis G opfylder Markov-Kakutanis
fixpunktssaetning: Lad K veere en kompakt konveks delmaengde af et lokalt
konvekst linezert topologisk rum X, og antag at G virker pa K, sadan at hver
transformation 7,: K — K er kontinuert og affin (dvs. 7,(AFy + (1 —\)Fy) =
A (F1) + (1 — A\)7y(Fy) for 1, F, € K og 0 < A <1). Da findes et F' € K,
sa 7,(F) = F for hvert g € G.

Bevis. Antag at Markov-Kakutani geelder. Udstyr B(G) med supremumsnor-
men ||f||lo =sup{|f(g)| | g € G}, s& det bliver et normeret linesert rum. Lad
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X = B(G)* betegne det duale rum til B(G) givet ved B(G)* = {F: B(G) —
R | [|F|| < oo, F lineger funktional}, hvor ||F|| = sup{|F(f)| | f € B(G)
| flloo < 1}. Udtyr B(G)* med weak* topologien. I denne topologi er B(G)
et lokalt konvekst linezert topologisk rum.

Lad K veere en delmeengde af B(G)* bestaende af funktionaler F', der
opfylder at inf(f) < F(f) < sup(f) for alle f € B(G) . Bemaerk at hvert

F € K opfylder, at m(‘{ol' < 1, sa K er indeholdt i den lukkede enhedskugle

(B(G)*); = {F € B(G)* | ||F|| < 1} i B(G)*. Da (B(G)*); er kompakt i
folge Alaoglus seetning (2.20) og K er afsluttet, er K en kompakt delmaengde
af B(G)*. Herudover er K konveks; lad Fi,F» € K og 0 < A < 1, da er
Fs = MFy + (1 =\ Fy, € B(G)*. Om Fy, F; geelder for alle f € B(G), at

Ainf(f) < AFL(f) < Asup(f),

(1= A)inf(f) < (1= A)F(f) < (1= A)sup(

f)-
Hvis de to uligheder laegges sammen, fas at inf(f) < F3(f) < sup(f) for alle
f € B(G), sa F3 € K, derfor er K konveks.
For hvert g € G er transformationen 7,, som er givet ved (7,F)(f) =
F(7,f), hvor 7,f(h) = f(g~'h), kontinuert, fordi der for et net (F,)sca geel-
der

* o

F, — F =Yf € B(G) Fu(f) = F(f) = Vf € B(G) Fa(r,f) = F(r,f)
= Vf € B(G) (1, Fo)(f) = (1 F)(f) = 7gFa — 7y F.

Da F er lineser og (17,F)(f) = F(7,f), er 7, ogsa lineser og dermed affin.
Transformationen 7, atbilder fra K til K, fordi

inf (7, f) = {7 f (W) | h € G} ={f(g""h) | h € G}
={f(k) | k€ g7'G} ={f(k) | k € G} = inf(f)

og pa samme vis sup(r,f) = sup(f). Alle antagelserne i Markov-Kakutanis
fixpunkseetning er derfor opfyldt, sa den giver, at der findes F' € K, sa
T, = F for alle g € G. Et sadant I’ er et venstre-invariant middel pa G,
derfor er G amenabel. O

Seetningen geelder ogsa den anden vej, men beviset, der kan findes i [SW,
side 159-160], udelades her.

Satning 2.22 (Hahn-Banach). Lad V' veere et reelt vektorrum med en
seminorm p, og lad Vp C V veere et underrum. Hvis F': V; — R er en lineser
funktional s& F(v) < p(v) for alle v € Vj, s& findes en lineser funktional
F:V =R, sa4 Fy, = F og F(v) <p(v) for allev € V.
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Beviset for denne seetning kan findes i [GBF, side 149-150).

Saetning 2.23. En gruppe G er amenabel hvis og kun hvis G opfylder Hahn-
Banachs udvidelsesegenskab: Antag at
(a) G er en gruppe af linesere operatorer pa et reelt vektorrum V',
(b) F er en G-invariant lineser funktional pa Vj, som er et G-invariant
underrum af V',
(¢) F(v) < p(v) for alle v € Vj, hvor p er en reel funktion pa V sa
p(v1 + v2) < p(v1) + p(ve) for vy, vy € V, p(av) = ap(v) for a > 0,0 € V
og p(g(v)) < p(v) forge G,v € V.
Da findes en G-invariant lineaer funktional F pa V, si Fjy, = F og F(v) <
p(v) for alle v € V.

Bevis. =: Lad G veere en amenabel gruppe. Lad V' veere et reelt vektorrum
med en seminorm p, og lad Vy C V veere et underrum. Antag at Fj er en lineser
funktional pa Vg, sa Fy(v) < p(v) for alle v € V. Ved Hahn-Banach (2.22) fas
en lineger fuktional F' pa V', hvis restriktion til Vy er Fy, sd F(f) < p(f) for
alle v € V. Definer for v € V en funktion f,: G — R ved f,(h) = F(h™'(v)).
Da
F(h™H(v)) < p(h™'(v)) < p(v),

er f, begreenset af p(v).

Lad p veere et endelig additivt, venstre-invariant mal pa G med u(G) =1
og definer F': V'— R ved F(v) = [, f, dp. Da er

F@Fjéﬁduﬁszhwzp@MKﬁzmw,

og F er lineger, fordi integralet er det. Desuden er F en udvidelse af F, idet
der for v € V) geelder at

fo(h) = F(h™(v)) = Fo(h™}(v)) = Fo(v),

som medfgrer at F(v) = [, Fy(v) du = Fy(v), da Fy(v) er en konstant.
Desuden er F' G-invariant. Dette folger, da der for transformationen T4 givet

ved 7,f,(h) = f,(g7'h) geelder, at

fouwy(R) = F(h™(g(v)) = F((h™"g)(v)) = F((g~'h) " (v)) = fulg™"h) = 7o fu(h).

Sa G-invariansen af i medferer, at

FMW—LLWW—L@ﬁW—AﬁW_ﬂw
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Hermed er det gnskede vist.

<: Antag at udvidelsesegenskaben geelder. Lad V' = B(G) og lad V) betegne
underrummet af konstante funktioner. Virkningen G ~ B(G) er lineeer og Vj
er oplagt G-invariant. Lad F': Vj — R veere givet ved F(alg) = «, daer F
oplagt G-invariant og linezer. Lad p(f) = sup{f(g) | ¢ € G}, da tjekkes det
nemt at p opfylder betingelse (¢). Da er antagelserne (a)-(c) opfyldt. Altsa
findes en venstre-invariant linezer funktional F pa B(G), sa F(f) < p(f) for
alle f € B(G) og Fy,(1¢) = F(1g) = 1. Hvis det kan vises, at F(f) > 0,
nar f(g) > 0 for hvert g € G, sa er F en venstre-invariant middel pa G, og
dermed er G amenabel. Men hvis f(g) > 0 for alle g € G, sa er —f(g) <0

for alle g € G og dermed er

F(=f) <p(—=f)=sup{—f(g9) | g€ G} 0= F(f) = —F(-f) > 0.
Sa er det gnskede vist. O

Saetning 2.24. En gruppe G er amenabel, hvis den opfylder Diximers be-
tingelse: Hvis fi,..., f, € B(G) og g1,...,9, € G, da findes et h € G, sa

>y filh) = filgi th) < 0.

Bevis. Lad Vy veere underrummet i B(G) udspaendt af de konstante funk-
tioner og alle funktioner pa formen f — 7,f, hvor f € B(G), g € G og
7,f(h) = f(g7'h) for alle g € G. I det folgende forkortes notationen, sa-
dan at 7,f = ,f. Et element i V er derfor pa formen f — ,f + alg for
et a € R. Af antagelsen fglger, at der findes et h; € G, sa funktionsveer-
dien af (fi — g,./1) = (fa =@ f2) = (/i =g f1) + ((=f2) = (=f2)) i I er

mindre end eller lig med 0. Tilsvarende findes hy € G, sa funktionsveerdien
(fo — g2 f2) — (fr — g.f1) er mindre end eller lig med 0 i ho. Lad

fi—gfitalg = fo—gfo+ Blg

Da er a = [, dvs. konstanten definerer elementet entydigt. Dette geelder,
fordi ovenstaende medfgrer, at

(fr — glfl) —(fo— g2f2) = (8 —a)lg
(fo—gf2) = (i =g f1) = (@ = B)1g

Hvis h; indseettes i forste udtryk, star at leese, at § — a < 0, og indsaettes ho
i andet udtryk, ses at a« — 8 < 0, hvilket medfgrer at o = . Derfor kan en
lineser funktional F' pa Vj defineres ved F(f — ,f + alg) = a.

Pastanden er nu, at F'(v) < supv for hvert v € Vi. Hvisv = f — ,f +
alg, antager —(f — ,f) = —f — 4(—f) en negativ veerdi for et h € G, sa
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v =alg— (=(f — 4f)) antager en veerdi v(h) > a = F(v). Selviglgelig er
supv > v(h), sdialt er F(v) < supw for alle v € Vj, som gnsket.

Seet nu p(v) = supw for v € B(G) og anvend Hahn-Banach (2.22) til at
opné en lineser funktional F pa B(G), der udvider F og er begraenset af p.
Definitionen af F sikrer, at F er venstre-invariant og F'(1g) = F(1g) = 1.
Desuden geaelder for f(h) > 0 for alle h € G, at

Derfor er F et venstre-invariant middel pa G, sa G er amenabel som gnsket.
]

2.5 Virkninger pa kompakte hausdorffrum

Formalet med dette afsnit er at bevise fglgende ssetning: Den diskrete gruppe
G er amenabel, hvis og kun hvis der for hvert kompakt hausdorffrum K og
hver virkning af G pa K findes et G-invariant sandsynlighedsmal. Til dette
formal kraeves bl.a. Riesz’ repraesentationssaetning, som formuleres nedenfor.

For et lokalt kompakt hausdorffrum X, lad C.(X) betegne alle de kon-
tinuerte funktioner pa X, der har kompakt stette givet ved supp(f) =

{re X | f(x) #0}.

Definition 2.25. Et borelmal A pa et hausdorffrum X, siges at veere et
radonmal, hvis det er endeligt pa kompakte maengder, ydre reguleert pa
borelmeengder (dvs. A(B) = inf{\(U) | B C U,U aben} for enhver bo-
relmeengde B C X) og indre reguleert pa abne meengder (dvs. A(U) =
sup{\(K) | K C U, K kompakt} for enhver aben maengde U C X).

Saxtning 2.26 (Riesz’ reprasentationssaetning). Lad X veere et lokalt
kompakt hausdorffrum, og lad A: C.(X) — C veere en lineser positiv funk-
tional. Da findes netop ét radonmal A pa X, sa der for alle f € C.(X) geelder

M) = [ 1

Beviset for ovenstaende saetning, kan findes i [GBF, side 205-208]. Lad
C(K) betegne de kontinuerte funktioner pa et kompakt hausdorffrum K. I
tilfeeldet, hvor X = K er et kompakt hausdorffrum, og dermed ogsa lokalt
kompakt, er C.(K) = C(K), fordi stgtten er et afsluttet underrum i C'(K),
og dermed kompakt for hvert f € C(K). Derfor lyder Riesz’ repraesentations-
seetning (2.26) i det tilfeelde, og under den ekstra antagelse, at funktionalen
I opfylder, at I(1) = 1, som folger:
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Satning 2.27 (Riesz’ reprasentationssaetning). Lad K veere et kom-
pakt hausdorffrum og I: C'(K) — C en lineser positiv, funktional, der opfyl-
der I(1) = 1. Da findes netop ét reguleert sandsynlighedsmal p pa K, sa der
for f € C(K) geelder at

f(f)z/ fdp.
K
Det duale rum, C(K)*, til C(K) er givet ved
C(K) ={I: C(K) — C|||I|| < oo, lineser},

hvor ||I]| = sup{|I(f)| | f € C(K),||fll« < 1}. Det duale rum C(K)* kan

udstyres med weak* topologien, der er givet ved
I, -1 VfeCK): I,(f) = I(f),
hvor (I4)aca er et net. I denne topologi er C'(K)* et lokalt konvekst rum.

Korollar 2.28. Delmaengden M = {I: C(K) — C | I lineger, positiv, I(1) =
1} af C(K)* er kompakt i weak® topologien.

Bevis. Ved Alaoglus seetning (2.20) er den lukkede enhedskugle (C(K)*); =
{I € C(K)*| ||I]| < 1} kompakt i C(K)* i weak* topologien. Det er derfor
tilstreckkeligt at vise, at M er en afsluttet delmaengde af C'(K)* i weak*
topologien.

M er en delmaengde af (C'(K)*);. Lad nemlig I € M og antag forst, at
I(f) € R for f € C(K) med reelle veerdier; i det komplekse tilfeelde, skal
I(f) opdeles i reel- og imagingerdel. Da I er linezer og I(1) =1, er

—[[fllee < <M flloo = =l 1l (1) < I(f) < [fllocd (1) = LN < [[f]loo-
Sa [|I]] = sup{[I(f)| | f € C(K),[[flle <1} = 1.

Det skal nu vises, at M er afsluttet, dvs. at M indeholder alle sine graen-
sepunkter. Lad derfor [ veere et vilkarligt greensepunkt for M, og lad (1,)aea
vaere et net i M med [ som graensepunkt. Det skal vises, at Iy er lineser,
positiv og at Ip(1) = 1.

Da I, er positiv, geelder der for alle f > 0, at I,(f) > 0. Og heraf folger, at
I, — Iy = Vf € C(K) Ia(f) — Io(f) = Io(f) > 0.
Derfor er I positiv. Lad nu f = af; + bfs, for vilkarlige a,b € C og fi, fo €

C(K) og se at
Io = Io = 1a(f) = Io(f)
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Io = Io = 1a(f) = La(afi + 0f2) = ala(f1) + bla(f2) = alo(f1) + blo(f2)

Heraf folger, at Io(f) = alo(f1) + blo(f2). Da f var vilkarlig, er I lineser.
Betragt slutteligt

I, = Iy=1,(1) = (1) =1—I)(1)= (1) =1
Hermed er det gnskede vist. O

Lemma 2.29. Mengden M = {I: C(K) — C | I lineer, positiv, I(1) =1}
er konveks.

Bevis. Det skal vises, at der for alle I1,I, € M og 0 < A < 1 gelder, at
Iy =M1+ (1—-X)1I,e M. Lad a,b € C og fi, f» € C(K). I3 er lineeer, da

Ii(afi +bfs) = Ma(afi +bf2) + (1 — N)a(afi + bf2)
= Aali(f1) + A1 (f2) + (1 = Nala(fi) + (1 = A)blz(f2)
= a(A(f1) + (1= A)L(f1) +b(AL(f2) + (1 — N L2(f2))
= als3(f1) + bI3(f2).

I3 er oplagt positiv, da I; og Iy er positive, og A > 0 og 1 — A > 0. Desuden
er

L =Xa1)+Q=-MNL(1)=Ax+(1-X)=1
Derfor er I3 € M som ¢gnsket. Sa M er konveks. O

Nu er alle forberedelser gjort til at vise afsnittets hovedseetning om ame-
nable grupper.

Saetning 2.30. Lad G veere en diskret gruppe. Gruppen G er amenabel, hvis
og kun hvis der for hvert kompakt hausdorffrum K og hver virkning af G pa
K findes et G-invariant sandsynlighedsmal.

Bevis. =: Antag at G' er amenabel. Lad ¢ € G og definer 7,: M — M
ved (1,1)(f) = I(7,f), hvor (1,f)(x) = f(g~'x) for I € M og f € C(K).
Det tjekkes, om I' ~ M opfylder Markov-Kakutanis fixpunktssaetning. Det er
allerede vist, at M er en kompakt, konveks delmaengde af det lokalt konvekse,
linesere topologiske rum C(K)*. Det star derfor tilbage at vise, at 7, er en
virkning (7,7, = 74), der er kontinuert og affin. Det kan vises, at 7, er
en virkning, pa samme made, som i begyndelsen af Afsnit 2.2, og at denne
virkning er kontinuert og lineser (og dermed affin), kan vises som i Seetning
2.21. Altsa opfylder I' ~ M Markov-Kakutanis fixpunktssaetning. Derfor
findes et Iy € M sa 7,1y = I, for alle y € T
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Riesz’ repraesentationssaetning (2.27) giver, at der findes netop ét sand-
synlighedsméal p pa K, sa der for f € C(K) gelder, at

Io(f) = /K f .

Nu skal det blot vises, at p er G-invariant. Lad derfor g € G og seet (/' (E) =
wu(g~'E) for E C K. Det skal nu vises, at y/ = p.

/K F i = 1o(f) = (7o) () = Tl ) = /K rof dp= /K f i

Da Riesz’ repraesentationsseetning (2.27) gav, at u er entydig, star det klart,
at u = ', og dermed er det vist, at u er invariant.

«<: Antag at G ikke er amenabel. Det skal vises, at der findes et kom-
pakt hausdorffrum K og en virkning af G pa K, sa der ikke findes noget
G-invariant sandsynlighedsmal.

Den kanoniske virkning af en gruppe G pa sin betakompaktifikation SG,
opfylder dette, men det er ikke-trivielt at tjekke, og udelades her. O]

I Afsnit 3.4 gennemgas i detaljer det lignende resultat, at hvis G er en
diskret gruppe, sa er GG supramenabel hvis og kun hvis der for hvert lokalt
kompakt hausdorffrum X og hver virkning af G pa X findes et ikke-trivielt
G-invariant radonmal.
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3 Supramenabilitet

Dette kapitel indeholder en definition af supramenabilitet samt en raekke
eksempler pa supramenable grupper. Herudover vises det, at eksponentielt
begreensede grupper er supramenable, hvoraf det fglger, at abelske grupper
er supramenable og dermed ogsa amenable. Der gives desuden et eksempel
pa en gruppe, der er amenabel, men ikke supramenabel. Diskrete suprame-
nable grupper karakteriseres herefter ved deres virkning pa lokalt kompakte
hausdorffrum, og slutteligt beskrives supramenabilitet ved brug af uniforme
afbildninger. Kapitlet er primeert skrevet ud fra Kapitel 12 i [SW]| og Afsnit
2 og 31 [KMRJ.

Definition 3.1. En gruppe G er supramenabel, hvis der for enhver ikke-
tom delmaengde A C G findes et endeligt additivt, venstre-invariant mal
w: P(G) — [0, 00] med u(A) = 1.

Af Tarskis seetning (2.9) folger, at supramenabilitet pa G er sckvivalent
med, at der ikke findes nogen ikke-tomme delmeengder af GG, der er para-
doksale.

Det er selvfglgelig oplagt, at alle supamenable grupper ogsa er amenab-
le, men inklusionen er skarp, fordi der findes eksempler pa grupper, der er
amenable, men ikke supamenable. Et sadant eksempel bliver givet i Afsnit
3.3.

Saetning 3.2. Antag at en supramenabel gruppe G virker pa en maengde X,
og at E er en ikke-tom delmaengde af X. Da findes der et endeligt additivt,
G-invariant mal p: P(X) — [0,00], sddan at p(E) = 1. Derfor findes der
ingen ikke-tomme delmaengder af X, der er GG-paradoksale.

Bevis. Lad G veere en supramenabel gruppe, der virker pa en meengde X.
Fasthold et z € A C X. Tildel til hver delmeengde B C X en anden del-
mengde B* C G, hvor B* = {g € G | gr € B}. Bemerk, at identiteten pa G
ligger i maengden A*, fordi x € A. Derfor er A* ikke tom. Da G er suprame-
nabel findes et endeligt additivt, venstre-invariant mal v: P(G) — [0, o], sa
v(A*) = 1. Definer nu det gnskede méal p pa P(X) ved u(B) = v(B*). Da er
u(A) =v(A*) =1.Lad N,M C X, hvor N N M = (). Da geelder det oplagt,
at N* N M* = () og dermed at

H(NUM) = v((NUM)®) = v(N*UM*) = (N*) + v(M*) = u(N) + (M),
idet den endelige additivitet af v anvendes. Derfor er p ogsa endeligt additiv.
Det star nu kun tilbage at vise, at pu er G-invariant. Lad h € G, da er
(hB)*={g€G|grehB}={g€G|h'gr € B}
={geG|h'geB}={geG|gehB*}=hB"
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Nu kan venstre-invariansen af v bruges til at vise G-invariansen af p:

n(gB) =v((9B)") = v(gB") = v(B") = u(B).

Der findes derfor et mal p: P(X) — [0, oo] med de gnskede egenskaber. Sidste
del af seetningen folger direkte af Tarskis ssetning (2.9). O

Proposition 3.3. Hvis en gruppe G indeholder frie generatorer, o, p, af en
fri undersemigruppe i GG, sa er GG ikke supramenabel.

Bevis. Antag at GG indeholder frie generatorer, o, p, og lad S veere den frie
undersemigruppe frembragt af o, p. Lad A = ¢S = {ord, der begynder med
o}, B =pS = {ord, der begynder med p}. Daer ANB=0ogS=014=
p !B for o', p7! € G. Altsd er S paradoksal mht. G. Ved Satning 3.2 er G
derfor ikke supamenabel. O

3.1 Supramenable grupper

Som i Afsnit 2.3 om amenable grupper praesenteres her nogle ssetninger, der
identificerer, hvilke grupper, der er supramenable.

Saetning 3.4. Endelige grupper er supramenable.

Bevis. Lad G veere en endelig gruppe og A C G, hvor A ikke er tom. Definer
p: P(G) = [0, 00] ved u(B) = {31, hvor B C G. Malet yu er endeligt additivt,
da der for By, B, C G, hvor By N By = (), geelder

_BIUBs| B[ +|Ba _ |Bi] | |B

B B
uBLUBe) =g A A A

= p(By) + p(By).

Malet u er oplagt venstre-invariant, da u(gB) = lsBl — 1Bl _ w(B), og

4] 14|
desuden geelder det, at pu(A) = % =1, sa p er det gnskede mal. O]

Saetning 3.5. En undergruppe af en supramenabel gruppe er supramenabel.

Bevis. Lad H veere en undergruppe af en supramenabel gruppe G og lad
A C H, hvor A # (). Der findes et mal u: P(G) — [0, 00|, der er endeligt
additivt, venstre-invariant og opfylder, at pu(A) = 1. Det gnskede mal pa H
er blot restrinktionen, af p til P(H). O

Saetning 3.6. Hvis N er en normal undergruppe af en supramenabel gruppe
G, sa er kvotientgruppen GG/N supramenabel.
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Bevis. Antag at N er en normal undergruppe af en supramenabel grup-
pe G, og at A C G/N, hvor A # (). Lad p veere et endeligt additivt,
venstre-invariant mal pa4 P(G) med u(r~*(A4)) = 1, hvor 7: G — G\N
betegner den kanoniske projektion. Definer nu v: P(G/N) — [0,00] ved
v(B) = p(r~Y(B)), hvor B C G/N. Lad By, B, C G/N, hvor B; N By = 0,
og bemerk at 771 (B;) N7~ Y(By) = 0. Da er v endelig additiv, fordi

v(B1UBy) = p(n™H(B1 U By)) = u(n~(B1) U™ '(B2))
= (7 (B1)) + u(n~(By)) = V(Bl) + v(By).

Desuden er v venstre-invariant, idet

v(9B) = u(r~(9B)) = p(r~'(g)n~(B)) = u(v~(B)) = v(B),
for g € G/N. Slutteligt er v(A) = u(r~1(A)) = 1. S4 v er det sggte mal. [

Saetning 3.7. Lad G veere en gruppe og Gy € G5 C - -+ C G undergrupper,
s G =2, G, og alle G, er supramenable, da er G ogsa supramenabel.

Bevis. Lad A C G veere ikke-tom. Og saet A4 = {u: P(G) — [0,00] |
p er endeligt additiv og p(A) = 1}. Meengden .# er kompakt i [0, 00"
i topologien givet ved

fa = pt = VB € P(G): pa(B) — pu(B),

hvor (pa)32; er en folge. Dette gaelder, da [0,00]"“) er kompakt, og .2 er
en afsluttet delmaengde heri; lad p € 4, og lad (11a)22, € A veere en folge,
der gar mod p. Sa

HalA) = 1(A) = 1 = p(A) = p(A) = 1.

For By, By € P(G) med By N By = 0 geelder pu,(B1 U By) — u(By U Bsy) og
ta(B1) + pia(B2) = p(B1) + u(Bs). Sa den endelige additivitet af u folger af
den endelige additiviet af p,. Dermed er u € 4, sa .# er afsluttet.

Lad nu

My ={p€ M |Vge€ G, VB ePG): n(gB) =uB)}.

Sa med andre ord er ., maengden af p € 4, hvor p er G,,-invariant. Bemeerk
at A, er afsluttet i .# og at .4 O .#5 O ---. Desuden er

ﬂ My ={p € A | 1 er G-invariant, endeligt additiv, pu(A) = 1}.

k=1
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Det er nu nok at vise, at .4, ikke er tom for hvert n € N, da .# er kom-
pakt. Da vil snittet af samtlige ., nemlig heller ikke veere tomt, og dermed
eksisterer der et mal med de gnskede egenskaber pa P(G).

Lad B vaere en ikke-tom delmaengde af G. Saer B=BNG =J.—,(BN
G,). Derfor findes et n € N s& BN G, # (). Det er herefter ok at antage,
at BN G, # () for alle n > 1, idet G, ...,G,_; kan kasseres, da de alle er
indeholdt i GG,,, som herefter omnummereres til ;.

Fasthold n € N. Da G,, er supramenabel findes et mal v: P(G,,) — [0, oo],
som er G,-invariant, endeligt additivt og opfylder v(A N G,) = 1. Definer
p: P(G) — [0,00] ved u(B) = v(B N G,). Pastanden er nu, at u € 4,.
Selvfglgelig er u(A) = v(ANG,) =1 og for By, By € P(G), hvor BN By = ()
er

/,L(Bl U Bg) = V((Bl U BQ) N Gn) = V((Bl N Gn) U (BQ N Gn>>
= V(Bl N Gn> + V(Bz N Gn) = M(BO + /JJ(BQ)

Og slutteligt geelder for g € G,, og B C P(G), at
u(gB) = v(gBNGy) =v(g(BNGy)) =v(BNG,) = pu(B).

Da n € N var vilkarlig, er .#,, derfor ikke tom for hvert n € N, sa det gnskede
er vist. O

Saetning 3.8. Hvis en undergruppe H i G er supramenabel, og H har en-
deligt indeks i G, dvs. [H : G| < o0, sa er G supramenabel.

Bevis. Lad A veere en ikke-tom delmeengde af G, og lad {g1,92,.-.,9m},
hvor m < oo, reprasentere alle hgjre sideklasser af H i G. Da er ogsa
Ui~ 9:A C G. Ved at bruge Seetning 3.2 pa H'’s virkning pa G ved venstre-
multiplikation opnéas et endeligt additivt, H-invariant mal v: P(G) — [0, o0]
med v (J2, ¢;A) = 1.

Bemeerk at 0 < )", v(g;A) < 0o, da der ellers ville geelde, at v(g;A) =
oo, for et j € {1,...,m}, hvilket ville veere i modstrid med v(|J*, ¢;A) =
1. Lad nu a = Y /*, v(g;A) og definer pu: P(G) — [0,00] ved p(B) =
%ZZ’;I v(g;B) for B C G. For By, B C G, hvor By N By = (), geelder

H(ByUBY) = £ 3 (B U B) = + 3 w(aiB: UgiBy)

= 1 D> v(giB) + vlg:Bs) = 1 >_vg:B) + 1 > v(9;B2)
= 1(B1) + u(Ba).
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Desuden er p(A) = 23" v(g;A) = ¢ = 1. For alle g € G representerer
meangden {g;g}™, samthge hgjre sideklasser af H. Bemeerk at 9i9 = hr(i)Ir(i)
hvor 7 er en permutation af {1,...,m} og hyu € H. Sa for hy; € H, og i
kraft af H-invariansen af v, er

1 1 1
= .gB) = = z =
)= L3 008) = S ) = LS vt ) = i)
=1 =1 =1
hvorfor p er venstre-invariant og saledes det gnskede mal. O

3.2 Veakstbetingelser

I dette afsnit vises, at abelske grupper har polynomisk - og dermed ikke-
eksponentiel - veekst. Desuden vises det, at eksponentielt begraensede grup-
per er supramenable, hvoraf det sa selvfglgelig fglger, at abelske grupper er
supramenable og dermed ogsa amenable.

Definition 3.9. Hvis S er en endelig delmaengde af en gruppe G, defineres
veekstfunktionen vg: N — N ved vg(n) = {antallet af elementer i G, som er
opnaelige som et reduceret ord af leengde hgjst n ved brug af elementer fra
S'U St som bogstaver}.

Det er selvfplgelig oplagt, at vg ikke er aftagende. Desuden er vg(0) = 1
og 15(1) = {1} USUS™| < .

Lad G veere en gruppe og lad S veere en endelig delmaengde af G. For
k € N lad Wj, betegne samlingen af reducerede ord i G af leengde ngjagtig k
ved brug af elementer fra S U S~ som bogstaver. Da er W, € W, - W,,,.
Lad nemlig wy,m = $1S2° - SpSni1 - Snim € Whiam, hvor si,...S,0m € S,
sa er

Wp4m = S152** * SpSn41 " Sn4m = (3152 te Sn)<5n+1 te 8n+m) € Wn . Wm

Seet nu g (k) = |Wg|. Sa er vs(k) = 35(0) + Fs(1) + - - - + F5(k). S&

n m n+m
ZZ% Ys(G+1) =) As(k)
7=0 =0 ]:0 1=0 k=0

=vs(n+m).

Heraf folger, at vs(k) < v5(1)¥, sa vg er altid begraenset af en eksponentiel
funktion. Det interessante er, om den virkelig opnar eksponentiel veekst.
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Eksempel 3.10 (Grupper med frie undersemigrupper af rang 2). Hvis en
gruppe G indeholder en fri undersemigruppe af rang 2, og S indeholder to
frie generatorer af en siddan semigruppe, er vs(n) > 27, som er antallet af
af ord i S udelukkende med positive eksponenter og laeengde ngjagtig n. Sa
hvis en gruppe G indeholder en fri undersemigruppe af rang 2, sa opnar
veekstfunktionen eksponentiel vackst mht. til visse valg af S.

Eksempel 3.11 (Abelske grupper). Antag at S = {g1,92,...,9,} er en en-
delig delmaengde af den abelske gruppe G. Ethvert ord i S er, i G, lig med et
ord pa formen g;"' g5 - - - 7", hvor m; € Z. Dvs. antallet af gruppeelementer,
der opstar fra et ord af leengde n, er hgjst (2n + 1)", da hvert m; € [—n,n],
som indeholder netop 2n + 1 elementer. Derfor er yg(n) < n(2n + 1)" med
sikkerhed. Det er et polynomium af grad r + 1, sa abelske gruppe har poly-

nomisk, og dermed ikke-eksponentiel, vaekst for alle valg af S.

Definition 3.12. En gruppe G er eksponentielt begraenset, hvis der for en-
hver endelig delmaengde S af G og ethvert b > 1 findes ng € N sadan at
vs(n) < b" nar n > ng eller sekvivalent at lim,_, vs(n)» = 1. Hvis G ikke
er eksponentielt begraenset, siges GG at have eksponentiel vaekst.

Saetning 3.13. Hvis en gruppe G er eksponentielt begraenset, GG virker pa en
meengde X, og A er en ikke-tom delmaengde af X, sa er A ikke G-paradoksal.

Bevis. Lad G veere en gruppe, der virker pa maeengden X og lad A C X veere
ikke-tom. Antag at A er G-paradoksal. Da findes der to injektive stykvise
G-transformationer, F1: A — A og Fy: A — A med disjunkte billeder. Lad
S ={g1, -+ ,g-} besta af alle de elementer fra G, der optreeder som multi-
plikatorer i F7 og F,. Antag for modstrid at G er eksponentielt begraenset.
Da findes n € N, s& yg(n) < 2".

Betragt de 2" funktioner H;, der bestar af sammensaetningen af n F}’er,
hvor j € {1,2}. For hvert 1 < i < 2" vil H;: A — A, og nar i # j er
H;(A)N Hj(A) = 0. Lad nemlig p betegne det forste sted (mest til venstre),
hvor H; og H; er forskellige, da I} og F5 har disjunkte billeder, og funktionen,
der opnas ved at restringere H, og H; til de forste p— 1 positioner er injektiv,
folger det, at H; og H; ogsa har disjunkte billeder.

Veelg nu et € A, da har meengden {H;(z) | 1 < i < 2"} som folge af
ovenstande netop 2" elementer. Hvert H; er desuden pa formen wx, hvor w
er et ord af leengde n i S. Derfor er der 2" ord konstrueret af elementer fra S
af leengde ngjagtig n. Da der oplagt ogsa er kortere ord, ma antagelsen om,
at ys(n) < 2" veere forkert. Dermed er G ikke eksponentielt begraenset, og
seetningen er vist. O

Saetning 3.14. Hvis G er eksponentielt begraenset, sa er G supramenabel.
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Bevis. Lad G veere en gruppe, der virker pa en meengde X og lad A C X
veere ikke-tom. Antag at G er eksponentielt begraenset. Da giver Seetning 3.13
ovenfor, at A ikke er G-paradoksal. Tarskis seetning (2.9) sikrer, at der findes
et mal p: P(X) — [0,00], der er endeligt additivt, G-invariant og opfylder
at u(A) = 1. Heraf folger ssetningen, hvis venstrevirkningen af G' pa sig selv
betragtes, dvs. hvis X = G. m

Det blev i Eksempel 3.11 vist, hvorfor abelske grupper er eksponentielt
begraensede. I forening med den netop viste saetning (3.14) betyder det, at
alle abelske grupper er supramenable og dermed ogsa amenable.

3.3 ax-+b-gruppen

I dette afsnit vises det, at ax + b-gruppen er en amenabel gruppe, der ikke er
supramenabel. Og dermed at supramenable grupper er en segte delmaengde
af amenable grupper.

Meengden

G={g:R—=>R|g(z) =ax+b,acQ\{0},b€Q}

er en gruppe under kompositionen o. Neutralelementet er e = x. Det er

velkendt, at kompositionen er associativ, og hvert element g € G, hvor g(x) =

az + b, har en invers givet ved g7 (z) = 1z — L.

Saetning 3.15. Gruppen G defineret ovenfor er amenabel.

Bevis. Lad ¢: G — Q/{0} veere givet ved ¢(g) = a for alle ¢ € G, hvor
g(x) = ar + b, a € Q/{0}, b € Q. Funktionen ¢ er en gruppehomomorfi,
fordi der for alle g1 = a1x + by, go = asx + by € G geelder, at

©(g1 0 92) = w(ar(azz + b2) + b1) = p(a1az + by + ba) = a1as = V(1) (g2)-

Desuden er ¢ oplagt surjektiv. Kernen H :=ker p = {g: R — R | g(z) =
x + b}, idet, der for g = ax + b € G geelder

polg)=1ca=1&g(x)=z+0b.

Kernen for en gruppehomomorfi er en normal undergruppe, derfor er H nor-
mal i G. Da b € Q entydigt definerer ¢ findes en bijektion : H — Q givet
ved O(h) = b, for alle h € H, hvor h = x + b. Bijektionen # er desuden en
gruppehomomorfi, da der for alle hy = x + by, hy = x + by € H geelder, at

Q(hl e} hQ) = 8(($ + bQ) + bl) = 9(1’ + b1 + bg) = b1 + b2 = G(hl) + 9(]12)
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Derfor er H = Q. Homomorfiszetningen giver, at der findes en entydig iso-
morfi : G/H — Q/{0}. Dvs. G/H = Q/{0}. I alt ved vinu, at {1} <H <G,
hvor G/H = Q/{0} er abelsk, og H/{0} = Q/{0} ogsa er abelsk. Heraf fgl-
ger, at G er en lgsbar gruppe. Da det blev vist i Afsnit 2.3, at lgsbare grupper
er amenable, er det nu vist, at G er amenabel. O

Saetning 3.16. Gruppen G er ikke supramenabel.

Bevis. Hvis det kan vises, at G indeholder frie frembringere, o, p, af en fri
undersemigruppe af G, sa giver Proposition 3.3, at G ikke er supamenabel.
Lad o(z) = 2x + 1 og p(z) = 2z. Det skal vises, at ethvert ord i o, p har en
entydig fremstilling. Et vilkarligt ord g i G kan skrives som g = gy0g90---0g,,
hvor g;(x) = ajx + b; for a; € Q\{0},b; € Q, j € {1,...,n}. Sa

g(x) = aray ... apx + [by + boay + bgajag + -+ + bpay -+ - ap_1).

Ovenstaende folger af induktion. Udsagnet er oplagt rigtigt, for n = 1. Antag,
at det geelder for n — 1, da skal det vises, at det ogsa geelder for n. St
h=gyio---0g,1,daer

g(l‘) = h(gn(x)) =apaz--- an—l(anx + bn)
+ [b1 + boay + bgajas + - -+ by1ay - Ap_o] = @10z ... ap_10,
+ ajasg - - - an_lbn + [bl + bgal + bgalag + -+ bn—lal st an_g].
Heraf opnas den gnskede form ved omarrangering af leddene.
Et ord i o, p kan skrives k = kj o kg o --- 0 k,, hvor k; € {0, p}. S& hvis

ki =ax+0b;forie{1,...,n},era; =2forallei € {1,...,n}ogb; €{0,1}.
Af ovenstaende folger, at

k(x) =2"x 4 [by + 2by + 4b3 + -+ - + Qn—lbn] — "y 4 Z 211,
i=1

Hvis k(z) = azx + b er kendt, kan n bestemmes ud fra ligningen a = 2" og
bi,- -+, b, kan herefter bestemmes entydigt ude fra b. Dermed har ethvert ord
i o, p en entydig fremstilling, sa o, p er frie frembringere af en fri undersemi-
gruppe af G. Derfor er G ikke supramenabel. O]

3.4 Virkninger pa lokalt kompakte hausdorffrum

Formalet med dette afsnit er at karakterisere diskrete supramenable grupper
ud fra deres virkninger pa lokalt kompakte hausdorffrum.
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Proposition 3.17. Lad G veere en diskret gruppe og lad p veere et endeligt
additivt mal pa G. Lad V,, betegne underrummet af Be(G) = {begreensede
funktioner f: G — C}, der bestar af alle f € B¢(G), s u(supp(f)) < oo,
hvor supp(f) = {g € G | f(g) # 0}. Da eksisterer en entydig positiv, lineser
funktional 1,,: V,, = C, sa I,,(14) = p(A) for alle A C G, hvor p(A) < oo.
Hvis p er G-invariant, sa er I, det ogsa.

Ovenstaende proposition fglger direkte af Seetning 2.10 i det tilfaelde, hvor
p er endelig. Et bevis kan findes i [FPG].

Definition 3.18. Lad G veere en diskret gruppe, som virker pa et lokalt
kompakt hausdorffrum X. Virkningen siges at veere ko-kompakt, hvis der

findes en kompakt delmaengde K af X saledes at |J ., 9K = X.

Hvis X er et lokalt kompakt hausdorffrum, og hvis en diskret gruppe
G virker ko-kompakt pa X, sa findes pr. definition en kompakt delmaengde
K C X sa gec 9K "= X. Det er desuden velkendt, at for hver kompakt
meengde K’ C X findes en anden kompakt meengde K C X, sa K' C K°.
Sa X = U,cq 9K’ € U, eq 9K °. Derfor findes der altid en kompakt meengde
K CX, sa UgeG gK° = X, nar virkningen er ko-kompakt.

Hvis K C X, er en kompakt maengde, der sikrer, at virkningen af en
gruppe G pa et lokalt kompakt hausdorffrum X er ko-kompakt, og A er et
ikke-trivielt radonmal pa X, sa er 0 < A\(K) < oo.

Lemma 3.19. Lad G veere en diskret gruppe, der virker ko-kompakt pa
et lokalt kompakt hausdorffrum X. For hver kompakt delmeengde K af X,
sadan at (J,c, gK° = X og for hvert xp € X saet

A(K,z0) ={g € G| gzo € K}.

Hvis A(K, x¢) ikke er paradoksal i G, sé findes der et ikke-trivielt G-invariant
radonmal \ pa X.

Bevis. Antag at A(K,xg) ikke er paradoksal i G. Ved Tarskis seetning (2.9)
findes et G-invariant, endeligt additivt mal u pa G sa u(A(K, zg)) = 1. Hver
kompakt maengde L C X er indeholdt i | J .4 5. K for en endelig delmeengde
S af G. Heraf fglger, at A(L,x) C J,cq 5-A(K, x0), idet

g€ A(L,xg) = gro€L=3s€S: grp€sK =3s€ S: s 'grg € K
=3s€S:s'ge A(K,z9) = Is€ S: g€ sA(K, 1) = g € USA(K,xO).

seS
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Derfor er det nu nemt at se, at

H(A(L, 20)) < p (U SA(K, xo>> < [SIH(A(K, ) = |S] < .

seS

For hver f € C.(X) = {f: X — C | f kontinuert, supp(f) kompakt},
lad f € Be(G) veere givet ved f(g) = f(gzo) for g € G. Bemeerk at

supp(f) = {g € G| f(9) # 0} = {g € G| f(gzo) # O}
= {9 € G| gwo € supp(f)} = A(supp(f), zo).

Da supp(f) er kompakt, kan udregningen ovenfor denne anvendes til at kon-

kludere, at u(supp(f)) < 00, 84 f € V), hvor V, er som i Proposition 3.17.
Proposition 3.17 sikrer eksistensen af en positiv, lineser G-invariant funk-

tional 7,: V, — C, hvor I,(14) = p(A) for alle A C G, hvor pu(A) < oo.

Definer A: C.(X) — C ved A(f) = ]u(f)' Da I, er G-invariant er A det

ogsa. Riesz repraesentationsseetning (2.26) leverer et radonmal A pa X, sa
Hvis f € C.(X) er sadan at f > 1g, sder f > L (K zo) 08

A

A(f) = 1u(f) = Li(Lak ) = n(A(K, 20)) = 1.
Dette viser at A(K) > 1, sd A er ikke-triviel. O

Betakompaktifikationen, SG, af en diskret gruppe G har nogle egenskaber,
der anvendes i de fglgende beviser. Betragt virkningen af G pa sin betakom-
paktifikation BG. Fasthold A C G, og lad K4 betegne afslutningen af A i
BG. Da er K4 kompakt-aben i SG.

Seet endvidere X4 = | geG gK 4. Daer X4 en aben G-invariant delmaeng-
de af SG. Faktisk er X4 et lokalt kompakt hausdorffrum, og virkningen
G ~ X4 er ko-kompakt.

Proposition 3.20. Lad G, X4 og A veere som ovenfor. Der findes et ikke-
trivielt G-invariant radonmal pa X 4 hvis og kun hvis A ikke er paradoksal i

G.

Bevis. «<: Antag at A ikke er paradoksal. I notationen fra forrige proposition
ses det, at

A(Kpe)={9€G|gec Ky} ={g€G|lgc K} =KsNG=A.

For at vise det sidste lighedstegn bemeerkes det, at A C K4 N G er oplagt,
da A C Ky o8 A C G. For at vise K4NG C A, veelg g € K4 NG, sa
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g # A. Meengden {g} er aben, da G er diskret, s {g} N A = (0, heraf fglger,
at {g} N K4 =10, dvs. g & K4, men dette er en modstrid, da g pr. antagelse
lai KyNG,sa K4NG C A. Det er derfor vist at K4 NG = A. Nu fglger
det af Lemma 3.19, at der findes et ikke-trivielt G-invariant radonmal pa X 4.

= Antag at der findes et ikke-trivielt G-invariant radonmal A pa X 4. Ob-
server forst at 0 < A(K,4) < oo. Lad Q4 = {B C G | B C J,.454,5 C
G endelig}. Hvis B € Qg4, sa er afslutningen, Kp, af B relativ til SG, en
kompakt-aben delmeengde af X4, idet

KpC|JsA=|JsAC|JgKaC Xa.

seS seS geG

Lighedstegnet i ovenstaende geaelder, fordi foreningen er endelig.
Lad p veere et G-invariant mal pa G givet ved

uip) = {0 Dot

Hvis By, By C G er disjunkte, sa er By C G\B; C fG\B;. Da By er aben er
B, = B; C (BG\By)" = BG\Kp,.
Da By og SG\Kp, er afsluttede, er
Kp, = By C BG\KB,,

sa Kp, og Kp, er disjunkte. Derfor fglger, at p er endeligt additivt. Da
p(A) = MK 4) < oo kan det konkluderes, at A ikke er paradoksal i G. [

Saetning 3.21. En diskret gruppe G er supramenabel hvis og kun hvis, at
nar G virker ko-kompakt pa et lokalt kompakt hausdorffrum X, sa tillader
X et ikke-trivielt G-invariant radonmal.

Bevis. <: Antag at GG ikke er supramenabel og lad A C G veere paradoksal.
Nu giver Proposition 3.20 et eksempel pa en ko-kompakt virkning pa et lokalt
kompakt hausdroffrum, hvor rummet ikke tillader et ikke-trivielt G-invariant
radonmal. Seetningen siger nemlig at hvis G virker ko-kompakt pa det lokalt
kompakte hausdorffrum X4, sa findes ikke et ikke-trivielt, G-invariant ra-
donmal pa X 4, hvis A er en paradoksal delmengde i G.

=: Dette fglger direkte af Lemma 3.19. O]
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3.5 Uniforme afbildninger

Malet med dette afsnit er at vise, at en diskret gruppe G ikke er suprame-
nabel, hvis og kun hvis der findes en injektiv, uniform afbildning fra den fri
gruppe med to generatorer, Fy, ind i G.

Definition 3.22. Lad G og K veere grupper. En afbildning f: G — K siges
at veere en uniform afbildning, hvis der for hver endelig maengde S C G findes
en endelig maengde T' C K, sa

Vg,he G:gh™teS= f(9)f(h) €T (3.5.1)

Hvis (3.5.1) gaelder for et S C G og et T' C K, da holder (3.5.1) ogsa
for hvert heltal n > 1 for S™ og T™ i stedet for hhv. S og T. For antag,
at (3.5.1) holder for endelige S C G og T' C K, og lad gh™' € S™ Da er
gh™! = s159---5,, hvor 5; € 5,84 g = 8152---8,h. Seet g; = 5841+ S,h
for j € {1,...,n+ 1} og bemerk at g; = g 0og ¢g,+1 = h. Sd er

93051 = SjSja - sphh st si L =55 € 8,
og dermed folger af antagelsen, at f(g;)f(gj+1)~" € T. Da er som gnsket

F@) f(R) = Fg1) f(gnsr) ™
= flg)f(g2) " fg2) f(g3) " fg3) - f(gn) " flgn) f (Tnga) !
= [f(g)f(g2)"") [f(92) f(g3) ] - [f(gn) [ (gnsr) ] € T™

Specielt, hvis G er endeligt frembragt, er f: G — K uniform, hvis (3.5.1)
blot geelder for en endelig symmetrisk frembringermsengde S af G og en
endelig meengde 7' C K. Antag nemlig, at S er en endelig symmetrisk frem-
bringermaengde, for hvilken (3.5.1) geelder, da geelder (3.5.1) ogsa for S™ for
allen > 1. Lad S” C G veere en vilkarlig endelig delmaengde. Da findes n € N,
sa 8" C 8", og dermed kan det veelges, at 7" = T", da geelder (3.5.1) ogsé
for 5.

Definition 3.23. Lad G veere en gruppe og lad A C G. En afbildningo: A —
G er en kongruens, hvis den er injektiv, og der findes en endelig maengde
SCGsao(g)gt e S forallege A

Nar en sammensatning af kongruenser er defineret, folger det, at denne
ogsa er en kongruens. Lad nemlig A C By C BC C oglad 0: A — B; og
7: B — C veere kongruenser, da er T oo: A — C defineret. Det er klart,
at 7 o o er injektiv. Da o hhv. 7 er kongruenser, findes endelige S; C B; og
Sy CC,s80(g)g~t € S for alle g € A og 7(h)h~! € S, for alle h € B. Det
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er klart at meengden S3 = {s281 | 59 € So, 81 € S1} C C ogsa er endelig. For
alle g € Aer

(roa)(glg™ =1(a(g))o(9)"'a(g)g™" € Ss.
Derfor er 7 o ¢ en kongruens.

Lemma 3.24. En delmeengde A af en gruppe G er G-paradoksal, hvis og
kun hvis der findes to kongruenser 0¥ : A — A med disjunkte billeder.

Bevis. =: Antag at A C G er pardoksal. Da findes parvist disjunkte maeng-
der Ay, Ao, ..., Apym 1 Aog ty,te, ... thim € G sadan at

n n+m
Utdi=Aa= | tA.
i=1 i=n+1

Lad nu
By =t1 Ay, By = tyA5\By, ..., B, = t,A,\(B1U---UB,_1),

ogforj € {1,2,...,n} definer o*: A — Aved 0+ (s) =t;'sfors € B;. Daer

ot(A)=AU--- UAn. For alle g € A geelder at o (g)g e{t;,.. .11 C

G. Og o7 er injektiv, for tag g,h € A, hvor g # h. Hvis g,h € Bj er

ot (g) # o*(h). Hvis g € Bj og h € B; hvor j # i er g = t;a; for a; € Aj og

h = t;a; for a; € A;. Da A; N A; = (0 og dermed a; # a; er 07 (g) # ot (h).
Lad pa samme vis

Bn+l = tn+1An+l> ) Bn+m = tn+1An+1\(Bn+l U---u Bnerfl)a

ogforje{n+1,n+2,....,n+m} definer oc=: A — A ved 07 (s) = tj_ls
for s € Bj. Daer 07 (A) = Ay, U--- U Ayqp. I lighed med ot er 0~ en
kongruens.

Desuden er 0" (A)No~(A) = (A U---UA,)N (AU UA, 1) =0,

som gnsket.

<: Antag at der findes kongruenser o*: A — A med disjunkte billeder.
Dvs. der findes to endelige delmeengder ST = {t;',¢t;',... 1} og S~ =
{785t sk} af G, sa 0T (g)g™r € ST og 0 (g)g~! € S~ for alle
g € A. Hermed findes der for hvert ¢ € A et tj_1 € Stogets'es,
sd ot (g) = t;lg og o (g9) =s;'g. Lad A; = {0t (g) € A| ot (g) = t;lg} og
B; ={07(g) € A| o= (g9) = s; 'x}. Oplagt er A;, B; C A. Da kongruenserne
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o* er injektive, er Ay, Ao, ..., A, hhv. By, B, ..., B, parvist disjunkte, og

da 0" (A)N o~ (A) =0 er alle meengderne parvist disjunkte. Da er

O tjAj =A= LmJ SZBz
j=1 i=1

Da ty,ta,...,t,,S1,82,...,8n, € G, er A paradoksal mht. G. O

Hvis der findes to kongruenser med disjunkte billeder findes der for hvert
n € N kongruenser o;: A — A, 7 = 1,2,...,n med disjunkte billeder. Lad
o og o~ betegne de to kongruenser. Da er sammensatningerne o o o,
octoo~,0 00", 0700 : A— A ogsa kongruenser med disjunkte billeder.
Dette indses nemt ved brug af injektiviteten af o og selvfglgelig ved brug
af ot (A)No(A) = 0.

Lemma 3.25. Lad G og K veere grupper og lad f: G — K veere en injektiv,
uniform afbildning. Lad A veere en delmeengde af G og lad 0: A — G veere
en kongruens. Da er afbildningen 7: f(A) — G, givet ved 7o f = foo, en
kongruens.

Bevis. Bemeerk at 7 er veldefineret og injektiv, fordi o og f er det. Da o er
en kongruens findes en endelig maengde S C G sé o(g)g~' € S for alle g € A.
Da f er uniform findes der, for alle g,h € G, hvor gh™' € S, en endelig
maengde T C H, sa f(g)f(h)™' € T. Sa

o(g)g €S = flolg)flg) " €T,

men f(o(9))f(g)™" = 7(f(9))f(9)~" sa 7(f(9))f(g)~" € T for alle g € A.

Derfor er 7 en kongruens. O]

Lemma 3.26. Lad G og H veere grupper og lad f: G — H veere en injektiv,
uniform afbildning. Hvis A er en paradoksal delmaengde af G, sa er f(A) en
paradoksal delmaengde af H.

Bevis. Antag at A er en paradoksal delmaengde af G. Nu giver Lemma 3.24,
at der findes kongruenser 0¥ : A — A med disjunkte billeder. Seet nu B =
f(A) oglad 75: B — B vaere givet ved 75 o f = f o 0F. Ved Lemma 3.25
er 7¥ kongruenser. Da oF har disjunkte billeder og f er injektiv, geelder at
77(B)N 7 (B) = 0. Ved Lemma 3.24 er B = f(A) paradoksal. O

Saetning 3.27. En diskret gruppe G er ikke supramenabel hvis og kun hvis
der findes en injektiv, uniform afbildning f: Fy — G.
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Bevis. <=: Antag at der findes en injektiv, uniform afbildning f: Fy — G.
Da Fy er paradoksal (jeevnfer beviset for Propsition 3.3), er f(Fs) C G ogsa
paradoksal ved Lemma 3.26. Derfor er G ikke-supramenabel.

=: Antag at GG er en diskret gruppe, der ikke er supramenabel, og lad A
veere en paradoksal delmaengde af G. Ved Lemma 3.24 og kommentaren ne-
denfor denne findes fem kongruenser med disjunkte billeder. Heraf udveelges
fire 0%, 7F: A — A, oget gy € A, der ligger i billedet for den sidste kongruens
og dermed ikke i billedet for de fire udvalgte.

Lad a, b betegne frembringerne for Fy og definer en kongruens p,: A — A
for hvert z € Fy induktivt efter ordets leengde pa folgende made: Seet p, =
Id, (er oplagt en kongruens). Antag at p,s er defineret, hvis x = a*'2’ €
st p, = 0F o py, og ligeledes, hvis x = b*'a’ € Fy seet p, = 75 0 pl,.

For z,y € Fy er x X y, hvis der findes 2’ € Fy s& y = z2’ og xa’
er et reduceret ord. I sa tilfeelde er p,..r = p; o pr. Bemaerk desuden, at
pz(A) N py(A) = 0 ved mindre = 3 y eller y 3 x. Antag nemlig uden tab af
generalitet, at © S y. Saer p,(A) = ps(pr(A)), da pp(A) C Aer py(A)NA =
po(A) # 0. Heraf folger at p,(A) N p,(A) # 0. Antag sd at © Zyogy 2 x,
og bemeerk at x = za', y = 2¢/, hvor ©' = cx”, y = dy” for ¢ # d, hvor
zo o' 2"y y" € Fyog e,d € {at,bt}. Daer py(A) = pe(pur(A)) C pe(A) o g
o (A) = palpyr(A)) € pulA), s da po, pu € {0%, 7Y, er por(A) N py (4) =
Da p, er injektiv, folger det, at p,(A) N p,(A4) = 0.

Definer nu en funktion f: Fo — G ved f(z) = p.(go)-

Funktionen f er injektiv: Lad x,y € Fy med x # y veere givet. Hvis x Z y
ogy 2 x,daer p.(A) Np,(A) =0, hvorfor der selviplgelig ogsa gaelder, at

f(x) = pz(90) # py(90) = f(v)-

Hvis # 2 y eller y = x, lad os uden tab af generalitet sige det forste, er
y = zx’ et reduceret ord, hvor ' # e. Sa er p,(go) # go, fordi gy ikke er
indeholdt i nogle af de fire kongruensers billeder. Derfor er

W) = pa(par(90)) # p2(90) = f().

Derfor er f injektiv.

Funktionen f er uniform: Af bemarkningerne under Definition 3.22 er
det tilstraekkeligt at vise, at der findes en endelig maengde 7' C G, sa (3.5.1)
gaelder for den endelige symmetriske frembringermeengde S = {a,a™,b,b7'}
af Fy. Veelg

T = | J{pe(x)z™" |z € A}.

ceS
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Hvis z,y € Fy og 2yt € S er enten x = cy eller y = cx for et ¢ € S,
sddan at cy hhv. cx er reducerede. Da xy™* € Serx = dy ogy = d 'x
for d,d™! € S. Desuden findes ¢ € S og 3y € Fy, s& y = cy’ er reduceret.
Antag forst, at ¢ # d~ !, da er z = cy reduceret. Antag si, at ¢ = d~1, da
erx = dy = dd 'y = v/, s& y = cy = cx er reduceret. Derfor er enten
Pz = pe © py eller p, = p. o p,. I forste tilfeelde er

F@) F)™ = pal50)py(50) ™" = pelpy(s0))py(s0) " €T

Og i andet tilfeelde gaelder, at

F@)f@)" = palso)pelpa(s0)) " = [pe(pa(s0))palso) 1 € T

Da T er endelig, er 7! ogsé endelig. Derfor er f uniform, og det gnskede er
vist. [l
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