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Biologien er i disse ar i rivende udvikling blandt andet pa grund af de mange tekniske fremskridt
der gor det muligt simultant at male og registrere tusinder af variable. For eksempel er det i dag
muligt at bestemme aktiviteten af alle gener i en celle pé en gang, hvilke af en celles tusinder af
proteiner der vekselvirker med hinanden eller afkode millioner af variable DNA-positioner i det

humane genom ved et enkelt eksperiment.

Den slags malinger giver os mulighed for at studere celler, vaev og organismer i et nyt perspektiv —
et helheds- eller systemperspektiv, hvor tendenser og menstre treeder frem som ikke er synlige, hvis
kun en lille del af systemet observeres. Siledes kan man for eksempel se, at generne i1 en hjernecelle
er markant anderledes udtrykt end generne i en levercelle, og at udtrykkene @ndrer sig gennem en
organismes levetid. Udover at vare interessant i sig selv, dbner sddanne observationer for nye
muligheder inden for fx laegevidenskaben, idet vi ud fra et systemperspektiv kan sammenligne syge

celler med raske og belyse sygdommes arsager og undersege effekten af medicin i et nyt lys.

Ikke kun den molekylere biologi er i rivende udvikling, men ogsa andre grene af biologien oplever
tilsvarende forandringer i form af egede datamangder, oget information og viden. Dette stiller
naturligvis krav til maden at registrere og indsamle data pa, samt til hvordan vi efterfolgende
behandler og analyserer data med henblik pd spergsmal vi finder videnskabeligt eller

samfundsmassigt relevante. Derfor kan man parallelt med udviklingen inden for biologien spore en



udvikling inden for statistik, datalogi og matematik, hvor man seger at udvikle modeller, metoder
og teknikker til handtering og analyse af store datamaengder; dette kraever indsigt i biologisk teori.
Det samspil eller krydsfelt, der dermed opstar mellem biologi, statistik, datalogi og matematik

kaldes for bioinformatik.

Faget bioinformatik har udviklet sig fra i slutningen af 60erne at vere enkeltpersoners
sammenligninger af sma DNA- og proteinsekvenser til i dag at vaere centre med mange ansatte med
forskellige baggrunde og ekspertiser. I Danmark er der storre centre (>20 ansatte) pd Danmarks
Tekniske Universitet, Kabenhavns Universitet og Aarhus Universitet. Jeg er selv ansat pa Center
for Bioinformatik ved Aarhus Universitet og her er folk med baggrund i matematik, statistik,
datalogi, biologi, kemi, molekylarbiologi og ingenigrvidenskab. Dette giver et meget speendende
arbejdsmilje, hvor den faelles interesse er at forstd biologiske problemstillinger gennem teoretiske

overvejelser.

Selvom alle de nevnte fagomrader gennem artier har opereret med begrebet systemteori i
forskellige former, er begrebet dukket op pa ny i foraget styrke som en folge af de muligheder, der
har vist sig inden for biologien i dag. Her vil jeg beskrive et biologisk system kaldet interaktomet
og vise hvordan vi med simple matematiske modeller kan beskrive hvordan interaktomet gennem
evolution har formet sig over tid. Artiklen er bygget op sé jeg forst beskriver biologien, dernast
motiverer valget af matematisk model og diskuterer en statistisk analyse af biologiske data vha.

modellen. Endelig fortolker jeg de statistiske resultater til matematiske udsagn om modellen.

Interaktomet: Biologisk fortolkning og evolution

Mangden af alle de forskellige proteiner i en organisme samt de fysiske bindinger, der er mellem

par af proteiner kaldes for interaktomet; se Figur 1. Proteiner er produkter af gener, og et gen



udever til dels sin funktion gennem dets protein og de vekselvirkninger proteinet kan have med
andre proteiner. Det enkelte protein pavirker cellens processer ved at binde til andre proteiner, gener
og molekyler og interaktomet reprasenterer dermed den del af cellens processer, der er bestemt af

bindinger mellem proteiner.

Figur 1. Interaktomet illustreret som en

graf med proteiner som knuder og fysiske
vekselvirkninger som kanter. I eksemplet
er der N=9 knuder og M=8 kanter. Graden

af en knude er antallet af kanter der
forbinder den med andre knuder.

Der er derfor stor interesse for at forstd interaktomet og de evolutionare processer der har skabt det.
Et eksperimentelt bestemt interaktom kaldes et proteininteraktionsnetveerk (PIN). I dag er PIN-data
fra en reekke organismer tilgengelige, dog er PIN-data fra mennesket endnu sparsomme, da de
anvendte eksperimentelle teknikker stadig er dyre og tidskreevende. Desvarre er PIN-data ogsa
ufuldsteendige i den forstand at kun kendte proteiner kan medtages i et eksperiment. I Tabel 1 er

storrelsen pé typiske PIN-dataset angivet med et bud pa hvor fuldsteendigt dataszaettet er.



Organisme Knuder Kanter Total Procent
S. cerevisiae (gar) 4.959 17.226 5.500 90
D. melanogaster (flue) 7.451 22.636 12.900 58
C. elegans (orm) 2.638 3.970 22.000 12
H. pylori (bakterie) 675 1.096 1.500 45
P. falciparum (parasit) 1.271 2.642 5.300 24

Tabel 1. Antallet af knuder og kanter i typiske PIN-datasat. Total: Estimeret interaktomsterrelse.
Procent: Antallet af knuder (proteiner) i % af det estimerede antal af proteiner i organismen.

Data er taget fra en offentlig tilgaengelig database DIP (Database of Interacting Proteins).

En organismes interaktom udvikler sig evolutionert over tid. I sin yderste konsekvens forestiller vi
os at interaktomet er startet som et enkelt protein og vokset i storrelse over tid. Da vi ikke til fulde
forstar livets udvikling 1 dets tidlige faser, er interaktomets udvikling fra et enkelt protein at betragte
som en bekvem abstraktion. Til gengeald findes en raekke andre biologiske processer, der endrer
interaktomet, og som vi forstar langt bedre. Den vigtigste er genduplikation, en proces hvorved et
eksisterende gen bliver kopieret og indsat i genomet, sd der lige efter duplikationen er to kopier af
det samme gen. Disse to gener er identiske og producerer derfor det samme protein. Interaktomet
@ndrer sig altsd ikke umiddelbart som folge af en genduplikation. Over relativt kort tid (i
evolutioner forstand) udvikler de to gener sig; her er der forskellige muligheder: 1) Det ene gen
odelegges af skadelige mutationer og opherer med at vere aktivt, 2) Det ene gen far en helt ny
funktion vha. gavnlige mutationer eller 3) De to gener deler det oprindelige gens funktioner mellem

sig. Den sidste mulighed menes at vare langt den vigtigste. De @ndrede funktioner giver anledning



til @ndringer 1 de proteiner generne producerer og dermed ogsa til @ndringer i1 de bindinger
proteinerne har til andre proteiner. Dvs. over tid satter genduplikation sig spor i interaktomet; se

Figur 2.

Figur 2. Figuren viser genomet for og efter en

genduplikation og det tilherende proteinnetverk (A).

Lige efter duplikationen af det sorte gen har de to sorte

geners proteiner de samme interaktioner (B), men i lebet

af evolutionaer kort tid differentieres disse (C). 1 den

matematiske model antages at begge kanter til et grat

Gener far duplikation protein bevares med sandsynlighed p og at en kant skabes

2 : mellem de to sorte proteiner med sandsynlighed ¢g. Hvis

Gener efter duplikation kun en kant bevares, vaelges med lige sandsynlighed. 1

eksemplet er der sandsynlighed p(1-p)(1-g)/4 for at
observere netverket i (C), hvis det sorte gen duplikeres.

Genduplikation er evolutiongrt en meget vigtig proces, idet den giver et gen/protein mulighed for at
specialisere sig (se punkt 3) — fx ser man ofte proteiner der kun er udtrykt i en bestemt type vav,
men som er tet beslegtede med andre proteiner med lignende funktioner i andet vaev. Derudover
findes der en reekke andre processer, der specielt er vigtige 1 bakterieevolution og som vi samlet vil
betegne tilknytningsprocesser. De daekker integration af gener fra vira og andre bakterier og fusion
af eksisterende gener i genomet, hvorved organismen bliver i stand til at udvikle gener, og dermed
proteiner med helt nye funktioner. Den relative hyppighed af og vigtighed mellem de forskellige

typer processer er i det store hele ukendt.



En matematisk model af interaktomets evolution

Forste del af den matematiske model bestar i at repraesentere interaktomet ved hjaelp af en graf som
vist 1 Figur 1. Grafer (eller netvaerk) finder i dag hyppig anvendelse i mange naturvidenskabelige
fag blandt andet fordi der er udviklet en rig og sund matematisk teori for grafer. De er desuden

nemme at visualisere og derfor naturligt appellerende.

De grafer vi betragter @ndrer sig over evolutionar tid p4 en made vi ikke pé forhdnd kender, og vi
beskriver dem derfor i sandsynlighedsteoretiske eller stokastiske termer. Lad G, = (V,, E;) betegne
en graf med ¢ knuder, hvor V; er mangder af knuder og E, er mangden af kanter i grafen. Et

netveerk bygges op séledes:

e Start med en graf G, = (Vs, E;) af starrelse s. Vi vaelger s=1, dvs. en knude uden kanter

e Antag grafen i skridt z er G, = (V,, E)). I naeste skridt, t+1, gor folgende:

0 Duplikation: Velg med sandsynlighed 0<a<1 en knude tilfldigt i grafen og kopier
knuden med alle dens kanter; se Figur 2. Dernast modificeres den nye og den gamle

knude vha. parametrene p og g, som beskrevet i figur 2

0 Tilknytning. Velg med sandsynlighed 1—a en knude tilfaeldigt 1 grafen. Forbind en

ny knude til den valgte knude ved hjelp af en enkelt kant

e Fortset indtil netvaerket har den enskede sterrelse. Dernaest udvalges knuder sa antallet

passer med et observeret PIN-datasat

Der er naturligvis mulighed for variationer og for at udvikle modellen yderligere. Den beskrevne
model er specificeret ved tre parametre (o, p, q), og da det er en evolutionar model vil grafen i

skridt #+1 kun athange af grafen i det foregdende skridt # — dvs. vores grafgenerende proces er en



Markov-kade. Desuden er enhver modifikation af grafen lokal — dvs. den involverer kun fa knuder
(den nye og den gamle, plus den gamles naboer). Disse egenskaber satter os i stand til at udsige

interessante udsagn om de grafer vi kan generere.

To eksempler: Helicobacter pylori og Plasmodium falciparum

Jeg og min gruppe har analyseret PIN-datasaet fra H. pylori (675 knuder) og P. falciparum (1.271
knuder). I gjeblikket er vi ved at analysere et PIN-datasat fra geer (Saccharomyces cerevisiae) med
ca. 4.500 knuder, hvilket er pa grensen af hvad vi i gjeblikket beregningsmeessigt kan klare inden

for en overkommelig tid.

H. pylori er en lille bakterie der kan forarsage mavesar og derfor har varet genstand for en del
forskning. Der findes medicin mod H. pylori, men flere resistente bakteriestammer er kendte og den
er desuden mistankt for at spille en rolle i udviklingen af cancer. P. falciparum er en encellet
parasit, der forarsager malaria i mennesker. Siden man i 1976 fik held til at dyrke P. falciparum i
laboratorier er malariamedicinen blevet betragteligt forbedret, men sygdommen krever stadig flere
millioner menneskeliv om éret pa verdensplan. Resultaterne fra vores analyser er ganske

interessante og opsummerede i Tabel 2.

p q o Kanter

H. pylori 0,56 0,05 0,78 5.636

P. falciparum 0,51 0,05 0,93 43.835

Tabel 2. Vist i tabellen er estimater for p, ¢ og a. Kanter er det estimerede
antal kanter i det fulde (uobserverede) interaktom. Antallet af knuder
og kanter i de to PIN-datasaet fremgar af Tabel 1. Estimaterne er opnéet vha.

avancerede statistiske metoder (primert Bayesian Statistics).



For det forste ser vi at de to parametre der bestemmer genduplikation er meget ens i de to datasaet.
Sandsynligheden (¢g) for at den nye og den kopierede (gamle) knude er forbundet er meget lille,
hvilket er konsistent med hvad andre har fundet ved analyse af andre typer dataset. Det peger ogsa

pa at genduplikationens rolle er at skabe nye funktioner og ikke blot at modificere de gamle.

Derimod er sandsynligheden (p) for at badde den nye og den gamle knude bevarer en kant til en
knude ca. fifty-fifty og den ligger taet pa den graense, hvor netvarket under nogen omstandigheder
opherer med at vare stabilt (se naste afsnit). Endelig ser vi at parameteren a, der angiver hvor
hyppigt genduplikation sker i forhold til tilknytninger, er meget forskellig i de to dataseet. H. pylori
er som naevnt en bakterie, og bakterier udveksler ofte genetisk materiale mellem hinanden ved
hjeelp af de processer, der her er modelleret som tilknytninger. Derimod er P. falciparum en encellet
eukaryot (den er grundlaeggende opbygget som vores celler) og i eukaryoter er den slags processer

langt sjeeldnere. Dvs. resultaterne stemmer overens med vores forventning.

Endvidere er de to organismers interaktomer ogsa meget forskellige i storrelse, hvilket naturligt
hanger sammen med hvor mange proteiner de hver isaer har (Tabel 1). Antallet af mulige kanter
vokser kvadratisk med antallet af knuder, N(N-1)/2, og ratioen (2M)/[N(N-1)] af faktiske kanter M
til antallet af mulige kanter kan opfattes som udtryk for netverkets forbundenhed. I tilfeeldet H.
pylori er ratioen ca. 5-10” mens den er ca. 3-107 for P. falciparum, dvs. bakterien er mere forbundet
end eukaryoten. Ogsa dette er i trdd med vores forventning, idet eukaryoten har mange varierede
funktioner, der varetages af forskellige proteiner, mens bakteriens proteiner hyppigere er involveret

i flere forskellige funktioner.



Matematiske resultater

Vi kan bevise en raekke udsagn om denne simple model. Endvidere bemarker vi at angivelsen af
modellen svarer ngje til hvordan man kan simulere tilfeldige grafer fra modellen, og at vi kan laere
om modellen ved at simulere grafer og registrere deres egenskaber. Her vil vi kun interessere os for
graden af en knude, dvs. hvor mange andre knuder den er knyttet til. Man kan opstille felgende

rekursion for det forventede antal knuder 7 (k) af grad k i grafen G;:

t k-1

hvor y=(1+p)/2 og vi for simpelheds skylds har antaget at g=1 og a=1 (helt tilsvarende resultat kan

opnas generelt blot med en del flere led).

Det forste led kommer fra at betragte en knude A af grad k og beregne sandsynligheden for at den
bevarer graden efter en duplikation; det sker, hvis ingen af dens naboer eller den selv udvalges
(sandsynlighed 1-[1+k]/t ) eller hvis en af naboerne udvalges til duplikation, men ikke etablerer en
kant til 4 (sandsynlighed [1-p]k/t ). Tilsvarende fremkommer andet led ved at betragte en knude af
grad k—1 og beregne sandsynligheden for at dens grad stiger med 1. Endelig angiver sidste led
graden af den nye knude og knuden der duplikeres (’den gamle’): hvis den gamle knude har grad j
fir den nye og den gamle knude hver et binomialt fordelt antal kanter fra naboerne, samt en kant i

mellem dem (¢g=1). Rekursionen er en konsekvens af Markov-egenskaben omtalt tidligere.

Rekursionen kan kun lgses eksplicit i trivielle tilfaelde, men det er i nogle tilfalde muligt at afgere
om hyppigheden af knuder af grad £ stabiliseres som netvaerket vokser, eller om der ikke indtraeder
en ligevaegt i takt med at netvaerket bliver vilkarligt stort. For et vilkérligt parametervalg (a, p, q)

har vi:



e Huvis ap<0,5 findes en ligevaegt (ergodisk rekurrent).

e Hvis a=1 og p<0,533 har et uendelig stort netvaerk uendelig mange knuder af vilkarlig
grad, men en ligevaegt findes ikke nedvendigvis (rekurrent). Her er 0,533 den

approksimative lesning til ligningen 2log(y)+p=0.

e Hvis a=1 og p>0,562 har et uendelig stort netveerk hojst endelig mange knuder af en
vilkarlig grad, dog potentielt uendelig mange af grad nul (transient). Her er 0,562 den

approksimative losning til ligningen 1/(1-y)+1/(p+y)-p-2=0.

e Hyvis o<1 har et uendelig stort netvaerk uendelig mange knuder af vilkarlig grad, men en

ligevaegt findes ikke nedvendigvis (rekurrent).

Hvad der sker i det lille vindue mellem 0,533 og 0,562 ved vi ikke, ej heller om greensen for en
ligeveegt er hejere end 0,5. Simulationer er af lille hjelp her for selv hvis vi simulerede meget store
netverk, ville vi ikke vare 1 stand til at afgere om graderne stabiliseres eller ej. Det forste resultat
hanger tet ssmmen med den gennemsnitlige grad af en knude der er

2-2(1-g)x
1-2ap

forudsat ap<0,5 og ellers uendelig.

Biologisk er resultaterne interessante, idet de forteller os om hvad vi skal forvente for et virkeligt
netvaerk. Bringer evolutionen graden af en knude til en ligevaegt? Ved hjelp af matematiske
overvejelser bliver det sdledes muligt at klassificere systemerne efter deres stabilitet. I de to

tidligere eksempler finder vi saledes at de begge falder under betingelsen a<1, men ogsa at

parametrene for H. pylori ligger nar stabilitetsgraensen (bade a og p).
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Afsluttende bemeaerkninger

Da modellen pa flere mader er en tilnermelse til virkeligheden, skal vi vaere papasselige med at
fremhave resultaterne ukommenterede og man ber undersgge hvorvidt resultaterne er robuste over
for forskellige modifikationer af modellen. Det er dog meget interessant at estimaterne stemmer fint
overens med vores forventning og viden fra andre typer data. Desverre er stadig kun f4 PIN-datasaet
tilgeengelige — med tiden kommer der forhébentlig flere til. Nogle af de metodiske spergsmal der
traenger sig pa er, hvorledes man kan analysere PIN-data fra taet besleegtede arter, séledes at man
tager hejde for deres fzlles evolution, og hvordan man kan analysere data fra arter der har
samspillet gennem evolution. Et eksempel pa sidstnavnte er parasitten P. falciparums samspil med
mennesket. I den forbindelse vil det vaere interessant at betragte farvede netverk, saledes at
knuderne fx kan antage farve efter deres funktion. Det er sandsynligvis kun proteiner med visse

funktioner i P. falciparum, der har tilpasset sig mere menneskelige omgivelser.

I denne artikel har jeg forsegt at give et indblik i nogle af de problemstillinger, data og metoder
moderne biologer og “anvendte” matematikere tumler med. Det er blevet spaet at den anvendte
matematik inden for biologi vil gennemga en eksplosion nasten af samme storrelse som biologien
selv har gennemgdet. Det bliver naeppe tilfaeldet, men interessant er det i hvert fald at opleve
hvordan mange biologiske problemstillinger kan hjalpes godt pa vej af matematik og at mange
unge matematikere er begyndt at sege mod den anvendte matematik. Som “anvendt” matematiker

hilser jeg naturligvis dette velkomment.
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