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Forord

Disse noter er skrevet som supplement til bogen Funktioner af en og flere vari-
able af Ebbe Thue Poulsen. Noterne er skrevet til brug pa kurset Matematik 1
Grundkursus B ved Kgbenhavns Universitet. Dette er 3. version af noterne. Der
er kun mindre gendringer i forhold til 2. version der hed Supplement 2002. De
fleste af disse sendringer kan ses pa hjemmesiden

http://www.math.ku.dk/ma/kurser/Mat1GB/Noter/rettelser2002.html

Forste version udkom i marts 2001 og hed Noter til Mat1GB forar 2001. Der
var en del sendringer i 2. version i forhold til 1. version. Specielt refereres nu til
bogen Funktioner af en og flere variable. Desuden er teksten flere steder blevet
revideret og Eksempel 2.1.1, Opgave 2.2, Opgave 2.3 og Opgave 2.4 er blevet
eendret.

Store dele af Kapitlerne 2, 4 og 5 er en bearbejdning af tilsvarende kapitler i
Indledning til Matematisk Analyse II af Henrik Stetkeer, Klaus Thomsen og Chri-
stina Tgnnesen-Friedman, der ved Aarhus Universitet bruges som supplement til
Funktioner af en og flere variable.

Tak til Henrik Stetkeer, Klaus Thomsen og Christina Tgnnesen-Friedman for
tilladelse til at bruge deres materiale. Ansvaret for materialet i disse noter ligger
dog udelukkende hos undertegnede.

Tak ogsa til Henrik Schlichtkrull for veerdifulde kommentarer til Kapitlerne 1
og 6.

Jan Philip Solovej
Kgbenhavn 16. december 2002

Noternes indhold

I disse noter vil vi behandle en del forskellige emner, der sammen udggr sidste
del af pensum for Mat1GB. Kapitlernes rakkefolge svarer til den raekkefglge,
emnerne vil blive gennemgaet i.
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iv FORORD

Noterne skal opfattes som en fgrste indfgring i emnerne og materialet er flere
steder behandlet noget overfladiskt. Mange af emnerne tages op i stgrre detalje i
senere matematikkurser ved Kgbenhavns Universitet. Vi naevner her nogle af de
kurser pa Bacheloruddannelsen, hvor emnerne tages op igen.

De geometriske objekter kurver og flader og de tilhgrende integrationsbegre-
ber, der behandles i Kapitlerne 1 og 6, tages op igen i kurset Mat3GE (Geometri).

En mere fuldsteendig integrationsteori, dog uden det store geometriske ind-
hold, kommer pa kurset Mat3MI (Mal og Integralteori).

Potensraekker og deres konvergens fra Kapitel 5 er et af hovedemnerne i kur-
set Mat2KF (Kompleksfunktionsteori). Andre raekker, hvis led er funktioner, de
sakaldte Fourierrackker, tages op i kurset Mat2AN (Analyse).

Ekstremum under bibetingelse og Lagranges metode fra Kapitel 3 tages op
pa kurset Mat20K (Optimering og konveksitet).

Differentialligninger tages op i kurserne Mat2AN og Mat2DD (Differential og
differensligninger).
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Kapitel 1

Kurver og flader

1.1 Kurver

Vi skal i dette og det felgende afsnit beskrive de geometriske objekter kurver og
flader. Selvom alle nok har en opfattelse af, hvad en kurve eller flade er, er det
ikke helt nemt at give praecise matematiske definitioner af disse objekter. Den
matematiske litteratur er ogsa fyldt med ikke helt identiske definitioner.

Man kan teenke pa kurver eller flader som specielle delmeengder f.eks. af rum-
met R3. Men nar det drejer sig om kurver, kan man ogsa taenke pa bevaegelsen
langs kurven eller blot, hvordan kurven bliver gennemlgbet.

Et til kurver og flader neert beslegtet geometriskt objekt er grafen for en reel
funktion. Vi vil sammenligne disse begreber i Afsnit 1.2.12

1.1.1 Definition (Kurveparametrisering)
En kurveparametrisering er en kontinuert afbildning r : I — R", defineret
pa et interval I C R. Hvis I er et lukket interval |a,b] kalder vi r(a) og r(b)
for endepunkterne for kurveparametriseringen. Vi siger at parametriseringen
er lukket, hvis r(a) = r(b). Vi vil kalde billedmeengden (vaerdimsengden)
C =r(l) CR" for sporet af kurveparametriseringen.

Bemeerk at forskellige parametriseringer kan have samme spor. F.eks. er

ri(t) = (cos(t),sin(t)), te€[0,2r] og ra(t) = (cos(2t),sin(2t)), t € [0,7]

begge parametriseringer af enhedscirklen. Man vil ofte benytte en sprogbrug,
hvor man opfatter parametriseringen r som vaerende en funktion af tiden. De to
parametriseringer af enhedscirklen gennemlgber cirklen pa forskellig tid.

I stedet for blot at identificere en kurve som en punktmeengde, altsa som
sporet af parametriseringen, er det bedre at huske pa, hvordan kurven er blevet
gennemlgbet uden dog at tage hensyn til hvor hurtigt. Mere preecist vil man
identificere parametriseringer, der fremkommer af hinanden ved, hvad vi vil kalde
reparametriseringer.
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1.1.2 Definition (Reparametrisering)

En reparametrisering af en kurveparametrisering r : I — R™ er en ny kur-
veparametrisering givet som en sammensat funktion r o h : I’ — R", hvor
reparametriseringsfunktionen h : I' — I er en strengt monoton, kontinuert
funktion pa et interval® I', som opfylder h(I') = I. Vi kalder reparametrise-
ringsfunktionen h glat, hvis h er kontinuert differentiabel pa det indre af I’
og W(t) # 0 for alle indre punkter t.°

Vi siger at reparametriseringen er orienteringsbevarende, hvis h er strengt
voksende og orienteringsvendende hvis h er strengt aftagende.

%Vi ved sa fra Funktioner af en og flere variable Seetning 5.23 at den inverse (omvendte)
funktion til A har de samme egenskaber.

Vi ved sé igen fra Funktioner af en og flere variable Szetning 7.8 at den inverse har de
samme egenskaber.

Det er klart, at reparametriseringer ikke sendrer billedmaengden.

1.1.3 Definition (Parametriserede og orienterede kurver )

Vi siger, at parametriseringer, der fremkommer af hinanden ved reparametri-
seringer, repraesenterer samme parametriserede kurve. Parametriseringer,
der fremkommer af hinanden ved orienteringsbevarende reparametriseringer,
siges at repraesentere samme orienterede kurve.

Den anden parametrisering af enhedscirklen ovenfor fremkommer af den forste
ved reparametriseringsfunktionen [0,7] 3 t — 2t € [0, 27]. De to kurveparame-
triseringer

[—2m,27] >t (cos(t),sin(t)) (1.1)
[—27,27] 2 t (cos|t],sin|t]) (1.2)

har ogsa begge enhedscirklen som billedmaengde, men fremkommer ikke af de
tidligere eller af hinanden ved reparametriseringer. Parametriseringen (1.1) be-
skriver cirklen gennemlgbet to gange imod urets retning. Parametriseringen (1.2)
beskriver cirklen gennemlgbet to gange, forste gang med uret og anden gang mod
uret.

Vi vil generelt sige at parametriseringer, som ikke fremkommer af hinanden
ved reparametriseringer repraesenterer forskellige parametriserede kurver, ogsa
selvom de har samme spor altsa gennemlgber samme punktmeengde.

Enhedscirklen kan selvfplgelig ogsa beskrives, som maengden af punkter (z,y)
der lgser ligningen 22 + y? = 1. Dette er helt analogt til, at en linie i planen kan
beskrives enten ved en parametrisering eller ved en ligning. Vi vender tilbage til
beskrivelsen af kurver i planen ved ligninger i Definition 1.2.13.

Givet en kurveparametrisering er der, som vi skal se, en lang raekke storrelser
man kan beregne. Et afggrende spgrgsmal er, hvilke af disse stgrrelser der kun



1.1. KURVER 3

afheenger af den parametriserede kurve eller mere preecist, hvilke stgrrelser der
ikke sendrer sig, hvis vi reparametriserer kurven.
Vi begynder med at definere begrebet hastighedsvektor.

1.1.4 Definition (Glatte punkter og hastighedsvektoren)
Ladr : I — R" veere en kurveparametrisering, som skrevet i koordinater har

formen
r(t) = (x1(t),...,x,(t)).

Hvis ty er et indre punkt i I og r er differentiabel i ty, d.v.s., hvis hver af

koordinaterne x+, ..., x, er differentiable i ty, da kaldes vektoren
4 (fo)
r'(to) = :
7, (to)

for hastighedsvektoren for kurveparametriseringen ity . Vi kalder laengden
af hastighedsvektoren for farten af kurveparametriseringen ity . En kurve-
parametrisering r : I — R™ siges at veere glat i et indre punkt ty, hvis den er
kontinuert differentiabel i et abent interval indeholdende ty og hvis r'(ty) # 0.
Vi siger, at en kurveparametrisering er glat, hvis den er glat i alle punkter.

Bemaerk, at hvis vi teenker pa hastighedsvektoren som en n x 1-matrix sa er den
praecis Jacobi-matricen for afbildningen r.

Parametriseringen (1.2) er glat i alle indre punkter undtagen punktet ¢ = 0.
De gvrige parametriseringer af cirklen, vi betragtede, er glatte i alle indre punkter.
Et eksempel pa en parametriseringen af cirklen, der er differentiabel, men ikke
glat i punktet t = 0, er givet ved

[—V27,V27] 5 t > (cos(t?), sin(t?)).

Denne parametrisering fremkommer i gvrigt af parametriseringen (1.2) ved repa-
rametriseringsfunktionen [—+v/2m, V27| 3 t — t|t| € [-27, 27].

Det bgr veere klart, at hastighedsvektoren ikke blot afheenger af kurven, men
af selve parametriseringen. Den samme kurve kan jo gennemlgbes hurtigt eller
langsomt. Pa den anden side, bgr det veere intuitivt forstaeligt, at den linie, der
udgar fra et givet punkt pa kurven og har hastighedsvektoren som tangentvektor,
faktisk kun afhesenger af kurven. Det er indholdet af den naeste seetning.

1.1.5 Lemma (Reparametriseringer og hastighedsvektorer)

Lad roh : I' — R" vare en reparametrisering af kurveparametriseringen
r: I — R", fremkommet ved en glat reparametrisering h. Da vil roh vere glat
i et indre punkt t af I', hvis og kun hvis r er glat i punktet h(t). I bekrseftende
fald vil hastighedsvektoren for r o h it vere parallel med hastighedsvektoren
forr i h(t).
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Bevis. Bemeerk forst, at h afbilder indre punkter i indre punkter (fordi interva-
lendepunkter afbildes i endepunkter). Lemmaet er en simpel konsekvens af kaede-
reglen.! Antag forst at r er glat i h(t). Da vil (roh) (t) = v/(h(t))(t). Altsa er
hastighedsvektoren for reparametriseringen blot ganget med skalaren h/(t), som
vi har antaget forskellig fra nul. Derfor er r o h glat i ¢ og hastighedsvektorerne
er parallelle.

Hvis omvendt roh er glat i t bruger vi blot, at h~!, har de samme egenskaber,
som h ogatr=(roh)oh L O

1.1.6 Definition (Tangentlinie for en glat parametriseret kurve)
Hvis kurveparametrisering r : I — R™ er glat i et punkt t, hvor r(ty) = p,
siger vi, at den parametriserede kurve i punktet p har en tangentlinie givet
ved parametriseringen

L(t) = r(ty) + ' (to) (t — to), L:R—R" (1.3)

Den givne parametrisering for tangentlinien atheenger af, den kurveparame-
trisering vi starter fra, men som konsekvens af Lemma 1.1.5 giver reparame-
triseringer af kurveparametriseringen samme tangentlinie L(R).

Bemaerk at tangentlinien her er givet ved en parametrisering defineret pa hele R.

34 101
2.54
8_
2_
—
1.54 6
l_
4_
0.5
-0.54 i
0 2 4 6 8

Figur 1.1: (a) Kurve med glat parametrisering og tangentlinie, (b) Kurve med to ikke-
glatte punkter

En mulig reparametrisering af (1.3) er givet ved

L'(t) = r(ty) +r'(to)t, L':R— R™ (1.4)

Keaedereglen 2. udgave Setning 9.14 i Funktioner af en og flere variable
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Eksempel 1.1.1 Figur 1.1a viser kurven
(x(t),y(t)) = (2t +sin(27t),t +cos(27t)), t€]0,2

samt tangentlinien i punktet (x(1),y(1)) = (2,2) som er givet ved parametrise-
ringen (fra (1.4)), Rot— (2+t(2+27m),2+1).

Leeseren bgr checke resultatet. Bemaerk at denne kurve skeerer sig selv. I disse
skeeringspunkter er der to tangentlinier, men hver af disse hgrer til forskellige
parameterveerdier.

Figur 1.1b viser kurven

(x(t),y(t)) = (\/iﬂt +sin(27t), V2t + cos(2 Wt)) . t€]0,2].

Kurveparametriseringen er differentiabel, men ikke glat i t = 3/8 og t = 11/8
svarende til de markerede punkter pa figuren. Man ser klart, at kurven heller ikke
har en tangentlinie i disse punkter.

De sidste begreber vi skal indfgre er simple kurver og simple lukkede kurver.

1.1.7 Definition (Simpel kurveparametrisering)
En kurveparametrisering r : [a,b] — R"™ kaldes simpel, hvis den er injektiv
pa intervallet [a, b]. Den kaldes simpel lukket, hvis den er injektiv pa [a, b] og

r(a) =r(b).

Den forste parametrisering i Eksempel 1.1.1 er ikke simpel, men det er den
anden.

For simple ikke-lukkede kurveparametriseringer r vil vi identificere kurven
med sporet, altsa punktmeengden r([a,b]). Det giver mening fordi, som vi skal
se 1 Setning 1.1.9, er alle simple kurveparametriseringer med samme spor fak-
tisk reparametriseringer af hinanden. For simple lukkede parametriseringer vil
vi ogsa identificere kurven med sporet, men startpunktet (de sammenfaldende
endepunkter) vil veere et specielt punkt pa kurven.

1.1.8 Lemma (Simpel kurveparametrisering har kontinuert invers)
Hvis r : [a,b] — R"™ er en simpel kurveparametrisering, vil den inverse (om-
vendte) funktion v~ : r([a, b]) — [a,b] veere kontinuert.

Hvisr : [a,b] — R™ er en simpel lukket kurveparametrisering, vil restriktionen
af parametriseringen til ]a,b[ have en invers® r=* : r(Ja,b]) —]a,b[, som er
kontinuert.

Vi tillader os at kalde den inverse r~!, selvom den kun er defineret pa r(]a, b[).
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Bevis. Beviset er naesten identiskt i de to tilfeelde. Vi giver det her for en simpel
lukket kurveparametrisering og overlader det til laeseren at gennemfgre beviset
for en simpel kurveparametrisering. Lad os kalde C" = r(]a, b[). Bemeerk at da r
er injektiv pa [a, b[, vil r(b) = r(a) € C".

Vi giver et indirekte bevis for kontinuiteten af r=!. Vi antager, at r=! ikke er
kontinuert i p € C'. Det betyder, at

Je>0V6>03geC : lp—q| <8 og |rp)—1r(q) >e.

Altsa kan vi finde € > 0, sa vi for alle n € N kan veelge en folge {p,}7>, 1 C’, sa

lpn—pll <1/n og 7' (p)—r ' (pn)| > e (1.5)

Vi satter t = r~1(p) og t, = v }(p,), for n = 1,2,.... Da vil t €]a,b| og
tn €la,b] forn=1,2,....

Vi vil nu vise, at der findes en delfplge {t,, }32,, sa t,, — ¢ nar n — oo,
hvilket jo er i modstrid med (1.5), som giver at |t —t,, | > ¢ for alle k.

For at vise eksistensen af en delfglge som angivet benytter vi os af Bolzano-
Weierstrass Szetning.? Den giver os, at der ihvertfald findes en konvergent delfplge
{tn, }32,. Der ma geelde, at limy_, t,, =t € [a,b]. Vi skal blot vise, at t' = t.

Da r er kontinuert, vil limy_, r(t,,) = r(t'). Pa den anden side ved vi, at

lim r(¢,) = limp, = p.
Vi konkluderer derfor, at r(t') = p = r(t). Dap € C" og r(a) = r(b) € C’, ser
vi, at ¢’ hverken kan veere a eller b og derfor er ¢’ €la, b[. Injektiviteten af r giver
derfor, at t' =t og vi har vist, at ¢,, — ¢t nar k — oo som pastaet. O

1.1.9 Seetning (Simpel kurve er karakteriseret ved sit spor)

Hvis rq : [a1,b1] — R™ og ry : [ag, bo] — R™ er simple kurveparametriseringer
med samme spor, findes der en reparametrisering h : [as, bs] — [a1,b1], sa
r's =110 h.

Hvis ry : [a1,b;] — R™ og ry : [ag,by] — R™ er simple lukkede kurvepara-
metriseringer med samme spor, som har samme startpunkt ry(a;) = ra(as),
findes der en reparametrisering h : ag, ba] — [aq,b1], sa ro =11 0h.

Bewvis. Vi betragter fgrst simple kurveparametriseringer. Vi ssetter simpelthen
h =r;'or,. Fra Lemma 1.1.8 er h en kontinuert injektiv funktion og den opfyl-
der, at h([az, bs]) = [a1, b1]. Det er ikke sveert at konkludere fra mellemveerdisaet-
ningen,® at h s& er strengt monoton (se opgave 1.7).

2Se Saetning 4.29 i Funktioner af en og flere variable
3Mellemveerdissetningen er Seetning 5.16 i Funktioner af en og flere variable
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For simple lukkede parametriseringer sikrer vores antagelse rq(a;) = ra(asg),
at r1(Jay, b1[) = ra(]as, ba[). Vi kan derfor igen definere h = r* oy, hvilket giver
en kontinuert injektiv funktion pa |ag, by[ med billede Jag,bi[. Igen kan vi fra
mellemvaerdisaetningen konkludere, at h er strengt monoton og yderligere at vi
kan udvide & til en kontinuert funktion fra [as, bo] pa [ay, by]. O

Vi burde ogsa have vist, at hvis r; og ry er glatte i alle indre punkter, sa er
reparametriseringsfunktionen A glat. Det er desveerre lidt mere indviklet, sa vi
udelader det her.

Vi skal nu se, hvordan man for simple kurver, kan give en alternativ beskrivelse
af orienteringen.

1.1.10 Szetning (Kontinuitet af enhedstangentvektorer)

Hvis r : [a,b] — R"™ er simpel eller simpel lukket og glat i alle indre punkter
|a, b], definerer vi en atbildning T, : C" — R™, hvor C" = r(]a, b]), pa fslgende
made. Hvis p = r(t), sactter vi

(1)
Ol

T.(p) =

Denne afbildning er da kontinuert.
Hvis ri fremkommer fra r ved en glat orienteringsbevarende reparametrise-
ring, har vi T, = T,. Pa den anden side, hvis r1 fremkommer fra r ved en
glat orienteringsvendende reparametrisering, har vi T\, = —T,..

Bevis. Da kurveparametriseringen er simpel er r injektiv pa ]a, b[, derfor vil der
til ethvert punkt p € C” findes et entydigt ¢ €]a, b[ sa p = r(t). Forskriften for T,
giver derfor mening.

Vi kan ogsa skrive

/ -1

Ty=——

[ o r=t]]
Kontinuiteten af T fglger derfor af Lemma 1.1.8.

Vi mangler at vise, hvordan T, &ndrer sig, hvis vi reparametriserer r. Lad
r; = roh, hvor h er en glat reparametrisering. Da vil v} (¢) = r/(h(¢))h'(t). Lad
p=ry(t) =r(h(t)). Da vil

r'(h(t ri(t) |h'(t
) = OO _ KO ]

[ (@) e @) A/ ()
Den sidste pastand i ssetningen fglger da umiddelbart af, at 2'(t) > 0 for en orien-
teringsbevarende glat reparametrisering og h'(t) < 0 for en orienteringsvendende
glat reparametrisering. 0
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1.1.11 Definition (Glatte simple kurver og enhedstangentfelter)

Lad C' = r([a,b]) veere billedmaengden for en simpel eller simpel lukket kur-
veparametrisering r, som er glat pa |a,b|. Hvis der findes en kontinuert af-
bildning T : C — R", sa T(p) = Ti(p) for alle p € C'" = r(]a,b]), kalder
vi kurven C' for en glat simpel eller glat simpel lukket kurve. Vi kalder
afbildningen T for et enhedstangentfelt for kurven.

Bemaerk at Lemma 1.1.10 kun sikrer eksistensen af et kontinuert enhedstan-
gentfelt pa C" = r(]a, b[). En simpel kurve er altsa glat, hvis enhedstangentfeltet
kan udvides kontinuert til endepunkterne. Det er ikke altid muligt, som det naeste
eksempel viser.

Eksempel 1.1.2 Betragt kurveparametriseringen
r(t) = (cos(t),sin(2t)), tel[—n/2,7/2].
Kurven er vist pa Figur 1.2. Kurven er simpel lukket (Laeseren bgr overbevise

sig om dette). Der kan ikke findes et kontinuert enhedstangentfelt pa hele kurven
For r'(—7/2) = (1,-2) og r'(7w/2) = (—1,—2) er ikke parallelle.

0.5

r(a) = r(b)
0

T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8

14

Figur 1.2: Kurven er simpel lukket, men ikke glat.

Enhedstangentfelterne for en glat simpel kurve er altsa preecis afbildningerne
beskrevet i Lemma 1.1.10 bortset fra, at de er udvidet til endepunkterne. Bemaerk
at vi kan karakterisere orienteringen af en glat simpel kurve ved enhedstangent-
felter. Vi vil bruge en analogi til dette for flader i nzeste afsnit.
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1.2 Flader

Vi studerer flader meget analogt til vores behandling af kurver, men vi vil ikke
ga i lige sa stor detalje her. Vi betragter kun flader indeholdt i R3.

1.2.1 Definition (Fladeparametrisering)

En fladeparametrisering er en kontinuert afbildning r : D — R3, defineret
pa en delmangde D C R?. Vi kalder billedmaengden r(D) for sporet af
fladeparametriseringen.

Bemaerk at vi for kurver betragtede afbildninger defineret pa intervaller, mens
vi her tillader afbildninger pa enhver delmaengde af R2. For at fa en bedre defini-
tion, burde man have specificeret egenskaber ved definitionsmeengden D, men det
springer vi over her, men vender tilbage til det, nar vi diskuterer glatte orienterede
flader nedenfor.

1.2.2 Definition (Reparametriseringer og parametriseret flade)

En reparametrisering af en fladeparametrisering r : D — R? er en ny
fladeparametrisering givet som en sammensat funktion roT : D' — R3, hvor
T : D' — D er en kontinuert funktion med kontinuert invers T~!: D — D’.
Vi siger, at reparametriseringstfunktionen T er glat, hvis den er kontinuert dif-
ferentiabel i alle indre punkter og dens Jacobi-matrix DT i alle indre punkter
er invertibel.®

Vi siger, at fladeparametriseringer, der fremkommer af hinanden ved repara-
metriseringer, repraesenterer samme parametriserede flade.

“Det folger da fra den nedenfor anfgrte Seetning 2.2.1 om inverse funktioner, at det
samme geelder for den inverse funktion.

Som for kurver vil vi generelt sige, at fladeparametriseringer, der ikke fremkom-
mer af hinanden ved reparametrisering, repraesenterer forskellige parametriserede
flader, ogsa selvom de matte have samme spor.
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1.2.3 Definition (Glatte punkter og normalvektoren)
Ladr : D — R3 veere en fladeparametrisering, som skrevet i koordinater har
formen

r(u,v) = (x1(u,v), xe(u,v), x3(u,v)) .

Hvis (ug, vg) er et indre punkt i D og r er differentiabel i (ug,vg), d.v.s., hvis
hver af koordinaterne w1, x9, x5 er differentiable i (ug, vy) da kaldes krydspro-
duktet

0 0
%(Uo,vo) %(Uo,vo)
61‘2 61‘2

N(uo, vo) = %(UO,UO) X %(Uo,vo)
0 0
%(Um Uo) %(Um Uo)

for normalvektoren for fladeparametriseringen i (ug,vg). En fladeparame-
trisering r : D — R™ siges at vaere glat i et indre punkt (ug,vo), hvis den
er kontinuert differentiabel i en aben kugle med centrum i (ug,vy) og hvis
N(ug, v9) # 0. Vi siger, at en fladeparametrisering er glat, hvis den er glat i
alle punkter.

Bemeerk at 3 x 2 matricen

0 0
%(Uo,vo) %(Uo,vo)
0 0

%(Um Uo) %(Um Uo)
8l’3 61‘3

—(U07 Uo) % (U07 Uo)

ou
praecis er Jacobi-matricen Dr(ug,vg) for afbildningen r i punktet (ug,vo). Hvis
normalvektoren N(ug, vg) # 0, vil sgjlerne i Dr(ug,vg) veere linesert uafhengige
og billedrummet (sgjlerummet for matricen) er en plan, hvis normalvektor netop
er N(ug, vp).

1.2.4 Lemma (Reparametriseringer og normalvektorer)

LadroT : D' — R? veere en reparametrisering af fladeparametriseringen
r: D — R3 fremkommet ved en glat reparametrisering T'. Da vil r o T' veere
glat i et indre punkt (u,v) af D', hvis og kun hvis r er glat i punktet T'(u,v).
I bekraeftende fald vil normalvektoren for r o T i (u,v) veere parallel med
normalvektoren for r i T'(u,v).

Bevis. Vi vil ikke her bevise, at T'(u,v) er et indre punkt i D. Det vil faktisk
vaere en konsekvens af Seetning 2.2.1 om inverse funktioner. Resten af lemmaet
fglger af Keedereglen.*

4Kzedereglen 3. udgave Seetning 9.36 i Funktioner af en og flere variable



1.2. FLADER 11

Antag forst at r er glat i T'(u,v). Da vil
D(roT)(u,v) = Dr(T(u,v))DT (u,v).

Vi vil forst benytte denne identitet til at konkludere, at billedrummet (sgjle-
rummet) for 3 x 2 matricen D(r o T')(u,v) er lig med billedrummet for 3 x 2
matricen Dr(T'(u,v)).

En vektor U € R3 ligger i billedrummet for D(r o T)(u,v), hvis der findes en
vektor V. € R? sa U = D(r o T)(u,v)V. Det fglger da af identiteten ovenfor, at
U = Dr(T(u,v)) (DT (u,v)V) og derfor er U ogsa i billedrummet for Dr (7T (u, v)).

Hvis omvendt U € R? ligger i billedrummet for Dr(T'(u,v)), findes der en
vektor V € R? s4 U = Dr(T(u,v))V. Da DT (u,v) er invertibel, har vi

D(roT)(u,v) (DT (u,v)"'V) = Dr(T(u,v))DT(u,v)DT(u,v)"'V
Dr(T(u,v))V =U.

Derfor er U ogsa i billedrummet for D(roT)(u,v) og vi har vist at de to billedrum
stemmer overens.

Normalvektoren for r i punktet T'(u,v) er krydsproduktet af de to sgjler i
Dr(T'(u,v)). Derfor er normalvektoren forskellig fra nul, hvis og kun hvis sgjlerne
er linesert uatheengige d.v.s., hvis og kun hvis billedrummet har dimension 2.
Desuden er retningen af normalvektoren for r i T(u,v) entydigt givet ved, at
normalvektoren er ortogonal pa billedrummet for Dr(7'(u,v)). Retningen af nor-
malvektoren for r o T' kan karakteriseres pa samme made ud fra denne matrix’
billedrum. Derfor konkluderer vi, da de to billedrum er ens, at roT er glat i (u, v)
med en normalvektor parallel med normalvektoren for r.

Hvis omvendt r o T er glat i (u,v), benytter vi blot at T—! har de samme
egenskaber som T O

Vi ved fra diskussionen af differentiabilitet af vektorfunktioner, at afbildnin-
gen,
U — Up 2
L(u,v) = r(ug,vo) + Dr(ug, vp) ( v — v ) : (u,v) € R (1.6)
er en god tilngermelse til funktionen r neer punktet (u,v). Vi ved praecis, at ingen
anden lineger afbildning, kan veere en bedre approksimation til r naer (ug, vy) end
L. Vi kalder derfor L(R?) tangentplanen i punktet r(ug, vo).

1.2.5 Definition (Tangentplan for glat parametriseret flade)

Lad r : D — R? veere en fladeparametrisering, der er glat i et indre punkt
(uo, vo), hvor r(ug,vg) = p. Vi siger da, at den parametriserede flade i punk-
tet p har en tangentplan givet ved parametriseringen (1.6) eller akvivalent
givet som planen gennem p med normalvektor N(ug, vg). Den givne parame-
trisering for tangentplanen afthaenger af, den fladeparametrisering vi starter
fra, men som konsekvens af Lemma 1.2.4 giver reparametriseringer af flade-
parametriseringen samme tangentplan L(R?).
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Vi kommer nu til begrebet en glat orienteret flade. Definitionen af dette
begreb er i hgj grad motiveret af definitionen af en glat simpel kurve i Defini-
tion 1.1.11. Forst definerer vi, hvilke meengder D de pageeldende fladeparametri-
seringer er defineret pa.

1.2.6 Definition (Elementaere domszener i planen)
Vi kalder en msengde D C R? for et elementzert domaene,® hvis den kan
skrives pa en af de folgende to mader.

D = {(z,y) |a<z<b u(z) <y <o)} (1.7)

eller
D = {(z,y) | c<y<d, v(y) <z <h(y)} (1.8)

hvor v,h : [c,d] — R eller u,o0 : [a,b] — R er kontinuerte funktioner, der
opfylder v < h pa |c,d| eller u < o pala,b|. (Her star v, h,u, o for henholdsvis
venstre, hgjre, under og over.) °

“Betegnelsen elementert domeaene er ikke standard i litteraturen.
*Disse maengder optraeder ogsé i Seetning 10.13 og Korollar 10.14 i Funktioner af en og
flere variable.

Disse elementeere domaener er ogsa vigtige for vores diskussion af flervariabel
integration i Kapitel 6.

y
A

Figur 1.3: Et elementaert domeene af typen (1.7)
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1.2.7 Bemaerkning (Randen af et elementzert domaene)

Randen 0D af et elementaert domaene® er foreningsmeengden af de maengder, der
kan skrives pa samme made som D, men med et af ulighedstegnene erstattet af
et lighedstegn. F.eks. for D af typen (1.7) far vi

0D =VUHUUUO, (1.9)

V = .y lr=a ue)<y<ola)) U={(zr,y)|a<z<b y=u)}
<y<o)} O={(xy)la<z<b y=ox)}

Her refererer V, H, U og O til henholdsvis venstre-, hgjre-, under- og oversiden
af randen.

1.2.8 Definition (Glat orienteret flade)
En glat orienteret flade er en delmaengde S C R?, som er billedmsengden
S =r(D) af en fladeparametrisering r : D — R3 med folgende egenskaber:

e fladeparametriseringen er defineret pa et elementzert domaene D.

e fladeparametriseringen er glat i alle indre punkter af D, d.v.s., pa
D\ oD.
e Parametriseringen r er injektiv pa det indre af D og
r(0D)Nr(D\ dD) = 0. (1.10)
e Der findes en kontinuert afbildning n : S — R3 kaldet et enhedsnor-

malfelt, sa n(r(u,v)) = N(u,v)/||N(u,v)| i alle indre punkter (u,v)
af D. Her er N(u,v) normalvektoren for parametriseringen r.

Vi siger at enhedsnormalfeltet definerer en orientering af fladen.

Denne definition kan veere ret sveer at forsta, men den kan motiveres ved at taenke
pa en flade som formet ved at folde et stykke papir og lime det sammen langs
kanten. Det flade papir er meengden D i planen og maden den bliver foldet pa,
er givet ved afbildningen r. Det stykke, der bliver limet, er en del af randen 0D.
Derfor er afbildningen ikke injektiv pa randen. At et kantstykke limes fast til et
andet kantstykke og altsa ikke til det indre udtrykkes i betingelsen (1.10).

5Generelt er randen af en meengde, den maengde af punkter der hverken er indre punkter i
maengden eller dens komplementaer maengde.
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1.2.9 Lemma (Kontinuert invers af fladeparametrisering)

Hvisr : D — R? er en fladeparametrisering, med egenskaberne givet i De-
finition 1.2.8, vil restriktionen af r til D \ 0D have en kontinuert invers
r':r(D\OD)— D\ oD.

Bewis. Beviset er identiskt med beviset for Lemma 1.1.8. O

1.2.10 Saetning (Kontinuitet af enhedsnormalvektorer)
Hvisr : D — R3 er en fladeparametrisering, med egenskaberne givet i Defi-
nition 1.2.8. Definerer vi en afbildning

n,:r(D\9dD) — R?
pa folgende made. Hvis p = r(u,v), saetter vi

N(u,v)

"0 NGl

hvor N er normalvektoren hgrende til r. Afbildningen n, er da kontinuert.

Beuvis. Beviset fglger af Lemma 1.2.9, da

N(r~(p))

" NG

O

Hvilke reparametriseringer, der bevarer retningen af n,, altsa orienteringen,
er diskuteret i Opgave 1.11.

Kravet om eksistensen af funktionen n i Definition 1.2.8, er altsa et spgrgsmal
om, hvorvidt n, kan udvides til r(9D).

1.2.11 Bemaerkning (Rand af flade og lukket flade)
Hvis parametriseringen r i Definition 1.2.8 er injektiv pa hele D, kalder vi 05 =
r(0D) for fladens rand.

Man kan vise, at denne definition ikke afheenger af parametriseringen. Hvis
altsd T : D — R3 er en anden parametrisering af S med egenskaberne i Defini-
tion 1.2.8, som er injektiv pa hele D, vil T(0D) = r(9D).

I den helt modsatte situation, hvor vi til ethvert punkt p pa fladen altid kan
finde en parametrisering r : D — R3, med egenskaberne i Definition 1.2.8, sa p
ikke ligger pa billedet af randen 0D af D, d.v.s. p € r(9D), siger vi, at fladen er
lukket.

Vi afslutter med, at betragte et par eksempler.
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Figur 1.4: Kugle med tangentplan

Eksempel 1.2.1 (Kuglefladen)

Kuglefladen med radius 1 kan parametriseres ved

cos(v) sin(u)
r(u,v) = | sin(v)sin(u) |,
cos(u)

hvor (u,v) € [0, 7] x [0, 27]. Se ogsa Definition 6.1.5 af sfeeriske koordinater. Den
givne parametrisering af kuglefladen er injektiv pa det indre af definitionsmeeng-
den. Billedet af randen 9D giver en halv storcirkel, som er vist pa Figur 1.4. Det
er klart, at vi ved at veelge en roteret parametrisering kan flytte billedet af ran-
den til et helt andet sted pa kuglen. Det passer med vores definition, af at denne
kugleflade er lukket. Bemaerk at man kan veelge et kontinuert enhedsnormalfelt
f.eks. det udadrettede enhedsnormalfelt, sa kuglefladen bliver en glat orienteret
flade. Det udadrettede enhedsnormalfelt er givet ved afbildningen

Xz

n(z,y,z)=1| vy
ya

restringeret til kuglefladen. Lad os beregne normalvektoren til parametriseringen

2

sin(u)? cos(v)

)
N(u,v) = % X % = | sin(u)?sin(v) | = sin(u)r(u,v).

cos(u) sin(u)

Da N(u,v) = sin(u)r(u,v) = sin(u)n(r(u, v)) i indre punkter (u,v) og sin(u) > 0
her, er n(r(u,v)) = N(u,v)/||N(u, v)]||.
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Den indadrettede enhedsnormal definerer ogsa et enhedsnormalfelt, hvilket
giver den anden mulige orientering af fladen.
Pa Fig.1.4 viser vi tangentplanen i punktet

r(r/4,7/2) = (0,V3/2,v/2/2).
For at finde dens parametrisering udregner vi

or —V2/2 or 0
%(T(/Zlaﬂ-/Q) = 0 ) %(T(/Zlaﬂ-/Q) = \/5/2
0 —V/2/2

Vi far da, at parametriseringen for tangentplanen er

0 —/2/2 0
Llu,v) = [ v2/2 | + 0 (w—m/2)+ | V2/2 | (u—n/4).
V2/2 0 —/2/2

Vi kan nemt finde ligningen for tangentplanen, da vi kender normalvektoren, som
jo er lig med r. Ligningen er altsa

AN R
7(?/‘7)*7(2‘7):0-

Laeseren bgr checke resultaterne.
Ikke alle flader kan orienteres. De mest bergmte eksempler pa dette er Mobius
band. Pa Figur 1.5 viser vi et Mobius band med parametriseringen

r(u,v) = (cos(u)(1 4 vcos(u/2)),sin(u)(1 + vcos(u/2)),vsin(u/2)),

defineret for (u,v) € [0,27] x [—1/2,1/2]. Leeseren ber ved at betragte figuren
forsgge at overbevise sig om, at man ikke kan definere et kontinuert enheds-
normalfelt for denne flade. Denne flade er ikke en glat orienteret flade. Man vil
normalt kalde den en glat flade, men det er lidt mere indviklet at definere, sa vi
vil undlade dette her.
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Figur 1.5: Mébius band

1.2.12 Grafer for funktioner af en og to variable

Vi skal nu se, at grafer for funktioner af en og to variable, som man skulle forvente,
virkelig er henholdsvis kurver i R? og flader i R3.

Grafen for en kontinuert funktion f : I — R defineret pa et lukket interval
I, er et eksempel pa en simpel kurve i R%. Husk,® at grafen er defineret som
maengden

{(z, f(2)) | z € I}.
Det er klart, at dette er en simpel kurve parametriseret ved

r(t) = (t, f(t)), tel.

Bemaerk at hvis f er kontinuert differentiabel i et abent interval omkring et punkt
t, sa er kurveparametriseringen glat i punktet ¢. Betingelsen r'(t) # 0 er nemlig
automatisk opfyldt, da r'(t) = (1, f(¢)). Tangentlinien til kurven i et punkt
(a, f(a)) har parametriseringen

L:tw (a,f(a))+ (t—a)(l,f(a)),

men denne linie har jo netop ligningen y = f(a) + f'(a)(z — a), svarende til
tangenten for grafen.”

Hvis f: U — R er en kontinuert differentiabel funktion defineret pa en aben
meengde U C R? og D C U er et elementeert domaene, vil grafen®

{(z,y, f(z,9)) | (2,y) € D}

veere en glat orienteret flade parametriseret ved

r(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € D.

6Se Definition 9.2 og Eksempel 7.2 i Funktioner af en og flere variable
"Se Eksempel 7.2 i Funktioner af en og flere variable
8Se Definition 9.2 i Funktioner af en og flere variable



18 KAPITEL 1. KURVER OG FLADER

Tangentplanen til grafen® i et punkt (o, o, f(0,%0)) er planen gennem punktet
(20, Yo, f(x0,yo)) udspeendt af vektorerne

1 0
or or 1
%(%,yo) = 8f 0 ) %(%,yo) - 8f
g(wo,yo) a_y(‘”myo)
Normalvektoren!'® bliver
1 0 L (20, 0)
0 1 _ 0
2 i )\ Ly | | oo
B 0 Y0 ay 7 1

Figur 1.6: Grafen for f(x,y) = <(x +1)° +y2> ((ac —1)° +y2) og tangentplanen i
punktet (6/5,0, f(6/5,0))

Grafen for en funktion er ikke den eneste geometriske repraesentation af funk-
tionen. En anden mulighed er niveaumeengderne.

1.2.13 Definition (Niveaumsaengder, -kurver og -flader)
Hvis f : A — R og A C R", definerer vi niveaumaengden L. C R" for f
hgrende til veerdien ¢ € R ved L.(f) = {x € A|f(z) = ¢}. I tilfeeldet n = 2,
taler vi om en niveaukurve og i tilfzeldet n = 3 om en niveauflade.

9Tangentplanen er defineret i Definition 9.3 i Funktioner af en og flere variable
10T Definition 9.4 i Funktioner af en og flere variable har normalvektoren modsat fortegn af
normalvektoren givet her.
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Figur 1.7: Niveaukurver

Man kan spgrge sig selv, om niveaukurver og niveauflader er kurver og flader i
den forstand, vi har defineret dem ovenfor. Svaret er, at der, til ethvert punkt
xog € L., hvor gradienten V f(zg) # 0, findes en aben mangde indholdende xy,
saledes at den del af niveaumeengden, der ligger indenfor denne abne maengde,
er en kurve, hvis dimensionen er n = 2 eller en flade, hvis dimensionen er n = 3
og i begge tilfeelde er der glathed i punktet xy. Dette resultat er en konsekvens
af seetningen om implicit givne funktioner, som vi kommer til i naeste kapitel, se
Bemaerkning 2.1.3.

Figur 1.7 viser samtidig grafen og nogle niveaukurver for funktionen

flay) = (z+1)*+97) (= 1)*+17).

1.2.14 Saetning (Gradienten er vinkelret pa niveaumaengder)

Lad f: A — R, ACR" Hvisr : I — R" er en kurveparametrisering, som
er glat i et indre punkt t og hvis spor r(I) er helt indeholdt i en niveau-
maengde for f, da vil hastighedsvektoren r'(t) vaere ortogonal pa gradienten
Vf(x(t)), hvis f er differentiabel i r(t). Man udtrykker ofte dette ved at sige,
at gradienten er vinkelret pa niveaumsengder.

Beuvis. Beviset er ganske simpelt. Da r(I) er indeholdt i en niveaumaengde for f, er
funktionen I 3 ¢t +— f(r(t)) konstant. Den har derfor afledet 0. Fra Keedereglen'!
konkluderer vi, at V f(r(t)) - r'(¢) = 0. O

N Qetning 9.14 i Funktioner af en og flere variable
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1.3 Opgaver til Kapitel 1

1.1 Opgave

For folgende kurveparametriseringer skal man tegne sporet, vise, at parametrise-
ringen er glat i det givne punkt ¢g og finde en parametrisering for tangentlinien
i det tilsvarende punkt pa sporet.

(a) Cycloide: r(t) = (t —sin(t),1 — cos(t)), t € [0,4n], to = 7/4.

(b) Archimedes’ spiral: r(t) = (t cos(t), tsin(t)), t € [0, 27], to = 7.

(c) Logaritmisk spiral: r(t) = (e cos(t), e’ sin(t)), t € [0,27], to = 7.
)

(d) Helix: r(t) = (cos(t),sin(t),t), t € [0,27], to = 7/4.

1.2 Opgave
Bestem i hvilke indre punkter parametriseringen for Cycloiden,

r(t) = (t —sin(t), 1 — cos(t)) t € [0, 4],

ikke er glat.

1.3 Opgave
Lad a,b > 0. Find en parametrisering for ellipsen

xQ y2
{en S5 -1}

Argumenter for at det er en glat simpel lukket kurve og giv en forskrift for de
mulige enhedstangentfelter.

1.4 Opgave

Tegn niveaukurver for folgende funktioner
(a) flz,y) =z +y (c) fz,y) ==y
(b) flz,y) =a"+y*

1.5 Opgave
For fglgende funktioner skal man bestemme samtlige kritiske punkter, klassificere
dem og beskrive opfgrslen af niveaukurverne i nserheden af de kritiske punkter.
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() fla,y)=2"—y
(b) f(z,y) = 22" + 3y*

(©) flz,y) = ((x+1)* +4?) ((x — 1)* +y?) (se Figur 1.6 og 1.7).

1.6 Opgave

Vis ved et eksempel, at der kan findes lukkede simple parametriseringer r; :
[ay, b1] — R? og 3 : [ag, by] — R? af enhedscirklen, som ikke er reparametriserin-
ger af hinanden. Vink: veelg dem sa ri(a;) # ra(az).

1.7 Opgave
Vis at en kontinuert injektiv afbildning A : [a,b] — R er strengt monoton.

Vink: Der ma enten geelde h(a) < h(b) eller h(a) > h(b). Antag det forste
tilfeelde. Lad a < x7 < 9 < b. Man skal vise, at h(z;) < h(z2). Antag modsat
at h(xy) > h(zy) (man kan ikke have h(z1) = h(xq), da h er injektiv). Benyt nu
mellemvaerdisaetningen til at vise, at dette er i modstrid med injektiviteten.

1.8 Opgave

Find en parametrisering af cylinderen {(x,y,z) | 2> +y* =1, 0 < z < 1} og find
en ligning for tangentplanen i punktet (v/2/2, —v/2/2,1/2). Argumenter for, at
man kan finde et enhedsnormalfelt, sa fladen bliver en orienteret glat flade.

1.9 Opgave
Fladen parametriseret ved

r(u,v) = (cos(u)(2 4+ cos(v)), sin(u)(2+ cos(v)), sin(v)), (u,v) € [0,27] x [0, 27]
er et eksempel pa en torus.
(a) Tegn fladen f.eks. ved brug af Maple.

(b) Argumenter for, at man kan veelge et kontinuert enhedsnormalfelt, sa fladen
bliver en glat orienteret flade.

(c) Vis at fladen er lukket.
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1.10 Opgave
Lad a,b,c > 0. Find en parametrisering af ellipsoiden

xQ y2 22
{('ruyaz> \ §+§+g:1}

og find en parametrisering og en ligning for tangentplanen i punktet (% AL %)
Find et udtryk for det udadrettede normalfelt og argumenter for at fladen er en
orienteret glat lukket flade.

1.11 Opgave
(a) Lad A veere en 3 x 2-matrix og B en 2 x 2-matrix. Lad vy, vy vaere sgjle-
vektorerne i A og wq, wy veere spjlevektorerne i AB. Vis at

w; X Wy = det(B)vy X va.

(b) Benyt formlen i (a) til at vise, at reparametriseringer 7' med det DT (u,v) <
0 i et indre punkt (u,v) har den effekt, at normalvektoren hgrende til den
nye parametriseringen i dette punkt har modsat retning af den oprinde-
lige normalvektor, mens reparametriseringer 7' med det DT'(u,v) > 0 ikke
egendrer retningen af normalvektoren.



Kapitel 2

Implicit givne og inverse
funktioner

2.1 Implicit givne funktioner

I lineser algebra har vi leert meget om at lgse linesere ligningsystemer og om
strukturen af lgsningsmeengden. Specielt ved vi, at hvis vi har flere ubekendte
end ligninger vil visse at disse ubekendte variable kunne betragtes som frie og de
gvrige, ofte kaldt de ledende variable, kan udtrykkes ved de frie variable.

Vi skal nu se, hvordan man i en vis meget begraenset udstreekning kan gene-
ralisere dette billede til et generelt ikke-linesert ligningssystem. Vi skal betragte
m ligninger i m + n variable.

Givet m funktioner fi, fo, -, fr, : R""™ — R og en lgsning

(a’la a2, -+, Ap, bla b27 T bm) < Rn+m
til ligningerne

fl(xlax%"'7xn7y17y27“'7ym> = 07
f2(x17x27"'7xn7y17y27“'7ym> = 07

f3($17$27“‘>$n>?/17927“‘7?/m) = 07

fm(xlax%"'7xn7y17y27“'7yWL> = 0.

Under hvilke omsteendigheder kan vi finde funktioner hq, hs, -, h,, af de n
variable xy, xo, - - -, x,, saledes at
hi(ay, ag, -+, a,) = b
0g

fi(xhx% o '7xn7hl<x17 T '7xn)7h2<x17 T 73:11)7 o '7hm<x17 T 73:11)) =0

23
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for alle i = 1,2,---,m, og for alle (z1, 29, +,x,) i en omegn af (ay,as, -, a,)?
Vi har jo m ligninger, og hvis vi betragter x;’erne som kendte, kan vi jo have
begrundet hab om, ved hjalp af ligningerne at kunne fastleegge de sidste m va-
riable som kontinuerte funktioner af x1,zs,---,z,. En mere komprimeret made
at formulere dette sporgsmal pa er flg. : Givet en funktion F© : R"*™ — R™
(svarende til

F(xlv"'aym) = (fl(xla"'7ym)7f2(x17"'7ym)7"'7fm(x17"'7ym))) )

og vektorer a € R™ og b € R™, som opfylder at
F(a,b) = 0

(svarende til a = (ay, as, -+, a,) og b = (by, by, -+, by)), hvornar kan man finde
en kontinuert funktion A, defineret i en lille kugle omkring a, saledes at h(a) = b,
0og
F(z,h(z)) = 0
for alle z i denne lille kugle?
Det er preecist denne situation den generelle version af seetningen om implicit
givne funktioner udtaler sig om.

2.1.1 Seetning (Implicit givne funktioner—generel version)
Lad U C R™"™ vere en aben meengde og F : U — R™ veaere en kontinuert
differentiabel funktion med koordinatfunktionerne

F(.Z’,y) = (Fl('r7y)7F2<xay)7"'7FWL(3:7y)) ) T GRH’ yeRm .

Antag ata € R", b € R™ opfylder (a,b) € U, F(a,b) = 0 og at determinanten

aFl aFl 8F1 aFl

8—g/1(a’ b) a—y2(a7 b) 8—343(a’ b) - 8y—m(a’ b)

8F2 8F2 8F2 aFQ

200 T2ah) S(ah) e o2 (ah

o (a,6) Yo (a,0) Y3 (a,0) 5‘ym(a ) £ 0
oF,, oF,, 0F,, oF,,

a—yl(a, b) a—w(a, b) a—yg(a, b) 6y—m(a’ b)

Sa findes en aben kugle, Bs, (a) C R™ med radius 6, > 0 og centrum i a og en
aben kugle, Bs,(b) C R™ med radius 6 > 0 og centrum i b samt en kontinuert
differentiabel funktion H : Bs,(a) — Bs,(b), sa vi for alle x € Bs,(a) har

y € Bs,(b), F(z,y)=0 <« y=H(x).

Specielt er H(a) = b.
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Vi skal ikke give beviset for denne szetning her. Fra lineser algebra vides at kravet
i ssetningen om, at determinanten af

aFl 3F1 8F1 aFl
8—3/1(&’ b) a—w(a, b) a—yg(a, b) 6y—m(a’ b)
8F2 8F2 8F2 aFQ
8—3/1<a’ b) 3—?/2(a’ b) a—yg(a, b) .- 6y—m(a’ b)
Pontat) T 0y Dmgay o I

oy 9ys 9ys Y
skal veere forskellig fra 0, er sekvivalent med at forlange, at denne m X m-matrix
er invertibel. Vi overlader det til leeseren at overbevise sig om, at det i tilfzeldet,
hvor F' er en linezer funktion, preecis betyder, at x,...,x, er frie variable og
Y1, .-, Ym er ledende variable i ligningssystemet F'(z1,...,Zp, Y1, Ym) = 0.

2.1.2 Szetning (Tilfaeldet m = 1 og implicit differentiation)

Lad U C R™! vare en aben maengde og lad f : U — R vare en
kontinuert differentiabel funktion, som vi skriver f(xy,...,z,,y). Antag at
(a1,...,an,b0) €U, f(ai,...,a,,b) =0 og at den partielt afledte

0
8—yf(a1,...,an,b)7£0.

Da findes en aben kugle, Bs,(a) C R™ med radius §; > 0 og centrum i a og
et abent interval, |b — d3,b + d5 af leengde 202 > 0 med centrum i b samt en
kontinuert differentiabel funktion h : Bs,(a) —]b — 02, b + 03], sa vi for alle
(x1,...,2,) € Bs,(a) har

Yy €lb— 02,0+, f(x1,...,2n,y) =0y ="h(x,...,2,).

Specielt er h(ay,...,a,) = b. Desuden gelder for (z1,...,x,) € Bs,(a), at

of
oh _8—@(561,---,xn,h(fclv---v%»

(2.1)

— (T, xn) =
0L 0
x] 6_25(1‘1"“’xn’h(xh“"xn))

Bevis. Eksistensen af h folger fra Seetning 2.1.1. Vi mangler blot at vise (2.1).
Hvis vi benytter at f(xy,...,2n, h((z1,...,2,))) = 0for alle (z1,...,z,) € Bs,(a)
far vi fra Keedereglen,! at

0 = %(f(ajl,...,xn,h(:cl,...,xn))>

1Se Funktioner af en og flere variable Seetning 9.14.
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0
— 8—3{; (X1, s Tp, b (2, 20)) +
0 oh
8—5@1, ey Ty h(Ty, ,xn))a—%(xl, Cey Tp).

Ligning (2.1) folger ved at lgse for % ovenfor. Bemeerk, at man kan antage, at
J

kuglen By, (a) er valgt sa neevneren i (2.1) ikke er 0. Det er fordi neevneren er
kontinuert, da f er kontinuert differentiabel og h er kontinuert, og nsevneren per

antagelse ikke er 0, nar (xy,...,x,) = (ay, ..., a,). O
Bemaerk at man kan benytte (2.1) til at bestemme %(al, ...,a,) da man

J
ved, at h(aq,...,a,) = b. Man finder altsa de partielt afledte af h, selvom man

faktisk ikke kender funktionen fuldsteendigt neer a. Man taler derfor om implicit
differentiation. Man benytter ofte en notation, hvor man udelader h og skriver y =
y(z1,...,2,). Beviset for implicit differentiation felger da fra den mere kompakte
udregning

_ 9 _of of Ay
0= o, (f(x1,... 20, y)) = axj(xl,...,xn,y)—i- ay(:cl,...,:cn,y)axj.

a=-d, a a+y, x

Figur 2.1: Tlustration af seetningen om implicit givne funktioner. Niveaukurven for
f(x,y) er identisk med grafen for h indenfor meengden Ja — §1,a + d1[x]b — d2,b + 2],
hvis g—g(a,b) # 0.

2.1.3 Bemeerkning (Niveaukurver/flader er kurver/flader)

Lad a € L.(f) € R™ vaere et punkt pa en niveaumaengde for en kontinuert
differentiabel funktion f af n variable, hvor V f(a) # 0. Da vil mindst en af de
partielt afledte % f(a), j=1,...,n veere forskellig fra nul. Vi kan for nemheds
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skyld antage, at % f(a) # 0. Det folger da fra Seetning 2.1.2 om implicit givne
funktioner, brugt pa funktionen = — f(z) — ¢, at der findes 61,9, > 0 og en
kontinuert differentiabel funktion

h: Bs (a1, ... ,a,1) —]ay, — 92, an + 2],
sa der for alle (z1,...,2,1) € Bs,(a1,...,a,_1) geelder, at
Ty €Elan — G0, + 02,  f(T1,...,xn_1,2,) =CcS xpy = h(T1,...,Tp_1).

(Bemaerk at vi for kaldte a,, for b.) Denne pastand siger simpelthen, at meengden

By, (a1, Gn1) X Jan — 83, an + 2] (] Le(f)

er grafen for funktionen h (se Figur 2.1). I tilfeeldet n = 2 ved vi, at denne graf
er en kurve og i tilfaeldet n = 3, at den er en flade.

Eksempel 2.1.1 Lad

F(z,y) = sin(zy) —y .
Da x = 7/2 og y = 1 lgser ligningen sin(zy) —y = 0 har vi at F'(7/2,1) = 0.
Desuden er

OF
8—y(x’y) = cos (zy)z — 1,
sa %—5(7‘(‘/2, 1) = —1 # 0. Vikan derfor bruge Szetning 2.1.2 til at konkludere, at

der findes et € > 0 og en kontinuert differentiabel funktion h : |r/2—e€,7/2+€¢[ —
R som opfylder at h(7/2) = 1 og

sin(zh(x)) = h(z) , z€]n/2—¢€,m/2+ €.

Desuden vil

g — _%—f(x, h(x)) _ cos (zh(z)) h(z)
Wz) = %—g(x,h(:c)) ~ cos(zh(z)z—1"

Da h(m/2) = 1 har vi at h/(7/2) = 0. Da h er kontinuert differentiabel ser vi
fra udtrykket for A'(x), at b’ ogsa er kontinuert differentiabel i naerheden af /2
(saleenge cos (zh(x)) z — 1 # 0). D.v.s. at h er to gange kontinuert differentiabel.
Vi kan beregne
B (z) (sin (zh (z)) h (z) z + cos? (zh (z)) © — cos (zh (z)))

(cos (xh (z)) x — 1)°

sin (zh (2)) h (z)* — cos? (zh (x)) h (2)

N (cos (zh (z))z — 1) .

Hvis vi benytter h(7/2) = 1 og h'(7w/2) = 0 finder vi h"(7/2) = —1. Pa samme
made kan man se, at h er vilkarligt ofte kontinuert differentiabel i naerheden af
7/2 og man kan beregne alle de hgjere afledte af h i 7/2.

h”(ZL‘) —
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2.2 Inverse funktioner

Det er velkendt,? at hvis en funktion f af en variabel har en invers eller omvendt
funktion g = f~1 og f er differentiabel i a og g er differentiabel i f(a), da vil

1
~ J'(a)

Vi skal nu benytte Seetning 2.1.1 om implicit givne funktioner til at vise et endda
mere generelt resultat for funktioner af flere variable.

g'(f(a)) : (2.2)

2.2.1 Saetning (Seetningen om inverse (omvendte) funktioner)
Lad F : U — R" vaere en kontinuert differentiabel funktion defineret pa en
aben maengde U C R™. Antag at der i punktet a € U geelder, at

det DF(a) # 0, (2.3)

altsa, at Jacobi-matricen® i a er invertibel.
Der findes da 6,,9o > 0 og en kontinuert differentiabel funktion

G : By, (F(a)) — Bs,(a),
sa der for alle y € By, (F(a)) geelder
x € Bs,(a), y=F(z)&z=G_Gy). (2.4)
Man udtrykker dette ved, at F' i naerheden af a har en invers G defineret naer
ggz{den geelder, at Jacobi-matricen DG(F(a)) er givet ved
DG (F(a)) = DF(a)™". (2.5)

Bemeerk at i tilfaeldet af en variabel reducerer denne relation simpelthen til

(2.2).

2Se Definition 9.32 og Seetning 9.33 i Funktioner af en og flere variable

Bewis. Videfinerer funktionen F : U xR"™ — R" ved F(z,y) = F(z)—y. Meengden
af punkter (z,y), hvor y = F(z) kan udtrykkes som F(z,y) = 0. Vi vil benytte
Saetning 2.1.1 pa funktionen F.

Da vi gnsker at udtrykke x som funktion af y, spiller  og y de omvendte roller
her sammenlignet med Saetning 2.1.1. Vi bemeerker, at antagelsen (2.3) svarer til
antagelsen om, at determinanten er forskellig fra 0 i Seetning 2.1.1. Eksistensen
af G er da en direkte konsekvens af denne saetning.

2Se Afsnit 7.2 i Funktioner af en og flere variable.
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Vi mangler blot at vise (2.5). Da F' er kontinuert, findes der et § > 0sa 0 < 9
og
|z —al|l <= ||F(z) — F(a)| <.

For alle z sa ||z — a|| < § geelder derfor, at y = F(x) € Bs,(F(a)). Vi kan derfor
benytte (2.4) til at konkludere, at

G(F(z)) = x.

Hvis vi benytter Kaedereglen for vektorfunktioner® finder vi, da Jacobi-matricen
for identitetsafbildningen = +— x er identitetsmatricen I, at

DG(F(a))DF(a) =1,
hvilket giver (2.5). O
Eksempel 2.2.1 Betragt funktionen F': R? — R? givet ved
F(z,y) = (exp(x) + yz,sin(y) + z?).

Vi gnsker at vise, at F' neer (x,y) = (0,0) har en invers G defineret neer F'(0,0) =
(1,0) og at finde DG(1,0). Vi udregner

Derfor er determinanten |DF(z, y)| = (exp(x)+y) cos(y) — 222 og | DF(0,0)| = 1.
Eksistensen af G fglger af Seetning 2.2.1 og ligeledes finder vi, at

peo=oroo = (1) = (3 ).

2.3 Opgaver til Kapitel 2

2.1 Opgave
Gor rede for, at der findes et ¢ > 0 og en kontinuert differentiabel funktion
f:]—¢€¢€[— R, saledes at f(0) =0, og

e’ @ cos(z) = cos?(f(z)) , z€]—¢€¢€l.

Find desuden f(0).

31 Funktioner af en og flere variable er det Szetning 9.36 (3. udgave af kaedereglen).
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2.2 Opgave
Gor rede for, at der findes et ¢ > 0 og en kontinuert differentiabel funktion
v: ]l —€ 1+ e[— R, saledes, at p(1) = 0 og

2

@ = gzl —el+¢l.

Bestem desuden ¢'(1). Argumenter for at ¢ er to gange kontinuert differentiabel
naer 1 og find ¢”(1).

2.3 Opgave
Gor rede for, at der findes et ¢ > 0 og en kontinuert differentiabel funktion
1] — €, ¢[— Rsaledes at ¢(0) = 0 og

In(z+¢(x)+1)+1= cos(p(z)), €| —e€¢€l.
Bestem desuden ¢’(0).

2.4 Opgave
Ggr rede for at der findes en aben kugle B omkring punktet (1,0) i R? og en
kontinuert differentiabel funktion h: B — R sa h(1,0) = 0 og

Ty exp(x1h(21, 29)?) = o1h(21, 29).
Bestem desuden 2(1,0) og g—g(l,O).

1

2.5 Opgave
Gor rede for at der findes et € > 0 og to kontinuert differentiable funktioner
frg:]l—€1+¢[— R, saledes at f(1) = 1, g(1) =7, og

2f(@)sin(g(@) = f(2) , cos(g@) = F@P -1,
for alle x €]1 — ¢, 1 + ¢[. Bestem desuden f’(1) og ¢'(1).

2.6 Opgave
Gor rede for at der findes et € > 0 og to kontinuert differentiable funktioner
f,9:]—¢€¢€[— R, saledes at f(0) = ¢(0) = 0 og

O cos(g(a) = 21, () —gla) = o |
for alle x €] — ¢, ¢[. Bestem desuden f'(0) og ¢'(0).

2.7 Opgave
Bevis Saetning 2.2.1 direkte for funktioner af én variabel, altsa i tilfseldet n = 1.4

4Vink: Benyt Ssetningerne 5.23, 7.8 og 7.14 i Funktioner af en og flere variable.
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Ekstremum under bibetingelser

Vi skal i dette kapitel se en metode til bestemmelse af max og min for en funktion
f defineret pa niveaumeengden for en anden funktion g. Man taler om at finde
ekstremum for f under bibetingelsen g = c.

Lokale ekstremumspunkter! i det indre af definitionsmaengden for en differen-
tiabel funktion f, er som bekendt ngdvendigvis kritiske punkter,? altsa punkter
xg, hvor V f(zy) = 0.

Punkter pa en niveaumaengde er dog generelt ikke indre punkter og det
ovenstaende resultat kan derfor ikke benyttes til bestemmelse af ekstremums-
veerdier under en bibetingelse.

Et eksempel pa ekstremum under bibetingelse er at finde max og min for
f(x,y) = 22y pa meengden {(x,y) | 22 + y* = 4}. Her er funktionen

gz y) = 2* + 4%
En mulig metode er at parametrisere niveaukurven ved
(x,y) = (2cos(t),2sin(t)), t € |0,27].
Problemet er da reduceret til at finde max og min for funktionen

t +— 8cos(t) sin(t).

Det overlades til laeseren at gennemfgre beregningerne.?
Vi skal her beskrive en anden metode, der kan benyttes, ogsa nar det ikke er

nemt at finde en parametrisering af niveaumaengden.

'Se Definition 7.15 i Funktioner af en og flere variable.

2Seetning 9.21 i Funktioner af en og flere variable giver dette resultat for funktioner af to
variable, men det er helt det samme for funktioner af flere variable.

3Eller se Eksempel 9.18 i funktioner af en og flere variable.
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3.1 Lagranges Metode

3.1.1 Saetning (Lagranges metode)

Lad U C R"™ vare en aben maengde. Antag at f,g : U — R er kontinuert
differentiable funktioner. Hvis a = (a4, ..., a,) er et lokalt ekstremumspunkt
for funktionen f pa niveaumengden L.(g) = {z € U| g(z) = ¢} og hvis
Vg(a) # 0 da findes et A € R sa

Vf(a) = AVg(a).

Man kalder X for den Lagranske multiplikator .

Bewvis. Viviser dette resultat ved at bruge ssetningen om implicit givne funktioner
Seetning 2.1.2.

Da Vg(a) # 0 vil mindst én af de partielt afledte (%’J_(a),j =1,...,n veere
forskellig fra nul. Der ggr ingen forskel, hvilken der er forskellig fra nul, sa vi
antager for nemheds skyld, at

9y
0.
or. (a) #
Det fglger da fra Seetning 2.1.2, at vi kan finde en aben kugle B C R~ med
centrum i (ay,...,a,_1) og en kontinuert differentiabel funktion h : B — R sa
h(ay,...,an_1) = a, og

g(z1, .., Tpo1, h(xy, ... 20 1)) —c=0.

Desuden ved vi ved implicit differentiation, at for j = 1,...,n — 1 geelder
9]
oh 8—5(1'1,...,l‘n_l,h(l‘l,...,l‘n_l))
a—(.’,lfl,...7$n,1):— a] (31)
SC]' q h
o (xla vy Tp—1, (xla ) xn—l))
Da funktionen f har et lokalt ekstremum i a = (aq, . .., a,) under bibetingelsen

g = ¢, konkluderer vi, at der geelder, at funktionen

k’([L‘l, P ,IL’n_l) = f(l'l, ey Tp—1, h(fL‘l, P ,ZL‘n_l))

har et lokalt ekstremum i punktet (ay,...,a,_1). Bemerk, at funktionen k er
defineret pa kuglen B og punktet (aq,...,a,_1) er et indre punkt i denne kugle.
Derfor er der ikke leengere nogen bibetingelse. Den er indbygget i funktionen h.
Vi konkluderer derfor, at (ay,...,a,_1) er et kritisk punkt for k, d.v.s.

Vk(al, Cey an,l) =0.
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Ved brug af Keedereglen* kan vi udtrykke de partielt afledte af & som

Ok 0
8—33]-(3:17 Ce 7371171) = a—é(l’l, ey Tp—1, h(.ﬁCl, Ce ,.Tnfl))
0 oh
+8{[1‘j}; (.ﬁlﬂ'l, ey Ip_1, h(l‘l, e ,$n,1))a—%(x1, P ,l‘nfl),
for j=1,...,n—1. Da (ay,...,a,_1) er et kritisk punkt for k, finder vi derfor,
at
aof of Oh
97 Ly, ay ) =0, 2
)+ @) g ) (32
hvor vi har udnyttet, at a = (a1, ..., a1, h(as, ..., an,_1)).
Vi definerer nu
o
A=Gin (3.3)
g
. (@)
Vi ser da ved indsaettelse af (3.1) 1 (3.2), at
of 9y
24 (a) = \=L
@) = 5@,
for alle j = 1,...,n — 1. Da denne ligning ogsa gealder for j = n, hvor den jo er
aekvivalent med definition (3.3) af A, folger det gnskede resultat. O

Ligningen V f = AVg udtrykker at de to gradienter V f og Vg er parallelle. Da
gradienterne er vinkelret pa niveaumengder (se Seetning 1.2.14), kan det ogsa
udtrykkes ved, at niveaumaengderne for f og g er tangentielle i ekstremalpunkter
for f under en bibetingelse givet ved g.

Eksempel 3.1.1 Vi vender nu tilbage til problemet, om at finde max og min for
f(x,y) = 2zy pa meengden {(z,y) | 22 + y* = 4}. Vi saetter g(z,y) = 2% + y°.
Ifglge Lagranges metode er de mulige kandidater, de punkter (z,y), som opfylder
g(z,y) = 4 og hvor enten Vg(z,y) =0 eller Vf(x,y) = AVg(z,y).

Da Vg(z,y) = (2z,2y), er det klart, at (0,0) er det eneste punkt, hvor
Vg(z,y) = 0. Da (0,0) ikke ligger i meengden {(z,y) | 2* + y? = 4}, er det
nok at betragte lgsninger til V f(x,y) = AVg(z,y). Da Vf(z,y) = (2y, 2z) skal
vi lgse ligningerne

2y = A2z, 22 =)y, x*+y’=4

Det er ikke altid nemt at lgse de ligninger der fremkommer ved brug af Lagranges
metode. Der er ikke en generel fremgangsmade, man kan bruge i alle tilfaelde. Man
ma prove sig frem.

4Se Funktioner af en og flere variable Ssetning 9.14.
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Her bemeerker vi fgrst, at hvis x = 0 sa er y = 0 og omvendt, hvis y = 0 sa
er x = 0. Da (z,y) = (0,0) ikke er en mulig lgsning, konkluderer vi, at hverken
x eller y er 0 og derfor er xy # 0. Ved at multiplicere de to fgrste ligninger, ser
vi, at dyr = AN%4yx og da xy # 0 ma A = 1. De to forste ligninger giver da
r = +y. Fra den sidste ligning ser vi sa, at 22> = 4 eller = /2. De mulige
kandidatpunkter er derfor

(V2,v2), (V2,-v2), (—V2,v2), (—V2,—V?2). (3.4)
De tilsvarende veerdier er
FV2,V2) =4, f(V2,—V2) = -4, f(—V2,V2)=—4, f(—V2,—V2)=4

I Figur 3.1 har vi vist kurven z? + y* = 4 samt niveaukurverne for f gennem
punkterne i (3.4). Man ser at niveaukurverne for f (hyperblerne) er tangentielle
til kurven svarende til bibetingelsen (cirklen).

Figur 3.1: Niveaukurver for f(z,y) = 22y og kurven 22 + 32 = 4

Man kan spgrge sig selv om, hvad der sker, hvis der er flere bibetingelser? Altsa
hvis man skal finde ekstremumspunkter for en funktion f ikke kun under en,
men flere bibetingelser g1 = ¢i,...,9m = Cn. Svaret er, at man istedet for at fa
en ligning med blot en Lagransk multiplikator nu far fglgende ligning med m
Lagrangske multiplikatorer \i, ..., A\,

Vi(x)=MVag(z)+ ...+ A Vgm(z).

Vi skal ikke komme mere ind pa det her.
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3.2 Opgaver til Kapitel 3

3.1 Opgave

For de folgende funktioner skal man finde lokale extremumspunkter under de
givne bibetingelser og afggre om der er tale om globale ekstremumspunkter (sta-
dig givet bibetingelserne).

(a) flz,y,2) =2 —2y+z  2*+y’+2°=1
(b) flz,y,2) =2 +3y° +2°, z4+y+z=1

(c) flz,y,2) = zyz, 4yt 42 =1

3.2 Opgave
(a) Vis at funktionen f(z,y,2) = 2zy + z har en stgrste- og en mindstevaerdi
pa kuglen {(z,y,2) | 2* +y? + 2* < 1}.

(b) Find sterste- og mindsteveerdi for ekstremumsproblemet i (a).

3.3 Opgave
Find sideleengderne i den rektangulaere kasse, hvor summen af sidelaengderne er
10 og rumfanget er sa stort som muligt.

3.4 Opgave
Find stgrste- og mindsteveerdi for funktionen f(z,y) = 2 + 2z — y* pa meengden
{(z,y) | 2* +4y* < 4}°

3.5 Opgave
Find stgrste- og mindsteveerdi for funktionen f(z,y) = z? + xy +y* pa meengden

{(z,y) | 3%+ 39* < 1}.

3.6 Opgave
Find den korteste afstand fra meengden {(z,y, 2) | 2>+ 2y +y*+ 22 = 1} til origo
0,0,0).

®Sammenlign med opgave 374 (a) i Funktioner af en og flere variable.
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Kapitel 4

Differentialligninger

4.1 Generelle betragtninger og sprogbrug

Differentialligninger dukker op i mange sammenhaenge som beskrivelser af, hvor-
dan et system udvikler sig i tidens lgb. Specielt vigtige er anden ordens differen-
tialligninger i fysik og teknik som fglge af Newtons anden lov, der jo handler om
acceleration, d.v.s. den anden afledte med hensyn til tiden.

En (ssedvanlig) differentialligning er en ligning, hvor den ubekendte er en
funktion v : I — R af en variabel defineret pa et abent interval I. I den mest
generelle type differentialligninger vi betragter, er den m’te afledede u(™ af u
udtrykt ved alle de lavere ordens afledede

u™(t) = F(t,u(t),u'(t),...,u™ D), tel, (4.1)

hvor I er et abent interval og F' er en generel funktion defineret pa en maengde
I x A, hvor A C R™. Vi kalder en sadan ligning for en m’te ordens (sedvan-
lig) differentialligning (pa Engelsk kaldes den en Ordinary Differential Equation
forkortet ODE). Man vil ofte betragte en sadan differentialligning sammen med
sakaldte begyndelsesbetingelser i et punkt t, € I. Begyndelsesbetingelserne er
funktionsveerdierne af u(tg), u'(to), . . ., u™ Y (to).

4.1.1 Definition (Et m’te ordens begyndelsesvardiproblem)
Differentialligningen (4.1) sammen med angivelse af begyndelsesbetingelser

u(to), ' (to), ..., u™ V(ty) kaldes et m’te ordens begyndelsesvaerdiproblem.

I hele resten af dette kapitel er I et abent interval pa den reelle akse R og tq er
et fastholdt punkt i intervallet I.

Det relevante spgrgsmal er, findes der lgsninger og i givet fald hvor mange?
Hvis der findes mindst en lgsning, taler man om eksistens af lgsninger. Hvis
der findes hgjst en lgsning (altsa ogsa slet ingen), taler man om entydighed af
lpsninger. Men der er forskellige typer af lgsninger.
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4.1.2 Definition (Lokale lgsninger)

En funktion u defineret og m gange differentiabel pa et abent interval I' C |
kaldes en lokal lgsning til differentialligningen (4.1), hvis den opfylder (4.1)
for alle t € I'. En lokal losning behgver altsa ikke opfylde ligningen pa hele
intervallet I.

4.1.3 Definition (Maksimale lgsninger)

En funktion u defineret og m gange differentiabel pa et abent interval I' C I
kaldes en maksimal lgsning til differentialligningen (4.1), hvis den opfylder
(4.1) for allet € I' og den ikke kan udvides til at veere en lgsning pa et abent
interval 1", som er strengt storre end I'.

4.1.4 Definition (Globale lgsninger)

En funktion u defineret og m gange differentiabel pa hele intervallet I kaldes
en global lgsning til differentialligningen (4.1), hvis den opfylder (4.1) pa
hele I.

Vi naevner her uden bevis et generelt resultat om eksistens og entydighed af
lgsninger. Der findes endda endnu mere generelle versioner af denne saetning.

4.1.5 Saetning (Generel eksistens og éntydighedsszetning)

Hvis funktionen F' er kontinuert differentiabel® i en aben kugle omkring punk-
tet (to,vo, V1, ..., Um—1) € I X A, da findes et abent interval omkring ty, sa
der i dette interval er en og kun en lgsning w til (4.1), som opfylder

u(to) = 19, Ul(to) =V1y... ,U(m_l)(to) = Um—1-

“Funktionen F' behgver kun at veere kontinuert og kontinuert differentiabel i de sidste
m variable.

4.1.6 Definition (Linezre differentialligninger)
Vi kalder ligningen (4.1) linezer, hvis funktionen F' er pa formen

F(t, Vo, V1, - .- ,Umfl) = —am,l(t)vm,l — ... — al(t)vl — ao(t)vo + f(t),

hvor ag,ay,...,a,_1 og [ er funktioner pa intervallet I. Med andre ord er
differentialligningen pa formen

U™ () + G (™) A ar (DU () Fao(u(t) = f(1).  (4.2)

Hvis funktionerne ag,aq,...,a,_1 er konstante, siger vi, at ligningen har
konstante koefficienter. Hvis f = 0, siger vi, at ligningen er homogen.
Hvis f # 0, siger vi, at ligningen er inhomogen.
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For lineeere ligninger er det nyttigt at bruge terminologien fra lineser algebra.
Det komplekse vektorrum af alle komplekse funktioner defineret pa intervallet
I betegner vi med F(I); savel de kontinuerte funktioner C(I) som de differen-
tiable funktioner pa I er underrum af F (7). Nulvektoren i vektorrummet F (/)
er nulfunktionen, dvs den funktion, der er 0 i ethvert punkt af intervallet [;
nulfunktionen betegnes selvfglgelig 0. Hvis en funktion f i F(I) skrives som
f(t) = f-(t) +ifi(t), hvor realdelen f,. og imaginaerdelen f; er reelle funktioner,
da siges f, at veere differentiabel, hvis f, og f; er differentiable og vi skriver
F(8) = FI(8) + ().

Det overlades til laeseren, at bevise fglgende resultat om strukturen af Igsninger
til homogene ligninger.

4.1.7 Saetning (De homogene lgsninger udggr et underrum)
Meaengden af funktioner, der lgser en homogen linezr ligning pa hele interval-
let I, er et underrum af F(I).

4.1.8 Satning (Partikulaer og generel lgsning)

Hvis uy,uy : I — R er to lgsninger til den inhomogene ligning (4.2), da vil
w = uy — uy veere en lgsning til den tilsvarende homogene ligning. Omvendt
hvis u er en lpsning til (4.2) og w er en lpsning til den tilsvarende homogene
ligning da vil u + w ogsa veere en lgsning til (4.2). Vi far altsa samtlige
losninger til (4.2) ved til en given lgsning at laegge alle homogene losninger. Vi
siger, at den generelle lgsning fremkommer ved til en partikuleer lgsning
at addere alle homogene lgsninger.

Bewis. Ses umiddelbart ved indssettelse. O

For fgrste ordens ligninger, altsa m = 1, vil vi betragte bade linezre og ikke-
linezere ligninger. De ikke-linesere vil veere af den type, der kaldes separable. For
forste ordens ligninger vil vi ogsa betragte linezere ligninger bade med konstante
og variable koefficienter.

For hgjere ordens ligninger, altsa for m > 1, vil vi kun betragte linesere
ligninger med konstante koefficienter.

Eksempel 4.1.1 (1. ordens linezer ligning med konstant koefficient) Vi
betragter nu det simpleste eksempel pa en lineser homogen forste ordens differen-
tialligning med konstant koefficient. Nemlig den velkendte ligning

u'(t) = au(t), a€R,

som har den generelle lgsning u(t) = C'exp(at), hvor C' er en vilkarlig konstant.
Vi vil fa brug for at lgse denne ligning, ogsa nar a er kompleks, altsa nar
a=a+1i3, a, € R. Bemark at

w(t) = e*(cos(Bt) + isin(Bt))
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er en lgsning for

w'(t) = ae(cos(Bt) + isin(Bt)) + e*(—Bsin(Bt) + i cos(St))
= (a+iB)e*(cos(Bt) +isin(Bt)) = aw(t).

Da |w(t)] = e™, ser vi at w(t) # 0. Lad nu u(t) veere en anden lgsning. Da vil

d u(w(t) —u(®)w'(t)  au(t)w(t) — u(t)aw(t)
E(U(t)/w(t» = w(i)? = w(t)? =0.

Med andre ord er u(t)/w(t) en konstant funktion og derfor er den generelle lgsning
pa formen u(t) = Cw(t), hvor C' er en vilkarlig konstant.

Motiveret i dette eksempel definerer vi den komplekse eksponentialfunktion!

4.1.9 Definition (Den komplekse eksponentialfunktion)
Hvis o, 3 € R definerer vi

exp(a + i3) = €T = e¥(cos(B) + isin(F)).

Den generelle lgsning til ligningen u'(t) = au(t), hvor a € C, kan da skrives
u(t) = C'exp(at), hvor C er en vilkarlig (kompleks) konstant.

Ved brug af den geometriske beskrivelse? af multiplikationen i C, nemlig reglen

(cos(fy) + isin(fy))(cos(B2) + isin(fa)) = (cos(fB1 + F2) + isin(fB; + 52)),

ser man, at den ssedvanlige regneregel

exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2),

ogsa holder for komplekse tal. Desuden ser man, at hvis r er modulus for det
komplekse tal z og v er dets argument,® vil z = rexp(iv) = re®. Det overlades
til leeseren at vise, at hvis f, g er differentiable reelle funktioner, da vil

%eXp(f(t) +ig(t)) = (f'(t) +ig'(t)) exp(f(t) +ig(t)),

hvilket kan skrives 4 exp(z(t)) = 2/(t) exp(z(t)), hvor z er en differentiabel kom-
pleks funktion.

1Se ogsa Afsnit 2.4 i Funktioner af en og flere variable
2Saetning 2.18 i Funktioner af en og flere variable.
3Se Funktioner af en og flere variable Definition 2.13.
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4.2 Forste ordens separable ligninger

4.2.1 Definition (Separable ligninger)
En separabel differentialligning er en forste ordens ligning pa formen

u'(t) = f(t)g(u(t)), (4.3)

hvor f er en kontinuert funktion pa et abent interval I og g er en kontinuert
funktion pa et interval .J.

4.2.2 Satning (Eksistens og éntydighed for separable ligninger)

(i) Lad ty € I og vy € J. Hvis g(vg) # 0 findes der et € > 0 saledes,
at ligningen (4.3) har en og kun en lgsning u(t) defineret pa intervallet
lto — &,to + €[, som opfylder u(ty) = vo. Funktionsveerdien u(t) er entydigt

givet som lgsningen til
u(t) 1
/ o)™ / e &
vg

(ii) Hvis g(vg) = 0 vil u givet ved u(t) = vy for alle t € I, (altsa den
konstante funktion) veere en lgsning til (4.3), men der kan ogsa veere andre
med u(ty) = vo. Hvis man antager, at g er kontinuert differentiabel i punktet
vy, er der ikke andre.

Beuvis. Tilfelde (i):
Da g er kontinuert, er g(y) # 0 for y neer vy og 1/¢(y) er kontinuert neer vy.

Betragt funktionen
t
/ f(s)ds
to
De partielt afledte for denne funktion er

oG 0G 1
E(ty) = —f(t), a—y(@y) = @)

G(t,y) =

Da disse funktioner er kontinuerte i en aben kugle omkring (o, vp) er G kontinuert
differentiabel i en sadan kugle.

Vi viser forst at enhver lgsning w til (4.3) med u(ty) = vy er en lgsning til
(4.4), altsa at G(t,u(t)) = 0.

Bemeerk at en lgsning u ngdvendigvis er kontinuert differentiabel. Den er dif-
ferentiabel per definition og differentialkvotienten er kontinuert, da den opfylder
(4.3). Ved brug af Keedereglen far vi

oG oG 1

d
g &6 ut) = Zo (6 u()u u(t) + 5t ut) =
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Altsa er G(t,u(t)) konstant og derfor lig med G(tg, u(ty)) = G(to,vo) = 0.

At (4.4) faktisk entydigt bestemmer en lgsning w(t) ses neesten nemmest ved,
at benytte Seetning 2.1.2 om implicit givne funktioner (selvom det maske er at
skyde spurve med kanoner). Funktionen G(¢,y) er kontinuert differentiabel i et
abent interval omkring (to,vo) og

1
g(vo) 70

Derfor vil ligningen G(t,y) = 0 entydigt bestemme y som en funktion u(t) i
naerheden af (¢g,vg). Ved implicit differentiation (se ligning (2.1)) far vi

ayG(tQ, ’Uo) =

og u(t) opfylder altsa ligningen (4.3).

Tilfelde (ii):

At den konstante funktion er en lgsning er klart da u/(t) = 0 og g(u(t))f(t) =
g(vo) f(t) = 0. At der kan veere andre, kan ses af eksemplet:

) =2y,  ft)=1.

Her vil bade u(t) = 0 og u(t) = t|t| veere lpsninger som opfylder u(0) = 0.
Bemeerk at hvis u(t) = t|t| sa er v'(t) = 2|t|.

Den sidste bemeerkning folger fra den generelle eksistens og éntydighedssaet-
ning, Seetning 4.1.5 O

Denne s@tning angiver en lgsningsmetode for separable ligninger. Man kalder
denne metode for separation af de variable.

Eksempel 4.2.1 (Den logistiske ligning)
En af de kendteste separable differentialligninger er den logistiske ligning

u'(t) = (a —u(t)(u(t) —b).

Den bruges, som model for populationsvaekst i tilfselde, hvor veekstraten atheenger
af populationssterrelsen.
For at lgse denne ligning ved separation af de variable skal man lgse integralet

1
/fa—ww—hﬂ”

Hvis a # b kan dette integral lgses ved omskrivningen

1 1 1 1
<a—w@—w>:a—b(m—y>*@—w)'
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Man far da
1 1 1 y—b
| et = il =l by =) = = =
Vi finder derfor, at u(t) er lgsningen til
1 u(t) —b
1 =t+C
a—b u(t) —a +6

for et vilkarligt C.
Med andre ord er

(u(t) = b) = =K exp((a — b)t)(u(t) — a),

hvor K = Zexp((a — b)C), igen blot er en 18]
vilkarlig konstant forskellig fra 0. Vi har altsa
fjernet numerisktegn ved at tillade, at K kan
vaere bade negativ og positiv. Vi lgser denne
ligning og far

() = b+ aK exp((a — b)t)
W= Kexp((a—b)t) "

Lgsningen er vist i Figur 4.1, med a =2,b=1
og K =1/2.

Den konstante lgsning u(t) = a kan opfattes
som greensetilfeeldende K — +oo. Den kon-  Figur 4.1: Lesning til den logisti-

stante lgsning u(t) = b svarer til K = 0. ske ligning med a =2 og b =1
Hvis a = b skal man i stedet lgse ligningen
1
—=t+C,
(u(t) — a)
altsa

u(t) =a+ (t+C) "
Eksempel 4.2.2 Vi betragter den separable differentialligning
u'(t)=u(t)’+1, teR

med begyndelsesbetingelsen u(0) = 0. Vi skal altsa lgse

u(t) 1 t
/ Sdy :/ ds,
o Lty 0

som giver arctan(u(t)) = ¢, Vi har derfor lgsningen u(t) = tan(¢), defineret for
t €] — m/2,7/2[. Bemeerk at denne lgsning er maksimal men ikke global.
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4.3 Fgrste ordens linezre ligninger
I en fgrste ordens linezer differential ligning
u'(t) — a(t)u(t) = f(t) (4.5)

er a, f € F(I) kendte funktioner og u = u(t) en ukendt funktion, som vi skal
finde.

4.3.1 Saetning (Lgsning til 1. ordens linesere homogene ligningner)
Lad a € C(I) og definer

For enhver konstant C' € C er funktionen
I>t— CexpA(t)
en Igsning til den homogene diffentialligning

W (t) — a(t)u(t) = 0, (4.6)

og nar C' gennemlpber C, fas samtlige losninger til (4.6).

Bemeerk at a(t) kan skrives entydig som a(t) = ag(t) + ias(t) hvor ar og ay
er reelle kontinuerte funktioner defineret pa /. Integralet ft'; a(s)ds er naturligvis
¢ t .t
defineret ved fto a(s)ds = fto ar(s)ds +i fto ar(s)ds.
Eksempel 4.3.1 Lad os Igse ligningen

u'(t) —tu(t) =0, tel. (4.7)

t 1 1
A(t) = ds = —t* — ~t5
() /tOSS 2 20

kan den generelle lgsning til (4.7) skrives
u(t) = Cela?~3%) = Cela®)

hvor C' gennemlgber C.
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4.3.2 Saetning (Lgsning til 1. ordens linesere inhomogene ligninger)
Lad a € C(I) og definer

Lad f € C(I).

For enhver konstant C' € C er funktionen
t
u(t) = eA® / e A f(s)ds + Ce | tel (4.8)
to

en lgpsning til den inhomogene ligning (4.5), og nar C' gennemlpber C, fas
samtlige lpsninger til (4.5).

Vi ser den generelle 1gsningsstruktur: Hvis ug er en partikuleer Igsning til den
inhomogene ligning (4.5), findes samtlige lgsninger til (4.5) ved til uo at addere
samtlige lgsninger til den tilsvarende homogene differentialligning (4.6). Kan man
lpse den homogene ligning, behgver man altsa blot at geette en lgsning til den
inhomogene ligning (4.5) for at fa den totale lgsningsmaengde til den. I Seetning
4.3.2 er .

uo(t) = eA(t)/ e A f(s)ds, tel (4.9)
to
et eksempel pa en partikuleer lgsning til (4.5), medens t — Ce® C € C udger
lgsningerne til den tilsvarende homogene ligning (4.6).

Beuis for Setningerne 4.3.1 og 4.3.2. Da Seetning 4.3.1 er et specialtilfeelde af
Seetning 4.3.2, nemlig det, hvor f = 0, kan vi ngjes med at vise Seetning 4.3.2.

Vi overlader det til leeseren at checke, at (4.8) for enhver konstant C' € C
definerer en lgsning til (4.5). Dermed star det blot tilbage at vise, at enhver lgsning
kan skrives pa formen (4.8). Lad u veere en lpsning til (4.5). Da A'(t) = a(t) far
vi, at

d , _ _ _ _
pr (7AW (t) = e 0/ (t) — e Da(t)u(t) = e A f(2) (4.10)
Ved integration fas, at
t
e~ AWy (t) — e A0y ty) = / e A f(s)ds (4.11)
to
og derfra, at t
u(t) = eA® / e~ A f(s)ds + e~ Ay (tg)e®), (4.12)
to

hvoraf det fremgar, at u har den gnskede form med C' = e~ A%y (ty) = u(ty). O
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I lpsningsformlen (4.8) indgar der en fri parameter, nemlig C'. Som fplgende
Seetning 4.3.3 viser, betyder det, at man kan foreskrive veerdien af lgsningen u i
to lige som man vil.

4.3.3 Satning (Eksistens- og éntydighedsssetningen)
Lad a, f € C(I). Givet vy € C findes der netop én losning u til (4.5) defineret
pa I, sa u(ty) = vo.

Bewis. Man ser, at lgsningen (4.8) opfylder u(to) = CeAl0) = C| hvilket vi ogsa
netop har konkluderet i beviset for Seetning 4.3.2. Den eneste lgsning der opfylder
betingelsen u(ty) = vy er derfor den, hvor C' = wvy. O

Bemeerk specielt at lgsningen til den 1. ordens lineaere ligning er en global
lpsning. Den er defineret pa hele 1.

Eksempel 4.3.2 Lad os finde den lgsning til ligningen
u'(t) — tu(t) = f(t) (4.13)

der opfylder at u(ty) = 0. Fra Eksempel 4.3.1 ved vi at

1 1
A(t) = =t? — —t2.
() =58 - 5t

Den generelle lgsning til (4.13) er

=

u(t) e 6(%#_ t(2)) ‘]Z) 6(_%82+%t(2))f(8)d8 + Ce%t2

= et i e~ 25" f(s)ds + Ce2™”.

Det ses nu let at .
u(t) = eéﬁ/ e’%SQf(s)ds (4.14)
to
er lgsningen til (4.13) med begyndelsesbetingelsen u(ty) = 0.
Hvis f(t) er givet kan man angive lgsningen mere praecist ved at lgse integralet
i (4.14). Sveerhedsgraden af denne opgave atheenger af hvordan f(t) ser ud.
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Et interessant og vigtigt specialtilfeelde indtreeffer i (4.5), hvis funktionen a
er konstant, altsa nar vi har en konstant koefficient. Vi far i det tilfzelde fglgende
korollar af Saetning 4.3.2 ovenfor.

4.3.4 Korollar (1. ordens linezer ligning med konstant koefficient)
Lad f € C(I). For enhver konstant C € C er funktionen

t
u(t) = eAt/ e f(s)ds+Ce™, tel (4.15)

to

en lgsning til differentialligningen

u—du=f

og nar C' gennemlgber C, fas samtlige lpsninger til differentialligningen.

4.4 Anden og hgjere ordens lineare ligninger
med konstante koefficienter
For anden og hgjere ordens ligninger kan vi kun finde generelle lgsningsformler

for lineaere ligninger med konstante koefficienter. Det er derfor de eneste tilfeelde,
vi betragter her:

u”"(t) + a1u'(t) + agu(t) = f(¢), (4.16)

hvor ag,a; € C og f er en kontinuert funktion pa I.
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4.4.1 Satning (Lgsning til 2. ordens homogen ligning)
Meengden af lgsninger til den homogene differentialligning

u”’ + a4+ apu = 0, hvor ag, a; € C, (4.17)

kan, idet \i, Ao € C betegner rgdderne i differentialligningens karakteristi-
ske polynonium

22+ a1z + ag, (4.18)

beskrives som folger:
1. tilfselde. Ay # \,. For ethvert par C, Cy af komplekse tal er funktionen

u(t) = CreMt + Che™', tel (4.19)

en lpsning til (4.17), og enhver lpsning til (4.17) har denne form for passende
C:,Cy e C.
2. tilfselde. \; = \s. For ethvert par C,Cy af komplekse tal er funktionen

u(t) = CreM + Oyte™?, tel (4.20)

en lpsning til (4.17), og enhver lpsning til (4.17) har denne form for passende
C,C, e C.

Bewis. Vi bemaerker, at Ay + \o = —ay 0og A\ Ay = ag, idet Ay og A\s jo er rgdderne
i anden grads polynomiet 22 + a1z + ay.

1. tilfeelde (A1 # A2). At udtrykket (4.19) definerer en lgsning til (4.17),
overlader vi det til leeseren at vise. Vi mangler dermed blot at demonstrere, at
enhver lgsning til (4.17) kan skrives pa formen (4.19). Lad u vaere en lgsning til
(4.17) og definer funktionen U = 4 — A\yu. Da er

d & d
—U—)\lU:—u—(Al—l—)\Q)d—;L

o e + Mhou =u" + au + agu = 0. (4.21)

Fra Korollar 4.3.4 (med A = A\; og f = 0 som hgjre side) ved vi, at der findes en
konstant o € C, sa

Ut) = ae™, tel. (4.22)

DaU = % —Xou, kan vi se, at u er en Igsning til den inhomogene differentialligning
fra Korollar 4.3.4 (med A = Xy og med f(t) = ae™!® som hgjre side). Ifslge
Korollaret findes der en konstant 3 € C, sa

t t
u(t) = @)‘2t/ e N2s (aekls) ds + et = ae>‘2t/ eMi=r)sgg 4 gt (4.23)

to to
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I det tilfeelde, som vi arbejder med for gjeblikket, er A\; # Ao (pr antagelse), sa vi
kan udregne integralet pa folgende made:

e()q—)\g)s

A1 — Ao

t (A1—=X2)to
+/86)\2t _ o 6)\1t + /6 _ O[ei eAQt’ (424)
. Al — Ao

t) = ae??! -
u(t) = ae { N h

hvoraf ses, at lgsningen u har den gnskede form (4.19) med konstanterne

e(A1—A2)to

Cl am.

og Cy = — (4.25)

ESVIEDW

2. tilfeelde (A\; = A2). Nar man indsaetter udtrykket (4.20) i ligning (4.17)
far man, at

u”"(t) + ayu' (t) + agu(t) = Cyexp(Ait)(a; + 2X;) = 0.

Den sidste lighed fglger af, at vi har en dobbeltrod og derfor a; = —2\;. Resten
af dette tilfaelde behandles praecis som det foregaende frem til og med udtrykket
(4.23) for lgsningen u. Fra dette punkt adskiller regningerne sig. I tilfeeldet her
fas

t
u(t) = ae/\lt/ Ods+BeMt = ae™(t—1to)+BeM! = (B—aty)eM +ate!, (4.26)

to

hvoraf vi ser, at lgsningen u har den gnskede form (4.20) med konstanterne
Cy =0 —atyog Cy = a. (4.27)
O
Eksempel 4.4.1 Lad os lgse den homogene differentialligning
u” + 4u' + 5u = 0. (4.28)

Rodderne i det karakteristiske polynomium 2% + 4z +5 er 2 = —2 4 i og den
generelle lgsning til (4.28) er da givet ved

u(t) — Cﬁle(fwz‘)t + 6126(7271')15
— Cie*(cost +isint) + Coe 2 (cost — isint)
= Cie?cost + Cre sint

hvor C og (5 gennemlgber C.

Ved induktion efter differentialligningens orden kan man vise fglgende gene-
ralisation af Seetning 4.4.1:
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4.4.2 Saxtning (Lineaere n. ordens homogene ligninger)
Betragt den homogene differentialligning

u™ + ap_u™ Y 4 a4 apu = 0, (4.29)

hvor ag, aq,...,a,_1 € C er konstanter. Lad \1, \a, ..., A\; € C veere radderne
i differentialligningens karakteristiske polynomium

A 4 A ag N F ao,

og lad ny,na, ..., ns € N betegne raddernes multiplicitet.

En basis for vektorrummet af de n gange differentiable funktioner v € F(I),
der opfylder den homogene differentialligning (4.29) udgores af fplgende funk-
tioner:

At oAt n1—1 A1t
t — et teMt, ... M T e
Aot 1ot na—1 Aot

t — et te’?t, ... " e
Ast 1 Ast ns—1 Ast

t — et tenst, L T et

Hvis polynomiet A" + a,_1 A" + -+ 4+ a1\ + ag har n forskellige rodder
A1, Aa, ..., A € C, sa udger de n funktioner

t— 6)\1t,t — 6)\2t, ot et

en basis for lgsningsrummet.

Lad os i resten af dette afsnit holde os til anden ordens ligninger.

Lgsningsrecepten for anden ordens linesere differentialligninger er som tidli-
gere beskrevet: Find en lgsning ug til den inhomogene ligning. Samtlige 1gsninger
fas ved til den partikuleere lgsning ug at addere samtlige lgsninger til den tilsva-
rende homogene differentialligning. Ved hjeelp af Seetning 4.4.1 er den homogene
ligning nem at lgse (husk at vi antager, at ag og a; er konstanter). Vi behgver
altsa “blot” at geette en lgsning til den inhomogene ligning for at fa den totale
lpsningsmaengde.

Ved at fglge fremgangsmaden i beviset for Seetning 4.4.1, kan man lgse den
inhomogene ligning (4.16). Vi giver resultatet i den naeste seetning.
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4.4.3 Saetning (Lgsnings til 2. ordens linesr inhomogen ligning)
Lad A\, As € C veere rodderne i det karakteristiske polynomium (4.18) for
den homogene ligning svarende til differentialligningen (4.16). En partikuleer
losning wy til (4.16) kan angives som folger:

1. tilfeelde. \; # A\s. Da er

t 6)\1(t_8) _ e)\Q(t—S)
uo(t) = / f(s)ds, tel (4.30)
t )\1 - )\2

0

en lpsning til (4.16).
2. tilfelde. Ay = X\y. Da er

uo(t) = / MU (¢ — ) f(s)ds (4.31)

to

en lpsning til (4.16).

Bewis. 1. tilfelde. Vi checker, at ug virkelig er en lgsning. Hvis vi omskriver

t t
e’\lt/ e_’\lsf(s)ds—e)‘Qt/ e ™2 f(s)ds

ug(t) = — N ’

ser man ved brug af produktreglen for differentiation og Analysens Fundamen-
talseetning,* at

ettt fti e Mo f(s)ds + f(t) — Aget2! ft'; e 25 f(s)ds — f(t)

!/
t pr—
uO( ) )\1 . )\2
et fti e M8 f(s)ds — Nge?2t ft'; e 2 f(s)ds
B A — Ay
N2eMit [P o=his £(g)ds — \2er2t [T o228 £(s)ds
a = I f(s) ser [ f(s) .

A1 — Ao

Da A og \; er rodder i det karakteristiske polynomium, fglger det umiddelbart,
at ug er en lgsning til (4.16).
2. tilfelde. Vi udregner igen

) = [ @t [ ae e g gas

to to

ug(t) = Q/t )xleAl(t’s)f(s) ds + /t )\%eAl(t’S)(t —s)f(s)ds+ f(t).

to to

4 Funktioner af en og flere variable, Seetning 8.15
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Da \; er dobbeltrod i det karakteristiske polynomium, geaelder der, at a; = —2\;.
Man ser derfor ved indsaettelse i (4.16), at ug er en lgsning. U

[ formlen for den generelle lgsning af (4.16) indgar der to frie parametre, nemlig
C1 og (5. Som felgende seetning viser, betyder det, at man kan foreskrive vaerdien
af lgsningen u og dens afledede u’ i tg lige som man vil.

4.4.4 Satning (Eksistens- og éntydighedssaetningen)
Lad f € C(I). Givet vg,v; € C findes der netop én lgsning u til den inhomo-
gene differentialligning (4.16), sa u(ty) = vy og u'(ty) = vy.

Bevis. Vi ved fra Ssetning 4.4.3, at der findes en lgsning ug til det inhomogene
problem. Vi skal derfor blot vise, at der findes en entydig homogen lgsning wu,
med up(ty) = vo — uo(to) og uj,(te) = v1 — uy(to)-

Vi betragter forst tilfaeldet hvor rédderne A\; og Ay er forskellige. Fra ligning
(4.19) ser vi, at vi skal konkludere, at der er et og kun et set lgsninger C, C5 til
ligningerne

CleAltO + CQ@AQtO = Vg — Uo(to)
Cl)q@)\lto -+ CQ)\QG)\2tO = U1 — Ulo(to)
Det fglger af at determinanten til koefficientmatricen ikke er nul:

e)qto e)\Qt()
= ()\2 — )\1)€(>\1+)\2)t0 7é 0.

)\1 6)\1t0 )\2 6)\2t0

I tilfzeldet, hvor Ay = A\ skal vi tilsvarende checke, at

6)\1250 toe)\lto
_ 2Xito
=e # 0.

)\16)\1t0 (/\1t0 + 1)6A1t0

Bemeerk igen at lgsningen er global.

4.4.5 Geaettemetoden (ukendte koefficienters metode)

Saetning 4.4.3 given en opskrift pa, hvordan man finder en partikuleer lgsning, som
i princippet virker hver gang. Men integralet der indgar i formlen, kan faktisk
volde en del besveer. Hvis hgjresiden af (4.16) er tilpas paen (hvad der menes
med det specificeres nedenfor) kan man bruge en anden opskrift, som vi kalder
gaettemetoden. Betragt en inhomogen differentialligning

u" 4+ aju' + agu = f, (4.32)
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hvor f er en funktion af typen

f(t) = Cne%t + C’12t€71t + - 4 Clnltnl—leylt
+ C2leV2t + (;’2215672’5 + .+ sztm_lewt

(4.33)

+ Cs1e%t + CSQtevst + .+ Csnstns_le%t.

F.eks kan f veere 1) et polynomium i ¢, 2) en eksponentialfunktion ce™, 3) et
trigonometrisk udtryk c; cos at + ¢ sin at eller 4) et udtryk dannet ved addition
eller multiplikation af sadanne funktioner. Differentialkvotienten af f er af samme
type som f selv, og det er derfor i dette tilfeelde ofte muligt at bestemme en
partikuleer lpsning ug direkte ved i (4.32) at indseette en funktion af samme type
som f selv, men hvor de enkelte led er forsynet med ubekendte koefficenter. Hvis
der er led i f som lgser den til (4.32) svarende homogene ligning

' +au +agu =0 (4.34)

skal disse led “en eller to grader op” i udtrykket for ug. Rent praktisk er frem-
gangsmaden som fglger:

Skriv f(t) op pa formen (4.33). Derved fremkommer en raekke komplekse
tal, v1,--+,7s, med “multipliciteter” n,. For hver ;7 = 1,...,s definerer vi nu
funktionen f; pa fglgende made;

e Hvis v; ikke er en rod i det karakteristiske polynomium for (4.34), da er
fit) = Kjle'“t + Kthewt 4+t anjtnrlewt’
hvor koefficienterne K;; betragtes som ubekendte.
e Hvis 7; er en simpel rod i det karakteristiske polynomium for (4.34), da er
[i(t) = Kjgte" 4o 4 K, 1yt e".
e Hvis 7; er en dobbelt rod i det karakteristiske polynomium for (4.34), da er
fi(t) = Kyt + - - 4 K aapt™ e,

Nu geetter vi at ug = f1 + fo + - - - + f5 og koefficienterne K;; bestemmes ved
at indseette ug i (4.32). Den generelle lgning til (4.32) er givet ved u = uy, + o,
hvor uy, er den generelle lgsning til (4.34).

Bemaerk at man skal sendre sit gaet, nar ; er rod i det karakteristiske poly-
nomium, altsa nar der er led i funktionen f, der lgser den homogene ligning. At
lgsningen til ligningen er anderledes i disse tilfeelde kaldes ofte et resonansfeno-
men.

Ovenstaende opskrift kan maske virke lidt mystisk, sa lad os afslutte dette
kapitel med at regne nogle eksempler, der illustrerer metoden.
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Eksempel 4.4.2 Lad os lgse begyndelsesvaerdiproblemet
u' + 40 +5u=c" wu(0)=1, u'(0)=-3/2. (4.35)

Den til (4.35) svarende homogene ligning blev allerede lgst i Eksempel 4.4.1, sa
vi skal blot finde en partikuleer lgsning til (4.35). Da hgjresiden er af typen (4.33)
med v; = —1, ng = 1 og s = 1, kan vi bruge gaettemetoden. Da =, ikke er rod i
det karakteristiske polynomium for (4.28), geetter vi at

ug(t) = Ke ™. (4.36)
Vi seetter nu g ind i (4.35) og far
Ke™' —4Ke™ +5Ke ™" =¢".
Lgser vi for K far vi at K = 1 og den generelle lgsning til (4.35) er altsa
u(t) = Cre * cost + Coe * sint + %e‘t.
Vi bestemmer nu C4,Cy sa u(0) = 1 og v/ (0) = —3/2. Ved indsattelse ovenfor

finder vi, at

1
1
=3/2 = W(0) =20+ Co— g,

hvilket giver lgsningerne Cy = 1/2 og C = 0. Altsa u(t) = e * cost + ze.
Eksempel 4.4.3 Lad os finde den generelle lgsning til
u” —2u + 2u = 2. (4.37)

Rgdderene i det karakteristiske polynomium z? —2z+2 for den til (4.37) svarende
homogene ligning
u' —2u' +2u=0 (4.38)

er 1 4. Den generelle lgsning til (4.38) er derfor givet ved

u, = é«le(l+i)t + 6«26(172‘)15
= Cie'(cost +isint) + Cyet(cost —isint)
= (el cost + Chelsint.

Hgjresiden af (4.37) er af typen (4.33); f(t) = 2 = 2e%, med v; = 0, ny = 1 og
s = 1. Da ; ikke er rod i det karakteristiske polynomium for (4.38), geetter vi at

up(t) = K. (4.39)
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Vi seetter nu g ind i (4.37) og far
0—-0+2K =2.
Det vil sige at K = 1 og den generelle lgsning er altsa
u(t) = Cye' cost + Cye' sint + 1.
Eksempel 4.4.4 Lad os lgse ligningen
u” +u = cost. (4.40)

Rgdderene i det karakteristiske polynomium 2? + 1 for den til (4.40) svarende
homogene ligning
u+u=0 (4.41)

er +i. Den generelle lgsning til (4.41) er derfor givet ved
u, = Che 4 Che it
= C(C)(cost+isint) + Cy(cost —isint)
= (Cjcost+ Cysint.

Hojresiden af (4.40) er af typen (4.33); f(t) = cost = e 4 Le™, med v = 4,
ny =1, 7% = —i,ng = 1 0g s = 2. Da v, og v begge er simple rgdder i det
karakteristiske polynomium for (4.41), geetter vi at

UQ(t) = K12teit + Kggte_it. (442)
Seetter vi nu g ind i (4.40), far vi at

, , 1., 1 _
2i(K9e" — Kope ™) = cost = §€Zt + 56’”,
hvoraf folger at
1 1
2iK12 = 5 og — QiKQQ = 5
det vil sige at

) )
== —_—— pr— —_.
K 1 og Ko 1

Den generelle lgsning til (4.40) er

u(t) = Cicost+ Cysint — Zte” + Zte’”

1
= (Cjcost+ Cysint + étsint.

Vi ser resonansfeenomenet, at udsvingene i u(t) vokser med ¢.
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Eksempel 4.4.5 Lad os lgse ligningerne
' —2u +u=¢ (4.43)

08
" —2u' +u = te'. (4.44)

Det karakteristiske polynomium 2% — 2z + 1 for den til (4.43) og (4.44) svarende
homogene ligning

u —2u' +u=0 (4.45)

har dobbeltroden 1. Den generelle lgsning til (4.45) er derfor givet ved
Up — Clet + Cgtet.

Hgjresiden af (4.43) er af typen (4.33); f(t) = e', med v =1,n; = 1 og s = 1.
Da 7 er en dobbelt rod i det karakteristiske polynomium for (4.45), geetter vi at

UQ<t) = K13t2€t (446)
er en lgsning til (4.43). Seetter vi nu up ind i (4.43), far vi at
2K13€t = et,

hvoraf folger at K13 = 1. Den generelle lgsning til (4.43) er altsa
¢ b Loy
u(t) = Cre" + Cote’ + §t e'.

Hgjresiden af (4.44) er af typen (4.33); f(t) = te!, med v = 1, ny = 2 og

s = 1. Da 7 er en dobbelt rod i det karakteristiske polynomium for (4.45), geetter
vi at

UQ(t) = K13t26t + K14t36t (447)

er en lgsning til (4.44). Seetter vi nu up ind i (4.44), far vi at
2K13€t + 6K14t€t = tet,

hvoraf fglger at K13 =0 og K4 = %. Den generelle lgsning til (4.44) er altsa

1
u(t) = Cre’ + Cyte' + ét?’et.
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4.5 Opgaver til Kapitel 4

4.1 Opgave
Find samtlige maksimale lgsninger til fglgende differentialligninger og bestem i
hvert filfaelde om de er globale 1gsninger. Tegn graferne for lgsningerne.

(a) w'(t) =t +tu(t)?, teR
(b) W'(t) = u(t), t>0, wu(t)>0

'(t) = texp(u(t)), teR

—~
(@)

N
N

4.2 Opgave
Find samtlige lgsninger til differentialligningerne

(a) u'(t) +3tu(t) =t, teR

(b) w(t)+ %u(t) 1 >0

(c) u'(t) + %u(t) =sin(t), t>0

4.3 Opgave
Lad )\ € C. Find samtlige lgsninger til den homogene differentialligning u” —\?u =
0. Hvad far du i specialtilfeeldene A = 1 og A =7

4.4 Opgave
Find samtlige lgsninger til differentialligningen

u”(t) — 2u'(t) + u(t) = 0.

Bestem den lgsning, som opfylder u(0) = 1, /(0) = —1.

4.5 Opgave
Find den generelle lgsning til hver af de inhomogene differentialligninger

u" —u = cost

0g
" .
u’ —u =sint.
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4.6 Opgave
Find den generelle lgsning til hver af de inhomogene differentialligninger
P gt oy g
- 2 u =
dt? dt
0g
d>u  _du
— = 3— +2u=-¢"
@ ca e
4.7 Opgave

Find den generelle lgsning til den inhomogene differentialligning
u” — 6u' 4+ 9u = ¥ (t — 2).

4.8 Opgave
Find den lgsning til
u” —2u' + 5u = sint

som opfylder begyndelsesbetingelserne u(0) = 1, «/(0) = 0.

4.9 Opgave
Find den lgsning til
u" —2u' — 8u=6—8t

som opfylder begyndelsesbetingelserne u(1) = 0, u/(1) = 1.

4.10 Opgave
a) Vis at nar v # 1, sa er lgsningen til begyndelsesvaerdiproblemet
v +u=sinvt, u(0)=1,4'(0)=0 (4.48)
givet ved
u,(t) = —1_7]/112 sint + cost + o sin vt.

b) Vis at na v = 1, sa er lgsningen af (4.48) givet ved
L. t
u(t) = 5 sint + cost — 2 cost.

c¢) Vis at lim,_,; u,(t) = uy(¢) for alle t.



Kapitel 5

Taylors formel, Taylorraekker og
potensrakker

5.1 Taylorpolynomier

Lad f veere en reel funktion af én reel variabel. I det fglgende antager vi, at
alle de afledede af f, som vi steder pa, findes og er kontinuerte. Vi ved at
tangenten til grafen y = f(x) i punktet a er den rette linie (eller grafen af et
forstegradspolynomium om man vil), som er den bedste tilnaermelse til grafen for
f ineerheden af a. Er vi tilstreekkelig teet pa a, er grafen for f og tangenten meget
teet pa hinanden. Dette er selvfglgelig fordi, grafen for f og tangenten har samme
funktionsveerdi og fgrste afledede i punktet a. Hvis vi i naerheden af a skal forsgge
at tilnszerme grafen for f med grafen for et andengradspolynomium, vil det veere
oplagt at lede efter det andengradspolynomium, som har samme funktionsveerdi,
fgrste og anden afledede i punktet a som f selv. Et andengradspolynomium kan
skrives pa formen
g(z) = co+ c1(x — a) + ca(x — a)?,

hvor ¢y og ¢y er konstanter. Det er nok ikke den form I typisk har set anden-
gradspolynomier pa, men det skal i det folgende vise sig at veere den mest prak-
tiske. Vi ser umiddelbart at

g(a’) = Co, g/<a) = C1, gl/(CL> = 2C27
hvoraf folger at

COZf(a’)7 Clzfl(a)7 Cy = @
Grafen for andengrads polynomiet
(@) = Fa) + (@)~ a) + T D e —ay

2

er altsa dén “andengradskurve”, som tilnsermer sig grafen for f bedst i neerheden
af a.

29
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Idéen er let at generalisere. Det polynomium af grad n, som passer bedst til
grafen for f i neerheden af a, ma vere det, som har samme funktionsveerdi og
samme forste n afledede i punktet a. Da et polynomium af grad n kan skrives pa
formen

h(r) =co+ci(z—a)+colz—a)*+ -+ co(z—a)"

skal vi blot bestemme koefficienterne ¢y, c1, ¢, - - -, ¢,. Bemaerk at vi bruger nota-
tionen f*) for den k-te afledede af f. Med f(© menes f selv. Man ser let at

ha) = f(a), M(a) = f'(a), ... ;2" (a) = f"(a)
praecis nar

U f(CL), G = f/(a’)a C2 = f”2<a)7 NS f(k]{);‘(CL)’ e, Cp = f(n)<a)

5.1.1 Definition (Taylorpolynomium)
Antag at f er en reel funktion af én reel variabel, der er n gange differentiabel
i punktet a. Polynomiet

kaldes for Taylorpolynomiet for f af grad n i punktet a.

Vores udregning ovenfor viser sa fglgende resultat.

5.1.2 Seetning (Karakterisering af Taylorpolynomium)
Antag at f er n gange differentiabel i punktet a. Da er Taylorpolynomiet T, f
det eneste polynomium af grad mindre end eller lig med n, som har samme
funktionsveerdi og de samme n forste afledede som f i punktet a.

Eksempel 5.1.1 (Taylorpolynomium for exp)
Lad os finde Taylorpolynomiet af grad n for funktionen exp(x) = e® i punktet 0.
Differentierer vi f(z) = e, far vi, at f*)(x) = e” for alle k. Derfor er f*(0) =1
for alle n, og Taylorpolynomiet ser ud som fglger.

T, exp(z) = Z o (x —0)F = Z Exk = Z R
k=0 ' k=0 k=0

eller mere konkret

2 ZL’3 ™

T
T, —1 T _
exp(z) +x—|—2+6—|— +n!
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Eksempel 5.1.2 (Taylorpolynomium for sin og cos) Lad os finde Taylorpo-
lynomierne for sin og cos i punktet 0. Differentierer vi f(z) = sinz, far vi

f'(x) =cosz, f"(x)=—sinz, f"(x)=—cosz, f"(r)=sinz.

Vi er nu tilbage ved udgangspunktet og de afledede begynder at gentage sig selv.
Seetter vi x = 0 ind, far vi

f(0) =0 f(0) =1 f7(0) = 0 f"(0) = —1

og dette mgnster vil gentage sig selv; hveranden afledede er nul og de andre
veksler mellem 1 og —1. Mere formelt skriver vi

fe0)=0for k=0,1,...

0og

FERD0) = (-1 for k=1,2,....
Da Ty, sin(x) = Ty, sin(x) kan vi ngjes med at skrive de lige Taylorpolynomier
op;

- E+1 z? !
Tyusin(e) = 3 (~1)F
on $I0(7) ;( U Gy
eller mere konkret
' o R B (_1>n+1x2n—1
TQnSID(«T>:I—§+a—W+"‘+W

En helt tilsvarende udregning for cos giver

n 2k

Ty, cos(x) = Toyyq cos(z) = Z(—l)’l‘C oI

Eksempel 5.1.3 (Taylorpolynomium for In) Lad os finde Taylorpolynomiet
til f(x) = Inx i punktet z = 1. For n > 1 ses ved induktion, at den n’te afledede

af f er givet ved
f™(z) = (=1)"t(n -1l

Seetter vi z = 1 ind, far vi, at f(1) =0 og
) = (=" (n - 1)

for n > 1. Dette giver

T,In(z) = z": f(k)!<1> (z—1)F =0+ i(—l)k_lu(x —1)*

k k!
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Nar vi bruger Taylorpolynomiet som en tilnaermelse til en funktion, er det
vigtigt at vide, hvor stor en fejl vi ggr, nar vi erstatter f med T, f. Vi vil altsa
gerne vide noget om restleddet R, f = f — T, f.

5.1.3 Satning (Taylors formel med restled)
Antag at f og dens n + 1 forste afledede er kontinuerte pa et abent interval
I. Hvis a,b € I geelder, at

F0 =T+ [ 100 - 1ya (5.1)

hvor T,, er Taylorpolynomiet til f i punktet a.

Bewis. Vi bruger induktion. For det forste ved vi fra analysens fundamental seet-

ning, at
b
a +/ f'(t)dt. (5.2)

Delvis (partiel) integration og udnyttelse af at < Gt —0b) =1 giver at

/f'(t)dt = /f'(t)%(t—b)dt [F'(t)(t = b)]° /f" )(t — b)d
b
= fla)b—a)+ / £ b — Dt

Indsaetter vi dette i (5.2), far vi at

F(b) = fla) + Fa)b—a) + / (50

Formel (5.1) holder altsa for n = 1. Lad os nu antage at (5.1) holder for n = k;

f(b) =Txf(b) k'/ fk+1 t)kdt.

Delvis integration og udnyttelse af at SC +11) (b— )" = (b—t)* giver at

/ab FED@ b — )kt = /bf(“l)(t)% (;i_—j)l(b Wl) o

_ {f(ml)(t).ﬂ kﬂ / e (¢ (—( —t)FHat

k+ 1
1 / f(k+2 ( )(b >k+1dt

_ _f(kJrl)(a)(b a)kdrl_'_

k+1 E+1
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hvilket giver at

f(b) = Tiq1 f(b) k+ / FERD (@) (b — )k dt.

Formel (5.1) holder altsa ogsa for n = k + 1. Beviset er hermed faerdigt. O

Resultatet ovenfor forteeller os, at restleddet R, f = f — T, f er givet ved

Rnf®)==%ﬂ/bfm+”@)®-ﬂ"dt

5.1.4 Korollar (Vurdering pa restleddet)

Antag at f og dens forste n + 1 afledede er kontinuerte pa er abent interval
I. Lad a,b € I og M vere et tal sadan at |f"1(t)] < M for alle t mellem
a og b. Da er

| . ’n-{—l

[ f(D)] <

(n+1)!

Bewvis. Vi antager for enkelthedens skyld at b > a. Det modsatte tilfeelde bevises

analogt. Vi har nu
M b
R.f(b)] = fm+1 — t)"dt b— t)"dt
nl

n+1
B (n+1)!| g

nl

og korollaret er bevist. O

Eksempel 5.1.4 (Approksimativ veerdi for tallet ¢)
Fra Eksempel 5.1.1 ved vi, at Taylorpolynomiet til exp i punktet 0 er givet ved
v’ b b
T, b)=1+0b —.
exp(b) = ++2+6+ +n!
Lad os estimere restleddet. Antag forst at b > 0. Da f("+1(2) = e er en voksende
funktion, er M = f"*D(b) = e® maksimalvaerdien for "+ (z) over intervallet

[0,0]. Altsa er
b
n+1

(n+1 7

nar b > 0. Det vil sige, hvis vi udregner T, exp(b) i stedet for €, er fejlen mindre
end ((n+ 1)!)~tebpntt,

| By exp(b)| <
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n=1
1

1 n=>5
0.5

] f(x)
1 n=3
1 -06 | 0.20.40.60.8 1

0.5
1

Figur 5.1: Funktionen f(x) = ze~ og dens Taylorpolynomier af grad n =1,3 og 5 i
punktet 0.

Hvis b < 0, far vi i stedet at M = f*1(0) = ¢ = 1 er en maksimalveerdi for
f+D(x) over intervallet [b, 0]. Dermed har vi at

1
(n+1)!

| Ry exp(b)] < ol
nar b < 0.

Lad os sige, at vi gnsker at beregne tallet e med en ngjagtighed bedre end
1073. Idéen er at bruge at

1 1 1
= 1 ~ Tn 1 = 1 1 — — “ e —,
e =exp(l) & Tyoxp(l) = 1+ 14 5+ o+t —
men spgrgsmalet er, hvor mange led vi skal tage med, for at fejlen bliver mindre
end 1073, Hvis vi tager n led med, forteeller det ovenstaende, at fejlen er mindre

end
€ n+1 __ €

D" (1)l

Vi ved at e < 3, sa vi er pa den sikre side, hvis vi vaelger n sadan at

<1073,

(n+1)!

det vil sige
3000 < (n+ 1)!
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Regner vi efter, ser vi, at denne ulighed er opfyldt for n > 6. Derfor vil

1 1 1 1 1 1957
Teexp(l)=1+14+ -+ -+ —=+ — + —

— = ——(x2.71
2 6 24 120 720 720< 718)

give e med en tilnsermelse bedre end 1073,

Eksempel 5.1.5 (Summen af en uendelig rakke) Vi vil her finde summen
af den alternerende harmoniske rackke.! Vi skal vise, at

o0

Z(—n"—l% =In(2).

n=1

Bemeerk at dette problem ikke umiddelbart har noget med differentialregning
og Taylorpolynomier at ggre. Vi kunne have spurgt om summen af denne raekke
helt uden at have diskuteret begrebet funktioner. Men det er klart, at det svar,
vi her giver udfra logaritmefunktionen, ikke kunne fremkomme uden at indfgre
funktionsbegrebet og differential- og integralregning.

Vi har allerede i Eksempel 5.1.3 set at Taylorpolynomiet for In iz = 1 er
T, In(z) = >0, (=1)* ' (z — 1)*/k. Vi har derfor at

n

In(2) — Z(-Nl% = R, In(2).

k=1

Vi skal altsa blot vise, at restleddet R, In(2) — 0 nar n — oo. Vi ved fra Seet-
ning 5.1.4 at
sup{|In"*V () |1 <t <2}

(n+1)! '

Som i Eksempel 5.1.3 har vi n™*tY(t) = (=1)"nlt=*D. Vi finder derfor, at
IR, In(2)| <n!/(n+ 1)l =(n+1)"!' — 0 nar n — .

|R,In(2)| <

Eksempel 5.1.6 (Approksimativ udregning af integral) Vi vil nu give et
numerisk overslag for integralet
1 .
/ sin x o
0 T

med en ngjagtighed bedre end 10~%. Idéen er at erstatte sin z med Taylorpolyno-
miet

1’3 33‘5 1‘7 :L,Qn— 1

i R H N TN 1yt
Basin(z) = = pd 5 = oy 4 A D iy

1Se Opgave 142 side 436 i Funktioner af en og flere variable
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Vi far da integralet

1 - 1 2 4 6 2n—2
Ty, sin(x) / otz x
Ny = 1— 4 (=) Vg
NA = Uyt o b F DT Gy

som vi let kan regne ud. Spgrgsmalet er nu bare, hvor mange led vi skal tage med
for at fa den gnskede ngjagtighed.
Da sinx = Ty, sin(z) + Ry, sin(x), har vi, at

1 1 : 1 :
/ sinz , _ / Ty, sin(x) 4 / Ry, sin(x) .
o 7T 0 € 0 x

Fejlen vi laver ved at erstatte sinx med Ty, sin(z) i integralet er altsa

/1 Ry, sin(x) .
0

T

Da alle afledede af f(x) = sin(z) er mindre end 1 i absolutveerdi, har vi ved
Korollar 5.1.4 at

1
Ry, si < — gt
[ Ransin(@)] < 5=
Dette giver at
1 : 1
Ry, sin(z) 1 9 1
——d < "dr = .
/0 x = (2n—|—1)!/0 v 2n+1)!(2n+1)

Skal vi veere sikre pa, at fejlen er mindre end 107%, ma vi altsa finde n sadan at
m < 107%. Regner vi efter, ser vi, at dette sker, hvis n > 3. Det er altsa
godt nok at bruge Taylorpolynomiet af orden 2n = 2 -3 = 6. Dermed far vi

1 . IT . 1 2 4
[, o [T Py 2,
0o T 0 T 0 a5l

3 . 2 1Y 1703
xr — —=
31-3 " 51-5], 1800

~ 0.96461

med en ngjagtighed bedre end 10~%.

Eksempel 5.1.7 (Tallet e er irrationelt) Som en mere teoretisk anvendelse
af Taylorpolynomier viser vi her at tallet e er et irrationelt tal.? Vi begynder med
en triviel observation. Hvis % og % er to forskellige brgker med samme naevner
og heltallige teellere, sa er

N M 1
= > o
'lz h| T h

2Se ogsd Eksempel 4.19 i Funktioner af en og flere variable
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Antag nu at tallet e er rationelt. Der findes da naturlige tal p og k, sa e = 2. Lad
m veere et naturligt tal stgrre end k (specielt er m > 2). Da ved vi fra Taylors
formel Seetning 5.1.3 (se ogsa Eksempel 5.1.4), at

1 1 1
e:1+1+——|——+~~~+%—|—RmeXp(1)

2 6
hvor R,, exp(1 fo (1 — t)™dt. Derfor er specielt R, exp(1l) > 0 og som i
Eksempel 5.1. 4 ser V1 at O < Ryexp(l) < G- Altsa er
1 1 1 e
O<e—(14lddog b—) < —°
e-(legtgt o)) (m+1)!

Samler Vl nu udtrykket 141+ = + 4oL — pa én brgkstreg, far V1 et udtryk af
typen , hvor N er et helt tal. Da m er stgrre end k, kan ogsa e = £ skrives som
en br(ak M , hvor M er et helt tal (multiplicer med 1-2-3-...-(k—1)- (k+1)-. comi
teeller og naevner). Bemeerk at den ovenstaende ulighed giver, at M > N og derfor

(RS,
26

1 m+1
m! (m+ 1)1

‘___

Dam +1 > 3 > e, strider dette mod vores forrige ulighed. Vi har en modstrid
og sxtningen er bevist.

5.2 Definition og konvergens af potensraekker

5.2.1 Definition (Potensrackke)
En potensraekke er en uendelig rackke af formen

> an(z—a)", (5.3)

hvor afsnittene er polynomier i den komplekse variable z, altsa hvor a og
ag, a1, as, as, - - - er givne komplekse tal, og z € C er en kompleks variabel.

En potensraekke kan opfattes som et polynomium af uendelig orden; den N’te

afsnitssum
N
E an(z —a)"
n=0

af (5.3) er jo et polynomium af orden N. Den mest fundamentale potensraekke er
den geometriske rakke
> o, (5.4)
n=0
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som bekendt? er den geometriske raekke konvergent for |z| < 1 og divergent for
|z| > 1 (se Opgave 5.15). Sa den geometriske raekke er altsa konvergent pa den
abne cirkelskive med centrum i 0 og radius 1 og divergent i ethvert punkt udenfor
denne abne cirkelskive. Ved at bruge dette kan vi ogsa bestemme konvergensfor-

holdene for raekken

Z(z —a)", (5.5)
n=0
som fremkommer fra den geometriske raekke ved at erstatte z med z — a. Det
er nemlig klart, at (5.5) konvergerer i punktet z = z; hvis og kun hvis (5.4)
konvergerer i punktet z = 2y — a. Altsa er (5.5) konvergent for alle z i den abne
cirkelskive med centrum i a og radius 1 og divergent for alle z udenfor denne abne
cirkelskive.

Vi skal nu vise, at konvergensforholdene for en generel potensraekke (5.3) i det
store hele er som for raekken (5.5). Blot bliver radius i den cirkelskive, hvor raekken
konvergerer, ikke ngdvendigvis 1, men kan vaere hvad som helst mellem 0 og +o0
(begge inklusive). Bemeerk at forskellen mellem raekkerne (5.3) og (5.5) bestar i, at
der i (5.3) optreeder koefficienterne ag, a, as osv. I (5.5) er alle disse koefficienter
lig 1. Hvis for eksempel |a,| = n! eller |a,| = n", saledes at absolutveerdien
af a,’erne vokser usympatisk hurtigt, vil det generelle led i raekken (5.3) (altsa
a,(z—a)"™) ikke ga mod nul, nar n gar mod uendelig, med mindre z = a. I sadanne
tilfeelde konvergerer raekken (5.3) kun for en enkelt veerdi af z nemlig z = a.

Eksempel 5.2.1 Lad os se pa flg. eksempel :

o0

> (in)"(z —2)" .

n=0

Denne potensraekke konvergerer abenlyst for z = 2, men hvad med andre z-
veerdier? Bemeerk at

|(in)"(z =2)"] = [i"n"(z = 2)"] = ["||n"||(z = 2)"]

= it — 2 = n?z — 27 = (] — 2"
for allen € N. Hvis z # 2 er |z —2| > 0, og nar n > 1/|z — 2|, er n|z —a| > 1. Sa
|(in)"(z = 2)"| = (n]z = 2[)" > 1

for alle n > 1/|z—2|. Derfor er ) ,(in)"(2—2)" divergent for z # 2, thi reekkens
led gar ikke mod 0.4

3Saetning 4.32 i Funktioner af en og flere variable
4Seetning 4.34 i Funktioner af en og flere variable
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Eksempel 5.2.2 Betragt potensraekken

i 27" (5.6)
n=0

der fremkommer fra (5.3) ved at seette a =0, ag = 1,041 = 1/2, ay = 1/4, a3 =
1/8, og sa videre. Denne potensraekke konvergerer, nar |z| < 2, og divergerer nar
|z| > 2. For at overbevise laeseren om dette, er det nok at omskrive (5.6) en lille
smule :

27 = (z/2)"

for alle n € N sa

St =) (2/2)" .

Men det er jo den geometriske reekke svarende til variabel-veerdien z/2. Sa vi ser,
at reekken ) (2/2)" og dermed ogsa reekken (5.6) konvergerer, nar |z/2| < 1
og divergerer, nar |z/2| > 1. Ved at gange igennem med 2 ser vi altsa, at (5.6) er
konvergent for |z| < 2 og divergent for |z| > 2 som pastaet. [

Som disse eksempler antyder, athaenger konvergensforholdene for en potens-
raekke (5.3) af, hvor hurtigt absolut-veerdierne |a,| af vokser, nar n gar mod uen-
delig. Vi skal nu se, at maengden af z, for hvilke en give potensraekke konvergerer
ikke kan veere helt tilfeeldig.

5.2.2 Seetning (Konvergensradius)
Givet en potensrackke Y a,(z — a)™. Der findes 0 < R < oo sa rekken
konvergerer absolut for |z — a| < R og rakken divergerer for |z — a| > R.
Man kalder R for konvergensradius for potensrackken.

Bevis. Vi betragter meengden af ¢t > 0, for hvilke talfglgen {|a,|t"}2° er begraen-
set. Altsa maengden

A= {t >0 ‘ Talfplgen {|a,|t"}° er begraenset }
eller udtrykt ved kvantorer
A:{tZO’ 3M>0Vn€N:|an|t"§M}.

Denne mangde er ikke tom da den indeholder ¢ = 0. Hvis maengden A ikke er
opad begraenset altsa, hvis talfglgen {|a,[t"}>° er begraenset for vilkarligt store ¢,
definerer vi R = oo. I modsat fald seetter vi R = sup A.

Betragt nu z sa |z — a] < R. Da kan |z — a| ikke veere et overtal (en gvre
greense) for meengden A. For enten er A slet ikke opad begraenset ellers er R det
mindste overtal (mindste gvre graense).
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Derfor findes der et t € Asat > |z —al. Dat € A, findes 0 < M < oo, sa
la,[t" < M for alle n.
Hvis vi skriver, |a,||z — a|™ = |a,|t"(|z — a|/t)", ser vi, at

|anl|z = af* < M(|z —al/t)".

Konvergens af potensrackken y 07 a,(z — a)™ folger nu af sammenligningskrite-
riet, for da |z —a|/t < 1, er den geometriske rackke > ° M(|z—a|/t)" konvergent.
Hvis |z —a| > R er {|a,||z — a]"}2° en ubegraenset folge. Vi kan derfor ikke
have
nlin;o la,||z —a|™ = 0.

Da leddene i potensrackken Y °  a,(z — a)™ altsa ikke gar mod 0, kan den ikke
veere konvergent.® O

Bemaerk at Saetning 5.2.2 intet siger om konvergensen af potensraekken for
z € Cmed |z — a| = R. Det er ofte en kompliceret affeere, at afggre hvorvidt en
given potensraekke konvergerer i et punkt pa konvergenscirklen. Det kan sagtens
forekomme, at reekken konvergerer i et punkt pa denne cirkel, men ikke i et andet.

Seetning 5.2.2 siger, at der til en potensraeekke Y a,(z —a)” findes en cir-
kelskive med centrum i a evt. med radius 0 eller oo, saledes at potensraekken er
konvergent i det indre af cirkelskiven og divergent udenfor. Konvergensradius er
netop radius for denne cirkelskive.

Nar man skal finde konvergensradius af en potensraekke, kan man benytte et
af konvergenskriterierne for uendelige raekker. Det mest almindelige er at benytte
enten kvotientkriteriet eller rodkriteriet. Vi formulerer deres konsekvenser for
potensraekker som en separat seetning.

5.2.3 Satning (Kvotient- og rodkriterie for konvergensradius)
Lad ag,ay,as,... vaere en folge af komplekse tal saledes, at der findes et
N e Nsaa, # 0 forn > N. Hvis graenseveerdien

R = lim 0]

n=oe [y 1]

eksisterer (evt. som oc), da er R konvergensradius for enhver potensraekke af
formen Y an(z —a)™.
Ligeledes, hvis graensevaerdien
R = lim |a,|~'/"
n—oo

eksisterer (evt. som oc), da er R konvergensradius for enhver potensraekke af
formen Y an(z —a)™.

5Se Saetning 4.34 i Funktioner af en og flere variable
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Beuvis. Nar z # a giver antagelserne, at

N e B ER]
o Ja(z—ap] R

Det fglger fra kvotientkriteriet, at

o0
> lan(z—a)"
n=0
konvergerer, nar
|z —a
R L
dvs. nar |z — a|] < R, og divergerer nar
|z — al
“Rr b

dvs. nar |z — a| > R. Altsa ma R veere konvergensradius for rackken

o0
Z an(z —a)",
n=0

jvt. Seetning 5.2.2. Rodkriteriet er helt analogt. O

Eksempel 5.2.3 Vi sgger konvergensradius for potensrackken

[e o]

> @n+7)(z-3)". (5.7)

n=0
Vi benytter kvotientkriteriet fra Seetning 5.2.3

2n+7  2n+7
2n+1)+7 2n+9

konvergerer mod 1 nar n gar mod uendelig. Men sa er konvergensradius for (5.7)
1, ifplge Seetning 5.2.3.

Eksempel 5.2.4 Vi sgger konvergensradius for potensrackken

> nf(z-3)". (5.8)
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Atter saetter vi forst vores lid til Seetning 5.2.3, og sgger at finde graenseveaerdien

for kvotienterne

77,3

(n+1)3
Efter omskrivningen
n® 1
(n+1)? (143

ser man umiddelbart, at

n3

lim ——— = 1
oo (n 1 1)3

Sa 1 er altsa konvergensradius for (5.8).

Hvis en potensraekke har positiv konvergensradius, muligvis uendelig, sa vil
dens sum definere en funktion pa den abne cirkelskive.

5.2.4 Definition (Sumfunktion for potensrackke)
Hvis potensraekken Y a,(z — a)™ har konvergensradius R > 0 kalder vi

funktionen

f(2) =) au(z—a)"

for potensraekkens sumfunktion. Med mindre andet bliver angivet, lader vi
definitionsmaengden veere den abne cirkelskive {z € C : |z — a| < R}.

Bemaerk at sumfunktionen afhsenger af en kompleks variabel. Vi skal ikke
her diskutere funktioner af komplekse variable yderligere. Vi skal hovedsageligt
interessere os for sumfunktionen restringeret til intervallet Ja — R, a + R[. Sum-
funktionen har de bedst teenkelige kontinuitets og differentiabilitets egenskaber.
Selvom det faktisk ikke er sa vanskeligt at vise, ligger det alligevel ud over, hvad
der skal gennemgas her. Vi ngjes med at anfgre resultatet uden bevis.

5.2.5 Satning (Kontinuitet og differentiabilitet af sumfunktion)
Lad Y _>°  a,(z —a)" veere en potensrackke med reelle koefficienter og positiv
konvergensradius R. Da er den reelle funktion f :Ja — R,a+ R[— R givet ved
f(x) =527 an(x — a)™ kontinuert og uendelig mange gange differentiabel.

n=0

Vi har her begreenset os til reelle potensraekker. Det er der egentlig ingen speciel
grund til. Szetningen er ogsa rigtig for funktioner med komplekse veerdier. Grun-
den til ikke at medtage dette her er simpelthen, at vi ikke har diskuteret de ellers
ret oplagte betydninger af kontinuitet og differentiabilitet for sadanne funktioner.

Der geelder, at man for en sumfunktion til en potensraekke kan udtrykke bade
den afledte og stamfunktionen igen som sumfunktioner til potensraekker. Resul-
tatet, som vi nu formulerer, virker intuitivt oplagt, men beviset er faktisk ikke
helt nemt, sa vi udelader det.



5.2. DEFINITION OG KONVERGENS AF POTENSRAKKER 73

5.2.6 Saxtning (Ledvis differentiation og integration)
Hvis potensraekken )"  an(x — a)" har konvergensradius R > 0, da vil
potensraekkerne

in?l —a)"t g ;”anﬂf—a) -

n=0

der fremkommer ved henholdsvis ledvis integration og ledvis differentiation
af den oprindelige rackke, begge have konvergensradius R.
Desuden vil sumfunktionen f(z) =3 " a,(x — a)" have stamfunktionen

00

§ Qn _ n+1
1

n=0 n+

og afledte

oo
= Z na,(r —a)" .
n=1

Disse funktioner er alle defineret for x €la — R,a + R|.

5.2.7 Satning (Regning med potensrakker)

Lad f(z) =3 " qan(z —a)" og g(z) = Y ." o bn(z —a)" veere sumfunktioner
for de givne potensrakker defineret for x €la — R,a + R[. Da vil vi for x €
Ja — R,a+ R[ have

oo

fx)£g(z) = Y (an+by)(z—a)

n=0

flx)g(z) = Z (Z ambn—fﬂ) (z —a)"

Beuvis. Begge disse regneregler gaelder for generelle absolut konvergente uendelige
rackker. De er altsa ikke specielle for potensraekker. © O

Bemaerk at produktreglen for potensraekker kan forstas ved at man i produktet
(a0+a1(x—a)+a2(x—a)2+...> (bo+b1(x—a)+b2(x—a)2+...)

har samlet led med samme potens af (x — a).

SDen fgrste regneregel om sum og differens af potensraekker, fglger fra Seetning 4.33 i Funk-
tioner af en og flere variable. Reglen for produkter af potensrackker er en smule mere kompliceret
og bevises ikke her.
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5.3 Taylorraekker og deres konvergens

Vi har set i Definition 5.2.4, at der til en potensraekke kan hgre en sumfunktion.
Omvendt kan man til en funktion der er uendelig mange gange differentiabel
knytte den potensraekke, hvis afsnit er Taylorpolynomierne for funktionen.

5.3.1 Definition (Taylorraekken for funktion af en variabel)
Antag at [ er en reel funktion af én reel variabel, der er uendelig ofte diffe-
rentiabel i punktet a € R. Potensrackken

2 r(n) (g,
Zf <)(z—a)”

n!
n=0

kaldes for Taylorraekken for f i punktet a.

Man kunne igen sagtens have inkluderet funktioner af én reel variabel med kom-
plekse veerdier. Man kan nu spgrge om, hvorvidt en vilkarlig potensraekke altid
er Taylorreekke for sin sumfunktion og omvendt om Taylorraekken for f altid har
sumfunktion f. Vi besvarer dette i den neeste saetning og efterfglgende bemaerk-
ning.

5.3.2 Sxtning (Potensrakke er Taylorraekke for sin sumfunktion)
Hvis Y% jan(z — a)™ er en reel potensrackke med positiv konvergensradius
R, da er denne potensraekke Taylorrackken for sin sumfunktion (betragtet
som funktion pa Ja — R,a+ R[) i punktet a. Med andre ord, hvis funktionen
[:Ja—R,a+ R[— R givet ved f(z) = " an(x—a)", daer f uendelig ofte
differentiabel i a og for alle n > 0 er

) (a) 59)

a, = -
n!

Bewvis. Vi har fra Seetning 5.2.5 at f er uendelig mange gange differentiabel i a.
Seetning 5.2.6 giver, at

f(k)(x) = Zn(n — 1) . (TL —k+ 1)an(x _ a)n—k'

n=k
Det forste led, hvor n = k, giver klay. Altsa f*)(a) = klay. O

Eksempel 5.3.1 (Funktion der ikke er sum for sin Taylorraekke)
Betragt funktionen” f : R — R givet ved

ro={ e 550

, >0

"Se opgave 309 i Funktioner af en og flere variable
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Denne funktion er klart uendelig ofte differentiabel i alle x # 0. Man ser nemt
ved induktion, at for alle n € N og alle z # 0 er f™(x) = P,(1/z)f(x), hvor P,
er et polynomium af grad 2n. Vi behgver ikke kende polynomiet P, eksplicit. Da
eksponentialfunktionen aftager hurtigere end enhver potens,® har vi, at

lim o (z)

z—0 x

=0, (5.10)

for alle n > 0.

Ved induktion konkluderer vi nu, at f faktisk ogsa er uendelig ofte differen-
tiabel i # = 0 med £ (0) = 0. Tilfeeldet n = 0 er kontinuiteten af f i 0, som
faktisk er et svagere udsagn end (5.10).

Hvis vi antager f((0) = 0, har vi fra (5.10)

fa) ~ fO0) SO

lim = lim ————~ = 0.
z—0 x x—0 xr

Derfor er f+1)(0) = 0.

Med andre ord er Taylorraekken for funktionen f i punktet O simpelthen 0-
reekken. Denne rackke har selvfglgelig uendelig konvergensradius og sumfunktion
lig med O-funktionen, altsa er sumfunktionen ikke lig med f.

Mange af de mest almindelige funktioner er dog sumfunktioner for deres Tay-
lorrackker. Her er nogle af de vigtigste eksempler.

5.3.3 Satning (Taylorraekker for kendte funktioner)
I de folgende identiteter er kendte funktioner skrevet som sum for deres Tay-
lorraekke i punktet 0. Raekkerne er konvergente i det angivne interval.

(a) 1ix = > re]—1,1]
0 el = S5 reR

n=0
> (_1)nx2n+1

(c) sin(z) = Z RCESR reR

@) cos(a) = g—m(g—?;, cR
(€) In(l+z) — Z(—D”“%, v el —1,1]
() (1+2) = 1+Zs(s—1)~..ﬁi(s—n—|—1)xn’ re-11]

I det sidste tilfselde er s € R.

8Se specielt Seetning 7.24 i Funktioner af en og flere variable
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Beuvis. (a) Den forste reekke er simpelthen en geometrisk raekke.

Fra Eksemplerne 5.1.1, 5.1.2 og 5.1.3 ser vi umiddelbart at de neeste fire
reekker virkelig er Taylorreekker for de givne funktioner. Da afsnitsummerne for
Taylorraekken for en funktion f netop er Taylorpolynomierne for f, skal man for
at vise, at Taylorraekken konvergerer mod f(z), simpelthen vise, at restleddet
R, f(x) gar mod 0.

(b) Vi har allerede set i den approksimative udregning af tallet e i Eksem-
pel 5.1.4, at

max{e”, 1} .,
| R exp(z)| < le :
Bemaerk at for n > 2|x| har vi, at
n+m n n
o e el el el _Jal,

m+m)!  nln+ln+2 n+m=— nl
Derfor vil ‘fb# — 0 nar n — oo og det er derfor klart, at for alle x € R vil
R, exp(z) — 0 nar n — oo.
(c—d) Da |cos(z)| < 1 og |sin(x)| < 1 ser vi umiddelbart, at alle afledede af
sin og cos i absolutveerdi er begraenset af 1. Derfor fglger det af vurderingen pa
restleddet i Korollar 5.1.4 at

| Ry cos(a)| < [a|™/(n+ 1L [Rysin(z)] < 2"/ (n+ 1)

Konvergenserne for disse Taylorraekker fglger derfor, som for exp.

(e) Fra Eksempel 5.1.5 folger det at Taylorrackken for In(1 + z) virkelig har
den rigtige konvergens for z = 1. Da In(1 + ) er den stamfunktion til (1 4 x)~?,
som er 0 for x = 1, kan vi benytte Saetning 5.2.6 om ledvis differentiation og
integration af potensrackker til at vise konvergensen af rackken for x €] — 1, 1].
Bemeerk nemlig, at ledvis differentiation af raekken giver ) > ,(—1)"z" som jo
netop konvergerer mod (1 + z)~! for x €] — 1, 1].

(f) Vi bemeerker forst ved brug af kvotientkriteriet for potensrackker Seet-
ning 5.2.3, at reekken er konvergent for z €] — 1, 1].

Vi bemaerker derngest, at funktionen f(z) = (1 + x)® kan karakteriseres, som
den entydige funktion, der opfylder, at

['@) = sf(2)/(L+2) og f(0)=1 (5.11)

Det faktum, at der er en og kun en funktion, der opfylder (5.11), folger f.eks. af
eksistens og entydighedsseetningen for forste ordens linesere differentialligninger
Seetning 4.3.3.

Vi er altsa feerdige, hvis vi kan vise, at sumfunktionen for reekken har egen-
skaben (5.11). At summen er 1 for z = 0 er klart. Ved ledvis differentiation af
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raekken finder vi

n=1

Altsa opfylder sumfunktionen ogsa betingelsen (5.11). O

Eksempel 5.3.2 (Den komplekse eksponentialfunktion) Bemerk at hvis
vi benytter Taylorrackkerne for sin og cos, finder vi, at

(iy)"
n!

cos(y) + isin(y) = Z

n=0

Y

hvilket er i overensstemmelse med Definition 4.1.9 af den komplekse eksponential-
funktion og Taylorraekken for eksponentialfunktionen. Ved brug af Seetning 5.2.7
om udregning af produkter af potensraekker kan man mere generelt vise, at for
z = x + 1y har vi

exp(z) = exp(x + iy) = exp(x)(cos(y) + isin(y)) = > =

“— nl

5.3.4 Bemzerkning (Om at bestemme Taylorrakken for en funktion)
Man kan selvfglgelig altid direkte benytte Definition 5.3.1 til at bestemme Tay-
lorraekken for en given funktion. Dette kan dog ofte veere ret besveerligt og man
kan med fordel ofte i stedet tage udgangspunkt i en kendt Taylorraekke og benytte
regnereglerne for potensraekker. Vi giver et enkelt eksempel pa dette.

Eksempel 5.3.3 (Taylorraekken for arctan)
Lad os beregne Taylorrackken for funktionen f(z) = arctan(x) i punktet x = 0.
Hvis vi skal bruge definitionen skal vi differentiere flere gange:

1 20x 8x? 2

REEwL fi(z) = 13227 [ (@) = A+22° (Q+a27

f'(x)
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Det vil hurtigt blive et uoverskueligt regnestykke. Det er nemmere at udnytte,
at arctan(z) er den stamfunktion til (1 4+ 2%)~!, der er 0 i z = 0. Taylorrackken
for (1 + 2?)~! finder vi ved at indsstte —z? i stedet for x i Taylorrsekken for
(1—a)~t Altsa (1 +2?)~t =377 (—1)"2*", konvergent for x €] — 1,1[. Derfor
far vi ved ledvis integration at

00
x2n+1

arctan(x) = Z(—l)"

n=

on—+1’

og potensraekken er konvergent for x €] — 1, 1].
Man kan vise, at Taylorrackken ogsa konvergerer mod arctan(x) for z = 1,
hvilket giver den bergmte formel®

1 1 1
l——f—+...=Y (1) ==
375 77 P Vo1 T

da arctan(1l) = /4.

5.3.5 Bemzerkning (Om at finde sumfunktionen for en potensraekke)
Generelt kan man ikke ngdvendigvis bestemme sumfunktionen for en given po-
tensraekke ud fra kendte funktioner. I mange tilfeelde kan man dog ggre det ved
at bruge regnereglerne for potensraekker til at omskrive den givne potensraekke
til en af de allerede kendte Taylorreekker. Vi giver et par eksempler.

Eksempel 5.3.4 Find sumfunktionen for
S
— (n—1)!

Vi vil forsgge at omskrive denne potensraekke til Taylorreekken for exp. Fgrst
substituerer vi y = 2% og dernsest benytter vi regnereglerne for potensreekker

[e o]

n oo n—1 o n
ny _ ny o d Y
Z(n—l)! - y;(n—l)!_ydyz(n—l)!

n=1 n=1
d & yn—l
B yd_y <y; (n—1)!

d Ooy"
)”@@%H)

d
Vi, (ye¥) = y(e¥ + ye?).

Potensrackken er konvergent for alle y. Bemeerk at vi slap af med faktoren n i
teelleren ved at differentiere. Alternativt kunne man have benyttet omskrivningen

A < NG Eh VAR < S AR « S LA — S
By sy ERD iy s M DY i s IR Dy e T f gy

9Et bevis for denne formel gives i opgave 328 pa side 479 i Funktioner af en og flere variable
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o n—2
v (ny_

n=2

= (y+y°)e?

Vi konkluderer derfor, at for alle = er
(n—1)!

n=1

= 2?(1 4 2%)e”

Eksempel 5.3.5 Vi gnsker at finde summen af potensrackken

[e.9]

> (n+2)(n+ 1)a"

n=0

Her vil vi slippe af med faktoren (n + 2)(n + 1) i teelleren ved at differentiere to
gange

Z(n—i—Q)(n—l—l)x = @Z = ——7 Zaz
n=0 n=0
o2

d?21—z  (1—x)3
Potensrackken konvergerer for x €] —1,1].

Eksempel 5.3.6 Vi gnsker at finde summen af potensraekken

n

Z (n+2)(n+1)

n=0

Her slipper vi af med faktoren (n+2)(n+1) i nsevneren ved at integrere to gange
ledvist. Fgrst er vi ngdt til at fa den rigtige potens af z. For x # 0 far vi

o " © n+2 tn—i—l

~(n+2)(n+1) xz;(n—FZ)(n—i-l 22/ w1
= xzi/om {/Otu”du} dt:xz/ [/ Zu”du] dt
= x2/0${/0t(1—u) 1du}dt—x /O n(l —t)d

= 2 2(1—2)In(l—2) - (1—2)+1)
2(1—-2)In(l —2)+ ).

n

Bemaerk at potensraekken pa venstre side giver mening for x = 0 og der har
veerdien 1/2. Udtrykket pa hgjre side giver ikke mening for x = 0. Ifglge regne-
reglerne for potensraekker konvergerer reekken for x €] — 1,1[ og er for x # 0 lig
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med hgjresiden. Udtrykket pa hgjre side ma derfor naturligvis have greensen 1/2
nar x — 0. Det kan man ogsa se ved at benytte I'Hopitals regel to gange. Man
bemeerker i gvrigt, f.eks. ved at sammenligne med rackken 2, n~? at reekken
faktisk er konvergent ogsa for x = +1.

Maple kan bruges til at finde sumfunktionen til en potensraekke, som fglgende
eksempel viser:

> Sum(x"n/((n+2)*(n+1)), .infinity); simplify(value(%));

[e.9] n

nZ:O(n+2)(n+1)

Inl—z)z—In(l —z)—x
_ >

5.3.6 Bemzerkning (Om at finde summen af uendelige raekker)

Vi sa allerede i Eksempel 5.1.5, at man kan benytte Taylorpolynomier og Taylor-
reekker til at bestemme summen af uendelige reekker. Givet en uendelig rackke er
ideen, at kunstigt indszette en variabel x for derved at ggre raekken til en potens-
rackke, sa man kan benytte resultaterne om Taylorreekker og potensraekker til at
finde summen. Vi illustrerer det igen ved et par eksempler.

Eksempel 5.3.7 Vi vil finde summen af de uendelige raekker

= n3n = 2" s .
2o Zmaoman LA+

Bemaerk at disse rackker fremkommer ved at indseette henholdsvis z = 3, . = 1/2
og © = 1/2 i potensrackkerne

; Rk 2 CEDICES) 2(””)(“ 1"

Vi kan derfor aflaese summen af raekkerne fra resultatet i de tre foregaende ek-
sempler.

o0 n32n o0
= 90¢°, =2—21In( 2)(n+1)27" = 16.
;(n—l e Zn+2 ICEE) n(2 ,%n—l— (n+

5.4 Opgaver til Kapitel 5

5.1 Opgave
Find Taylorpolynomiet af grad 4 til f(z) = ¢** i punktet 0.
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5.2 Opgave
Find Taylorpolynomiet af grad 3 til f(z) = tanz i punktet 0.

5.3 Opgave
Find Taylorpolynomiet af grad 3 til f(z) = 2% — 32* + 22 — 7 i punktet 0.

5.4 Opgave
Find Taylorpolynomiet af grad 3 til f(x) = 2* — 32% + 22 — 7 i punktet 1.

5.5 Opgave
Brug Taylorpolynomiet for f(x) = y/z af grad 2 i punktet 2 = 100 til at finde en

tilneermet veerdi for /99. Giv et overslag pa ngjagtigheden.

5.6 Opgave

Find
. ef—1—x
lim ————
z—0 3;‘2

ved hjeelp af et passende Taylorpolynomium.

5.7 Opgave
Brug et Taylorpolynomium til at beregne

1
/ sin(z?)dx
0

med en fejl pa mindre end 0.00002.

5.8 Opgave
Find konvergensradius for flg. potensrackker:

(a) Y 4"(z-2)" () Y n*(z—1)"

CP @ LT

n=1
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2 e n+ 1

E h E |
<e) n=0 n+ 1 n=1 Og Z

= 3"(z — 4)" = 1-3-...-(2n—1)
f I A § 2n
(®) nZ:O n! —~ (n+1)! :

5.9 Opgave

Lad a € C vaere et vilkarligt komplekst tal og r et vilkarligt element i [0, o0].
Vis ved eksempel, at der findes en potensrakke, der er konvergent pa {z € C :
|z —a| < r} og divergent pa {z € C: |z —a| > r}.

5.10 Opgave
Bevis flg. identiteter :

a) i(—l)"z" - ze{weC:|w| <1}

ot 1+2z2"
1 . N
n=0
2n .
(c) 1_22 =) 2", ze{weC:|w| <1},

n=0

142 0 2+l
d) 1 = 2 —1,1].
(@ 0g<1_x) S gy o el

(e) 1_23 223"” , 2€{weC:|w| <1}

(f) log(1 —2°) = —Z%gn Coxoe]—1,1].
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5.11 Opgave
Lad potensraekkerne > 7 a,(z —a)™ og > o by(z — a)™ have konvergensradius

R, og Ry, hhv.

Gor rede for at konvergensradius for potensreekken > (a, + b,)(z — a)”
mindst er min{R,, Ry}

Gor rede for at konvergensradius for potensreekken Y >°  (a, — b,)(z — a)”
mindst er min{R,, R}.

Lad zg, 21,29, -+ veere en fglge af komplekse tal af modulus 1. Vis at
konvergensradius for potensreekken > 7 z,a,(z —a)" er R,, og at potensrackken

> olan 4 z,b,) (2 — @)™ har en konvergensradius, der er mindst min{R,, R;}.

5.12 Opgave
For ethvert naturligt tal n lader vi ¢, betegne antallet af naturlige tal, der gar
opin. Altsa

¢ = #{keN : kn}.

Find konvergensradius for flg. potensrackker :

(@) S g © S var
n=1 n=1
(b) %"z" .
n=l (d) Y (gn)"="
n=1
5.13 Opgave

Bestem sumfunktionen for folgende potensraekker

> (n+2)2" (€) Y s

n=0 n=1 (Tl o 1)'
=1

(2)
() D (@ Y nn— 1)

n
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5.14 Opgave
Bestem summen af fglgende raekker
3(n+3) o 27n
a
(&) nZ:O n! (c) nz::l n+1

() S n2 @ Y

5.15 Opgave
(a) Gor rede for, at meengden af z, hvor den geometriske rackke

o
>
n=1

konvergerer, er {z € C: |z| < 1}.

(b) Gor rede for, at meengden af z, hvor potensraekken

o0
Zn

n2
n=1

konvergerer, er {z € C: |z| < 1}.

5.16 Opgave
Gor rede for at funktionen z=* er kontinuert pa [0, 1], nar vi benytter konventio-

nen 0° = 1. Bevis desuden formlen
1 [e's)
/ z ¥ dx = Zn_".
0 n=1

(Vink : Integrer =% = > a"(logz)"/n!, og evaluer fol z"(log z)" dz ved
delvis integration.)

5.17 Opgave
Lad > 7 ) a,2" og > 2, b,z" veere potensraekker der begge har konvergensradius

storre end 0. Antag at der findes et § > 0 sa

D D
g apz’ = g b, 2"
n=0 n=0

nar |z| < 4. Vis at a, = b, for allen =0,1,2,---.
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5.18 Opgave
a) Vis at der findes en potensreekke Y > a,2" med konvergensradius R > 1

saledes at funktionen f(t) = > 7 a,t™ opfylder differentialligningen
f'(t) = (1)

pa intervallet | — 1,1[.
b) Lad «, § € C. Vis at der kun findes en potensraekke som under a) saledes

at f(0) = a og f'(0) = 5.
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Kapitel 6

Integration i flere variable

6.1 Plan og rumintegraler

Vi vil ikke her diskutere, hvordan man definerer plan og rumintegraler ud fra
over- og undersummer.! Vi vil for planintegraler over en maengde D C R? enten
benytte notationen [, f(z,y)dA, [[,f(z,y)dA, eller mere kortfattet blot [, f,
hvor vi helt udelader integrationsvariablen. For rumintegraler over en maengde
R C R3, skriver vi ligeledes enten fRf(x,y,z)dV, fffR f(z,y, z)dV, eller igen
blot || » [+ Den kortfattede notation kan med fordel bruges, nar vi samtidig vil
udtale os om plan og rumintegraler.
Vi minder om, at hvis f(z,y) >0, er

/Df(:c,y)dA

rumfanget af den maengde, der ligger over D i XY -planen og under grafen for f.
Specielt gaelder der,? at

Areal(D):/ 1dA.

D
Pa samme made vil vi for R C R3 have

Rumfang(R) :/1dV.
R

Planintegraler er specielt nemme at udregne, hvis der integreres over elemen-
teere domeener D C R2, se Definition 1.2.6.

Pa samme made er rumintegraler specielt nemme at udregne, hvis der inte-
greres over maengder, der kan skrives som

R={(r,y,2) [a <z <b u(x) <y <o), br,y) <z<txy)}, (61

'For planintegraler finder man det i Funktioner af en og flere variable, Kap. 10. Teorien for
rumintegraler er helt tilsvarende, blot integreres der over delmaengder af R3.
2Se Eksempel 10.5 i Funktioner af en og flere variable.

87
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hvor u og o er som i Definition 1.2.6 og
t.b:{(z,y) [a<z<b u(@) <y<o(r)} —R

er kontinuerte og opfylder b(z,y) < t(x,y) for (z,y) i det indre af definitions-
mengden. (Notationen ¢ og b refererer til top og bund. Ligesom i to dimensioner
kan man selvfglgelig ombytte rollerne af =,y og 2 i (6.1).

6.1.1 Definition (Elementzere domaener)
Vi skal med en samlet betegnelse kalde maengder pa formen (1.7-1.8) eller
(6.1) (og de tilsvarende med rollerne af x,y og z ombyttet) for elementaere
domsaener. Randen af et elementaert domaene R i rummet er defineret analogt
til randen af et elementaert domeene i planen (se Definition 1.2.6).

Integration over elementeere domeaener er beskrevet i fglgende seetning, som vi
ikke beviser her.?

6.1.2 Setning (Itereret integral)

Lad f : D — R vere en kontinuert funktion defineret pa et elementaert
domene D. Da er f integrabel over D (hvis D C R? vil vi ogsa sige planin-
tegrabel og hvis D C R3 vil vi ogsa sige rumintegrabel). Hvis D er af formen
(1.7) og f derfor er en funktion af to variable, har vi

| i | b < / iu::)f(w,y)dy) dr.

Hvis D er af formen (1.8) og f derfor er en funktion af to variable, har vi

tapaa= [ ([ fw i) ay.
fstman= [T ([0 st

Hvis R er af formen (6.1) og f derfor er en funktion af tre variable, har vi

x=b y=o(x) z=t(z,y)
/f(:c,y,Z)def / / f(x,y)dz | dy | dz.
R r=a y=u(zx) 2=b(z,y)

Som for planintegraler geelder der tilsvarende formler med rollerne af x,y og
z ombyttet.

Denne satning vil ggre det muligt at udregne, stort set alle de plan- eller rumin-
tegraler vi mgder ved at reducere dem til en-dimensionale integraler.

3For planintegraler kan szetningen findes i Funktioner af en og flere variable Seetning 10.13
og Korollar 10.14.
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Vi ser med det samme, fra denne seetning, at plan og rumintegraler over
elementeere domener (og dermed ogsa over disjunkte foreningsmaengder af ele-
menteere domeener) opfylder den ssedvanlige linearitetsrelation

[ar+tp=af 40 ]

hvor a,b € R og f, g er kontinuerte funktioner pa D.

Man kan ofte veelge nye variable, saledes at en given meengde kan udtrykkes
som et elementaert domaene i de nye variable. Derved bliver integraler over denne
mangde meget lettere at udregne. Vi skal nu beskrive denne metode. Fgrst giver
vi uden bevis den seetning, der tillader en af skifte variable. Et skift af variable vil
veere udtrykt ved en afbildning 7'. Seetningen forteeller os, hvordan vi kan udregne
integralet af en funktion f over billedmeengden T'(D) af en meengde D ved i
stedet at udregne integralet af den sammensatte funktion f o7 over meengden D.
Bemsaerk at T'(D) ikke behgver veere et elementeert domaene. Vi teenker pa foT
som funktionen f udtrykt i nye variable. Der bliver en ekstra faktor i det nye
integral, der udtrykker areal- eller volumenforholdet ved afbildningen 7.

6.1.3 Saxtning (Transformationssatningen)

Ladn=1,2 ellern =3 og lad T : U — R" vaere en kontinuert differentiabel
funktion pa en aben maengde U C R™. Hvis D C U er et elementaert domaene
(et interval for n = 1), T er injektiv pa det indre af D og f : T(D) — R er
en kontinuert funktion gaelder der,

/T(D)f:/D(fOT)|detDT|,

Vi skal som sagt ikke bevise denne satning her, men blot bemserke, at det er
naturligt at determinanten af Jacobi-matricen, den sakaldte Jacobi-determinant,
for T optreeder. Hvis T var linesr, ville absolutveerdien af determinanten for T’
jo netop veere areal- eller volumenforholdet ved afbildningen. Generelle differen-
tiable afbildninger kan i ethvert punkt tilnsermes af en lineser afbildning, hvis
determinant netop er Jacobi-determinanten.

For n = 1 er Transformationsseetningen faktisk velkendt. Den drejer sig sim-
pelthen blot om integration ved substitution

T(b) b
/ fy)dy = / F(T ()T (x)d.

T(a)

Bemaerk at hvis 7" er injektiv er T" strengt monoton (se opgave 1.7). Hvis 77 < 0,
vil T(a) > T'(b) og derfor vil T'([a,b]) = [T'(b),T(a)]. Pa den anden side, hvis
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T" > 0 vil T([a,b]) = [T'(a), T(b)], man kan derfor i begge tilfaelde skrive formlen
ovenfor pa samme made som i Transformationssaetningen

/ fy)dy = F(T(@)|T'(z)|d.
T([a,b]) [a,b]

6.1.4 Definition (Polaere koordinater i planen)
Den kontinuert differentiable afbildning givet ved

R? 3 (r,0) — (2(r,0),y(r,0)) = (rcosf,rsinf) € R?

kaldes polsere koordinater i planen. Den er injektiv pa meengden af (r,0) der
opfylder
O<r, 0<6<2m.

Absolutveerdien for Jacobi-determinanten for afbildningen er pa denne
maengde givet ved

cosf@ —rsinf
'det( sinf rcosf )':r.

Eksempel 6.1.1 (Benyttelse af polere koordinater)
Vi vil udregne planintegralet af funktionen f(x,y) = = over mengden i forste
kvadrant omgreenset af z-aksen, linien x = y og cirklen 22 4+ y? = 4. I poleere

Figur 6.1: Domenet T'(D) og grafen for f

koordinater kan denne meengde udtrykkes som
D={(r,0)|rel0,2], 0<6<m/4}.

Mere praecist betyder det, at hvis T er afbildningen for poleere koordinater, vil
vores oprindelige domaene veere billedet T'(D). Bemaerk at T' er injektiv pa det
indre af D. Funktionen f(7'(r,0)) = rcosf. Det folger da fra Transformations-
setningen 6.1.3, at vi har

/ f(z,y)dA = / rcos OrdA.
7(D) D
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Ved at omskrive integralet til et itereret integral far vi

r=2 pl=rn/4 r=2 O=m/4
/ / 2 cos 0dfdr = / T2dr/ cos 0df = 4v/2/3.
r=0 [ 0

=0 r=0 =0

I de oprindelige koordinater kan integralet skrives foﬂ f;:yv Y da dy. Det over-
lades til laeseren, at checke dette og at integralet giver samme resultat som ovenfor.

’
A

»

x X

Figur 6.2: (a)Polaere koordinater (b) Sfeeriske koordinater

6.1.5 Definition (Sfeeriske koordinater i rummet)
Den kontinuert differentiable afbildning givet ved

R® > (p,0,¢) — (x(p,0,0),y(p,0,0),2(p,0,0)) € R’

z(p,0,¢) = psingcost, y(p,0,¢9)=psingsing, 2(p,0,¢) = pcosae,

kaldes sfeeriske koordinater i rummet. Den er injektiv pa maengden af (p, 0, ¢)
der opfylder
O0<p, 0<0<2r 0<op<m.

Pa denne maengde er absolutvaerdien for Jacobi-determinanten for afbildnin-
gen givet ved

singcosf —psingsinfd pcospcosl
det | singsin€ psingcosf pcospsind = p?sin ¢.
cos ¢ 0 —psin ¢




92 KAPITEL 6. INTEGRATION I FLERE VARIABLE

Eksempel 6.1.2 (Benyttelse af sfeeriske koordinater) Vi vil benytte sfee-
riske koordinater til at udregne rumfanget af en kugle med radius R i rummet.
Kuglen kan i sfeeriske koordinater udtrykkes som maengden af (p, 6, ¢), som op-
fylder

0<p<R 0<0<2r, 0<o<m.

Vi finder derfor, at rumfanget af kuglen er

0=27 o=m
/ / / 1p? sin ¢pdodfdp = 4w R®/3.
p= [% ¢=0

6.2 Kurveintegral

6.2.1 Definition (Kurveintegral og kurvelaengde)

Lad C veare en parametriseret kurve i R™ repraesenteret ved en kurvepara-
metrisering r : I — R", som er glat pa hele det indre af I. Hvis f er en
kontinuert funktion pa sporet r(I), definerer vi kurveintegralet® af f langs

C ved
/fw—/f (8t

Venstresiden er blot en skrivemade. Specielt definerer vi lzengden af kurven

ved
_ / I (8)dt.
I

*Strengt taget er integralet over I et uegentligt integral, for vi har kun defineret r'(t) i
det indre af I, sa kurveintegralet er kun defineret, hvis det konvergerer.

Det bgr veere intuitivt klart, at definitionen af kurveleengde som integralet af
leengden af farten svarer til den geengse opfattelse af kurveleengde. Bemeaerk at
antagelsen om glathed sikrer, at parametriseringen ikke lgber flere gange frem
og tilbage over kurven. I et punkt, hvor parametriseringen sendrer retning, ma
hastigheden jo vaere nul.

Notationen | o [ ds for kurveintegralet skal minde en om, det resultat vi nu
viser, nemlig at reparametriseringer ikke sgendrer kurveintegralet.

6.2.2 Szetning (Reparametriseringer og kurveintegraler)

Lad roh : I' — R™ vare en reparametrisering af en kurveparametrisering
r: [ — R", som er glat pa det indre af I. Hvis reparametriseringsfunktionen
h er glat og f er en kontinuert funktion pa r(I), da vil

/f NI ()| dt = /froh DI (x o h)'(t)]dt.
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Bevis. Beviset fglger umiddelbart ved integration ved substitution

pf(roh(t))ll(roh)'(t)lldt=/pf(roh(t))Hr/oh(t)th/(t)ldt=/If(r(t))Hr'(t)lldt-
O

Eksempel 6.2.1 (Laengden af cirkelbuen) Lad os benytte formlen for kur-
veleengde til at beregne leengden af cirkelbuen, som parametriseres ved r(t) =
(rcos(t), rsin(t)), t € [0,2x]. Vifar, at leengden af hastighedsvektoren er ||r/(¢)|| =
V12 cos?(t) + r2sin®(t) = r. Sa leengden er fo27r rdt = 2mr. Hvis vi i stedet for
havde betragtet parametrisering defineret pa [0, 4] ville kurven gennemlgbe cirk-
len 2 gange og leengden ville vaere 47r. Det er her vigtigt at huske, at disse to
parametriseringer ikke repraesenterer samme kurve, selvom punktmeengden, nem-
lig cirklen, er den samme.

Vi kommer nu til en anden meget vigtig type af integraler langs en kurve
nemlig det sakaldte arbejdsintegral eller stromintegral. Her er det ikke en reel
funktion, der bliver integreret, men en vektorfunktion F : C' — R". Bemeerk at
F afbilder fra en delmaengde af R™ ind i R™. En sadan vektorfunktion kaldes ogsa
et vektorfelt . Desuden er det ikke blot en kurve, der indgar i et arbejdsintegral,
men en orienteret kurve. Ordet arbejdsintegral referer til, at hvis F repraesenterer
et kraftfelt, vil arbejdsintegralet netop give, det arbejde kraften udfgrer langs
kurven.

6.2.3 Definition (Arbejdsintegral)

Lad C' veere en orienteret kurve i R™ repraesenteret ved en parametrisering
r: I — R™ glat pa det indre af I. Hvis F : r(I) — R" er et kontinuert
vektorfelt, definerer vi arbejdsintegralet (ogsa kaldet stromintegralet) af F

langs C' ved
/CF-ds _ /IF(r(t))~r'(t)dt.

Venstresiden er blot en skrivemade.

6.2.4 Szetning (Reparametriseringer og arbejdsintegraler)
Ladroh : I' — R"™ vare en reparametrisering af kurveparametriseringen
r: [ — R", som er glat pa det indre af I. Hvis reparametriseringsfunktionen
h er glat og orienteringsbevarende og F er et kontinuert vektorfelt pa r(I),
da vil

/ F(r(t)) - v'(t)dt — / F(roh(n) - (ro h (1)

I I
Hvis h er orienteringsvendende skifter arbejdsintegralet fortegn.

Bewvis. Beviset folger igen umiddelbart ved integration ved substitution. Vi skal
blot bemeaerke, at hvis A/(t) < 0 skifter integralet fortegn ved substitutionen. O
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6.2.5 Saxtning (Arbejdsintegraler for simple kurver)

Lad C' C R"™ veere en glat simpel kurve med en orientering karakteriseret ved
enhedstangentfeltet T : C' — R". Da vil arbejdsintegralet af et kontinuert
vektorfelt ¥ langs C' vaere givet ved

/F-ds:/F-Tds.
c c

Beuis. Hvis kurven repraesenteres af parametriseringen r : I — R", har vi ifglge
Definition 1.1.11, at T(r(t)) = r/(¢)/|r'(¢)||, for alle indre punkter ¢ i I. Vi far
derfor, at

/CF-Tds:/IF(r(t))- ”§8|’||r'(t)||dt:/IF(r(t))-r'(t)dt.

O

Arbejdsintegraler kan benyttes til at give en flervariabel version af analysens
fundamentalsaetning.

6.2.6 Szetning (Analysens fundamentalszetning flervariabel version)
Lad f : U — R vere en kontinuert differentiabel funktion defineret pa en
aben maengde U C R". Lad C' veere en orienteret kurve fra et punkt p € U til
et punkt ¢ € U, som kan reprassenteres ved en parametrisering, som er glat
pa det indre af dens definitionsinterval og hvis spor er indeholdt i U. Da vil

@)~ Fp) = / /- ds.

C

Bevis. Lad r : [a,b] — R"™ vaere en parametrisering som repraesenterer den givne
kurve. Da vil r(a) = p og r(b) = ¢. Derfor vil

Vs = [y = [ Lo = 1) - fo)

a

hvor vi har benyttet Keedereglen og Analysens fundamentalsatning. O

Vi afslutter diskussionen af kurveintegraler med en flervariabel version af delvis
integration, nemlig den bergmte Greens formel. Husk at vi allerede har set en
flervariabel version af integration ved substitution nemlig Transformationssaet-
ningen 6.1.3. Greens formel er en variant af delvis integration i planen.

Greens formel geelder for en lang raekke af domeener i planen, men man er
ngdt til at have visse antagelser pa dem. Vi vil nu beskrive en stor klasse af
domeener, for hvilke vi kan bevise Greens formel. Definitionen er lidt teknisk,
man bgr sammenholde den med Figur 6.3. Moralen er, at stort set alle domaener
er tilladte.
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6.2.7 Definition (Regulzere domaener)
Vi vil sige at en maengde D C R? er et regulaert® domaene, hvis det kan
skrives pa folgende to mader

m k
D=|JD; og D=|]D],
=1 =1

hvor D}, i = 1,...,m, er elementare domeaner pa formen (1.7), hvor de
indgaende funktioner o og u skal veere kontinuert differentiable pa det indre
af deres definitionsintervaller og DY, i =1,..., k, er elementsere domaener pa
formen (1.8) igen med den samme antagelse om kontinuert differentiabilitet.
Desuden ma mengderne D}, i = 1,...,m, ikke have indre punkter felles,
dv.s. DiND; C dD;NoD; for alle i # j, i,j = 1,...,m og ligesa for
meengderne DY, i =1,... k.

Integralet over et reguleert domaene kan skrives pa to mader

k

/DfdA:izm;/D;fdA:Z fdA.

i=1 7 DY

“Betegnelsen regulert er ikke standard i litteraturen.

Figur 6.3: Et reguleert domeene.

Figur 6.3 viser et reguleert domeene. Det er tegnet som forening af elementaere do-
mener pa formen (1.7). Laeseren bgr selv forsgge at finde maengden som forening
af elementeere domaener pa formen (1.8).
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6.2.8 Bemarkning (Randen af et regulaert domaene)
Randen 0D af et reguleert domaene D er en delmaengde af randene for de enkelte
deldomaener

oD c | JoD;.
i=1
Men ofte vil D veere en @egte delmeengde af U ,0D.. Et punkt x € 9D, kan
nemlig vaere et indre punkt i D, men sa er det fordi x € dD; N d'D; for i # j. Se

Figur 6.3. Randen 0D bestar netop af de punkter i U 0D, som ikke er indre i
D.

Vi vil vise Greens formel for regulaere domeener.

6.2.9 Saxtning (Greens formel)

Lad D C R? veere et regulaert domaene hvis rand 0D bestar af en eller flere
glatte simple lukkede kurver. Vi velger en orientering af disse kurver givet
ved enhedstangentfelter T karakteriseret ved, at domenet D ligger til venstre
for OD set i retningen T. Hvis F = (P, Q) er et vektorfelt, som er kontinuert
differentiabel pa en aben mengde, der indeholder D, har vi

oQ oOP
F~Td3:/ — — —dA.
/BD p Oz Oy

Bewis. Vi vil forst bevise formlen i tilfeeldet hvor F = (P,0). Her behgver vi kun
at antage, at D kan udtrykkes ved meengder pa formen (1.7). Hvis F = (0, Q) og
D kan udtrykkes ved maengder pa formen (1.8), fglger resultatet ved et lignende
bevis eller ved at ombytte rollerne af x og y. Bemaerk at man, nar man ombytter
x og y, ogsa gendrer orienteringsreglen. Derfor er der forskelligt fortegn foran
P-leddet og Q-leddet. For at vise formlen for et generelt vektorfelt F = (P, Q),
bruger vi, at et reguleert domaene bade kan skrives ud fra meaengder pa formen
(1.7) og ud fra maengder pa formen (1.8). Greens formel folger da ved simpelthen
at addere de to specialtilfaelde. (I Opgave 6.13 skal man vise Greens formel direkte
for F = (0, Q) for domaner pa formen (1.7).)

Vi betragter forst tilfeeldet, hvor D blot er et elementert domaene pa formen
(1.7).* Vi benytter notationen i (1.9). Lad os finde integralet langs undersiden af
randen U. Dette stykke er ifslge vores regel orienteret fra venstre til hgjre. En
parametrisering svarende til denne orientering, altsa sa T(r(t)) = r'(¢)/||r'(¢)|| er
givet ved

r:z— (z,u(z)), =z ¢€la,b.

4Elementacre domeener er strengt taget ikke et specialtilfeelde af szetningen for randen har
normalt hjgrner og er derfor ikke glat. Kurveintegralet langs randen af et elementzert domaene
giver alligevel mening, nar vi opfatter det som en sum over de 4 randstykker.
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Vi finder F(r(z)) = (P(x,u(z)),0) og r'(z) = (1,4/(z)). Vi far derfor for denne
del af arbejdsintegralet

/MF T ds = /abP(x,u(x))d:c.

For oversiden af randen far vi et helt tilsvarende udtryk bortset fra, at oriente-
ringen er modsat, sa vi far

/C)F-Tds:—/abP(:c,o(x))d:c.

Pa lignende made konkluderer vi, da F ikke har nogen y-komponent, at

/F-Tds:(), /F-Tds:().
H %

Vi vender os nu mod planintegralet over domaenet D. Vi udregner det som et
itereret integral altsa

/ _—dA / b/yy O(x)_— (z y)dyd:p—/abP(:p,u(x))—P(a:,o(a:))dac.

u(z)

Vi ser altsa, at planintegralet netop er lig med summen af rand integralerne.

Vi vil nu skitsere, hvordan man beviser formlen for et regulsert domeene
D = U, D;, hvor hver af deldomaenerne er pa formen (1.7) og opfylder betingel-
serne i Definition 6.2.7 af et reguleert domaene. Integralet over D er summen af
integralerne over D.. Vi ved fra det netop viste, at Greens formel holder for hvert
af deldomaenerne. Altsa

m

/D OF 14 — Z/ dA Z/ F-ds.

=1 8D;

Vi har i bemerkningen ovenfor set, at D kan veere en @egte delmaengde af
U,0D;. Pa den anden side ser man fra Figur 6.3, at hvis en del af kurven
0D, ogsa er i 0D; med j # 1, vil orienteringerne vaere modsat og derfor vil denne
del slet ikke bidrage til summen af integralerne. Med andre ord

Z/ F-ds:/ F-ds
" Job, aD

og vi har vist Greens formel for F = (P, 0). O]

Man bgr bemeerke, at Greens formel ogsa geelder, hvis randen ikke er glat i et
endeligt antal punkter. Beviset er helt det samme.
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Eksempel 6.2.2 (Arealer fra arbejdsintegraler) Vi betragter vektorfeltet
F(z,y) = (—y/2,2/2). Viser fra Greens formel, at hvis D er et reguleert domeene,
vil

/ F-Tds= / 1dA = Areal(D)
oD D

Lad os benytte dette til at udregne arealet af ellipsen i—z + z—j < 1. Vi kan pa-
rametrisere randen ved t — (acos(t),bsin(t)), t € [0,27n]. Bemeark at denne
parametrisering svarer til orienteringen foreskrevet i Greens formel. Vi indsaet-
ter parametriseringen F(a cos(t),bsin(t)) = (—bsin(t)/2, acos(t)/2) og vi finder
derfor

Areal(D) = /O " < ;b;l;%)/; ) - < _bizlsrzg) )dt _ /0 " b2t = mab.

6.2.10 Bemezerkning (Konservative vektorfelter)
Vi ved fra flervariabel versionen af analysens fundamentalsetning, at hvis C' er
en orienteret lukket kurve og hvis f er kontinuert differentiabel, vil

/CVf-ds:O.

Da randen af et reguleert omrade D er en eller flere lukkede kurver, finder vi
derfor, at |, op V. -ds =0, hvis f er en funktion af to variable Vi ser, at dette er i
overensstemmelse med Greens formel, hvis f er to gange kontinuert differentiabel.
For hvis vi skriver Vf = (P, Q) vil

0Q oP  Pf  Pf

or Oy  Oxdy B Oyox B

hvor vi har benyttet reglen om ombytning af de blandede partielt afledte.® Man
kan generelt vise, at kontinuert differentiable vektorfelter defineret pa hele R2,
som har arbejdsintegral lig med nul rundt langs enhver lukket kurve, netop er
gradientfelter Vf, hvor f er to gange kontinuert differentiabel. Disse felter kan
ogsa karakteriseres, som de der opfylder

0@ _opP _,
oxr Oy

nar de skrives pa formen F = (P, (). Man kalder disse felter for konservative
vektorfelter.

5Se Korollar 9.19 i Funktioner af en og flere variable.
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6.3 Fladeintegraler

6.3.1 Definition (Fladeintegral og fladeareal)

Lad S vaere en parametriseret flade repraesenteret ved en fladeparametrisering
r: D — R3, som er glat pa det indre af D. Hvis f er en kontinuert funktion
pa r(D), definerer vi fladeintegralet af f over S ved

/de /fuv’

Venstresiden er blot en skrivemade. Et flade integral er altsa defineret, som
et planintegral over definitionsmaengden. I det sidste udtryk ovenfor har vi
benyttet normalvektoren defineret i Definition 1.2.3.

Specielt definerer vi arealet af fladen ved

or Or
ov

dA = /D F(r(,0)) [N, 0) | dA

81‘

Areal(S 1dS

dA = / IN(u,v)|| dA.

For at motivere disse definitioner bemaerker vi, at der generelt gelder, at arealet
af det parallellogram, der udspaendes af to vektorer, U,V € R3 er |U x V]|.
Bemeerk at vi kun ved, hvordan man beregner fladeintegraler, hvis definitions-
maengden er sammensat af elementaere domeener. Vi vil altsa kun betragte denne
type flader.

Vi burde selviglgelig vise, at fladeintegraler er uatheengige af parametriserin-
gen, men vi springer det over her. Se opgave 6.12.

Eksempel 6.3.1 (Arealet af kuglefladen)
Som anvendelse af formlen for areal af en flade, udregner vi arealet af kuglefladen
med radius R. Den kan parametriseres ved

r(0,¢) = (Rcosfsin ¢, Rsinfsin ¢, Rcos¢), 6 €[0,2n], ¢ € [0,7]. (6.2)

Sammelign med sfaeriske koordinater Definition 6.1.5 og Eksempel 1.2.1. Vi fin-

der, at
or Or

90~ 96
(sammenlign igen med sfaeriske koordinater). Vi far derfor den velkendte formel,
at arealet for kuglefladen er

=27
/ / R*sin(¢)d¢df = 47 R*.
6 ¢=0

Ligesom der for kurver er flere typer integraler, er det samme tilfeeldet for
flader. Hvis man pa en parametriseret flade har et vektorfelt, kan man definere

= R*sin(¢)
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fluksintegralet gennem fladen. Hvis vektorfeltet er et hastighedsfelt for en veeske,
vil fluksintegralet veere det rumfang af veeske der strgmmer gennem fladen per
tid. Men ligesom et arbejdsintegral afheenger af orienteringen af kurven, altsa af
retningen af enhedstangenten, vil fluksintegralet athaenge af retningen af normal-
vektoren.

6.3.2 Definition (Fluksintegral)

Lad S veere en parametriseret flade repraesenteret ved parametriseringen r :
D — R3, som er glat pa det indre af D. Hvis F er et kontinuert vektorfelt pa
sporet r(D), definerer vi fluksintegralet af F over S ved

/SF-dS :/SF(r(u,v))-N(u,v) dA.

Venstresiden er blot en skrivemade.

6.3.3 Satning (Fluksintegraler for glat orienteret flade)
Lad S veere en glat orienteret flade med orientering defineret af enhedsnor-
malfeltet n. Da vil fluksintegralet af F over S vaere givet ved

/F~ndS.
s

Beuvis. Hvis r : D — R" er en parametrisering af fladen, som stemmer overens
med orienteringen i alle indre punkter af D (se Definition 1.2.8), d.v.s. sa

n(r(u,v)) = N(u, v)/[[N(u, )],

far vi

N(u,v)

F-ndS = / F(r(u,v)) - ——————=||N(u, v)||dA = / F(r(u,v)) - N(u,v)dA.
/s D IN(u, v)| D

]
Eksempel 6.3.2 Lad os udregne fluksintegralet af vektorfeltet

F(z,y,2) = (2,9,2)

over enhedskuglefladen, orienteret ved den udadrettede normal. Vi benytter pa-
rametriseringen i (6.2) med R = 1. Vi finder, at normalvektoren er

cos @ sin? ¢ cos fsin ¢
¢) = | sinfsin®¢ | = —sing | sinfsin¢
cos ¢ sin ¢ cos ¢

or Or

N<07¢> = % X 6_¢(‘97
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Bemeerk at N er indadrettet, da den er den udadrettede normalvektor gange
—sin ¢. For at fa det gnskede fluksintegral, skal vi altsa skifte fortegn. Bemaerk
at F - N = —sin ¢. Vi finder derfor, at fluksintegralet er

=27

¢=m
/ sin g do df = 4.
$=0

0=0

Vi skal til slut uden bevis give generalisationerne af Greens formel til flade-
integraler. Det drejer sig om Gauss’ og Stokes’ formler. For Gauss’ formel, ogsa
kaldet Divergenssaetningen, bgr man igen diskutere, hvilke flader og domaener
der er tilladte, men vi skal udelade denne diskussion og simpelthen kalde dem
regulaere. De kan defineres pa samme made som i planintegraltilfaeldet.

I formlerne indgar to typer af afledte af vektorfelter F : R® — R3, nemlig
divergensen og rotationen.

6.3.4 Definition (Divergens og rotation)
Lad F = (Fy, Fy, F3) veere et differentiabelt vektorfelt. Divergensen af vek-
torfeltet F er skalarfunktionen

oF, O0F, OF:
L O OFs

divF =V - -F = o dy o

De to venstresider er skrivemader. Rotationen af vektorfeltet F er vektorfeltet

oF; 0F, 0Fy, O0F; 0F, O0F
rot cu v ( dy 0z 0z Oz’ dr Oy )

De tre venstresider er skrivemader.

6.3.5 Szetning (Gauss’ formel, Divergenssatningen)

Lad R C R3 veaere et “regulsert” domeaene og randen OR besta af en eller flere
glatte lukkede flader orienteret ved den udadrettede normal n. Hvis F er et
kontinuert differentiabelt vektorfelt pa R, vil

/V-FdV:/ F-ndS.
R OR
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6.3.6 Sxetning (Stokes’ formel)

Lad S vere en orienteret glat flade, som kan parametriseres ved en afbild-
ning r, som er defineret og injektiv pa et regulseert domsene D i R%. Som i
Bemeaerkning 1.2.11 kalder vi 0S = r(0D) randen af S og antager, at den
bestar af en eller flere glatte simple lukkede kurver. Vi orienterer disse kurver
som fplger. I et punkt pa S har vi vektoren n, som giver orienteringen af S.
Vi har ogsa en vektor v, som er ortogonal pa n og vinkelret pa 0S og som
peger mod S. Orienteringen T af 0S skal veere sadan, at T, v,n er et hgjre
system. Da geelder, at

/VXF~ndS:/ F-Tds.
s as

Det kan veere ret sveert at forsta orienteringen af S, men i tilfseldet, hvor 95 kun
bestar af en kurve, er det lidt lettere at udtrykke. Hvis vi ser fladen S fra oven
defineret ved n, vil den definerede orientering svare til et omlgb af 9.5 imod urets
retning. Se Figur 6.4

T Y
//lllt:fl" ;
//5&{??’*7';‘;',"”"" S
AY
HINLLL

T

Figur 6.4: Illustration af orienteringerne i Stokes formel

6.4 Opgaver til Kapitel 6

6.1 Opgave
Udregn bade ved brug af standard Kartesiske koordinater og ved brug af poleere
koordinater planintegralet [ ,ydA, nar domaenet D er halvcirklen {(z,y) | —1 <

r<1, 0<y<v1—2x?}

6.2 Opgave
Udregn rumintegralet [ R 22 + yzdV, nar domaenet R er

(a) kassen [0, 1] x [0,2] x [0, 1]

(b) omradet begranset af koordinatplanerne og planen x+y+z=1
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(c) meengden {(z,y,2) |0<2<1—|z|—|y|}

(d) meengden {(z,y,2) | 0< 2 <1—2%—y?}

6.3 Opgave

Udregn integralet af 2% + y*z over maengden {(z,y) |0 <y <1, \/y <z <1}
bade ved fgrst at integrere efter x og sa y og ved fgrst at integrere efter y og sa
x.

6.4 Opgave
Udregn integralet af xy over maengden afgraenset af linierne y = 0, y = x og
cirklerne 22 + y? = 1 og 2% + y? = 4.

6.5 Opgave
Udregn integralet af funktionen (22 + y? + 22)'/2 over meengden {(z,y,2) | 1 <
22 + % + 22 < 4},

6.6 Opgave

Udregn integralet af funktionen x?

over maengden {(z,y,z) | 22 +y? + 22 < 4}.

6.7 Opgave
Find kurveintegralet [, fds af f(z,y, z) = « langs kurven C' parametriseret ved
(t,tsin(t),tcos(t)), 0 <t < m/4.

6.8 Opgave
Udregn arbejdsintegralet af vektorfeltet F(z,y) = (y, xy*) modsat urets retning
langs randen af domeenet {(z,y) | 0 <z <1 —y?}.

6.9 Opgave
Find arealet af fglgende flader.

(a) Fladen bestemt ved x + 2y + z = 2, 22 + ¢y* < 1.

(b) Den del af enhedskuglefladen der ligger over omradet x? + 3% < 1/4.
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6.10 Opgave
Lad D C R? og lad f : D — R veere kontinuert differentiabel pa det indre af D.
Udtryk arealet af grafen for f som et planintegral over D.

6.11 Opgave
Betragt kurveparametriseringen

t > (cos(t), sin(t) + sin?(t)), t €10, 2],

a) Vis at den definerer en simpel lukket kurve.

(a)

(b) Tegn kurven (gerne ved brug af Maple).

(c) Udregn leengden af kurven. (Svaret skal blot angives som et integral.)
)

(d) Udregn ved Greens formel arealet af det omrade kurven omslutter.

6.12 Opgave
I denne opgave skal vi undersgge, hvordan fladeintegraler sendrer sig under re-
parametriseringer. Lad D veaere et lukket elementeert domaene. Lad T : U — R?
vaere kontinuert differentiabel pa en aben maengde U, som indeholder D. Hvis T’
er injektiv paA D og r : T(D) — R? er en fladeparametrisering, som er glat pa det
indre af T'(D), definerer ro T : D — R3 en reparametrisering.

Lad f : r(T(D)) — R3 veere en kontinuert funktion. Bevis ved brug af Trans-
formationsseetningen 6.1.3, at

OroT OroT
[ oo |25 o « %2 ) aa
— /T(D)f(r(u’,v')) H%(u',v') X %(u',v') dA

Vink: Benyt formlen i Opgave 1.11.

6.13 Opgave

I beviset for Greens formel viste vi kun saetningen for vektorfelter pa formen
F = (P,0), hvis det elementesere domene var pa formen (1.7). I denne opgave
skal vi se, at man ogsa pa disse domaener kan vise ssetningen for vektorfelter pa
formen F = (0, Q).

(a) Vis ved brug af keedereglen, at

o(x) o(z)
¢ ( @(x,y>dy) = Qo)) — Queu)e) + [ Ty
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Vink: Skriv funktionen i parentesen som sammensat af x — (z,u(z),o(z)) og
(z,u,0) — [7Q(z,y)dy og brug derefter keedereglen.

(b) Vis ved integration af formlen i (a) fra x = a til x = b, at

o(b) o(a)
()Q(b,y)dy— o Q(a,y)d /Qwo (z)dzx
u(b a

(¢) Argumenter for, at formlen i (b) netop er Greens formel for F = (0, Q).
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