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FORORD TIL 1998-UDGAVEN

At lezere og at tilegne sig et nyt stof, er en uhyre kompliceret proces. Der findes
mange teorier inden for denne problemkreds. Sandheden er nok, at der ikke findes
nogen entydig optimal metode endsige en ”vidundermetode”. Dette gaelder i saerlig
grad i matematik, jfr. Euklids bemgerkning til Menelaos: ”Der findes ingen kongevej
til matematikken.” Tilegnelse af nyt matematisk stof vil altid kraeve en vis portion
slid og sved.

Nar man skriver noter til et kursus, ggr man sig naturligvis mange overvejel-
ser over indleeringsmetoder, specielt i hvilken form noterne skal praesenteres. Nogle
laerere mener, at noter bgr skrives meget bredt, andre er ikke helt overbevist herom.
Selv mener jeg, at noter til 1-ste og 2-den arskurser bgr veere ret udfgrlige, mens
noter til 3-die arskurser og senere kurser med fordel kan overlade en hel del over-
vejelser til laeseren.

I forste omgang kan det maske fgles som en lettelse at se alle argumenter gen-
nemfgrt til mindste detalje. Men hvis man tvinges til selv at gennemfgre detaljer
og eventuelt udarbejde notater herom, sa laeseren/den studerende foler selv at veere
med i teoriens opbygning, vil man fa et helt andet forhold til stoffet. Og forst nar
man har faet fuld forstaelse af f.eks. Galoisteori, vil man kunne paskgnne denne
teoris skgnhed. Det er mit hab, at disse noter og forelaesningerne hertil vil hjeelpe
deltagerne til at kunne glaede sig over en af matematikkens smukkeste teorier.

Juli 1998 C.U.J.

FORORD TIL 2001-UDGAVEN

Der er i denne udgave foretaget en del redaktionelle sendringer, der er tilpasset
den seneste udgave af Matematik 2AL. Endvidere er en raekke trykfejl mm. blevet
rettet.

Juni 2001 C.U.J.

FORORD TIL 2004-UDGAVEN

I denne udgave er foretaget mindre redaktionelle sendringer, idet jeg har fulgt
tidligere kursusdeltageres forslag til forbedring pa forskellige punkter. Desuden er
denne udgave blevet suppleret med en opgavesamling.

Juli 2004 C.U.J.
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Kapitel I. Grupper

Alice: The question is, whether you can make words mean so many different things.
Humpty Dumpty: The question is, who is to be master - that’s all.
(Fra: Alice in Wonderland and Through the Looking Glass)

GRUNDLAGGENDE DEFINITIONER OG BEGREBER.

DEFINITION. En gruppe er en ikke-tom maengde G med en kompositionsforskrift o,
sa fglgende betingelser er opfyldt:
1) o er associativ (dvs.: (aob)oc=ao(boc) Va,b,ce Q)
2) Der findes et neutralt element e € G (dvs.: eog=goe=g Vg€ GqG)
3) Til ethvert element g i G findes et inverst element ¢g=! € G (dvs.: gog™! =
-1
g og=e).

BEMARKNING. Det neutrale element e i ovenstaende er ngdvendigvis entydigt be-
stemt. Endvidere er g~ ! entydigt bestemt ved g.

DEFINITION. For hvert n € Z defineres for et element ¢ i gruppen G

gogo---og (n faktorer) for n>0
J"=< e for n=0
(g7H™ for n<O0.

Da geelder potensreglerne

gt =g o g™ Vn,m € 7Z
(g")"™ =g"™ Vn,meZ.
Derimod gaelder (aob)™ = a™ob™ normalt ikke. For n = —1 geelder derimod (aob) ™ =

b=toa~t. (Hvorfor?)
DEFINITION. Elementerne a og b i gruppen G kaldes ombyttelige, hvis aob =bo a.

DEFINITION. En gruppe kaldes kommutativ (eller abelsk), hvis alle elementerne i
gruppen er indbyrdes ombyttelige.

DEFINITION. Lad (G, o) vaere en gruppe og lad S veere en ikke-tom delmaengde i G.
Da kaldes S en undergruppe af (G, o), hvis S med o som kompositionsforskrift udger
en gruppe.
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Saetning 1. Lad (G, o) veere en gruppe og S en ikke-tom delmaengde i G. Da geelder:
S er en undergruppe hvis og kun hvis a,b€ S = aob~! € S.

Beuvis. Simpel gvelse.

EKSEMPEL. Enhver fellesmaengde af undergrupper i en gruppe er selv en under-
gruppe.

BEMAERKNING. Nar der ikke er mulighed for misforstaelse, vil vi i det folgende i stedet
for a o b blot skrive ab.

BEMZERKNING. For enhver delmaengde S i en gruppe findes en mindste undergruppe
i G indeholdende S (hvorfor 7). Denne kaldes undergruppen frembragt af S og bestar

af alle elementer af formen s? co.8bn by, .ty € Z, n € N (gentagelser tilladt).

DEFINITION. G kaldes cyklisk, hvis G er frembragt af et enkelt element. Dvs.: hvis
dgeGsaG={g"|nei}.
Det er kendt fra Mat 2AL, at en undergruppe i en cyklisk gruppe selv er cyklisk.

DEFINITION. Ved ordenen af en gruppe G forstas antallet (kardinaltallet) |G|, af
elementer i G. Ved ordenen Orda af et element a € G forstas ordenen af den af a
frembragte undergruppe.

BEMARKNING. Hvis ordenen t af et element a er endelig, gaelder for ethvert helt tal
n:
a" =e < tn.

Lagrange’s satning. Hvis G er en endelig gruppe, vil Orda | |G| for alle a € G.

BEMAERKNING. Det er klart, at G endelig = alle elementer i G har endelig orden.

EKSEMPEL. I ovenstaende bemaerkning kan implikationen ikke vendes om. Maengden
af alle komplekse enhedsrgdder {e%“ ,n €N, ae N} udggr med sedvanlig multi-
plikation en uendelig gruppe, hvor alle elementer har endelig orden.

Saetning 2. Hvis samtlige fra e forskellige elementer i en gruppe G har orden 2, da
er G abelsk.

Bewvis. ab= (ab)™! =b"ta~! = ba, da generelt g> = e = g =g~ L. O

De elementer i en gruppe der er ombyttelige med samtlige elementer i G udggr en
undergruppe i G, som kaldes centrum for G og ofte betegnes Z(G). Abenbart geelder
Z(G) =G <= G er abelsk.

EKSEMPEL Hvis G har netop ét element af orden 2, da vil dette element tilhgre Z(G).
(Hvorfor 7)
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En afbildning f fra gruppen G til gruppen H kaldes en homomorfi, hvis f(g10g2) =
f(g1) o f(g2) VYa1,92 € G. jensynligt vil en homomorfi f fra G til H fore det
neutrale element i G over i det neutrale element i H og fgre inverst element over i
inverst element: f(g~ ') = f(g)~'.

Hvis desuden f er bijektiv, kaldes f en isomorfi, og G og H kaldes i sa fald for
isomorfe grupper. Isomorfe grupper er “i det vaesentlige” ens.

EKSEMPEL. Enhver cyklisk gruppe er enten isomorf med den cykliske gruppe Z,, af
orden n for passende n € N eller isomorf med de hele tals additive gruppe Z.

Lad nu S veere en vilkarlig undergruppe i gruppen G. Vi indfgrer relationen:

113

a ~ bhvis ab™! € S§. ~ ses let at veere en sekvivalensrelation “a ~ b7 lseses “a
v v v

venstre-akvivalent med b”. Analogt indfgres “a ~ b, hvis a=1b € S.
Svarende til ~ fas inddeling af G’s elementer i &kvivalensklasser. Akvivalens-
v

klassen (@, indeholdende a bestar af elementerne {sa | s € S}, hvilket kort skrives
@ , = Sa. (KEkvivalensklassen (@) betegnes af typografiske grunde undertiden som
a.) Alle sekvivalensklasserne indeholder derfor |S| elementer. Vi bemerker endvi-
dere a ~ b = ag ~ bg for alle g i G. AEkvivalensklasserne svarende til ~ kaldes G’s

v
113 2

venstre—51dek1asser med hensyn til S. Tilsvarende for .

Hvis {a;} udger et fuldsteendigt repraesentantsystem for venstre- sideklasserne vil
{ai_l} udggre et fuldsteendigt repraesentantsystem for hgjre-sideklasserne. Fglgelig
findes lige mange venstre-sideklasser og hgjre-sideklasser.

DEFINITION. Det feelles antal venstre- og hgjre-sideklasser kaldes G’s index med
hensyn til S og betegnes [G : S].

BEMARKNING. Hvis G er endelig, geelder |G| = |S| - [G : S].

BEMARKNING. Terminologien angaende venstre-/hgjre-sideklasser ligger ikke fast i

gruppeteorien. Hos nogle gruppeteoretikere kaldes de her indfgrte venstre-sideklasser
for hgjre-sideklasser og de her indfgrte hgjre-sideklasser for venstre-sideklasser.

Saetning 3. Lad S vere en undergruppe i gruppen G. Da er fglgende betingelser
akvivalente:
1) For alle a,b € G geelder: awb = awb
2
3

4
S

For alle a,b € G geelder: awb:>ga~gng€G
For alle a,b € G geelder: ar;béagzzbngeG

)
)
) g Sg~tC SVgeQG,
) gSgt=SVged.
Bevis. Nok at godtggre 1) = 2),1) = 3),2) = 4),3) = 4),4) = 5), 0g 5) = 1).

1) = 2). awb:>ar;b:>ga?;gb:>ga~gb.

v
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) = 3). Analogt.

2) = 4). sg7t ~ g7t = gsg!
seS.
3) = 4). Analogt.

4) = 5). g S g~ C S for alle g € G medfgrer: S =g~ (gSg~1)g C g~1Sg C S, hvoraf
g 1Sg=SVgea.

5) = 1). Antag a ~ b.
Da erab=! € S og dermed ifl. 5) b=tab='b=b"1a € S, hvorfor a ~ b.

Analogt ses, at a ~ b= a~0b.
v

~ gg~! = e for alle s € S hvoraf gsg=! € S for alle

U

DEFINITION. En undergruppe S i gruppen G kaldes normaldeler (eller normal under-
gruppe) i G, hvis én og dermed samtlige betingelser i ovenstaende szetning er opfyldt.
S normal undergruppe i G skrives S < G.

BEMZERKNING. Hvis G er abelsk, er alle undergrupper normale. Endvidere bemaerker
vi, at enhver undergruppe af index 2 er normaldeler.

Hvis S er en normal undergruppe i G, stemmer venstre- og hgjre side-klasserne
overens. Da, for S< G, a ~ b= ag ~ bg og ga ~ gb vil der ved (@- ®)= ab defineres

en komposition pa maengden af sideklasser. Disse udggr herved en gruppe, der kaldes
faktorgruppen (eller kvotientgruppen) for G m.h.t. S og betegnes G/S. Afbildningen
k fra G til G/S defineret ved kg = (g er en surjektiv homomorfi. x betegnes den
kanoniske homomorfi fra G pa G/S.

For en homomorfi f fra en gruppe G til en gruppe H vil kernen, Ker f = {g € G |
f(g) = e} veere en normal undergruppe i G. Omvendt vil enhver normal undergruppe
S 1 G vaere kerne for en homomorfi, nemlig den kanoniske homomorfi fra G til G/S.

Homomorfissetning. Lad f vere en surjektiv homomorfi fra en gruppe G pa en
gruppe H. Da er Ker f <G og G/Ker f ~ H. Mere pracist: der findes netop én
isomorfi f fra G/Ker f til H sa f = f ok hvor k er den kanoniske homomorfi fra G
pa G/ Ker f.

Bewvis. Ker f <G har vi allerede bemarket. For en sideklasse (91 G/ Ker f definerer
vi f(@ = fg, hvor g € (@ Dette giver veldefineret afbildning; thi (4 = @ = g195 * €
Kerf = f(g105") = € = f(g1)f(g2)" = e = fgn) = f(g2). T ses umiddelbart at
veere en homomorfi. f er injektiv, thi fg1 = fg2 = f(91) = f(g2), hvor ¢1 € 71,
g2 € Go. Heraf ses, at f(g1) - f(g2)"" = f(g195 ") = e og herved g1g5* € Ker f dvs.
1 = G2; f endvidere surjektiv; thi da f er surjektiv, findes til ethvert h € H et
g € Gsom h = f(g). Men da er h = f((g). f altsd isomorfi. Af f’s definition fas
gjensynligt f = f o k.
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Hvis f* er en afbildning fra G/ Ker f til H sa +f = f* ok da er

frou(g)=f"Q=fg Vg dvs.: f*=F.

AUTOMORFIER.

En isomorfi ¢ af en gruppe G pa sig selv kaldes en automorfi. Automorfierne for
G udggr med successiv sammensaetning som komposition en gruppe, Aut(G).

For ethvert g € G vil afbildningen k, : G — G defineret ved k,(z) = grg~" veere
en automorfi, kaldet den indre automorfi bestemt ved g. De indre automorfier for G
udggr en undergruppe, Aut;(G), i Aut(G).

Saetning 4. Aut;(G) < Aut(G).
Bevis. For ¢ € Aut(G) geelder p ok, o™t = k. O
Seetning 5. Aut;(G) ~ G/Z(G).

Bevis. Afbildningen G —— Aut;(G), defineret ved k(g) = k4 er en surjektiv homo-
morfi med Z(G) som kerne. Homomorfiseetningen giver den gnskede isomorfi. U

Pa baggrund af ovenstaende kan vi udtrykke at en undergruppe H er normal i G
ved at sige, at H er invariant overfor alle indre automorfier, dvs. ky(H) C H Vk,. 1
den forbindelse indfgres begrebet karakteristisk undergruppe.

DEFINITION. En undergruppe H i gruppen G kaldes karakteristisk, hvis o(H) & H
for alle automorfier p € Aut(G).

Enhver karakteristisk undergruppe er saledes specielt en normaldeler.

BEMERKNING. Hvis H er en karakteristisk undergruppe i G, vil der geelde o(H) = H
for alle automorfier ¢ € Aut(G). (Hvorfor?)

EKSEMPEL. For enhver gruppe G er centrum Z(G) karakteristisk i G.
EKSEMPEL. I en cyklisk gruppe er enhver undergruppe karakteristisk.

BEMZERKNING. Relationen “H karakteristisk undergruppe i G” er transitiv (dvs.: K
karakteristisk i H og H karakteristisk i G = K karakteristisk i G). Det tilsvarende
geelder ikke for normale undergrupper.

VIGTIGT EKSEMPEL. Af hensyn til senere anvendelser minder vi kort om begrebet
primisk restklasse modulo et naturligt tal n.

En restklasse (@ kaldes primisk, hvis (a,n) = 1, dvs. a og n er indbyrdes primiske
for én og dermed for enhver repraesentant a for restklassen.
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Restklasserne modulo n udggr en kommutativ ring (Z,, +, -).

De primiske restklasser er netop de invertible elementer i denne ring.

Thi, antag (@) er en primisk restklasse; da (a,n) = 1 findes hele tal = og y sa
ax +ny =1. Men da er (@- @ = (D), dvs. (@) er invertibelt.

Omvendt geelder for en invertibel restklasse (@), at der findes et helt tal z sa ax = 1,
modulo n dvs. ax = 1 + ny for et passende helt tal y. Men ligningen 1 = ax — ny
viser, at a og n ma vere indbyrdes primiske.

De primiske restklasser udggr en multiplikativ gruppe, der betegnes G,, eller Z .

I en gvelse skal vi vise, at GG,, er isomorf med automorfigruppen for den cykliske
gruppe af orden n.

Som det fremgar af ovenstaende er der for enhver gruppe G en veldefineret homo-

morfi: G —— Aut(G). Hvis denne homomorfi er en isomorfi kaldes G fuldkommen.

Med andre ord er G fuldkommen netop nar Z(G) = {e} og enhver automorfi er indre.

DEFINITION. En gruppe G # {e} kaldes simpel, hvis den kun har de to trivielle
normaldelere {e} og G.

Opgave. Vis, at en abelsk gruppe G er simpel <= |G| er primtal.

Saetning 6. Automorfigruppen Aut(G) for en simpel ikke-abelsk gruppe G er fuld-
kommen.

BEVISET fgres i flere skridt. Fgrst et generelt lemma.

Lemma. Lad A og B vere normaldelere i en gruppe G. Hvis AN B = {e}, da er
ab=ba Va € A, Vb € B.

Bevis. aba™ b7t = a(ba™1b71) = (aba~1)b € ANB dvs.: (ab)-a~ b~ = e og dermed
ab = ba. O

Vi skal vise, at Aut(G) har trivielt centrum og at enhver automorfi for Aut(G) er
indre.
Vi viste i Seetning 4 at Aut;(G) < Aut(G).

1°. a € Aut(G), aky = kg Yk, € Aut,;(G) = o = Identiteten.

Bewis. . .
akglr] = a(grg™) = agaz(ag) ™",

kgal] = ga(z)g™".
akglz] = kyalz]Vr € G = g ' (ag)(az) = (az) - g7 (ag),Vz € G = g lag €

Z(G) = {e}. Dette geelder for alle g € G, dvs.: ag = g dvs.: o = Identiteten pa G.
Vi har her benyttet, at G simpel, ikke-abelsk = Z(G) = {e}.

1° indeberer specielt, at Aut(G) har trivielt centrum.
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2°. For alle ¥ € (Aut(Aut(G))) gaelder (Aut,;(G)) = Aut;(G).

Bevis. ¢(Aut;(G))<Aut(G), dermed er ¢ (Aut;(G))NAut;(G)<Aut;(G) ~ G/Z(G) ~
G. (Jfr. Seetning 4). Da G er simpel, er ¢(Aut;(G)) N Aut;(G) = {e} eller Aut,;(G).
Den fgrste mulighed udelukkes af lemmaet og 1°. Altsa geelder ¥(Aut;(G)) 2
Aut,;(G). Dette geelder for alle v, hvorfor 1) =1 (Aut;(G)) 2 Aut;(G), hvoraf ¢(Aut;(G)) =
Auti(G).

3°. ¢ € Aut(Aut(G)), Y (ky) = kg Vk, € Aut;(G) = ¢ = Identiteten pa Aut(G).

Bevis. Lad (3 veere vilkarlig i Aut G. Da er ifplge beviset for seetning 4 Bk, = kg,
for alle g € G. Anvendes 1 pa denne ligning og benyttes forudseetningerne ¢ (ky) = kq
og Y(kgg) = kgg, fas heraf:

¢5k9¢5_1 = kﬂg = ﬁkgﬁ_l-

Altsa kommuterer 5143 med k,, for alle g € G og ma saledes ifl. 1 ° veere identiteten
pa G. Dette medfgrer, at (3 = 3 for alle § € Aut(G) og dermed v = identiteten pa
Aut(G).

4°. To automorfier 11 og 1y i Aut(Aut(G)) stemmer overens, hvis de har samme
restriktion til Aut;(G).

Bevis. Anvend 3° pa 11~ t)s.
5°. Fort € Aut(Aut(G)) gaelder ¢(ky) = kag for en passende automorfi « € Aut(G).

Bevis. Ifglge 2° er ¢(ky) € Aut;(G), dvs. ¢ (ky) = kg- for passende g* € G. Da
Z(G) = e er g* entydigt bestemt ved g. Vi kan derfor satte g* = ag for en vis
afbildning o af G ind i G. Igen ved brug af Z(G) = {e} ses a at veere injektiv. Pa
grund af 2° er « ogsa surjektiv dvs.: a er bijektiv.

Vi mangler at bevise, at « er en homomorfi. Af kg, 4, = kg, - kg, fas (kg g,) =
Y(ky,) - Y(ky,) og dermed kq(g,9,) = Kag, - Kags = Kagiag,- Da Z(G) = {e}, slutter
vi nu, at a(g192) = agy - ags.

6°. Med benavnelserne fra 5° gaelder 1(3) = aBa! for alle 8 € Aut(G).

Bevis. Pa grund af 4° er det nok at vise ¢(k,) = ak,a~! for alle k, € Aut;(G). Men
dette folger af ¥(ky) = kag og af at kay = akga™t.
Hermed er beviset for Saetning 6 afsluttet. U
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DIREKTE PRODUKT.

Lad H og K vere undergrupper i gruppen G. Med H K betegner vi delmaengden
{hklh € H, k € K}. Denne delmaengde HK er i almindelighed ikke en undergruppe
i G. I den forbindelse viser vi

Saetning 7. For undergrupper H og K i G galder:
HK er undergruppe iG <— HK = KH .

Bevis =. Viviser KH < HK og HK € KH.

KH C HK: For vilkarlige elementer h € H, k € K geelder h € HK, k € HK; da
H K undergruppe er kh € HK.

HK € KH: Lad h € H, k € K. Ifglge ovenstaende kan k= 'h~! skrives ?LE,
heH, ke K. Heraf hk = (k=*h1)"! = (hk)~* = k—1h~L.

< Lad h1ky og hoks veere elementer i HK. Pagrund af HK = KH er hikihoks €
HK.

For ethvert hk € HK er (hk)™' =k~ 'h~! €¢ KH = HK. O

Seetning 8. Hvis H<4G, og K er en undergruppe i G, daer HK = KH (som dermed
ifplge ovenstaende szetning er en undergruppe i G).

Beuvis. For vilkarlige elementer h € H, k € K gealder

kh = (khk DWkec HK, da H<G
hk =k(k™'hk)e KH, da H<G.
O

Saetning 9. Hvis H< G, K <G, HK = G, HN K = {e}, da kan ethvert g € G
pa entydig vis skrives g = hk (h € H, k € K), og regning sker “komponentvis”:
<h1k1)<h2]€2) = (hlhg)(klkg), hvor hl,hg € H, kl,kg e K.

Bevis. Antag g = hk = 7175, h, he H, k,% € K. Davarh 'h=kk~! € HNK = {e},
dvs. h = h, k = k.

For vilkérlige elementer h € H, k € K gelder, at hkh=*k~! € HN K = {e}, dvs.
h og k er ombyttelige, hvorfor (hiky)(hoks) = hy(hoky)ks. O

DEFINITION. I situationen fra ovenstaende szetning siges G at veere det indre direkte
produkt af H og K. H (og K) kaldes en direkte faktori G.

BEMARKNING. I Mat 2AL (GRP 3.19) er det direkte produkt af to grupper indfert
indfgrt som produktmaengden af de to grupper med koordinatvis komposition. Det pa
den vis definerede direkte produkt kaldes ofte det ydre direkte produkt af grupperne.
Hvis G er det indre direkte produkt af undergrupperne H og K, er det en simpel
opgave at vise, at G er isomorf med det ydre direkte produkt af H og K. Forskellen
mellem ydre og indre direkte produkt er derfor af mere formel karakter. Ofte udelades
praedikaterne ”ydre” og ”indre”, nar der ikke kan opsta nogen misforstaelse.
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Saetning 10. Hvis en fuldkommen gruppe H er normal undergruppe i en gruppe G,
er H direkte faktor i G.

Bevis. Hvis g € G, er ghg™! € H for alle h € H, da H<G. Afbildningen h — ghg ™!
er derfor en automorfi for H. Da H er fuldkommen findes der til ethvert g et entydigt
bestemt element n € H sa ghg~' = nhn~! Vh € H. Lad K veare “H’s centralisator i
G”, dvs.: K = {k € G|hk = kh for alle h € H}.

K er undergruppe i G indeholdende alle elementer n~'g. Pastand: G er direkte
produkt af H og K.

G = HK da g = n(n~'g) [bemaerk G = HK <= G = KH]. Endvidere da
centrum for H er {e}, bliver H N K = {e}. Mangler blot at vise K < G.

For ethvert k € K og ethvert g € G geelder

g kg =gty kg =g inkn g € K.
Vi har her benyttet, at n=1kn = k pa grund af definitionen af K. O

BEMARKNING. Man kan omvendt vise, at en gruppe er fuldkommen, safremt den er
direkte faktor i enhver gruppe der indeholder den som normaldeler.

NOETHERS ISOMORFISATNINGER.

Nu to vigtige isomorfissetninger.

Noethers 1. isomorfissetning. Lad H og K vare undergrupper i gruppen G og
antag H<G; daer HNK <K og HK/H ~K/HNK.

Beuvis.

Lad k betegne den kanoniske homomorfi af G pa G/H, her betegnet G*. Da er
k(HK) = k(K), k(HK) 2 k(K) triviel; den modsatte inklusion fglger af x(hk) =
k(h)k(k) = e*-k(k) = k(k) € K(K). Seet k(K) = K*. Lad os betragte x’s restriktion
til K, KRes,; homomorfiseetningen anvendt pa KRres, x giver: K* ~ K/ Ker(kges, i )-
Nu er

Ker(kpres,x) ={r € K|k(z) ="'} ={r e Klre H}=HNK.

Folgeliger HNK <K og K/HNK ~ K*.
Dernacst betragtes kres . Her er Ker(kres mrx) = H og homomorfiseetningen
giver HK/H ~ k(HK) = K*. Heraf fas HK/H ~ K/HN K. O
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Noethers 2. isomorfissetning. Lad H vare en normaldeler i gruppen G og k
den kanoniske homomorfi G — G/H = G*. Da giver tilordningen K — k(K ) C
G* og K* — k~}(K*) en 1 — 1 korrespondance mellem undergrupperne K i G
indeholdende H og undergrupperne K* i G*. Ved denne korrespondance gaelder
KaG <= k(K)<G*. Hvis K <G, daer G/K ~ G*/r(K). (Hvis k(K) skrives
K/H, kan isomorfien formuleres G/K ~ G/H | K/H.)

Bevis. Den pastaede 1 — 1 korrespondance eftervises ved at godtggre

i) k1k(K)=K for HC K C G,

ii) ke 1(K*) = K* for K* CG.
Adi) k1k(K) 2 K er en almen maengdeteoretisk inklusion. Den modsatte inklusion
folger af: g € kK 'k(K) = k(g) = (k) for passende k € K = r(gk™!) = e* =
gk 'cKeen=H=gc HK CK,da HCK.

Ad ii) kk71(K*) C K* er en almen (triviel) meengdeteoretisk inklusion. Den mod-
satte inklusion fglger af: k* € K* = k* = k(g) for passende g € G. Dette g ma
tilhgre k—1(K*) dvs.: k* € ke 1 (K™).

“:>77

K 4G = kgrkrg ' = k(gkg™') € kK for Vk € K, Vg € G
dvs. kKK <G™.

“<” Antag K*<4G*;lad € k1 K*; davil k(grg™!) = kgrz(kg) ™' € K* Vg € G.
Folgelig er g(k1K*)g™! C k1 (K*) Vg € G; dvs. k™ 1(K*) < G.

Hvis K <G og k* er den kanoniske homomorfi af G*/K*, hvor K* = k(K), da er
k*k en surjektiv homomorfi af G pa G*/K* med Ker k*x = K. Homomorfissetningen
giver da G/K ~ G*/K*. O

KOMMUTATORGRUPPER.

Lad A veere en delmeengde i gruppen G. Med {A} betegner vi den mindste
undergruppe i G der indeholder A. {A} vil besta af alle elementer der kan skrives
pa formen a;™ ...a,"", ay,...,a, € A, ny,...,n,. € Z, r € N. (Gentagelser tilladt).
{A} kaldes undergruppen frembragt af A.

For elementer a,b i en gruppe G kaldes lgsningen z = aba~1b~1! til ligningen
ab = xba den til a, b svarende kommutator. Undergruppen i G frembragt af samtlige
kommutatorer aba~ b~ kaldes G’s kommutatorgruppe og betegnes G’ (den “afledede”
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gruppe). Ved en vilkarlig automorfi for G vil kommutatorerne (som helhed) fgres over
i sig selv. Derfor vil G’ ved enhver automorfi ga over i sig selv, dvs. G’ er karakteristisk
undergruppe, specielt er G’ < G.

Den fglgende saetning giver en karakterisering af kommutatorgruppen.

Saetning 11. For en normaldeler H i G gaelder:
H DG < G/H er abelsk.

Med andre ord er G’ den mindste normaldeler med abelsk faktorgruppe.

Bevis. “=" Alle kommutatorer ligger i H, dvs. aba~'b~! € H for Va,b, hvorfor:
@ Q@ '@ !=(@iG/H. (Her betegner (@ (resp.() a’s sideklasse, (resp. b’s
sideklasse) 1 G/H). Altsa er @ (O = ® (9 dvs.: G/H er abelsk.

“<” Lad a og b veere vilkarlige elementer i G. Da gealder for de tilsvarende
sideklasser i G/H @ (O = ® (9, hvorfor aba=1b—1 = (©) og dermed aba='b~! € H.
H indeholder altsa samtlige kommutatorer, og derfor er H O G'. U

BEMERKNING. G abelsk < G’ = {e}.

GRUPPER AF GIVEN ENDELIG ORDEN.

Vi vil nu udlede nogle sztninger om grupper af given orden n for visse n, der
specielt tillader bestemmelsen af grupperne af orden < 12.

For ethvert n € N findes mindst én gruppe af orden n, nemlig den cykliske Z,,.

For ethvert lige tal 2n, n = 3, findes mindst en ikke abelsk gruppe af orden 2n,
nemlig gruppen af alle drejninger og spejlinger der fgrer en regulaer n-kant over i sig
selv. Denne gruppe kaldes diedergruppen af orden 2n og betegnes D,,.

Saetning 12. Hvis G har en orden, der er et primtal p, da er G cyklisk.

Beuvis. Ethvert fra e forskelligt element i G vil frembringe G. U
Saetning 13. Der findes netop to (ikke-isomorfe) grupper af orden 4, nemlig den
cykliske Z4 og “Kleins Vierergruppe”. Vy, dvs. alle matricer af formen (i(l] j:(l)>

med sadvanlig matrixmultiplikation.

Beuvis. Det er klart, at Z, og V4 er ikke-isomorfe grupper af orden 4. Det er derfor
nok at vise, at der hgjst findes én ikke-cyklisk gruppe af orden 4. G ej cyklisk =
ordenen af ethvert element = 1 eller 2 dvs.: ifglge Saetning 2 ma G vaere abelsk. Veelg
a,b€ Gsae#a,e#b, a#b Daer G’s elementer {e,a,b,ab}. Derfor er der kun
en mulighed for gruppetavlen. 0
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Saetning 14. Lad p veere et ulige primtal; da findes netop to (ikke-isomorfe) grupper
af orden 2p, nemlig den cykliske Za, og den (ikke-abelske) diedergruppe D,,.

Bevis. Det er klart, at Zs, og D,, er ikke-isomorfe grupper af orden 2p.
For at godtggre, at der kun findes de to naevnte grupper af orden 2p viser vi, at
der kun findes én ikke-cyklisk gruppe G af orden 2p.

1°. G har et element af orden p. 1 modsat fald ville ethvert element i G have orden
1 eller 2, specielt ville G veaere abelsk. Lad a # e, a® = e; A = undergruppen {e,a}
af orden 2. A er normal undergruppe, da G abelsk. |G/A| = p dvs.: G/A cyklisk.
Lad (g veere frembringerelement, altsa (@) # (¢) gP = (¢) dvs.: for en reprzesentant
g gelder g ¢ A, g? € A. Men ethvert kvadrat i G er e, dvs.: g2 = e; folgelig
g=gP(g>)~"F € A. Modstrid!

2°. G har et element af orden 2. Vises analogt med 1°. (Her benyttes, at en
undergruppe af orden p har index 2 og derfor er normaldeler i G.)

3°. Lad nu a veere et element af orden p og b et element af orden 2. G bestar netop
af elementerne e, a, a?,a?~1, b, ba, ba?, ba?~!. ab kan derfor skrives ba’, 1 < j < p—1.
Lad A veere den cykliske undergruppe {e,a,...,a?~'} af orden p. Da [G : A] = 2, er
A <G og G/A cyklisk af orden 2. Sideklassen ab i G/A har orden 2, hvorfor Ord(ab)
indenfor G er 2 eller 2p. Her er 2p udelukket, da G ellers var cyklisk i strid med den
gjorte antagelse. Dvs.: (ab)? = e eller ab= (ab)"! =b"ta"! = baP~ L.

Hermed fastlaegges entydigt hvorledes elementerne i G multipliceres, dvs. der er
kun én mulighed for G’s gruppetavle. O

Vi undersgger nu grupper, hvis orden er en primtalspotens.
DEFINITION. Gruppen G kaldes en p-gruppe, hvis |G| er en potens af primtallet p.

Inden vi viser fgrste saetning vedrgrende p-grupper bringer vi nogle generelle over-
vejelser, som vi ogsa far brug for ved senere lejligheder.

I en vilkarlig gruppe G (her ikke nodvendigvis en p-gruppe) indfgres fglgende sekvi-
valensrelation: Lad a og b veere elementer i G. Da defineres a ~ b <— dg € G
sa a = gbg~!. (Det vises let, at ~ virkelig er akvivalensrelation). a ~ b laeses “a
konjugeret med b”. Herved inddeles GG i sekvivalensklasser. For en endelig gruppe
sporger vi nu: Hvor mange elementer indeholder sekvivalensklassen (g@) indeholdende
a? Hertil indfores C, = {g € G | ga = ag}. C, er en undergruppe i G og betegnes
centralisatoren for a.

Elementerne i (@er {gag~' | g € G}. For disse geelder

grag; ' = gaagy ' <= g5'gra=ag;'gr <= g5'91€Cy
— g1 ~ 92 med hensyn til C,. Fglgelig bliver de indbyrdes forskellige elementer

i (@ netop {giag; 1}, hvor g; gennemlgber et fuldsteendigt repraesentantsystem for
hgjresideklasserne i G m.h.t. C,. Antallet af elementer i (@er altsa [G : C,].
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Vi bemaerker, at [G : C,] =1 <— C, =G < ag=gaVge G < a €
Z(G) = centrum for G. Ekvivalensklassen (@) bestar altsa kun af elementet a netop
nar a ligger i centret Z(G).

Antag nu, at G er en endelig gruppe. Hvis a ¢ Z(G), er [G : C;] > 1 og ved
direkte opteelling fas den sakaldte “klasseligning”

Gl=12G)+ Y, [G:Cd

visse a

[G:C.]>1

hvor den sidste summation udstraekkes over et repraesentantsystem for de aekviva-
lensklasser der indeholder mere end 1 element.

Antag nu atter, at G er en p-gruppe. Hvis [G : C,] > 1, vil [G : C,] veere delelig
med p. Idet |G| er delelig med p, viser klasseligningen, at p | |Z(G)|, dvs. centret for
G er ikke trivielt. Vi har altsa vist

Saetning 15. Centret af en p-gruppe er ikke-trivielt.

For den efterfglgende anvendelse far vi brug for

Lemma. Lad G vere en gruppe for hvilken G/Z(G) (~ Aut;(G)) er cyklisk. Da er
G abelsk.

Bevis. Antag G/Z(G) er frembragt af sideklassen (¢ Lad x og y veere to vilkarlige
elementer i G. Da findes hele tal ¢ og j sa

r=g'zn z1 € Z(G)
y =g’z 29 € Z(Q).
Vi far nu S o
y= g'z1g’z =90z
yr= ¢ 2g'n =g nn =gz,
Altsa er G abelsk. 0

Saetning 16. Hvis p er et primtal findes netop to ikke-isomorfe grupper af orden p?,
nemlig den cykliske Zp2 og gruppen af diagonalmatricer af formen

(5 2) . avez
27mib ) a, :
0 eT

Bevis. Det er klart, at de nzevnte grupper af orden p? er ikke-isomorfe. For at vise
at disse er de eneste grupper af orden p?, er det nok at godtggre, at der hgjst er én
ikke-cyklisk gruppe af orden p?.

Disse er begge abelske.
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Ifglge seetning 15 og det efterfslgende lemma ma en gruppe af orden p? veere
abelsk.

Lad nu G veere en ikke-cyklisk gruppe af orden p?. Hvis a er et element # e,
m4 a have orden p. Undergruppen A = {e,a,...,a? 1} har orden p. Lad b veere et
element der ikke ligger i A; da har undergruppen B = {e,b,...,b?"1} orden p. Da
G er abelsk, er AB en undergruppe af orden > p. Da G har orden p?, ma AB = G.
Ethvert element i G kan da entydigt skrives pa formen a’b’, 0 < i <p, 0 < j < p, og
der geelder (ab) (a2b72) = al1T2pi1 72, Idet a? = bP = ¢, er gruppetavlen for G
hermed entydigt bestemt. 0

Ud fra ovenstaende satninger kan vi nu udfylde skemaet

Orden 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Antal

112121 2 2 1
grupper
Hera ilke- 000O0T10 0 1 0
abelske

For at bestemme grupperne af orden 8 angiver vi fgrst explicit visse sadanne grupper,
og viser derefter at der ikke findes andre.
Af abelske grupper findes udover 1) Zg fglgende:

IT) alle matricer af formen <20 :Sl) a=0,1,2,3 (i = v-1);
=1 0 0
III) alle matricer af formen [ 0 £1 0
0 0 =1

Af ikke-abelske grupper findes

IV) Diedergruppen Dy (dvs.: alle drejninger og spejlinger der forer et kvadrat
over i sig selv).

V) Quaterniongruppen dvs.: de quaternioner agl + aii+ asj + ask, hvor én af
koeefficienterne er +1 og de gvrige 0 dvs. £1, +1i, +j, +k.(Se appendiks 1.)

Ved at betragte elementordenerne ses, at grupperne II) og III) ikke er isomorfe.

Elementordenerne i IV) er: 1, 2,2, 2, 2,2, 4, 4.
Elementordenerne i V) er: 1,2, 4,4, 4, 4, 4, 4.

Altsa er IV) og V) ikke isomorfe. Da IV) og V) er ikke-abelske, giver I), II), I1I),
IV), V) 5 ikke-isomorfe grupper af orden 8.
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Vi viser nu, at — panger isomorfi — er I), II), III) de eneste abelske grupper af orden
8. T analogi med tidligere beviser skal vi godtggre, at der kun findes 2 muligheder for
gruppetavlen for en ikke-cyklisk abelsk gruppe G af orden 8.

Da G ikke er cyklisk, er de mulige elementordener 1, 2, 4. Antag forst at G
indeholder et element a af orden 4. Lad A veere den cykliske undergruppe {e, a, a?, a®}
af orden 4 og lad (Bveere et element # (©)i faktorgruppen G/A af orden 2. Da vil b €
A, og idet b* = e, ma geelde b2 = e eller b> = a2. Hvis b? = a® er (ba)? = e og man
kan derfor ved i givet fald at erstatte b med ba (der repraesenterer samme sideklasse
i G/A) antage, at b? = e. Elementerne i G bliver da e, a,a?, a3, b, ba,ba?, ba®. Da G
abelsk, vil G’s gruppetavle hermed vare entydigt bestemt.

Antag dernzest, at G ikke indeholder noget element af orden 4, dvs. g2 = e Vg € G.
Ifl. seetning 2 er G abelsk. Vaelga € G, a#eogbe G, b#a b+# e. Daer e, a,b,ab
indbyrdes forskellige. Velg endelig ¢ € G, ¢ ¢ {e,a,b,ab}. G’s elementer bliver
da netop e, a,b, ba, c,ca,cb,cab. Da G er abelsk og alle kvadrater er lig e, er G’s
gruppetavle hermed entydigt bestemt.

Tilbage star nu at bestemme de ikke-abelske grupper af orden 8. Vi skal godtggre,
at der kun findes to mulige gruppetavler. Lad nu G veere en ikke-abelsk gruppe af
orden 8.

Da G ej abelsk, findes et element a af orden 4. Den cykliske undergruppe A =
{e,a,a? @} er normal i G, da [G : A] = 2. Lad ®€ G /A vare element # @ b2 = ©
dvs. b?> € A. Hvis b2 var = a eller a?, ville G veere cyklisk med b som frembringer i strid
med, at G var antaget ikke-abelsk. Fglgelig mé b2 = e eller b2 = a2. G’s elementer
er e,a,a’,a®, b, ba,ba? ba®. For produktet ab findes a priori fglgende muligheder:

(b
ba?

ab =

ba>

ba

Her er ab = b udelukket, da a # e. ab = ba ville medfsre G abelsk. ab = ba>
ville medfgre: a = ba?b~! = a? = ba?b~'ba?b~! = e modstrid! Altsa er ab = ba?.
Fglgelig findes kun to mulige gruppetavler svarende til b2 = e og b? = a?.

Hermed er bestemmelsen af grupperne af orden 8 afsluttet.

BEMAERKNING. Quaterniongruppen har en bemaerkelsesvaerdig egenskab. Den er ikke
abelsk, men samtlige undergrupper er normale. (Bevisskitse: Quaterniongruppen har
kun ét element af orden 2.)
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Vi kan nu fuldstendiggere skemaet angaende grupper af given orden.

Orden 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Antal

1 2 1 2 1 5 2 2 1 5 1 2 1 14 1 5 1
grupper
Heraf ikke-

o 001020 1 0 3 0 1 0 90 3 0
abelske

Resultaterne for orden 12, 15 16 og 18 angivet uden bevis.

Opgave. Angiv 2 abelske grupper af orden 12. Diedergruppen Dg og den alternerende
gruppe Ay (jfr. senere) er ikke-isomorfe ikke-abelske grupper af orden 12. Den tredie
ikke-abelske gruppe af orden 12 kan fas som folger: Alle regulaere (2x2)-matricer med
komplekse elementer udger en gruppe. Undergruppen heri, frembragt af matricerne

e2Et 0 1
— 3 . =
() w - (20).

er en ikke-abelsk gruppe af orden 12. Elementerne er A*BY, 4 =0,1,2, v =0,1,2,3
43 = @4 = FE og BAB™! = 1_42. Gruppen er ikke isomorf med Dg eller Ay.

FLYTNINGSGRUPPER.

Vi skal nu betragte visse endelige grupper der har en simpel geometrisk interpre-
tation.

Tetraedergruppen T. Alle (egentlige) drejninger i rummet der forer et reguleert
tetraeder over i sig selv. Den bestar af: Identiteten + 3 drejninger pa 180° (om
akserne forbindende modstaende kantmidtpunkter) 4+ 8 drejninger pa 120° og 240°
om hgjderne, dvs. T" har orden 12. Ved betragtning af hjgrnerne ses, at T = A,4. Til
bestemmelsen af normaldelerne i 7" kan vi bruge nogle almene overvejelser.

Lad M vaere en abstrakt meaengde og G en gruppe af transformationer (dvs.:
bijektive afbildninger) af M pa sig selv. For a € M vil de afbildninger ¢ i G, der
holder a invariant, dvs. ¢(a) = a, udggre en undergruppe G, i G.

Denne undergruppe kaldes stabilitetsgruppen for a.

Da geelder:

Saetning 17. Lad M vaere en abstrakt mangde og G en gruppe af transformationer
(dvs.: bijektive afbildninger) af M pa sig selv. For a € M lad G, vere stabilitets-
gruppen for a. Da gaelder for ethvert ¢ € G : 1ho G 0™ 1 = Gy(a)-

Bevis. Lad ¢ ligge i G,. Daer (o ¢ot~1t)ot(a) = 9(a), hvilket indebeerer, at
¢ oGy o0 1/}_1 - Gw(a)'
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Lad omvendt p tilhore Gy (,). Da er p(y(a)) = p(a), hvorfor (¢t o pop)(a) = a,
dvs. ¥~ toporp € G,. Det betyder netop, at p € oG, 01, eller Gya) C YoGgop L,
O

Ved anvendelse af denne saetning pa T' (M tages som hjgrnerne i tetraedret) ses,
at den eneste ikke-trivielle normaldeler i 7" er den undergruppe i 7', som forer det
i tetraedret indlagte treretvinklede koordinatsystem (se model/figur) over i sig selv.
Denne undergruppe er isomorf med Vj.
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Hexaedergruppen H. Alle (egentlige) drejninger i rummet der forer en terning
over i sig selv, orden 24, H ~ S; (betragt rumdiagonalerne). Ved overvejelser som
ovenfor ses, at H kun indeholder to ikke-trivielle normaldelere, nemlig undergruppen
i ‘H bestaende af de drejninger, der fgrer et i terningen indskrevet tetraeder over i
sig selv samt undergruppen K bestaende af de drejninger der forer akserne forbin-
dende modstaende sideflademidtpunkter over i sig selv (akseretningerne kan vendes).
Sidstnaevnte gruppe K er ~ Vj, og der gaelder H/K ~ Ss.
Heraf sluttes specielt:

H =T

H// — T/ — V4

H///: T//:‘/i:e.

BEMAERKNING. Hexaedergruppen = oktaedergruppen, dvs. de drejninger der fgrer et
reguleert oktaeder over i sig selv.

Ikosaedergruppen Z. Alle (egentlige) drejninger, der fgrer et reguleert ikosaeder
over i sig selv. (Se model). Orden af Z7: 60 Z ~ Alternerende gruppe As (se model).
Ved argumenter udnyttende Saetning 17 ses, at Z er en simpel gruppe.

BEMARKNING. Man kan vise, at Z,,, D,,, T', H og Z er de eneste endelige drejnings-
grupper i rummet. Anderledes udtrykt udger disse (pa naer ortogonal ekvivalens) de
eneste endelige undergrupper i den egentligt ortogonale gruppe OF (R). (OF (R) kan
igvrigt vises at veere simpel og er saledes et eksempel pa en uendelig simpel gruppe.)
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PERMUTATIONSGRUPPER.

Lad Q veere en vilkarlig meengde (# @) og S(£2) maengden af alle bijektive af-
bildninger af Q pa 2. Med sammensztning som komposition udggr S(2) en gruppe.
Hvis Q er endelig, f.eks. Q@ = {1,2,...,n} er S(Q) den symmetriske gruppe S,,.

Ved en permutationsgruppe pa € forstas en undergruppe af S(€2). Vi bringer
forst nogle almene begreber og seetninger for vilkarlige €2, og specialiserer os siden til
endelige 2.

DEFINITION. En permutationsgruppe G pa () kaldes transitiv, hvis der til ethvert
par (a,b), a,b € Q findes et 0 € G sa o(a) = b.

DEFINITION. En permutationsgruppe G pa 2 kaldes dobbelt transitiv, hvis der til
vilkarlige a, b, c,d € 2 a # b og ¢ # d findes 0 € G sa o(a) = c og o(b) = d.

BEMERKNING. Abenbart gzelder: dobbelt transitiv = transitiv.

Enhver gruppe kan opfattes som en permutationsgruppe, idet der gaelder fglgende

Cayley’s saetning. Lad G vare en vilkarlig gruppe. Da findes en injektiv homo-
morfi ¢ af G pa en transitiv undergruppe i S(G). Specielt er en gruppe af endelig
orden n isomorf med en transitiv undergruppe i den symmetriske gruppe S,,.

Bevis. For g € G lad ¢, vaere folgende element i S(G):
pg(r) =gowx, xed.

g er en bijektiv afbildning af G pa G, dvs. ¢, er et veldefineret element i S(G). Pa
grund af den associative lov for gruppemultiplikation geelder

Pgiogz = Pg1 © Pga

dvs. ¢ er en homomortfi af G ind i S(G).
Endvidere er

Ker(p) ={9€ G|y, =1dg} ={9g€G|gox=aVrecG}={e}.

Altsa er ¢ injektiv.
Billedet af G ved ¢ er en transitiv undergruppe i S(G); thi hvis a og b er vilkarlige
elementer i G, da er ¢4(a) = b for g = ba~!. O

Ofte kan en generalisering af Cayley’s ssetning for endelige grupper vaere nyttig.
Lad H vere en undergruppe i gruppen G med indeks [G : H] = n, n € N, og lad
G = |J g;H veere inddelingen af G i disjunkte hgjresideklasser m.h.t. H. Vi kan for

=1
eksempel antage g; = e.
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For ethvert g € G vil G = |J,_, gg;H igen veere inddelingen af G i disjunkte
hgjresideklasser m.h.t. H, hvorfor

<91H g2 H gnH)
gg1H 992H e 9gnH

vil veere en permutation af sideklasserne g; H, 1 < i < n, og derfor kan opfattes som
element i den symmetriske gruppe S,,. Vi definerer en afbildning p: G — S,, ved

g = (EhH 92H o gnH )
g H 992H e 99 H

og skriver gg;H = g, H, 1 < i < n.

Det ses let — i analogi med det ovenstaende bevis for Cayley’s ssetning — at p er en
homomorfi, og at pG er en transitiv undergruppe i 5,,. Ordenen af pG er da delelig
med n (hvorfor?)

For kernen af p geelder

Ker(p) = (Wgﬂ-[gi_1 C H og Kerp<aG med G/Kerp =~ pG .
i=1

Abenbart er Ker(p) den stgrste i H indeholdte undergruppe, der er normaldeler i G.
BEMARKNING. Hvis H = {e} fas Cayley’s saetning for endelige grupper.

Vi giver nu nogle sma sztninger vedrgrende dobbelt transitive permutationsgrup-
per.

Seetning 18. Lad N veare en normaldeler # {e} i en dobbelt transitiv permuta-
tionsgruppe G pa §2. Da er N transitiv.

Bevis. Lad a,b € Q, a#b. Visgger 0 € N sao(a)=b. Da N # {e} findes ¢ # d i
sa o(c) = d for passende @ € N. Da G er dobbelt transitiv, findes 7 € G sa 7(c) = a
og 7(d) = b. Men sa geelder 767 *(a) =b. Da N<Gerto7 ' € Ndvs.: 77!
er et brugbart o. U

DEFINITION. Lad G vere permutationsgruppe pa 2. For a € Q kaldes G, = {0 €
G | o(a) = a} G’s stabilitetsgruppe i Q2. (G, ses straks at veere undergruppe i G.)

Seetning 19. Lad G veare dobbelt transitiv permutationsgruppe pa 2, hvor |Q] > 1.
Da er G, en maximal undergruppe i GG, dvs.: ingen undergrupper ligger strengt
mellem G, og G.

Bevis. Lad ‘H vere undergruppe i G og antag H 2 G,. Vi skal da vise at H = G.
Der findes 7 € H sa 7(a) = b, b # a. Lad p veere vilkarlig i G, og lad p(a) = c.
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Hvis ¢ = a er p € H og vi er feerdige. Vi kan derfor antage ¢ # a. Da G er dobbelt
transitiv, findes o € G for hvilket o(a) = a, o(b) = ¢. Specielt er o € G,. o7(a) = ¢
hvorfor p~tor(a) = a dvs. p~tor € G, S H; da 0,7 € H, ses heraf, at p € H. Da p
var vilkarlig i G, ses at H = G. O

Vi far nu et kriterium for simpelhed som vi ved en senere lejlighed har brug for.

Saetning 20. Lad G veare en dobbelt transitiv permutationsgruppe pa Q (|Q| > 1).
Da er G simpel, hvis

i) G = G’ (G' betegner kommutatorgruppen for G).
ii) Der findes a € Q2 sa G, indeholder en abelsk normaldeler K sa G er frembragt
af de med K konjugerede maengder {cKo~1 | o € G}.

Bevis. Antag {e} # N < G; vi skal da vise, at N = G. Velg et a €  sa ii) geelder.
G, er maximal sa G,N er = G, eller G. Da N ifglge Saetning 18 er transitiv og G,
ikke er transitiv (idet |Q2] > 1) er muligheden G, N = G, udelukket. Dvs. G = G,N.
Vi pastar nu, at NK <G. (Bemark, at NK er en undergruppe, da N < G). Da
G = G,N (= NG,), kan ethvert element i G skrives vo, hvor v € N, 0 € G, og Vi
har, da N <G og K <G,

voNKo 'v™' = NvoKo 'v™' = Nv(cKo Hv™! = NvKv~! = NK.
Da K € NK <G, geelder
Vo €eG:0Ko ' CoNKo™' = NK.

P& grund af ii) findes ingen segte undergruppe i G indeholdende o Ko =t for alle
o € G. Folgelig fas NK = G.

Viudnytter nui): G = G’. Enhver kommutator kan skrives (nk)(niki)(nk) = (niky)=*
hvor n og n1 € N, k og k1 € K. Da K er abelsk kan dette udtryk reduceres til
nknikik~'n" kT Inyt = nkn kT kin Tk 'n ! der tilhgrer N, da N <G. Men dette
indebaerer G = G’ C N dvs. G = N. O

Vi betragter nu nzermere tilfeeldet, hvor 2 er endelig og saetter Q = {1,2,...,n}.
S(£2) er da den symmetriske gruppe S,,. S, har orden n! De lige permutationer i S,
udggr en undergruppe A, i S,. A, kaldes den alternerende gruppe. Dens orden er
%n! Abenbart geelder: A, < S,.

DEFINITION. En permutation o € S, kaldes en cykel, hvis den er af formen o =

(a1 @2 wrr o Gk-1 Ok Her er underforstaet, at de fra ai,...,ax forskellige
as asz - QA a
elementer er fixe ved o. k kaldes cyklens leengde. o betegnes kort (aq,...,ax). En

cykel af leengde 2 er en transposition.
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Saetning 21. Enhver permutation o € S,, kan pa en og kun én made skrives som
produkt af cykler af indbyrdes disjunkte elementer.

Bevis. 1) Eksistens. For et a € {1,2,...,n} betragtes elementerne a, ca,o?a,. ...

Hvis k er det mindste tal for hvilket c*a = a, er a,ca,...,0" ta indbyrdes for-
e k—1

skellige elementer. Hvis k& = n er o selv en cykel “ 02a o a og
oca o°a - a

vi er ferdige; hvis k < n veelger vi b € {1,...,n}\ {a,0a,...,0% 1a} og be-

tragter b, ob, 0b, ... og tilhgrende mindste ¢ for hvilket o/(b) = b. Elementerne

a,oa,...,0"ta,b,ob,... 01 (b) er indbyrdes forskellige. Hvis k + ¢ = n da er

() ()

og vi er feerdige. Hvis k+£ < nveelgesc € {1,...,n}\{a,...,c% 1 (a),b,..., 071 (b)}
og vi betragter ¢, oc, ... etc. Denne proces stopper efter endelig mange skridt.

2) Entydighed. Lad 0 = 71...7s = 7 ...7{ veere to fremstillinger af o som
produkt af indbyrdes disjunkte cykler (bemeaerk faktorernes raekkefglge er ligegyldig,
da cykler af indbyrdes disjunkte elementer er ombyttelige). Alle cykler kan naturligvis
antages at have leengde > 1. Lad a veere element sa 71 (a) # a, og lad 7/ veere cyklen

bl. 7{,..., 7] for hvilken 7/(a) # a. Hvis k er mindste tal for hvilket oc*a = a, geelder
a---o" la
T = ( ) = 7/; etc. O
oa a

Korollar. Enhver permutation o € S,, er produkt af transpositioner.

Beuvis. Det er nok at se pa en cykel:
ay az -+ OGg-1 Qg ) _ (41 Ok ai ak—1 ap a2
az as ak ai ag ai ak—1 ai az ai

BEMARKNING. En cykel af lige leengde er en ulige permutation.
En cykel af ulige leengde er en lige permutation.

Saetning 22. For n > 2 er centrum af S,, lig {e}.

Bevis. Antag o # e. Ved passende nummerering kan vi antage:
. 1 2 ...
“\2 aq ..
. 1 3 .
i) a =1: For 7 = 3 1 geelder o7 # 70, idet 07(2) =1 og 70(2) = 3.

.. 1
ii) a # 1: For 7 = 5 1
Altsa har vi vist: Vo € S, \ {e} I €S, sa o7 # 70. O

2) gelder o7 # 70, idet To(1) =1 og o7(1) = a, a # 1.
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Korollar. Aut,;(S,) =S, forn > 2.

BEMERKNING. Man kan vise, at for n # 2, n # 6 er S,, fuldsteendig dvs.: Aut(S,) =
Sh.

Den efterfolgende szetning er saerdeles vigtig, ikke mindst med henblik pa anven-
delser i Galoisteori.

Seetning 23 (Galois). For n 2 5 er den alternerende gruppe A,, simpel.

Bevis. Lad N<A,,, N # {e}. Viskal da vise, at N = A,,. Da N<A, vilT lo7 170 €
N forallec € N ogalleT € A,,. Viveaelger o € N, 0 # e, og skelner mellem forskellige
muligheder for ¢’s kanoniske fremstilling som produkt af indbyrdes disjunkte cykler.
For hvert af tilfaeldene veelges et 7 € A,, som fglger:

o T 7'_10_170

(abcd...)(...) (bed) (adc)

(abc)(de...)(...) (bee) (aechbd)

(abc) (bed) (ad)(bc)

(ab)(cd)(...) (abc) (ad)(be)

N ma altsa indeholde en permutation, der er produkt af to disjunkte transpositioner.

Ved passende nummerering kan vi derfor antage (; ? i g) e N.
a b ¢ d
b a d

blandt cifrene {1,---,n}.

PASTAND: € N, hvor a, b, c og d er 4 vilkarlige indbyrdes forskellige

Betragt en vilkarlig permutation af formen <clz 12) i fl : i : ); idet

a b\(1 2 3 4 -\ _ (1 2 3 4 -
b a a b ¢ d ) \b a ¢ d ---

kan vi antage, at

\]

I
7N
Q
ST N
o w
SN
~
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er lige. Da er
1 2 3 4\ 41 (a b ¢ d
7_(2 1 4 S)T _<b a d C)GN'
Folgelig indeholder N samtlige produkter af to transpositioner af indbyrdes forskellige
elementer. Da ethvert o € A,, er produkt af et lige antal transpositioner, vil beviset

veere faerdigt, nar vi har godtgjort, at en permutation (g Y ) (y ;) er produkt af

x z
permutationer af ovennaevnte art. Men dette folger af: (zy)(yz) = (xy)(uv)(uwv)(yz),
hvor u og v er valgt forskellige fra x,y og z. (Her udnyttes n = 5.) O

BEMERKNING. Forn =2 er A,, = {e}; for n = 3 er A,, ~ Zs, dvs. simpel. For n =4
er A, ~ Tetraedergruppen, der — som tidligere vist — indeholder en segte normaldeler
(~ V}) og derfor ikke er simpel.

Saetning 24. Forn = 5 er A,, eneste ikke-trivielle normaldeler i S,,.

Bevis. Antag N <.S,,; vi skal vise N = {e}, A, eller S,,.
1) NCA,=N<A, = N = A, eller {e}.

(Galois’saetning)

2) N%AniNAniAniNAn:Sn.

Vi anvender Noethers 1. isomorfisetning pa:

S

\
N/ n\An
N

NNA,

{e}

A, NN<A, = A, NN ={e}eller A,NN=A,. A,NN =A,, = A, C N, hvilket
pa grund af N ¢ A, indebzerer N = S,,. A, NN = {e} = N = gruppe af orden 2.
Lad g € N, g # e. For ethvert ¢ € S, ville da cgo~! € N, dvs. ogo~! = g for alle
o € S,. Folgelig var g # e i centrum for S,,. Men ifglge Seetning 22 har S, trivielt
centrum. U
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Korollar. Forn 25 gelder S|, = A,; S/ = A = A,.

BEMARKNING.

For n = 2 geelder S} = e.
For n = 3 geelder S% = Ag; 5§ = AL =e.
For n =4 geelder S, = Ay; Sy = Ay =V,; S/ = A =V =e.

EKSEMPEL. Som tidligere naevnt findes uendelige simple grupper. Ud fra det fo-
regaende giver vi endnu et eksempel. Lad Q = {1,2,...} = N og lad Sy vaere un-
dergruppen i S(£2) bestaende af alle o € S(Q2) for hvilke o(a) = a for alle a > k(0),
hvor k(o) er et naturligt tal afthengigt af 0. Undergruppen Ay svarende til de lige
permutationer er en uendelig simpel gruppe. (Skriv Ay = U2, A,, og benyt Galois’
seetning).

Qvelse. Giv et eksempel pa en fglge G1 O Gy 2 G3 O ... af simple grupper for
hvilken NS, G, €j er simpel.

NORMALRZAKKER.

Ved en normalrekke i gruppen G forstas en fglge af undergrupper
G=G>G>Gap>--->Gs_1 >G5 = {e}, (%)

hvor hver GG; er normaldeler i den foregaende G;_1. Faktorgrupperne Go/G1, G1/Gs,
G2/Gs,...,Gs_1/Gs = Gs_1 kaldes normalraekkens faktorer. Antallet af faktorer,
s, er normalraekkens lengde. Normalraekken siges at veere uden gentagelser hvis alle
faktorerne # e. Normalraekken

G=GCGy>G 1 >Gon-->Gy = {e} (1)

kaldes en forfining af (*) hvis hvert G; (1 <14 < s) er liget G; (1 < j <t). Hvis (1)
bestar af effektivt flere undergrupper end (x) kaldes (T) en segte forfining.

DEFINITION. En normalrackke i G kaldes en kompositionsrekke, hvis den er uden
gentagelser og ikke tillader nogen @egte forfining uden gentagelser.
Ved hjeelp af Noethers 2. isomorfisaetning vises let:

Seetning 25. Hvis (x) er en normalraekke uden gentagelser, gaelder
(x) er kompositionsraeekke <= faktorerne er simple grupper.

Desuden gaelder trivielt



Matematisk Institut Mat 3AL 1.25

Saetning 26. G endelig = G har en kompositionsrakke.

BEMARKNING. Ovenstaende satning kan ikke vendes om, da der findes uendelige
simple grupper.
Imidlertid geelder:

Saetning 27. For abelske grupper G galder: G endelig <= G har komposi-
tionsraekke.

Bewvis. Benyt, at en simpel abelsk gruppe er endelig (endda af primtalsorden). U

EKSEMPEL. Zg D 2Z¢ D 0 og Zg DO 3Z¢ O 0 er “vasentlig” ens normalraekker.
(Faktorerne er de samme Zs, Z3 og Zs, Zs2).

DEFINITION. To normalraekker uden gentagelser kaldes isomorfe, hvis faktorerne pa
naer raekkefglgen er isomorfe.

BEMARKNING. Ved hjalp af Saetning 25 ses, at en normalrackke uden gentagelser,
der er isomorf med en kompositionsrakke, selv er en kompositionsrakke.
Vi viser nu nogle klassiske satninger.

Jordan—Holders saetning. Hvis en gruppe G har en kompositionsraekke er alle
kompositionsreekker i G indbyrdes isomorfe.

Schreier’s Forfiningssaetning. To vilkarlige normalrackker i en gruppe har iso-
morfe forfininger.

Klart, at Schreier’s forfiningsseetning = Jordan—Holders saetning.
For at vise Schreier’s forfiningsseetning benytter vi

Zassenhaus Lemma. Lad H,, Hy, K og K5 vere undergrupper i gruppen G. Lad
H1 <1H2, Kl <1K2. Da er Hl(HQ ﬂKl), Hl(HQ N KQ), Kl(Hl N KQ) og Kl(HQ N KQ)
undergrupper i G, og der gaelder
(1) Hl(Hl N K1> <1H1(H2 N KQ)
(11) Kl(Hl N KQ) <1K1(H2 N KQ)
og
(111) Hl(HQ N KQ)/Hl(HQ N K1> ~ Kl(HQ N KQ)/Kl(Hl N KQ)

Bevis. At Hi(Hy N K7), ete. er undergrupper folger af Hy < Hy og K1 < Ko.

Et element i Hy(Hs N K1) kan skrives hx, h € Hy; © € Hy N K7 og et element i
Hi(H; N K>) kan skrives hy, h € Hy; y € Hy N K5. Elementet

(hy) (ha)hy) ™" = h(yhy ") (yzy~)A~" € Hy(Hy N K1)

idet yhy~! € Hy og yry~! € Hy N K;. Dette godtger (i). ( (ii) vises analogt).
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(Hy N K3) og Hi(H2 N K7) er undergrupper i Hy(Hs N K3) og Hi(Hy N K1) <
Hy,(H2 N K3). Vi anvender Noethers 1. isomorfissetning pa:

Hi(HyN K>)

/

HyN Ko

T

\
Hy(Hy N Ky)
/

(HiNKs)(HyN Kq)

hvor man let efterviser, at (Hy N K3)Hq(H2 N K7)
(Hi(HaNK;)) = (H1 N K2)(HyN Ky). Vi har derfor isomorfien:

Hl(HQ N KQ)/Hl(HQ N Kl) ~ HQ N KQ/Hl mKQ)(HQ N K1>

Hgjre side er symmetrisk i H og K hvorfor

Kl(HQ N KQ)/Kl(Hl ﬂKQ) ~ HQ N KQ/(Hl N KQ)(HQ ﬂK1>

man far:

(1) og (1) giver den gnskede isomorfi i (iii).

Vi er nu istand til at vise Schreier’s forfiningssaetning: Lad

G:H0l>H1l>-'

og

G=Ko> K>

veere to vilkarlige normalraekker i G,

Vi angiver nu fglgende forfining af () idet (xx

foralle:=1,...,s:

Hi—l -

> Hg = {e}

> Ky = {e}

H;(H;—1 N Ky)
Hi(Hi—l ﬂKj_1>
Hi(Hi—l ﬂKj)

Hi(Hi_1 N K)

= H1<H2 N KQ) og (H2 N KQ) N

()

(%)

) “indplantes” mellem H; ; og H;
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Omvendt “indplantes” (k) i (x):

Kj—l - KJ(HoﬁK]_l)

K; = Kj(Hs N K1)

De to skraverede faktorgrupper bliver isomorfe ifglge Zassenhaus’ Lemma. De ne-
denfor antydede normalraekker er da isomorfe forfininger af (%) og (xx)

H, Ky

\ \

H1 K1

HZ:\ (*x) indplantes K j:\ (*) indplantes
7 7

Hs/ K;_1

H K

Som fgr neevnt er Jordan—Holders saetning et umiddelbart korollar af Schreier’s for-
finingsseetning. Vi angiver endnu nogle simple konsekvenser af forfiningsseetningen:

Korollar 1. Hvis en gruppe har en kompositionsraekke, kan enhver normalrackke
(uden gentagelser) forfines til en kompositionsrakke.

Korollar 2. Hvis en gruppe har en kompositionsraekke af laengden s, er laengden af
enhver normalrzekke (uden gentagelser) < s, og = s netop nar normalraekken er en
kompositionsrackke.

Opgave. Angiv en kompositionsraekke for en cyklisk gruppe Z,,. Hvilken kendt talte-
oretisk seetning fas ved anvendelse af Jordan—Holders satning 7
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OPLOSELIGHED.

DEFINITION. Gruppen G siges at veere oplgselig, hvis der findes en normalraekke i G
med abelske faktorer.

Vi giver fgrst en karakterisering af oplgselige grupper udtrykt ved kommutator-
grupperne og de hgjere afledede.

Saetning 28. Lad G vere en vilkarlig gruppe. Da gaelder:

G oploselig <= G™ = {e} for passende n € N.

Bevis. “=” Lad G>G1>--->Gs = {e} veere normalraekke med abelske faktorer. Da
G /Gy er abelsk, er (jfr. karakteriseringen af kommutatorgruppen) G’ € G;. Analogt

fas
G| € Gy = G" € G} S G2 og helt alment:

G C G, og folgelig G = {e} .

G' <G og G/G' abelsk
G" 4G og G'/G" abelsk.

Dvs.: G>G'>G">--->G™ = {e} er en normalrackke med abelske faktorer. O

BEMERKNING. Det ses let, at alle de afledede grupper G er karakteristiske un-
dergrupper i GG, specielt normaldelere i G. Ovenstaende sztning viser derfor, at G
oplgselig = G har en “absolut” normalraekke (dvs.: Undergrupperne er normaldelere
ikke blot i foregaende gruppe, men i hele G) med abelske faktorer.

Seetning 29.

G oplgselig = enhver undergruppe i G er oplgselig.
G oplgselig = ethvert homomorft billede af G er oplgselig.

Bevis. Den fgrste implikation fas af ovenstaende Saetning 28 ved at bemseerke, at
for en undergruppe H i en gruppe G vil kommutatorgruppen H' for H vere en
undergruppe i G’ og tilsvarende for de hgjere afledede grupper.

Den anden implikation fas af ovenstaende Saetning 28 ved at bemzerke, at for en
homomorfi f fra en gruppe G til en gruppe H vil f(G’) veere en undergruppe i H’
og tilsvarende for de hgjere afledede grupper. O
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Saetning 30. Lad G vere en vilkarlig gruppe. Hvis G indeholder en oplgselig nor-
maldeler N sa G/N er oploselig, da er G oplgselig.

Bevis. Veaelg en normalraekke med abelske faktorer for N og en normalrackke med
abelske faktorer for G/N. Sidstnzevnte normalrackke “indplantes” mellem N og G
ved hjaelp af Noethers 2. isomorfissetning. Sammenstykning giver da en normalrakke
i G med abelske faktorer dvs.: GG er oplgselig. O

Vi giver nu en beskrivelse af kompositionsraekkerne i en endelig oplgselig gruppe.
Vi far brug folgende hjeelpeszetning.

Saetning 31. En simpel oplgselig gruppe er cyklisk af primtalsorden.

Bevis. Hvis G er simpel, er G>{e} den eneste ikke-trivielle normalrackke. Nar G er
oplgselig, ma faktorgruppen G/{e} ~ G vaere abelsk. Men en abelsk simpel gruppe
er cyklisk af primtalsorden (jfr. Opgave p.1.6). OJ

Saetning 32. For en endelig gruppe G er fplgende betingelser akvivalente:

i) G er oploselig.

ii) Der findes en kompositionsraekke for G, hvis faktorer er cykliske af primtalsor-
den.

iii) Faktorerne i enhver kompositionsraekke for G er cykliske af primtalsorden.

Bevis. Da det er klart, at iii) = ii) = i), er det nok at godtgere i) = iii).

Seetning 29 medferer, at faktorerne i en vilkarlig kompositionsraekke for G er
oplgselige. Ifglge Seetning 25 er faktorerne i en kompositionsrackke simple. Saetning
31 medfgrer nu, at faktorerne ma veere cykliske af primtalsorden. U

Seetning 33. Enhver p-gruppe er oplgselig.

Bewvis. Lad p-gruppen G have orden p™. Beviset fores ved induktion efter n.

n =1 klar (G er da cyklisk).

Antag seetningen vist for p-grupper af orden < p”. Ifglge seetning 15 har centret
Z(G) orden 2 p. Nu er Z(G) <G og G/Z(G) er en p-gruppe af orden < p™. Ifglge
induktionsantagelsen er G/Z(G) derfor oplgselig.

Z(@G) er abelsk og dermed oplgselig. Seetning 30 viser nu, at G er oplgselig. [

Saetning 34. Den symmetriske gruppe S, er oplgselig for n < 4 og ikke-oploselig
for n 2 5.

Bevis. n = 1,2 triviel,n =3, S, = A3, S{ = Ay ={e},n=4 5, ~H, S/ ={e}: 5,
oplgselig for n < 4. For n 2 5 er A,, simpel og ikke-abelsk, hvorfor A,, og dermed S,
ikke er oplgselig. U
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BEMERKNING. At S, ikke er oplgselig for n = 5 kan bevises direkte (uden brug af
Galois’ szetning). Nok at vise A,, = A/, for n = 5. Hertil godtger vi:

1) Enhver 3-cykel er en kommutator,
2) 3-cyklerne frembringer hele A,,.

Ad 1) (abc) givet; da n = 5 findes d og e sa a, b, ¢, d, e er indbyrdes forskellige:
(abe) = (dba) ™t (aec) ™ (dba)(aec) .
Ad 2) Enhver permutation i A,, er produkt af par af transpositioner. To tilfzelde:

(ab)(bc) = (abe)
(ab)(cd) = (ab)(bc)(bc)(ed) = (abe)(bed) .

n

I bemeerkning p.1.27 sa vi, at G oplgselig = G har “absolut” normalraekke med
abelske faktorer.

DEFINITION. Gruppen G kaldes overoplgselig, hvis G har en absolut normalraekke
med cykliske faktorer.
Klart, at overoplgselig = oplgselig.

EKSEMPEL. Tetraedergruppen ~ Ay er oplgselig, men ej overoplgselig.

DEFINITION. G kaldes nilpotent, hvis G har en absolut normalrackke
G,=eCcG,_1C---CG CGy=G0,

hvor G,;_1/G; er indeholdt i Centrum (G/G;).
EKSEMPEL. S5 er overoplgselig, men ej nilpotent.

Beviset for Saetning 32 kan modificeres til at godtggre at enhver p-gruppe er
nilpotent.

For endelige grupper geelder (ej trivielt): nilpotent = overoplgselig, og man har
derfor implikationerne (for endelige grupper)

abelsk = nilpotent = overoplgselig = oplgselig,

hvor alle implikationerne er “aegte”.

I analogi med kompositionsraekker (og Jordan—Hoélders setning) kan man betragte
maximale kaeder af undergrupper. Her gaelder en overraskende sztning af Iwasawa
ifglge hvilken en endelig gruppe er overoplgselig, hvis og kun hvis alle maximale kaeder
af undergrupper har samme laengde.
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Sylows Gruppesaetninger.

DEFINITION. Lad G veere en endelig gruppe og p en primdivisor i |G|. Antag |G| =
p" - m, pfm. En undergruppe i G af orden p" kaldes en p-Sylowgruppe.
Inden Sylows seetninger et lille lemma.

Lemma. Lad G vere en endelig abelsk gruppe og p en primdivisor i |G|. Da findes
et element i G af orden p.

Bevis. Seet |G| = n. Induktion efter n. For n = 2,3 er udsagnet klart. Antag
lemmaet bevist for grupper af orden < n.

Vealg a # e 1 G og lad A veere den cykliske undergruppe frembragt af a. |A| =
Orda =t, t > 1. Vi skelner mellem to tilfeelde.

i) p|t; da er ar et element af orden p.

ii) pft; da vil p|% = |G/A|.
Ifplge induktionsantagelsen findes et element (B)i G/A af orden p, (idet |G/A| < n).
For en repraesentant b for B)gaelder b € A, b ¢ A og derfor b? = a' for passende i.
Da orda = t er bP* = e eller (b')? = e. Folgelig nok at vise, at b' # e. Men b = e
ville medfgre () = e og dermed p|t i strid med antagelsen ii). OJ

Sylows 1. Seetning. Lad G vere en endelig gruppe og p en primdivisor i |G|. Da
findes en p-Sylowgruppe i G.

Bewis. Induktion efter |G|. For “sma” ordener er ssetningen triviel. Antag ssetningen
vist for grupper af orden < |G|. To muligheder:

1) 3 eegte undergruppe H i G sa p1[G : H]

2) For alle segte undergrupper H i G gaelder p|[G : H].
Ad 1) Ifglge induktionsantagelsen findes en p-Sylowgruppe i H. Denne vil — da
p1 |G : H| — ogsa vaere en p-Sylowgruppe i G.
Ad 2) Vi inddeler elementerne i G i &ekvivalensklasser m.h.t. konjugering. Da geaelder
klasseligningen (jfr. p.1.13)

Gl =12+ Y [G:C

visse a

[G:Ca]>1

hvoraf sluttes, at p | |Z(G)|. Ifolge lemmaet findes et element a € Z(G) af orden p.
Den af a frembragte cykliske undergruppe A er normaldeler i G. Vi betragter nu den
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kanoniske afbildning x af G pa G/A(= G*)

{e}

Hvis |G| = p"m, p{m, er |G*| = p"~!m. Dersom r = 1, vil A veere en p-Sylowgruppe
i G. Dersom r > 1, vil G*, der har mindre orden end G, pa grund af induk-
tionsantagelsen have en p-Sylowgruppe P*. Ifglge Noethers 2. isomorfissetning er
P = k7 Y(P*) en undergruppe i G sa P/A ~ P* dvs.: |P| =p"~lp=p". P er altsi
en p-Sylowgruppe i G. O

Korollar 1. (Cauchy). Hvis p er en primdivisor i ordenen af en endelig gruppe G,
da findes et element i G af orden p.

Bevis. Lad a veere et fra det neutrale element forskelligt element i en p-Sylowgruppe
i G. Ordenen af a ma vaere en potens p' af p. Elementet a?”" méa da have orden p.d

Korollar 2. Lad G veare en gruppe af orden 2p™, hvor p er et primtal. Da er G
oplaselig.

Bevis. Hvis p = 2 fglger udsagnet umiddelbart af seetning 33. Hvis p # 2 vil en
p-Sylowgruppe P have indeks 2 i G og derfor vaere en normaldeler i G. Da P ifl.
seetning 33 er oplgselig og faktorgruppen G/ P er cyklisk af orden 2, specielt oplgselig,
medfgrer setning 30, at G er oplgselig. O

Inden Sylows 2. satning indfgrer vi for en undergruppe H i G normalisatoren Ny
som Ng ={g € G| gHg ! = H}. Ny bliver en undergruppe i G, og det er klart, at
H < Ng. (I gvrigt ses let, at Ny er den storste undergruppe i G der indeholder H
som normaldeler).

To undergrupper H; og H, i G kaldes konjugerede, hvis gH1g~' = Hy for et
passende g € G. Man ser let, at “konjugeret” er en ackvivalensrelation. I analogi med
et tidligere argument (p.1.12) ses, at antallet af med H konjugerede undergrupper er
[G ' N H]-

Det er klart, at hvis P er en p-Sylowgruppe, er enhver med P konjugeret under-
gruppe ogsa en p-Sylowgruppe. En art omvending er givet i:
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Sylows 2. saetning. Lad G veare en endelig gruppe og p en primdivisor i |G)|.
Alle p-Sylowgrupper i G er indbyrdes konjugerede, og enhver p-undergruppe i G er
indeholdt i en p-Sylowgruppe.

Bevis. Lad P veere en p-Sylowgruppe i G, og S en vilkarlig p-undergruppe i G. Lad
{P;} veere de med P konjugerede undergrupper, hvis antal er [G : Np|. P; kaldes
S-aekvivalent med P; hvis P; = sPjs~! for et passende s € S. Antallet af med P;
S-aekvivalente undergrupper er [S : (SN Np,)].

I nedenstaende lemma viser vi, at SN P; = SN Np,.

Ved opteelling (jfr. udledelsen af klasseligningen p.1.12) fas derfor en relation

[G:Npl= > [S:(SNP)

visse 1

[S: (SN P)] = potens af p (evt. 1). p1[G : Np] indebeerer derfor [S: (SN FP;)] =1
for mindst et i og dermed S C P;. Hvis S selv er en Sylowgruppe, vil S = P;, da
grupperne S og P; har samme elementantal. Beviset er derfor afsluttet modulo:

Lemma. Hvis P er p-Sylowgruppe i G og S er p-undergruppe i G, daer SN Np =
SNP.

Bevis. Seet S1 = SN Np. Det er klart, at S; D SN P, P<Np og at S1P er en
undergruppe i Np. Noethers 1. isomorfiseetning anvendes:

> SlP/P:Sl/SlﬂP
Specielt er [S1P : P] =[Sy : (SN P)]. Dap+t [S1P : P] og da [S1 : (SN P)] er

divisor i en potens af primtallet p er [Sy : (S; N P)] =1 dvs.: S; = 51 N P og folgelig
SNNp=SnP. O

m/\

o

1N

Sylows 3. saetning. Lad G vare en endelig gruppe og p en primdivisor i |G|.
Antallet af p-Sylowgrupper i G er en divisor i |G| og =1 (mod p).

Bevis. Antallet af p-Sylowgrupper er [G : Np|, hvor P er en vilkarlig, men fast
p-Sylowgruppe. Som i beviset for Sylows 2. ssetning fas:

[G:Npl= > [P:(PNP) (%)

visse i

Her har vi: p{[G : Np] og [P : (PN P;)] = potens af p (evt. 1)
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Endvidere geelder: [P: (PN P;)] =1 < P =P, (da |P| = |F;]).
Folgelig forekommer pa hgjre side af (x) netop én addend 1, mens resten er delelige
med p. Folgelig fas: [G: Np] =1 (mod p). O

BEMARKNING. Lad P veere p-Sylowgruppe i G. Da galder abenbart: P< G <~
[G: Np] =1 <= netop én p-Sylowgruppe i G.

Opgave. Vis, at i ovenstaende situation gaelder: P<G = P karakteristisk undergruppe
iG.

Anvendelser.

Saetning 35. En gruppe G af orden pq, hvor p og q er primtal, er oplgselig.

Bevis. Vi kan antage (hvorfor ?) p # ¢ f.eks. p > ¢. Ifolge ovenstaende bemaerkning
findes netop én p-Sylowgruppe, der er normaldeler og sammen med G og {e} udger
en normalrakke med abelske faktorer. U

Saetning 36. Lad p og q veere forskellige primtal for hvilke p # 1 (mod q) og ¢ Z 1
(mod p). Da er enhver gruppe G af orden pq cyklisk.

Bevis. Ved anvendelse af Sylows 3. satning ses, at G indeholder netop én under-
gruppe P af orden p og netop én undergruppe @ af orden q. Der er derfor netop
(p — 1) elementer af orden p og netop (¢ — 1) elementer af orden g. Desuden er der
netop ét element af orden 1. Da elementordnerne ma veere blandt tallene 1, p, g og
pg,ogpg—(p—1)—(gq—1)—1=(p—1)(¢g—1) >0, ma der findes et element i G
af orden pq, dvs. G er cyklisk. O

Saetning 37. Hvis gruppen G har orden p?q, hvor p og q er primtal, er G oplgselig.

Bevis. Vi kan antage p # ¢ (hvorfor 7). Det er nok at vise, at der enten kun findes
én p-Sylowgruppe eller kun én ¢-Sylowgruppe. Hvis p > ¢ giver Sylows 3. satning
umiddelbart, at der er netop én p-Sylowgruppe. I tilfaeldet p < ¢ fgres beviset
indirekte. Antag, at savel antallet af p-Sylowgrupper som antallet af g-Sylowgrupper
er > 1. Der ma da findes (mindst) ¢ p-Sylowgrupper og p? ¢-Sylowgrupper. To
forskellige ¢-Sylowgrupper har kun e felles. To forskellige p-Sylowgrupper har hgjst
p elementer feelles. Folgelig matte G have mindst p?(¢— 1)+ (p? — 1)+ (p*> —p) +1 =
p?q + p? — p elementer. Modstrid! U

Ved et analogt opteellingsargument fas:

Saetning 38. Hvis gruppen G har orden pqr, hvor p, q og r er primtal, er G oplgselig.

I naeste afsnit skal vi vise: |G| kvadratfri = G oplgselig.
Ved brug af mere dybtliggende metoder kan vises
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Szetning. (Burnside). Hvis gruppen G har orden p® - ¢°, p og q primtal, da er G
oplaselig.

Satning. (Feit & Thompson, Pac. J. Math. 1963, 775-1029 (!)). Enhver
gruppe af ulige orden er oplgselig.

Opgave. Lad n veere af formen p-a, p > a, p et primtal. Vis, at enhver undergruppe
af orden p® i den symmetriske gruppe S,, er abelsk.
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VERLAGERUNG OG ANVENDELSER HERAF.

Vi stiler nu mod at vise en generel szetning af Burnside, der bl.a. indebzerer, at
en gruppe af kvadratfri orden (dvs.: produkt af indbyrdes forskellige primtal) er
oplgselig.

Hertil studerer vi fgrst begrebet “Verlagerung”.

Lad G veere en endelig gruppe og H en abelsk undergruppe i GG. Vi definerer
nu en afbildning “Verlagerung” Ver(z), x € G, fra G til H. Lad g1, ..., g, veere et
fuldsteendigt repraesentantsystem for hgjresideklasserne til H, altsa:

G = U g H (disjunkt forening) .
i=1

For ethvert x € G er ogsa xgi,...,xg, et fuldsteendigt repraesentantsystem for
hgjresideklasserne til H, dvs. ¥y, 3lg;, j = x(i), sa xg; H = g;H eller xg; = g,(;) - ha.i
hvor h,; € H og i — z(i) er en permutation af {1,2,...,n}.

Vi saetter nu: .

Ver(z) = H hy,i

i=1
Da H er abelsk, er produktet uathaengig af faktorernes raekkefglge. Denne definition
er tillige uatheengig af valget af repraesentantsystemet for hgjresideklasserne til H.
Ethvert andet repraesentantsystem kan skrives g1hq, ..., gn by, hvor hy,... h, € H.
For hvert i, 1 <i < n, fas

~ ~ ~ ~

saledes at .

(}L/;&i)hw’iﬁi) - 1:[1%&12') 1:[1 P, i Hﬁi = 1:[1 P i

hvor vi at udnyttet, at H er abelsk, og i — (i) er en permutation af indexmengden
{1,...,n}.

Vi viser nu, at Ver er en homomorfi fra G ind « H. Lad g¢1,...,g, veere et
fuldsteendigt repraesentantsystem for hgjresideklasserne til H og lad x og y vere
vilkarlige elementer i G.

Hvis

=1

TG; = Go(i)ha,i; 08 Ygi = gyiyhy: (1 <1< n)
vil
TYGi = TGy(yhy.i = Go(y@nheyiyhys (1 <i<n)
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hvorfor

n

Ver(zy) H 2,(i) hy i H Py - H hy.i = Ver(z) - Ver(y) .

=1

I stedet for hgjresideklasser kunne vi have betragtet venstresideklasserne

G = U Hg;, (disjunkt forening)
i=1
og have indfort \/fe\r(x) =11, ?Lm, nar g;x = ?ngx(i) for entydigt bestemt x(i) €
{1,...,n} og ﬁm € H. Ver vil da som far veere veldefineret og en homomorfi fra G
til H. Vi heevder, at

Ver(z) = \//&(ac) Ve € G

thi nar G = J,_, Hg; (dlSJunkt foremng) vil G = Ui, 9; 'H (disjunkt forening).
Af gjx = h‘r ,i9x(i) folger o™ gZ = gx(z) h;’i og derfor

Da Ver er en homomorfi, fas heraf Ver(z) = \//a(m)

Ver er altsa en veldefineret homomorfi fra G til H, uathaengig af valget af repraesen-
tanter for sideklasserne, uathaengig af hgjre og venstre.

Alternativ beregning af Verlagerung

Endelig viser vi, at for ethvert 2 € G kan Ver(z) skrives Ver(z) = [[}_, v * 2* ys,
hvor yo = e, yr, € G, tx € N, (0 < k <7r)og S otx =[G : H] og y; 'ty € H,
VE (0<k<r).

Hertil angiver vi forst et bestemt (af = atheengigt) repraesentantsystem for hgjreside-
klasserne for H. Lad to veere mindste naturlige tal med z' € H. Daer H,zH, ...,

2t~ H indbyrdes forskellige hgjresideklasser. Hvis to = [G : H], er disse samtlige
sideklasser. Hvis ¢ty < [G : H], veelges y1 € G, 11 ¢ UT’0 "29H. Lad t; veere mindste
naturlige tal med x{'y; € y1 H. Daer H,xH,...,z" YH y H oy  H,..., a8 Yy H
indbyrdes forskellige hgjresideklasser. Hvis ¢ —|— t1 =[G : H], er disse samtlige side-
klasser. Hvis tg + t1 < [G : H], veelges

Yo € G yo ¢ U/ H Uiy H .
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Lad da ty veere mindste naturlige tal med xt2y, € yo H. Da er
H,zH,... z"° 'H, nH,... ,xtl_lylH, yoH, .. .,xtz_lng

indbyrdes forskellige sideklasser etc. Alt i alt fas repraesentantsystem

to t1—1 t,.—1

—1
eT,...,T y Y1, Y1, ..., T Yly ooy Yrs TYps oo, T Yy

hvor to +t1 +--- +t, = [G : H|. For dette repraesentantsystem ses let, at

Ver(z) = 2" (y; "z" 1) ... (v, '2lry,)

Vi vender nu tilbage til Sylowgrupperne. Fgrst et

Lemma. Lad G vere en endelig gruppe og P en abelsk p-Sylowgruppe (p en prim-
divisor i |G|). Hvis to elementer a og b € P er konjugerede i G, da er de ogsa
konjugerede inden for normalisatoren Np.

Bevis. Da P er abelsk, er P C C, og P C C,. Da a og b er konjugerede i G, er
b = zaz~! for passende x € G. Heraf fas:

Cp, = 2C, x !

Af P C C, folger zPz~' C 2Cox™! = C.

Da P og zPx~! begge er p-Sylowgrupper i Cp, er de ifl. Sylows 2. saetning
konjugerede indenfor Cp, dvs. der findes y € C, sa P = y(zPx~1)y~1. Dette viser, at
yx € Np. Men ligningen b = yby~! = y(zax~)y~! = (yx)a(yz)~! viser, at a og b
er konjugerede indenfor Np. O

Burnsides Verlagerungssaetning. Lad G vare en endelig gruppe og P en p-
Sylowgruppe, hvor p er en primdivisor i |G|. Hvis P er indeholdt i centrum for
normalisatoren Np, da findes en normaldeler N i G sa G/N ~ P.

Bevis. Da P er indeholdt i centrum for Np, er P abelsk. Vi kan derfor betragte
Verlagerung Ver : G — P. Szt N = Ker(Ver), da er N <G. Satningen er bevist, nar
vi har godtgjort, at Ver(G) = P; vi viser endda Ver(P) = P.

Lad z € P. Ved den ovenfor navnte alternative beregningsmetode for Verlager-
ung, fas

T T
Ver(z) = Hykxt’“yk_l,ykeG,ykxtkyk_l epP, Ztk: G : P].
k=0 k=0
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De i P liggende faktorer y; xt* yk_l er indenfor G konjugerede med z'* og derfor
ifglge det foregaende lemma ogsa konjugerede med z'* indenfor Np; dvs. der findes
z1 € Np sa

yeatt yl = zp ot 2!
Men z € P og P C centrum for Np, hvorfor zj, 2% 2, ' = x'*. Alt i alt er Ver(z) =
x 2t = gl&P] for alle x € P. Da P er p-Sylowgruppe, er |P| og [G : P] indbyrdes
primiske. Der findes da hele tal a og § sa o|P| + ]G : P] = 1. Heraf fas for x € P

x = z!Ple. gFlEPT = ver(2P) .

Altsa er P = Ver(P). O

Inden vi giver anvendelser af Burnsides Verlagerungsseetning, indfgrer vi et nyt
begreb. Lad H veere en undergruppe i en gruppe G. Centralisatoren Cy defineres
som Cy = {x € G | xh = hx Yh € H}. Det er klart, at Cy er en undergruppe i G og
at Cy er indeholdt i normalisatoren Np. Hvis specielt H = G er centralisatoren lig
gruppens centrum.

Lemma A. Lad G vere en endelig gruppe og P en undergruppe. Da er [Np : Cp]
en divisor i | Aut(P)|.

Bevis. For hvert ¢ € Np er afbildningen ¢, : P — P defineret ved ¢4(x) =
grg~t, x € P, en automorfi for P. Afbildningen ¢ : Np — Aut(P) (9 — ¢,) er
en homomorfi hvis kerne netop er Cp. Fglgelig er Np/Cp isomorf med en under-
gruppe i Aut(P), hvoraf lemma A fglger. O

Lemma B. Lad P veare en abelsk p-Sylowgruppe i gruppen G. Hvis
(| Aut(P)|, [G : P]) =1, da findes en normaldeler N i G, for hvilken G/N er isomorf
med P.

Bevis. Ifplge Lemma A er [Np : Cp] en divisor i |Aut(P)|. Da P er abelsk, er
P C Cp. Vi har derfor inklusionskeeden P C Cp C Np C G, hvorfor [Np : Cp]
ogsa er en divisor i [G : P]. Dette indeberer ifplge forudssetningen i Lemma B, at
[Np ICP] = 1, dvs. Cp = Np.

Dette betyder, at P er indeholdt i centret for Np. Ifglge Burnsides Verlager-
ungssaetning vil der derfor findes en normaldeler N i G for hvilken G/N er isomorf
med P. U

Vi er nu i stand til at vise

Saetning 39. Hvis alle Sylowgrupper i en endelig gruppe G er cykliske, da er G
oplaselig.

Bevis. Lad os skrive |G| = p{* ...p%, hvor pq,...,p, er indbyrdes forskellige prim-
tal. Beviset fgres ved induktion efter r.
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For r = 1 er saetningen triviel.

Antag stningen vist for grupper, hvis orden hgjst er delelig med r — 1 forskellige
primtal.

Lad p; veere den mindste primdivisor i |G| og lad P veaere en p;-Sylowgruppe. P
er da cyklisk af orden p{". Idet P er isomorf med (Z,,o1,+) ses let, at Aut(P) ~
(den multiplikative gruppe af de primiske restklasser modulo p{*) og Aut(P) har
derfor orden pj* — p?l_l = p?l_l(pl —1). Da [G : P] = p3?---p% og p1 er den
mindste primdivisor i |G|, er | Aut(P)| og [G : P] indbyrdes primiske, hvorfor Lemma
B medfgrer,at der findes en normaldeler N i G sa G/N ~ P. Idet |[N| = p5?...po" vil
enhver Sylowgruppe i IV ogsa vaere en Sylowgruppe i G og derfor veere cyklisk. Ifslge
induktionsantagelsen er N saledes oplgselig. Eftersom N og G/N ~ P er oplgselige,
er G oplgselig ifglge saetning 30. O

BEMZERKNING. En alternativ formulering af ssetningen er: En endelig gruppe G er
oplgselig, hvis der til enhver primtalspotens p®, som gar op i |G|, findes et element i
G af orden p“.

Korollar til Seetning 39. En endelig gruppe af kvadratfri orden er oplgselig.

Endnu en lille anvendelse:

Saetning 40. Lad G veare endelig gruppe af orden 2 - n hvor n er ulige. Da findes
én og kun én undergruppe af orden n.

Bewvis. Ovenstaende bevis giver umiddelbart eksistensen af en undergruppe N <G sa
G/N ~Zs dvs.: |[N| = n.

At N er eneste sadanne undergruppe folger af, at N kan karakteriseres som
maengden {g? | g € G} af kvadrater i G. O

Seetning 41. Lad G veere en endelig simpel ikke-cyklisk gruppe. Hvis |G| er lige, er
|G| delelig med 8 eller 12.

Bevis. Skriv |G| = 2n. Hvis n var ulige, viser ovenstaende saetning, at der findes
N <G sa G/N =~ Zy. Dette strider mod, at G er simpel, men ej cyklisk. Altsa ma
4| |G|, dvs. |G| = 4k, k € N. Vor opgave er at vise k ulige = 3|k.

Lad P veaere en 2—Sylowgruppe i G. Da k er forudsat ulige, ma P have orden
4. P kan ikke veere cyklisk, da G ellers ifglge Lemma B indeholdt en normaldeler N
med G/N =~ Z, i strid med, at G er simpel. Altsa ma P vaere isomorf med Kleins
Vierergruppe V4. Da Aut(Vy) = S3 (hvorfor ?) ma [Np : Cp] ifplge lemma A veere
divisor i 6. Da 21 [Np : Cp|, er [Np : Cp] =1 eller 3.

[Np : Cp] = 1 ville indebaere (Lemma B), at G indeholdt normaldeler N, sa
G/N ~ V, i strid med, at G er simpel. Altsa er [Np : Cp| = 3 hvorfor 3 | |G| og
derfor 3|k. O

BEMARKNING. Ovenstaende saetning skyldes Burnside. Han formodede, at for-
udseetningen “|G| er lige” kunne undveeres. Dette blev bekreaeftet i 1963 af Feit-
Thompson. Enhver endelig simpel ikke-cyklisk gruppe har saledes orden delelig med
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8 eller 12. Man kan vise, at ordenen af en endelig simpel ikke-cyklisk gruppe er delelig
med 12, 16 eller 56.

Opgave.* Vis, at en endelig gruppe G er oplgselig, safremt enhver segte under-
gruppe i G er abelsk.
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ABELSKE GRUPPER OG LINEARE GRUPPER

I dette afsnit vil vi under ét behandle en fundamental struktursaetning for abelske
grupper og — ved videreudvikling af metoderne hertil — visse linesere grupper, hvorved
vi specielt leerer en ny familie af simple grupper at kende.

For abelske grupper skriver vi kompositionen additivt med +. Det neutrale ele-
ment bliver da 0, det inverse til a, —a og vi definerer for n € Z

a+---+ a n addender (for n > 0)
na=4¢ 0 forn =0
—(—na) forn < 0.

Da geelder:

(n+m)a =na+ma Vn,m € Z
n(ma) = (nm)a
n(a+b) =na+nb («— her benyttes kommutativiteten)
For en abelsk gruppe G defineres torsionen Gpr ved Gp = {g € G | ng =
0 for passende n € Z \ {0}}, dvs. Gr = elementerne i G af endelig orden. Det

ses let, at G er en undergruppe i G. Hvis G = G kaldes G en torsionsgruppe. Hvis
Gr = 0 kaldes G torsionsfri.

EKSEMPEL. G endelig = G torsionsgruppe (Z,+) og (R, +) er torsionsfri.
BEMAERKNING. For enhver gruppe G gelder (G/Gr)r = 0.
DEFINITION. Endelig mange elementer i en abstrakt gruppe G aq,...,a, kaldes
uafhengige, hvis

hiay + -+ hpan=0hy...h, €Z=hy=---=h, =0.

En vilkarlig meengde af elementer i G {a;} kaldes uafthzengig hvis enhver endelig
delmeengde af {a;} er uatheengig i henhold til ovenstaende.

DEFINITION. En delmaengde S C G kaldes et frembringersystem for G, hvis ethvert
element i G kan skrives som Z-linearkombination af endelig mange elementer i S. GG
kaldes endelig frembragt, hvis G har et endeligt frembringersystem.

DEFINITION. G kaldes fri, hvis der findes et uafhsengigt frembringersystem for G,
dvs. en familie af elementer {e;} sa ethvert element i G entydigt kan skrives som
Z-linearkombination af endelig mange elementer i {e;}. Ethvert sadant uafthzengigt
frembringersystem kaldes en basis for G.

EKSEMPEL. Z™, dvs. alle ordnede n-tupler af hele tal med komponentvis addition,
udggr fri abelsk gruppe.

Bevis. En endelig gruppe # 0 er aldrig fri. Dette fglger af
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Saetning 42. G abelsk gruppe. Da gaelder G fri = G torsionsfri.

Bewvis. Simpel gvelse.

EKSEMPEL. (Q, +) er torsionsfri men ej fri.

Opgave. Er den multiplikative gruppe (Q*,-) af positive rationale tal fri? (Vink:
Tenk pa den entydige primfaktoroplgsning i ringen Z.)
Er den multiplikative gruppe (R*,-) af positive reelle tal fri?

EKSEMPEL. Maengden af alle fglger af hele tal, der er 0 fra et vist trin (athzengigt af
den enkelte fplge) udger med komponentvis addition en fri abelsk gruppe. Man kan
vise (ej trivielt), at meengden af samtlige folger af hele tal med komponentvis addition
udggr en ikke-fri abelsk gruppe. Ved argumenter kendt fra den linezre algebra i Mat
1 fas let:

Saetning 43. Alle baser for en given abelsk gruppe har samme elementantal. Dette
feelles elementantal kaldes G'’s rang.

Saetning 44. Lad G vere fri med en basis uq,...,u,. Da gelder for n vilkarlige
elementer vy, ...,v, € G, der pa grund af basisegenskaben for uy, ..., u, (entydigt)
kan skrives

(Ul ) = A <u1 ) , {1 (nxn) Matrix med heltalselementer

Un Un

at vy ...v, er basis for G +— det{l = +1.

Bevis. “=" vy,...,v, basis medfgrer eksistensen af en heltalsmatrix B sa

<u1):B<U1>, hvoraf<u1>:BA<u1)
Uy, =\ v, U, ==\ u,

dvs. BA = E. Fglgelig er (det B) - (det A) = 1 og dermed det A = £1.
“<” Da det A # 0 er vy ...v, uathaengige. Da det A = %1 vil él_l have heltallige

Uy U1
elementer. Fglgelig er { } = A1 {
Unp, v

for G og dermed basis for G.

} dvs. vi,...,v, er tillige frembringersaet
n

BEMARKNING. En heltals matrix med determinant +1 kaldes “unimodulaer”. Disse
matricer udger en gruppe kaldet GL(n,Z).

Seetning 45. Lad G vere en fri abelsk gruppe af (endelig) rang n. Da er enhver
undergruppe A af G fri med rang < n.

Bewvis. Induktion efter n.
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n = 0: Intet at bevise.

Hvis n = 1 er G ~ Z og enhver undergruppe har formen Za, dvs. fri af rang 1
(hvis a # 0) eller af rang 0 (hvis a = 0).

n—1—mn: Lad uq,...,u, vere basis for G. Ethvert a € A kan entydigt skrives
a = hiuy + -+ + hpup,hy,...,h, € Z. Nar a gennemlgber A vil de tilsvarende
koefficienter h,, udggre en undergruppe i Z. Lad denne have formen Z~, v € Z. Vi
skelner nu mellem to tilfzelde:

7 1) y=0;daer AC Zuy + -+ Zu,_1; iflg. induktionsantagelsen er A fri af
rang < n—1<n.

7 2)” v # 0. Lad v veere et element i A s& v = hjus + -+ + hp_1ul,_1 + Yun.
Ifplge induktionsantagelsen er AN (Zwuy + -+ Zu,_1) fri af rang p < n—1. Lad
V1,...,V, veere en basis for AN (Zuy + -+ Zu,—1). Beviset afsluttes ved at
godtggre, at vi,...,v,, v en basis for A.

i) v1,...,0,, v frembringer A; thi lad a € A have fremstillinger a = hfu; +--- +
h! jun—1 + hyu,. Daera—hv € AN (Zuy + -+ Zup—1) dvs.: a — hv er Z-
linearkombination af vy, ...,v,. Dermed er a en Z-linearkombination af vy, ..., v,, v.

ii) v1,...,v,, v er uafhengige; thi antag kjvy + - - + kv, + kv =0, hvor k1, ..., k,,

k € Z. Ved at skrive vq,...,v,, v som Z-linearkombination af uy,...,u, og se pa
koefficienterne til u,, ses, da v # 0, at k = 0. Da vy, ...,v, er uafthaengige, ma k; =
---=k,=0. Altsa er vy, ...,v,, v en basis for A. Antallet er p+1 < (n—1)+1 = n.

BEMARKNING. Lad F veere fri undergruppe i den fri gruppe G. Rang F' = rang G
medfgrer ikke at F' = G (modeksempel ?)

Den naeste seetning er fundamental for bade abelske grupper og linezere grupper.

Elementaerdivisorssetningen. Lad I’ vare fri abelsk gruppe af endelig rang n og
G en (ifplge foregaende szetninger ngdvendigvis) fri undergruppe af rang m(< n).
Lad uy,...,u, vare basis for F, vy,...,v,, basis for G. Lad med passende (mxn)

heltalsmatrix zil
{ U1 } { U } .
U, = | u,

Ved basisskifte for ' og G kan opnas at transformationsmatricen A herved fores over

i en diagonalmatrix (dvs.: Nuller uden for diagonalen). Alternativ formulering: Der
findes unimodulaere (mxm), resp. (nxn) matricer P resp. Q sa (jvf. seetning 44)

PAQ = g for passende hele tal e1,. .., &,
0 e,
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Bewvis. Vi viser, at A kan bringes pa den gnskede form ved successiv anvendelse af
felgende to operationer:
1) erstatte u; med u; + yu; (i # j), v € Z. Dette svarer til, at man i A

subtraherer v (i*¢ sgjle) fra den j* sgjle.
2) erstatte v; med v; +yv; (i # j), v € Z. Dette svarer til, at man i A adderer

v (5% reekke) til den ' rackke.
Uden indskraenkning kan A antages # 0. Betragt nu alle de matricer der fas ud
fra A ved successiv anvendelse af 1) og 2). Lad ¢ vaere det numerisk mindste hele

tal # 0, der pa nogen plads optraeder i en af disse matricer. Ved 1) og 2) kan ¢ fgres
op pa 1% rackke og 15%¢ sgjle. Ved yderligere anvendelse af 1) og 2) kan man opna,
at alle gvrige elementer i 15% rackke og 15 sgjle er 0. (Ved denne og den foregaende
reduktion benyttes Euklids algoritme pa velkendt made).

A kan saledes fgres over i en matrix af formen

hvor A; er (m — 1) x (n — 1) heltalsmatrix. Ovennzaevnte proces gentages pa A; der

fgres over i en matrix af formen,

hvor Ay er en (m —2) x (n—2) heltalsmatrix; dernsest anvendes processen pa A, etc.

Efter endelig mange skridt fgres A herved over i en matrix af den gnskede form.

Vi bringer to anvendelser af elementaerdivsorsaetningen: Hovedsaetningen om en-
delig frembragte abelske grupper og bestemmelsen af kommutatorgrupper for visse
linezere grupper, hvorved en ny familie simple grupper findes. Vi tager sidstnaevnte
anvendelse farst.

Vi bemeerker forst, at matricen der bevirker basisskiftet ved 1) i ovenstaende bevis
er E+~E;;, hvor E; ; er matricen, der har 1 pa (i,7)" plads og ellers lutter nuller.

Tilsvarende for basisskiftet 2). Matricer af denne form (i # j) kaldes elementere.
De har abenbart determinant 1.

I kraft af ovenstaende bemaerkning og (beviset for) elementaerdivisorsaetningen fas
saledes:



Matematisk Institut Mat 3AL 1.46

Szetning 46. Lad A vere vilkarlig (mxn) heltalsmatrix. Da findes elementzere

o

(mxm) matricer £, ..., E}, og elementaere (nxn) matricer EY, ..., E} sa

€1 0
E,....,E, AEY ... E] = diagonalmatrix

e}

0 e,

TILFOJELSE. Ovennzevnte geelder ogsa (beviset endda kun lidt simplere), hvis vi i
stedet for frie abelske grupper betragter vektorrum over et vilkarligt legeme. Specielt
geelder ovenstaende szetning for matricer med elementer i et legeme.

De to folgende lemmaer viser vi generelt for en vilkarlig kommutativ ring med et
et-element for ikke at skulle skelne mellem gruppetilfaeldet og vektorrumstilfaeldet.
Begrebet “elementeer matrix” overfores uden videre til matricer over en vilkarlig
kommutativ ring med et-element.

Lemma 1. Lad a og b vare invertible elementer i ringen R. Da kan (8 2)

ved multiplikation af elementser matricer (fra venstre og hgjre) fores over i matricen
1 0
0 ab)

Beuwis.

(0 w)=" (w2 D6 DG DG )G )

Ved successiv anvendelse af dette lemma fas umiddelbart

(S

Lemma 2. Lad aq,...,a, vere invertible elementer i ringen R. Da kan
ag 0 0 --- 0O
0 ax O 0
0 0
0 an

ved multiplikation af elementaere matricer (fra venstre og hgjre) fores over i matricen

10 0 0 ... O
01 0 ....... 0

0 01 0

0 0 aia2 ... Qp

For en vilkarlig kommutativ ring R med et element defineres den generelle lineere
gruppe af Gradn, GL(n, R), som gruppen (med sadvanlig matrixmultiplikation) af
alle (nxn) matricer med elementer i R og determinant et invertibelt element i R.
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DEN SPECIELLE LINEARE GRUPPE

Den specielle linesere gruppe af grad n defineres som undergruppen i GL(n, R)
bestaende af matricerne med determinant 1.

Ved determinantafbildningen GL(n, R) —det, R* hvor R* er gruppen af in-
vertible elementer i R, ses (idet SL(n,R) = Ker(det)) at SL(n, R) < GL(n, R) og
GL(n, R)/SL(n, R) ~ R*.

Heraf folger, at kommutatorgruppen GL(n, R)" er indeholdt i SL(n, R).

Vi vil nu vise at for R = Z eller et vilkarligt legeme geelder GL(n, R)’ = SL(n, R)
(pa neer en enkelt undtagelse). Vi viser forst:

Szetning 47. Hvis R = Z eller et vilkarligt legeme kan enhver matrix A € SL(n, R)

skrives som produkt af elementeere matricer. Med andre ord er SL(n, R) frembragt
af maengden af elementacre matricer.

Bevis. Pa grund af ssetning 45 (og tilfgjelsen) findes elementaere matricer Iz’l - g’u,

EY, ... E! sa

E|...E,AE!. . E!= (‘“ 0)

=H= 0 ay

hvor 1 =det A =ay ...an.

Ifglge Lemma 2, kan <a1 0 ) ved multiplikation med elementaere matricer fgres

0 ag,
over i
1 0
1 =F.
0 ay : an -

Da den reciprolle matrix af en elementezer matrix selv er elementser (bemaerk at
E +~E,j)"' = E — yE;;) folger heraf, at A er produkt af elementaere matricer.
L7, L= 7y Ly & /1 €r D

Seetning 48. Hvis R = 7Z eller et vilkarligt legeme geelder for n 2 3, at SL(n, R) =
SL(n, R)". Specielt er GL(n, R)" = SL(n, R) for n = 3.

Bevis. Pa grund af foregaende saetning er det nok at godtggre, at enhver elementaer
matrix tilhgrer SL(n, R)’. Vi viser endda, at enhver elementeer matrix er en kom-
mutator i SL(n, R). Lad E +~vE; ) veere en vilkarlig elementeer matrix 1 < i,k < n

i #k Dan>3findesj 1< 5 < nsaijogk erindbyrdes forskellige. For et
sadant j geelder:

(E+9Ei)(E+ Ei})(E +7Ei;) (E+Eix)”' = E+7Ejx
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Seetning 49. Hvis R er et legeme med mindst 3 elementer galder GL(2, R) =
SL(2, R).

Bevis. Skal blot godtggre, at SL(2,R) < GL(2,R)’. Ved samme argument som i
foregaende seetning er det nok at vise, at enhver elementeer (2x2) matrix er en

0

kommutator i GL(2, R). Da R har mindst 3 elementer findes et element u # { L
For et vilkarligt v € R gaelder nu:

1oy (uw 0\ (1 — =\ [(u 0\ (1 =\

0 1) \0 1 0 1 0 1 0 1

. 1 0

og tilsvarende for <’y 1 )
Opgave. Vis, at for R = Z/7.2 (legemet med 2 elementer) er GL(2, R) = SL(2, R) ~
S3 og SL(2,R)’ = GL(2, R)" dermed en &gte undergruppe i GL(2, R) = SL(2, R).

Forudsatningen i foregaende satning angaende R er saledes ngdvendig.

Seetning 50. Hvis R er et legeme med mindst 4 elementer gaelder SL(2,R) =
SL(2, R).

Bewvis. Da R har mindst 4 elementer findes et b€ R, sa b# 0, b2 # 1. Vier

GDGEHED G -6)

for ethvert a € R. Da b — 1 # 0 gennemlgber a(b?> — 1), a € R, elle elementerne i R.
Folgelig er enhver elementzer matrix kommutator i SL(2, R).

Opgave. Vis, at for R = R, de reelle tals legeme, og n = 2 er —FE € SL(2,R)’
men —F kan ikke skrives som en kommutator (dvs.: —E # ABA™! B~! for alle

A, B € SL(2,R)).

Vi er her i stand til at give en ny familie af simple grupper. Lad nu R vaere
et kommutativt legeme K. En enkelt udregning viser, at centrum (SL(n, K)) =
matricerne

A0 0
0 A\ 0 , Ne K, \"=1.
0 i o)

(Benyt, at matricerne i centrum kommuterer med alle elementaere matricer). Den
projektive specielle linezere gruppe PSL(n, K) af gradn over K defineres som
SL(n, K)/ centrum (SL(n, K)).
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Vi stiler mod at vise, at PSL(n, K) er simpel for n = 3 og alle K og simpel
for n = 2 nar K har mindst 4 elementer. Vi indfgjer nu et par bemaerkninger
om det projektive rum P(n, K). For et kommutativt legeme K lad V(n + 1, K)
vaere det (n + 1)-dimensionale vektorrum over K. I V(n + 1,K) \ {0} defineres
en xkvivalensrelation ved ¢ ~ b <= 3J\ € K \ {0} sa a = Ab. Maengden af
ackvivalensklasser kaldes n-dimensionale projektive rum P(n, K). Dette kan intuitivt
beskrives som maengden af “udprikkede” rette linier gennem 01 V(n + 1, K).

Enhver matrix A € SL(n + 1, K) inducerer pa oplagt vis en permutation p Al

P(n, K). Kernen for afbildningen A — pa ses let at veere skalarmatricerne AE €

SL(n + 1, K) dvs. centrum for SL(n + 1, K).
Fglgelig kan PSL(n + 1, K) opfattes som en permutationsgruppe pa P(n, K). Vi
pastar nu

Lemma. PSL(n+ 1, K) er en dobbelt-transitiv permutationsgruppe pa P(n, K).

Bevis. Lad @, @, og by, b, veere punktpar i P(n,K) @; # @y og b; # b,. For
repraesentanter ap, as, b1, be geelder a; og a, ej proportionale, b; og b, €j proportionale.
Derfor findes A € SL(n +1,K) sa Aa; = b, Aas = \by for passende A € K \ {0}.

Folgelig er pa(a;) = by 0g pady = Aby = by.

Vi kan nu vise

Saetning 51. Grupperne PSL(n, K) er simple for alle n > 2 og alle legemer K
undtagen for n = 2 og K = legemet med 2 eller 3 elementer.

Bevis. Pa neer i de to nzevnte undtagelsestilfeelde er SL(n, K) = SL(n, K)' ifslge
Seetning 48 og Seetning 50. Da geelder ogsa PSL(n, K) = PSL(n, K)' og PSL(n, K)
er en dobbelt-transitiv permutationsgruppe pa P(n — 1, K).

Vi gnsker nu at anvende simpelhedskriteriet i Seetning 20. For et punkt (@) €
P(n — 1, K) skal vi angive en abelsk normaldeler C i stabilisatorgruppen for (@) sa
PSL(n, K) er frembragt af de med K konjugerede grupper. I V(n, K) betragter vi
folgende linezere afbildninger: Lad a € V(n, K)\{0} og p en fra 0 forskellig linearform
pa V(n, K) der forsvinder pa a. Vi betragter de sakaldte transvektioner T, der er
linezere afbildninger defineret ved

T,ov=0v—pv)e veVin K) ()

Man bemarker, at den til en elementaer matrix svarende linezre afbildning er en
transvektion. Specielt vil transvektionerne frembringe hele SL(n, K) (jfr. Seetning
47).

For fast a udggr transvektionerne {7}, ,|pt lineserform, y1(a) = 0} en undergruppe
i SL(n, K). Denne undergruppe K er abelsk, idet T}, 4, Ty.o = Tytv,a-
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For ethvert S € SL(n, K) geelder
‘STHaQ *S_l = Tuz*é@

hvoraf ses:
i) K er normaldeler i stabilisatorgruppen for g;
ii) Enhver transvektion er konjugeret med en transvektion i K.

Foreningsmaengden af de med K konjugerede undergrupper frembringer saledes hele
SL(n, K).

Den tilsvarende gruppe K i PSL(n, K) kan derfor anvendes i det omtalte simpel-
hedskriterium, hvorved saetningen er bevist.

BEMAERKNING. For n =2, K = 7Z/27 er PSL(2,K) ~ Ss3, og for n =2, K = Z/3Z
er PSL(2, K) ~ Ay.
Ingen af disse er som bekendt simple.

For at finde de endelige grupper blandt den nye familie af simple grupper far vi
brug for setninger om endelige legemer som vi far i naeste kapitel. Vi naevner dem
her:

1. Ethvert endeligt legeme har orden p™, hvor p er et primtal, m € N.
2. Til enhver primtalspotens p™ findes et — panaer isomorfi — kun et legeme med
p™ elementer.

Endvidere far vi senere i dette kapitel

3. Et endeligt legemes multiplikative gruppe er cyklisk

For en primtalspotens ¢ betegner vi med GL(n,q), SL(n,q) og PSL(n,q) grup-
perne GL(n, K), SL(n, K), PSL(n, K), hvor K er det entydigt bestemte legeme med
q elementer.

Ved et elementaert kombinatorisk argument findes

|GL(n,¢)| = (¢" = 1(@" = q)(@" = ¢*) ... (¢" —¢" ")
og herved
GL n7 n n n n— n—
st = I ) g -2
Fra definition af PSL er det klart, at
| SL(n, )|
( antallet af rgdder til 2" =1

inden for K)

| PSL(n, q)| =

Idet K’s multiplikative gruppe af fra 0 forskellige elementer er cyklisk (jfr. 3) bliver
antallet af rgdder til ligningen 2™ = 11 K netop (n,g—1), hvor alment (a, b) betegner
stgrste faelles mal af a og b. Dette folger af:
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Lemma. I en cyklisk gruppe af orden m har ligningen x™ = ¢ netop (m, n) lgsninger.

Beuvis. Lad u vaere en brembringer for gruppen u®, a € Z er lgsning til ligningen
™ = { hvis og kun hvis na = 0 (mod m). Sidstnsevnte kongruens har przecis (m,n)
lgsninger.

Korollar. |PSL(n,q)| = (qn—1)(q"—zlr)b~~q~(_61:)—q"_2)q"‘1.

Man kan vise, at de eneste isomorfier der bestar mellem grupperne PSL(n, q) og
de alternerende grupper og symmetriske grupper er:

(1) PSL(2,2) = SL(2,2) = GL(2,2) ~ S.

(2) PSL(2,3) ~ Ay.

(3) PSL(2,4) ~ PSL(2,5) ~ Aj
(4) PSL(2,7) ~ PSL(3,2).

(5) PSL(4,2) ~ Ag.

Bemeerk, at | PSL(3,4)| = |As] = 5 x 8L

PSL(3,4) og Asg er saledes simple, ikke-isomorfe grupper af samme orden!
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HOVEDSATNINGEN OM ENDELIG FREMBRAGTE ABELSKE GRUPPER

Forst en definition

DEFINITION. Lad Aj, As,..., A, vere n abelske grupper. Alle ordnede n-tripler
(a,a2,...,ay), a; € A;; 1 < i < n, udger en abelsk gruppe med komponentvis
addition. Denne kaldes den (ydre) direkte sum af Ay, As, ..., A, og betegnes A, @
Ay @ --- D A,. Hvis alle A;, 1 <17 < n, er samme gruppe A, skrives kort A™.

Et vigtigt eksempel er givet i

Seetning 52. Lad n = p1™ ...p,%, hvor p; ...p, er indbyrdes forskellige primtal.
Da er Z,, ~ 2y, a1 @ - - - © Zyp, Q.

Bevis. Definer homomorfi ¢ : Z — Zy,, a1®- - -@Zy, a, ved p(h) = (Bp,a1,- .., Bp,ar).
Her er Ker ¢ ~ nZ, hvorfor ifplge homomorfiseetningen Z/nZ = Z,, ~ ¢Z C Zp, a1 &
-+ ®Zyp,ar. Da pZ og Ly, a1®- - - DLy, a, saledes har samme orden n = p1 ™ ...p,*",
ma pZ = Lp, a1 D - - D Lp, ar.

Seetning 53. Enhver endelig frembragt abelsk gruppe A er (isomorf med) en direkte
sum af cykliske grupper.

Bevis. Antagaq,...,a, frembringer A. Lad F' = Z" veere den fri abelske gruppe med
basis /1 = (1,0,...,0),...,4, = (0,...,0,1) og lad ¢ veere den ved @(hy,..., h,) =
hiay + - -+ + hpa, definerede homomorfi fra Z" til A. K = Ker ¢ er undergruppe i
F og derfor (Szetning 45) fri af rang m < n. Ifglge elementeaerdivisorsaetningen findes
baser uq,...,Un, V1,...,0y for F, henholdsvis K, sa

V1 = &1uUy

Um = EmUm, -

Ethvert element x i F' kan entydigt skrives x = hiuy + - -+ + hpuy, h1,...,hy € Z.
Vi definerer en homomorfi ¢ fra F til

G=Ze,® DL, ®DLD---DZ (n—m) eksemplarer

ved
lﬂ(fl‘) = ([hl]sla---a[hm]sma hm+1,...,hn)

Y er oplagt surjektiv.
Kery ={x € Flhy =0 modey,...,h,, =0 mod e, hppy1 =---=h, =0} =K.
Ifslge homomorfissetningen har vi derfor

G~F/Kerpy =F/K =F/Kerp~ A,

dvs. A ~ G, der er direkte sum af cykliske grupper.



Matematisk Institut Mat 3AL 1.53

Korollar. Hvis A er en endelig frembragt torsionsfri abelsk gruppe, da er A fri.

BEMERKNING. Forudsaetningen A endelig frembragt er vigtig (modeksempel (Q, +)).
Kombination af de viste saetninger giver umiddelbart

Hovedsaetning. Enhver endelig frembragt abelsk gruppe A er (isomorf med) den
direkte sum af eksemplarer af Z, og af cykliske grupper af primtalspotens, dvs.

n 4ij
AT @Y oL (%)
%]
for passende n og ¢; ; > 0 og visse (endelig mange) primtal p;. Eksponenterne n og
¢; ; er entydigt bestemte ved A.

Beuvis. Eksistensudsagnet fglger af det foregaende. Entydighedsudsagnet er en simpel
konsekvens af fglgende generelle

Forkortningssaetning. Lad G og H vare vilkarlige abelske grupper, F' en endelig
frembragt abelsk gruppe. Hvis F®& G~ F ® H, daer G ~ H.

Inden beviset for denne satning omtaler vi begrebet “indre direkte sum”. Lad
Aq,..., A, veere undergrupper i en given abelsk gruppe A. A siges at vaere indre
direkte sum af Aq,..., A,, hvis ethvert element a € A pa entydig made kan skrives
a=a,+---+ay, a1 € A1,...,a, € A,. 1sa fald skriver man A = A, &---P A,,.
Forbindelsen mellem den tidligere indfgrte (ydre) direkte sum og den indre direkte
sum er:

Lad A=A ®---® A, (indre direkte sum), daer A ~ A1 @--- D A, (ydre direkte
sum). En isomorfi fra den ydre til den indre direkte sum er givet ved

(a1, yan |— (a1 4+ -+ an)).

Omvendt. lad A veere ydre direkte sum A = A; & --- & A, (ydre direkte sum).
Undergrupperne A, = {(0,...,a;,0,...,0)|a; € A;} er isomorfe med A; og man ser
let, at A=A @---@® A}, (indre direkte sum). Lad A veere undergruppe i den abelske
gruppe B. A siges at veere en direkte summand i B, hvis der findes undergruppe
K C Bsa B=A® K (indre direkte sum). Nar et sadant K findes, ma K ~ B/A.

Lemma. Lad A vere undergruppe i B. Hvis B/A ~ Z, er A direkte summand i B.

Bevis. Lad k veere den kanoniske homomorfi: B — B/A oglad ¢ € B vaere et element
sa K ¢ frembringer B/A ~ 7Z. For den cykliske undergruppe K i B frembragt af ¢
geelder nu

B=A@& K (indre direkte sum)

Thi for etjver b € B findes helt tal h sa k b = h kK ¢ dvs.: b — hc € Kerk = A dvs.:
b = (element i A) + (element i K). Endvidere, hvis 0 = a+ hc, a € A, h € C, da ma
O=ka+hc=hkc=h=0=a=0. Altsa er B= A& K (indre direkte sum).

Inden beviset for forkortningssaetningen endnu et (isoleret staende)
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Lemma. Lad G veare en abelsk gruppe, g et element i G hvis orden er en prim-
talspotens p™. Lad V veere den cykliske undergruppe i G frembragt af g og H en
vilkarlig undergruppe i G. Da geelder V N H # {0} < p"~'g € H.

Bevis. “«<” klart.

“=” VNH # {0} medfgrer, at der findes et multiplum bg. b € Z, p™ { bsa bg € H.
b kan skrives b = p'a, 0 < i <n pta. Dapfafindes z,y € Z s ax + p"y = 1,
hvoraf p"~lax + p?" 'y = p»~! og dermed p"taxg + p?"lyg = p"'g. Vi behgver
nu blot at bemaerke, at p"~lazg € H og p*"~tyg = 0.

Nu bevis for forkortningssetningen. Pa grund af eksistensudsagnet i hovedssetningen
er det abenbart tilstraekkeligt at vise forkortningsseetningen i tilfaeldet hvor F' er
uendelig cyklisk (dvs.: ~ Z) eller er cyklisk af primtalspotensorden.

Oversat til indre direkte summer skal vi vise:

Lad E vere abelsk gruppe sa E = A @® B ® H (indre direkte summer) og enten
A~ B~Zeller A~ B ~Zp™ (p" er primtalspotens), da er G ~ H.

1) Lad os forst betragte tilfeeldet A ~ B ~ Z. Szt D = G N H; ifolge Noether’s
1. isomorfisaetning gaelder:

G/D~G+ H/H; G+ H/H er undergruppei E/H ~ B ~7Z

hvorfor G/D = 0 eller ~ Z. Folgeliger G = D eller G = D®U, U ~ Z (jfr. lemmaet).

Analogt geelder H =D eller H=D®V,V ~ Z.

Beviset fuldfgres ved at godtggre, at kombinationerne G = D N H =D oV
og G =D®U AN H = D ikke kan indtreeffe. Af symmetrigrunde nok at vise, at
G = D er uforeneligmed H = D®V. G =D AN H =D ®YV ville indebaere
E=AeD=Bo®DadV ogdermed E/D ~ A~ BaV eller Z ~Z & Z, hvilket
umuligt (jfr. Seetning 42).

2) Nu tilfeeldet A >~ B >~ Z,», hvor p™ er en printalspotens. Vi viser fgrst, at der
findes et element v i E af orden p* sa U NG = U N H = 0, hvor U er den cykliske
undergruppe frembragt af u. Lad a, resp. b, veere frembringer for A, resp. B.

Hvis AN H =0 kan a bruges som u.
Hvis BNG =0 kan b bruges som .

Antag derfor AN H # {0} og BN G # {0}. Ifplge lemmaet er da p"'a € H og
p"~1b € G. For a + b geelder:

pia+b)=0, p"Ha+b) = (" ta + ptTlh) ¢H
€cH ¢H ¢d
¢G eqd

hvorfor a + b er brugbart som wu.
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For det saledes konstruerede u og tilsvarende cykliske undergruppe U af orden p™
geelder:
U+G/G2U/UNG>=U; |U+G/G|=p".

Idet G CU+G CA+G=FogU+G/G C A+G/G ~ Ases, at U+G/G = A?G/G,
da |A+G/G| = |E/G| = p". Folgeliger E = U+G ogidet UNG = 0er U+G = UBG.
Altsaer E=U & G.

Analogt fas E = U @ H, hvoraf G ~ E/U ~ H.

Forkortningssaetningen er nu fuldstaendigt bevist.

BEMARKNING. Forudsatningen F endelig frembragt er vaesentlig for forkortningssaetningens
rigtighed (modeksempel ?)

Vi afslutter afsnittet om abelske grupper med nogle anvendelser af hovedsaetningen
om endelig frembragte abelske grupper. Fgrst en umiddelbar konsekvens om antallet
af ikke-isomorfe abelske grupper. Lad A(n) veere antallet af ikke-isomorfe abelske
grupper af orden n. Lad n = p1® ...p,.% veere n’s primfaktoroplgsning. Da giver
hovedseetningen, at A(n) = A(p1?!) ... A(p-%") og for en primtalspotens p® geelder:
A(p®) = p(a), hvor p(a) er antallet af “partitioner” af a dvs.: Antallet af mader a
kan skrives som sum af naturlige tal.

Endelig et kriterium for cykliske grupper.

Saetning 54. Lad G vare en endelig abelsk gruppe. Da er fglgende betingelser
akvivalente:
(i) G er cyklisk.
(ii) For ethvert primtal p har ligningen px = 0 hgjst p lgsninger x i G.
(iii) For ethvert primtal p,p | |G|, har ligningen px = 0 netop p lgsninger x i G.

Bevis. (i) = (ii) umiddelbar, da G ~ Z,, for passende n.

(ii) = (iii) her bemaerkes blot, at for p|G| findes elementer af orden p (benyt enten
p. ? eller hovedsztningen om endeligt frembragte abelske grupper).

(iii) = (i) indebeerer, at for ethvert primtal p;, der gar op i |G/, findes netop ét j,
for hvilket ¢; ; # 0 i fremstillingen () i hovedsesetningen og dette ¢; ; = 1. Seetning
51 viser da, at GG er cyklisk.

Korollar. Enhver endelig undergruppe G i et (kommutativt) legemes multiplikative
gruppe (dvs.: Gruppen af elementerne # 0) er cyklisk.

Bewvis. Ligningen xP = 1 har hgjst p redder. (Et polynomium over et legeme har
hgjst sa mange rodder som graden angiver).

Korollaret viser specielt, at et endeligt legemes multiplikative gruppe er cyklisk.
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Kapitel I11I. Ringe og polynomier

LIDT ALMENT OM RINGE OG IDEALER.

En ring R er en ikke-tom maengde med to kompositioner + og -, sa
1) (R,+) er en abelsk gruppe;
2) (R,-) er associativ;
3) a-(b+c¢)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c.
Hvis (R,-) er kommutativ, kaldes R kommutativ. Et neutralt element m.h.t. - er
entydigt bestemt og kaldes ételementet og betegnes i reglen med 1 (undertiden dog
e) . Viskal i det fplgende kun betragte kommutative ringe med etelement.
Vi minder om nogle definitioner og satninger, der er kendt fra Mat 2AL.

DEFINITION. En additiv undergruppe I i (R, +), hvor R er en kommutativ ring med
ételement, kaldes et ideal, hvis RI C I.

En kommutativ ring R kaldes et integritetsomrade, hvis nulreglen geelder i R, dvs.
et produkt af to elementer i R kan kun veere 0, hvis mindst en af faktorerne er 0.

En kommutativ ring R kaldes et legeme, hvis ethvert fra 0 forskelligt element a i
R har et inverst, dvs. et element a=! € R, sa aa~! = 1.

Ethvert legeme er specielt et integritetsomrade.

DEFINITION. Et ideal I i R kaldes hovedideal, hvis I har formen I = Ra for et
passende element a € I.

DEFINITION. R kaldes en hovedidealring, hvis ethvert ideal er hovedideal.

DEFINITION. R kaldes et hovedidealomrade, hvis R er et integritetsomrade og ethvert
ideal i R er et hovedideal. Vi skriver: R er PID (”principal ideal domain”).

DEFINITION.Et ideal [ i ringen R, I # R, kaldes et primideal, hvis det for vilkarlige
to elementer a og b i R gaelder at abe [ = a € I eller b € I.

Saetning 1. (RNG 2.12 i Mat 2AL) Et ideal I i ringen R er et primideal hvis og
kun hvis R/I er et integritetsomrade.

DEFINITION. Idealet I i R, I & R, kaldes maksimalt, hvis I er maksimalt blandt de
fra R forskellige idealer i R.

Seetning 2. (RNG 2.12 i Mat 2AL) Et ideal I i ringen R er et maksimalt ideal hvis
og kun hvis R/I er et legeme.

EKSEMPEL: Iringen R = Z[X] er I = {f(x) € Z[X] | f(0) = 0} et ikke-maksimalt
primideal.
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Vi minder endvidere om begrebet "ring med entydig faktoroplgsning”, betegnet
UFD:

R kaldes UFD , hvis R er et integritetsomrade, hvori ethvert ikke-invertibelt ele-
ment pa “vaesentlig entydig” made kan skrives som produkt af irreducible elementer.

I Mat 2AL er bevist: R PID = R UFD og R PID = ethvert primideal # 01 R
er maksimalt.

FAKTORISERINGER AF POLYNOMIER.

Vi betragter nu polynomiumsringen R[X], hvor R enten er et legeme eller PID,
(specielt ringen af seedvanlige hele tal).

Hertil er det folgende ofte hensigtsmaessigt: Lad ¢ veere en homomorfi af R pa
R*, (hvor R og R* er kommutative ringe). Ved ®(rg +riz + -+ r,z"™) = p(ro) +
o(r1)z+ -+ -+ o(ry,)z™ defineres da en homomorfi ® af R[X]| pa R*[X]. O

DEFINITION. Lad f(z) = ag+ -+ anx™ € Z[X]. f(x) kaldes primitivt, hvis stgrste
feelles divisor (ag,...,a,) = 1.

Seetning 3. (Gauss). Produktet af to primitive polynomier f(x) og g(x) er primi-
tivt.

Bevis. Indirekte. Antag f(x) - g(z) ikke var primitivt, dvs.: der fandtes et primtal p
sa p gik op i alle koefficienter til f(z)g(z).

Ved homomorfien ¢ : Z — Z,' gaelder ®(f) # 0 og ®(g) # 0, men ®(f - g) = 0,
hvilket strider mod at ® er en homomorfi og Z,[X] er et integritetsomrade. U

Lemma. Lad f(x) vaere primitivt polynomium i Z[X|, og ¢ € Q. Da geaelder qf (z) =
primitivt polynomium = q = +1.

Bevis. Skriv g = %, (r,5) = 1. Lad f(z) = a0+ -+ an2™. Z(ag + -+ a,a") =
T80 . gt € Z[X] = slra; Vi = sla; Vi = s = £1 (da f(x) primitivt).
Lf(x) =r (% + .-+ %22™) primitivt = r = +1. O

BEMAERKNING. De invertible elementer i Z[X] er £1.

Saetning 4. Lad f(x) veere et polynomium i Z[X|. Da geelder
i) Grad f(x)=0: f(x) irreducibel < f(x) = +p, p primtal;
ii) Grad f(z) > 0: f(x) irreducibel i Z|X] < f(x) primitivt og f(x) irreducibel
i Q[X].

Beuvis. i) Kklart.
ii) < antag f(z) havde ikke-triviel faktoroplgsning f(x) = g(x)h(x), g(z) og
h(z) € Z[X]. g(z), h(x) €j invertible i Z[X].

1Zp betegner her restklasseringen modulo p, der er et legeme med p elementer
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Da f(x) primitiv ma Grad g(z) > 0 og Grad h(z) > 0, dvs. f(z) havde ikke-
triviel spaltning indenfor Q[X]. Modstrid!

= klart at f(z) ma veere primitiv. Antag f(z) have ikke-triviel spaltning indenfor
Q[X]: f(z) = g(x)h(z), g(x) og h(x) ej konstanter.

Velg rationale tal ¢; og g2 sa q1g(x) og ga2h(x) er primitive.

012/ (x) = [q19(x)][g2h ()] -
Ifplge Gauss’ saetning er qigof(x) primitiv. Da f(x) er primitiv, er pa grund af
lemmaet q1g2 = £1, og herved

£(&) = (+ 219(@)) - (g2h(x)
dvs.: f(z) skulle havde ikke-triviel spaltning indenfor Z[X]. Fglgelig ma f(x) veere
irreducibel som element i Q[X]. O

Saetning 5. Z[X] er UFD.

Bevis. 1) Ethvert f(z) € Z[X] er produkt af irreducible. Det er klart.(Hvorfor?)

2) For beviset af entydigheden er det nok at godtggre, at hvis p(z) er irreducibel
i Z[X], da vil
p(@)|f(x) - g(x), f(x),9(x) € Z[X] = p(z)|f(x) eller p(x)|g(z).

Der er to muligheder for p(x):

i) p(z) = £p, p primtal.
ii) p(z) positiv grad, p(x) primitiv og irreducibel i Q[X].

ad 1) p|f(z)g(z); betragt

homomorfien @l — Ly og
homomorfien D : Z[X] — Zy[X]
0=&(f(x)g(x)) = 2(f(x)) - (g(x)).
Idet Z,[X] er et integritetsomrade, ma ®(f(x)) eller ®(g(x)) vaere 0, dvs.: p|f(x)

eller p|g(x).

ad ii) p(z)|f(z)g(z) indenfor Z[X] medfgrer p(z)|f(x)g(x) indenfor Q[X].

Da p(z) er irreducibel i Q[X] og Q[X] er UFD, vil p(x)|f(z) eller p(x)|g(zx)
indenfor Q[X]. Antag f.eks. p(z)|f(z) indenfor Q[X]. Vi har altsa

f(z) =p@)h(z), h(z)e QX].
Velg g € Q sa qgh(x) er primitiv. Folgelig er
qf(x) = p(z) - (gh(z)).
Som fgr (Gauss) ma qf(x) veere primitiv. Skriv g =, (r,s) = 1, f(z) = ap + a1o

+ -+ apx”. Vi: ta; € Z = slra; = sla; = r[*. Da ¢f(x) primitiv ma r = £1
dvs.: h(z) = (£s)qh(z) € Z[X], og dermed p(x)|f(x) indenfor Z[X]. O

BEMZERKNING. Ved ovenstaende bevis er om Z i det vaesentlige kun udnyttet at Z
er UFD. Dvs.: alment gaelder
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Satning 6. RUFD = R[X] UFD.
Korollar til ssetning 6. K legeme = K[X4,...,X,] UFD.

Seetning 7 (Schénemann-Eisensteins irreducibilitetskriterium). Ethvert po-
Iynomium f(z) € Z[X] af formen f(z) = 2™ + ap_12" 1 + -+ + a12 + ao , hvor for
et vist primtal p, p|a,_1,...,pla1, plag, p* 1 ao, er irreducibelt i Q[X].

Beuis. Ifplge Seetning 4 er det nok at vise, at f(x) er irreducibelt i Z[X].
Antag f(x) = g(x) - h(x), hvor g(x) og h(x) € Z[X] og g(x) og h(z) af grad < n.
Vi kan antage, at g(x) og h(x) har hgjeste koefficienter = 1. Vi betragter homo-
morfien Z —+ Z, og den herved inducerede homomorfi Z[X| —+ Z,[X].
Vi far da:

(f(2)) = 2" = B(g(x)) - D(h(x)) = B(g(x)) = &™; D(h(x)) = 2" "

for et passende m, 1 < m < n — 1. Dette medfgrer, at alle koefficienter i g(z) og
h(x) pa neer de gverste er delelige med p, specielt vil p|g(0) og p|h(0) og dermed
p?1g(0)h(0) = £(0) = ag. Modstrid! O

EKSEMPEL. £ =L er irreducibel i Q[X] < n = primtal.

Bevis. = antag n sammensat n =nins, 1 <ny <n. Daer

n_ 1 ninz _ | nr ]
x - = &z = v : [(xnl)”rl 2™ 4 1} reducibelt.
T — xr — xr —

P —1

rx—1

f(x+1):%¢:xp—1+(i))xp—2+c--+(pf2)x+<pfl).

Da p er et primtal, vil p’ (?) for1<j<p-—1,ogp?1t (pfl) = p, hvorfor ovenstaende

< antag n = primtal p; f(z) = , f(x) irreducibelt < f(x + 1) irreducibelt,

. . . . ] 7. D __
kriterium viser irreducibiliteten af mw—_ll ]

BEMARKNING. Ovennaevnte kriterium kan uden vanskelighed overfgres til UFD.

Lad R vaere UFD og K brgklegemet for R. Lad 7w veere irreducibelt element i
R, og f(z) = 2" + rp_12" 1 + -+ + 1o polynomium i R[X] s& 7|r;, 0 < i <n—1,
mens 7 ikke er delelig med 72, da er f(z) irreducibelt i K[X],(specielt irreducibelt
i R[X]).

EKSEMPEL. f(z,y) = 2P 4+ yP — 1 opfattet som polynomium i K|z, y] hvor K er et
givet legeme og p er et primtal, er irreducibelt < karakteristikken af K er # p.

= klart, da Kar K = p = f(z,y) = (z +y—1)P

< betragt f(x,y + 1) som element i (K[Y])[X].

EKSEMPEL. f(z)=1I"_,(z —a;) — 1, hvor aq,...,a, er indbyrdes forskellige tal i Z,
er irreducibelt i Q[X]. (Geelder tilsvarende for 117 (z —a;) +17)
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SYMMETRISKE POLYNOMIER.

Lad K vare et legeme. Et polynomium f(Xq,...,X,) € K[Xi,..., X,] kaldes
symmetrisk, hvis det er invariant under enhver permutation af de variable X1, ...X,,
dvs. hvis

f(Xh "'7Xn) = f(XU(1)7 "'7Xa(n))

for enhver permutation o € S,,.
Eksempler. Polynomierne

81:X1+"'+Xn (?)16(1
S9 :X1X2—|—X1X3+"‘—|—Xn_1Xn (Z) led
53 = X1 Xo X3+ -+ X, 20X, 1 X, (g) led
60 = X1 X5 X, (™) led

er symmetriske.
Dette ses enten direkte eller ved at betragte polynomiet

(T —X)(T—X2)- (T —X,)=T" — 517" 4+ 557" 2 - (—1)"s,

der er invariant under enhver permutation af X1, ..., X,,, hvorfor alle koefficienterne
ogsa er invariante under enhver permutation af Xy, ..., X,,.
Disse polynomier s1, ..., s,, kaldes de elementer-symmetriske polynomieri X, ..., X,,.

Det er klart, at ethvert polynomium i de elementaer-symmetriske polynomier er
symmetrisk i X1, ..., X,,.

Der geelder en art omvending, nemlig folgende vigtige

Hovedsaetningen om symmetriske polynomier.

Ethvert symmetrisk polynomium f(Xy,...,X,) € K[Xi,...,X,], hvor K er et
vilkarligt legeme, kan pa én og kun én made skrives som et polynomium (med koef-
ficienter i K ) i de elementaer-symmetriske polynomier sy, ..., s,,. Anderledes udtrykt:
til ethvert symmetrisk polynomium f(Xy,.., X,) € K[Xq, ...., X,;] findes ét og kun ét
polynomium g(Y1,...,Y,) € K[Y1,...,Y,], sa

f( X1, Xn)=9g(Xa 4+ + X0, Xn Xo+ -+, X5 X)),
Inden beviset bringer vi nogle almene bemsaerkninger om polynomier i flere vari-

able.
Ethvert polynomium i Xy, ..., X,, kan skrives

FXnnX) = 3 any, o XI X

1y--+5tn
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hvor a;, ... 4, er elementer i K.

Ved graden af et led ail’m’inX{'l...XfL", i, ... i, 7 0 forstas i3 + -+ 4y .

Ved graden af et egentligt polynomium f forstas den hgjeste forekommende grad
af et led (#£0)1 f.

For polynomier i mere end én variabel er graden af leddene ikke nok til at be-
stemme en ordning af disse. Derfor indfgres begrebet signatur. Ved signaturen af et
led ail,,..,ianl oL X forstas talseettet 1= (i1, ..., 0n).

Meangden af signaturer ordnes ved, at man fgrst ordner efter graden og derefter
indenfor led af samme grad ordner leksikografisk, dvs. for to forskellige signaturer

(415 ...y in) 0g (J1, ..., jn) haves
(il, ...,in) =< (jl, ...,jn)

hvis enten 21 + -+ 4+ 4, < j1+---+gpeller iy +-- -+, =J1 4+ -+ Jn 02 1 < Ju
for det mindste v for hvilket 7, # 7j,.

Lemma. Produktet af to egentlige polynomier i K[X1, ..., X,|, hvor K er et legeme,
er egentligt, og leddet af hgjeste signatur i produktet er produktet af leddene af
hgjeste signatur i de to polynomier.

Bewvis. Qvelse.

Vi vender nu tilbage til beviset for hovedssetningen.

Forst eksistensen:

Lad f € K[Xy, ..., X,] veere symmetrisk. Vi kan antage f # 0.

Lad chlX§2 -+ X veere leddet i f af hojeste signatur.

Da f er symmetrisk, ma i; > i > ... > i,. (Hvorfor?).

Betragtes specielt de elementeer-symmetriske polynomier sq, so, ..., s, har disse
som led af hgjeste signatur henholdsvis X7, X1 Xs,..., X1 X5+ X,,.

Pa grund af lemmaet vil for vilkarlige hele ikke-negative tal j1, j2, ..., jn potenspro-
duktet s7's2? - .- sJ» som polynomium i X1, Xo, ..., X,, have

XX Xo)2 - (X Xy - X, )
som led af hgjeste signatur. Denne signatur er

(jl +]2++]n7]2++]n77]n)

Vaelger vi nu jl = 1 — ig,jg = 19 — i3,.--,jn—1 = in—l - ’Ln og jn = ’in, (der
p.gr.af ovenstaende bemaerkning bliver ikke-negative tal), bliver denne signatur netop
(11,02, ooy in). o

Differensen f — cs?'s2?...sJn vil derfor enten veere nulpolynomiet eller et sym-
metrisk polynomium (# 0) hvis led af hgjeste signatur har signatur mindre end
(41,12, ..., i, ). Hvis differensen er nulpolynomiet er vi faerdige ; ellers anvendes ovenstaende
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procedure pa f — cs{1 8%2 ...sJn etc.. Man vil derved sluttelig na til nulpolynomiet, da

der kun findes endelig mange signaturer mindre end et givet.

Nu entydighedsudsagnet:

Det er abenbart nok at vise, at for g(Y7,...,Y,) € K[Y1,...,Y,],9(Y1,....Y,) # 0
vil g(81,.y8n) =9(X1 + Xo+ -+ X, X1 Xo 4+ -+, .., X0 Xo -+ X)) veere # 0.

Lad dY{'Y}?..Yin d # 0 veere et led i g. Indsattes heri for Y7,Y5,..., Y, de
elementaer-symmetriske polynomier s1, ss, ...s,, fas ifl. det foregaende et polynomium
i X1, Xo,..., X, ihvilket leddet af hgjeste signatur er

dXP (X1 X)) (X1 X - X))t

Signaturen af dette led er
(ti+ta+ - Fto,tot+ - +tn, .. tn).

Betragtes nu fgrst de led i g for hvilke ¢t +t5 + - - - + ¢, er stgrst, derefter blandt
disse de led for hvilke to + - -+ 4+ ¢,, er storst, o.s.v. , far vi i g udskilt et bestemt
led dY{'Yy2...Y,)» med den egenskab, at dette og kun dette ved indsaetning af de
elementaer-symmetriske polynomier fgrer til et led med den nzevnte signatur (¢, +
o+ Ftn,to+ - +tln,.tn).

Dette led kan ikke forkortes vaek mod noget andet led, hvorfor g(X; + Xo + - -+
Xn, XaXo+ -+ o, X1 Xo -+ X,,) ikke er nulpolynomiet. O
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ALGEBRAISKE UDVIDELSER.

Lad K vere et dellegeme af legemet L, K C L. For et element v € L betegner
vi med K[a] den mindste delring af L indeholdende K og . KJa] bestar af alle
elementer i L der kan skrives pa formen kg + k1o + -+ - + k,a™, k; € K, n € N.

Med K («) betegner vi det mindste dellegeme af L indeholdende K og . K(a)
bestar af alle elementer i L der kan skrives pa formen

ko + kia+ -+ kpa”
ko + koo + - 4kl an

bl

ki, ki € K, n € N og neevneren # 0.

K («) er abenbart brgklegemet for K|o].

For givet a € L, L 2 K betragtes homomorfien ® : K[X] — K|« defineret ved
O(f(x)) = f(a). ® er gjensynligt surjektiv.

Nu to muligheder:

1) Ker® = 0, dvs. Kla| ~ K[X], der ikke er et legeme. I dette tilfzelde er
K(X) ~ K(a) og vi siger, at « er er transcendent over K.

2) Ker® # 0. Da Ker® er et ideal i K[X] og K[X] er PID, er Ker® =
hovedidealet K[X]|p(X) frembragt af et polynomium p(X) # 0. Ifglge homomor-
fiseetningen /isomorfissetningen for ringe (se 2AL, p.190) geelder

K[X]/Ker® ~ K|a].

Ker ® er derfor et primideal # 0. Da K[X] er PID, er Ker @ (ifgplge RNG 5.7)
maksimalt dvs.: K[a] er et legeme og dermed ogsa K(«a) = K|a].

I dette tilfzelde 2) kaldes « algebraisk over K. At « er algebraisk over K betyder
altsa, at « er rod i et egentligt polynomium (dvs. et fra nulpolynomiet forskelligt
polynomium) med koefficenter i K.

Nu er Ker® = K[X]p(z), hvor p(x) er entydigt bestemt panser et invertibelt
element i K[X], dvs.: paneer en konstant i K. Det entydigt bestemte normerede
(dvs.: gverste koefficient = 1) polynomium i K[X] der frembringer Ker ® betegnes
Irr(a, K). Dette er irreducibelt i K[X].

Lad f(z) € K[X] vere et polynomium for hvilket f(a) = 0. Da er f(z) =
Irr(a, K) - g(x) . Dette indebaerer, at Irr(a, K) kan karakteriseres som det entydigt
bestemte normerede irreducible polynomium i K[X]| der har o som rod. Irr(a, K)
kan ogsa karakteriseres som det entydigt bestemte normerede polynomium af laveste
grad der har o som rod. Irr(a, K) betegnes derfor ofte som a’s minimalpolynomium
m.h.t. K.

Som det fremgar af ovenstaende, vil et polynomium i K[X] have o som rod hvis
og kun hvis det er deleligt med Irr(a, K).
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Ifglge divisionsalgoritmen kan ethvert polynomium f(z) € K[X] entydigt skrives
fz) =Irr(e, K) - g(z) +r(z), gradr(zr) < gradlir(e, K) =n

Indsaetter vi i denne ligning « for x, fas, at f(a) = r(a) dvs.: ethvert element i
K|a] kan skrives pa formen

-1
ag+aa+---+ap_1a"" ", ag,...,an_1 € K.

Denne fremstilling er entydig. Thi antag et element i K[«| havde fremstillingerne

B=ao+aa+--+a, 10"

og

B=ay+da+t---+a, a7t
hvor ag, ay, ..., aj, ay, ... ligger i K, da ville a veere rod i polynomiet ag — af, + (a1 —
al)r+ -+ (an_1 —al!,_;)x" 1. Men « er ikke rod i noget egentligt polynomium i
K[X] af grad < n, hvorfor ag —a(, = a1 —aj = -+ = ap_1 —a,,_; = 0 og dermed
ap = ap, a1 =aj, - ,Qp_1 =a,_ ;.

Ethvert element i K[a] = K(a) kan altsa pa entydig made skrives som en K-
linearkombination af 1,c,...,a” !, Vi kan udtrykke dette ved at sige, at K[a] =
K () som vektorrum over K har 1, q,...,a" ! som basis, specielt har dette vektor-
rum dimension n. Denne dimension betegnes [K («) : K] og bliver altsa grad(Irr(«, K)),

der kaldes o’s grad m.h.t. K.

DEFINITION. En udvidelse L O K (L og K legemer) kaldes algebraisk, hvis ethvert
element i L er algebraisk over K. Man skriver kort: L/K algebraisk.

Inden vi gar videre, bringer vi nogle almene bemearkninger, som vi i det folgende
gang pa gang vil fa brug for.

Hvis L er et udvidelseslegeme af K, og o, -+ ,as er elementer i L, betegner vi
med K(aq,...,as) det mindste dellegeme af L indeholdende K og ajq, ... ,as. Det
er da klart, at K(aq,...,a5) = K(aq) ... (as).

Et udvidelseslegeme L af K kan betragtes som et vektorrum over K og har som
sadant en dimension (dvs. antallet af elementer i en basis for L over K), der be-
tegnes [L : K|. Hvis denne dimension er et endeligt tal n, vil hvilkesomhelst m
elementer wq,...,wm, m > n, vere linesert athengige over K, dvs. der findes ele-
menter ki,---,k,, € K, ikke alle 0, sa kywi + -+ + kpwm = 0.

Saetning 8. Lad L vere en legemsudvidelse af K, saledes at L betragtet som vek-
torrum over K har endelig dimension. Da er L/K algebraisk.

Bevis. Antag [L : K] = n. For ethvert element i L er elementerne 1,,a?, ..., a"
linezert afhaengige over K, dvs. der findes elementer ko, k1, ..., k, 1 K, ikke alle 0, sa

ko—l—k1a+~-~—|—k’na”:0.
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Folgelig er o rod i det egentlige polynomium
ko + k1 X+ + k, X" EK[X]

Altsa er ethvert element « i L algebraisk over K. O

Seetning 9. (Transitivitetssaetningen). Antag K € L € M; da gelder
[M: K]=[M:L][L: K], nar [M : L] og [L : K| forudsettes endelige.

Beuvis. Hvis aq,aa,...,as er en K-basis for L og (1, (2, ..., er en L-basis for M,
daer o;0;,1 i< s,1=j=t, en K-basis for M. Hertil skal vises to ting:
i) Elementerne a;3;, 1 =i <'s,1 < j S ¢, er linesert uathaengige over K.
ii) Ethvert element i M kan skrives som en K -linearkombination af elementerne
ad i) Antag

Z kijoa;8; =0,
,J

hvor k;; tilhgrer K. Denne ligning omskrives til
> (D kijai)p; =0
i

For hvert j er den inderste sum et element i L. Da (;,1 < j < n, er uafhengige
over L, ma

Z kijOéi =0

for ethvert j, 1 < j < n.

Da elementerne a;,1 < i < s, er uatheengige over K, sluttes dernzest, at k;; = 0
forallei,1 Si<sogallej1<j<+t.

ad ii) Lad £ vaere et element i M. Da (5,1 < j < t er en L-basis for M, kan ¢

skrives
=) 08,
J

hvor hvert ¢; ligger i L. Da «;,1 < i < s, er en K-basis for L, kan hvert ¢; skrives
som

gj = Z kijai,

hvor hvert k;; ligger i K. Heraf fas:

£= ki,
(%]
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hvorved ii) er godtgjort. OJ

BEMARKNING. Transitivitetssaetningen er szrperes vigtig for udregninger i ekspli-
citte eksempler.

Saetning 10. Antag K € L. Lad o og 3 vaere elementer i L, der er algebraiske over
K,daera+p,a—0,a-poga/f, (B+#0), ogsa algebraiske over K.

Bevis. K(a) = K[a] er et endeligdimensionalt vektorrum over K. Da [ specielt
er algebraisk over K(a) = Kla], er (K(«))(8) = K(«, ) endeligdimensionalt over
K(«a). Pa grund af transitivitetsseetningen er K(a, ) endeligdimensionalt over K,
hvorfor K (a, (3) ifolge seetning 8 er algebraisk over K.

Idet a4+ 0, a— 0, - og /B, (6 # 0), ligger i K(a, 3), vil disse elementer vaere
algebraiske over K. O

DEFINITION. Lad L veere en legemsudvidelse af K. Delmaengden af L bestaende af
de over K algebraiske elementer, der ifglge ovenstaende satning er et dellegeme af
L, kaldes K'’s algebraiske hylster i L og betegnes K.

EkSEMPEL. Der findes uendeligdimensionale algebraiske legemsudvidelser. Lad L =
R og K = Q. For ethvert naturligt tal n er (ifslge Eisenstein’s kriterium) [Q(3/2) :
Q] = n, hvorfor Q’s algebraiske hylster i L = R har uendelig dimension over Q.

Saetning 11. Lad K C L C M vare legemer. Hvis L/K er algebraisk, er ethvert
element £ € M, der er algebraisk over L ogsa algebraisk over K.

Bevis. & er rod i et egentligt polynomium i L[ X]:
§n+a0€n—1+___+an_1zo7 afO?"'7an—1€L~

Da ag er algebraisk over K, er [K(ag) : K] endelig.
Da a; er algebraisk over K, specielt over K(ag), er [K(ag,a1) : K(ag)] endelig.
Da ag er algebraisk over K, specielt over K(ag,a1), er [K(ag,a1,a2) : K(ag,a1)]
endelig.
etc.

Da a,,_1 er algebraisk over K, specielt over K (aq,...,a,_2), er [K(ag,...,an_1) :
K(ag,...,a,—2)] endelig.

Da & er algebraisk over K(aq,...,an—1), er K(&§,ag,...,an-1) : K(ag,...,an-1)]
endelig.

Ved successiv anvendelse af transitivitetssaetningen fas, at [K (&, ag, ..., an—1) : K]
er endelig, hvorfor saetning 8 indebaerer, at £ er algebraisk over K. U

Korollar 1. (Transitivitet for algebraiske udvidelser). Lad K C L C M vare
legemer. Da gaelder: M /L algebraisk A L/K algebraisk = M /K algebraisk.
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Korollar 2. Lad K C L vaere legemer. I:( =K.

Opgave. Lad a og (3 veere komplekse tal, der er algebraiske over Q af grad p, henh.q.
Vis, at a + 3 er algebraisk over QQ af grad pq, safremt p og ¢ er forskellige primtal.

ADJUNKTION AF ROD TIL ET POLYNOMIUM. SPALTNINGSLE-
GEMER.

Hidtil har vi betragtet foreliggende legemsudvidelser og set pa polynomier forsvin-
dende pa visse elementer. Nu betragter vi omvendt et legeme K og et polynomium
p(z) € K[X] og seger udvidelser af K hvori p(z) har en rod.

Saetning 12. Eksistenssaetning vedrgrende adjunktion af en rod til et irre-
ducibelt polynomium. Lad K vere et vilkarligt legeme og p(z) = ag+ayx+---+
an_12"" 1 + 2" et irreducibelt normeret polynomium i K[X|]. Da findes et legeme L*
indeholdende et dellegeme K* med folgende egenskaber:

1) der findes et element o* i L*, der er algebraisk over K*, sa L* = K*(a*);
2) der findes en isomorfi ¢ af K pa K*, sa Irr(a*, K*) = ®(p(x)), hvor ® er den
af ¢ inducerede isomorfi af K[X| pa K*[X].

Bevis. Lad L* vere restklasseringen K[X|/K[X]|p(z), som er et legeme, da p(z) er
irreducibelt og K[X] er PID. For et polynomium f(z) € K[X] betegner f(x) den
tilsvarende restklasse i L*. Da geelder:

L* = {k0+k1$+"'+kn—lxn_1 | k07k17"'7kn—1 GK}
= {E0+Elf+'-'+gn_1fn_1 | ko,k‘l,...,k?n_l GK}

Vi stter K* = {k | k € K}, der bliver et dellegeme af L*. Den ved ¢(k) = k
definerede afbildning fra K pa K™ bliver en isomorfi. Nu er T rod i polynomiet
o +mx+ -+ Gy 42"
der er irreducibelt i K*[X], dvs.
Irr(Z, K*) =@g + @+ - + Gp_12™ 1 + 2" = &(p(x)).

Seetningen er dermed vist, idet = kan bruges som a*. U

Bemeaerkning til saetning 12. Ved at identificere K med K* kan L* opfat-
tes som et udvidelseslegeme af K, hvori p(z) har en rod. En udvidelse (i ordets
mere umiddelbare forstand) med denne egenskab kan fas ved at betragte den dis-
junkte meaengdeteoretiske forening af K og L* \ K* og via ovenstaende konstruktion
“indplante” regneoperationerne addition og multiplikation; herved fas et legeme ind-
holdende K som dellegeme og indeholdende en rod til p(x).
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Saetning 13. Entydighedssasetning vedrdrende adjunktion af en rod til et
irreducibelt polynomium. Antag vi har legemer L, K,L*, K*, sa L O K, L* D
K*, L = K(a), L* = K*(a*), hvor « er algebraisk over K og «* algebraisk over
K*. Antag endvidere, at der findes en isomorfi ¢ fra K pa K*, sa ®Irr(a, K) =
Irr(a*, K*), hvor ® betegner den af ¢ inducerede isomorfi af K[X] pa K*[X]|. Da
findes en entydigt bestemt isomorfi ¢ fra L pa L* sa

1) aRes,K = @5
2) (o) = a*.

Bevis. Lad p(z) = Irr(a, K) og p*(x) = Irr(a*, K*) og antag disse polynomier har
grad n.
Vi viser forst entydigheden af &. Abenbart er

L={ko+kia+- - +k, 10" | koky,...,kn1€K}.
Hvis der findes en isomorfi ¢ med egenskaberne 1) og 2), da ma
Plko +kia+- - +ky10"h) = p(ko) + (k)™ + -+ (kn1)(a")" "

Der er altsa hgjest én mulighed for .
Dernsest viser vi eksistensen af ¢.
Der findes en isomorfi

p1: K[X]/(p(x)) — L
defineret ved ¢1(f(x)) = f(a), f(x) € K[X] og en isomorfi

p2 s K*[X]/(p" (@) — L*

defineret ved pa(g(x)) = g(a*), g(z) € K*[X]. Endvidere inducerer isomorfien
K[X] 2+ K*[X]
en isomorfi ~
K[X]/(p(z)) = K*[X]/(p"(x))

ved

®(f(z) modulo p(z)) = ®f(x) modulo p*(x),
dvs. vi har specielt
®((Z) modulo p(z)) =T modulo p*(z).
Den sammensatte afbildning @5 o do <p1_1 fra L pa L* kan bruges som ¢, idet

*

pao®op;!(a) =a”,

ongResK(gpgo&)o%_l). O

Ved successiv anvendelse af eksistenssaetningen fas
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Seetning 14. Lad K vere et legeme og f(x) et vilkarligt polynomium i K[X] af
positiv grad. Da eksisterer et udvidelseslegeme M af K, hvori f(x) spaltes til bunds
i 1-ste gradsfaktorer.

Beuvis. Vi fgrer beviset ved induktion efter graden n af det foreskrevne polynomium.
Hvis n = 1 er udsagnet klart: Man kan bruge K selv.

Lad nu n veere > 1. Hvis f(x) spaltes i 1-ste gradsfaktorer inden for K[X], er
der intet at bevise. Ellers maa f(z) veere deleligt med mindst et i K[X] irreducibelt
polynomium p(x) af grad > 1. Ifglge seetning 12 findes et udvidelseslegeme L af
K, hvori p(x) og dermed ogsa f(x) har en rod «. Indenfor L[X] kan f(z) derfor
skrives f(z) = (x — a)g(x), hvor g(z) er et polynomium i L[X] af grad n — 1. Ifplge
induktionsantagelsen findes da et udvidelseslegeme M af L, hvori g(z) spaltes til
bunds i 1-ste gradsfaktorer. Men da er M jo ogsa et udvidelseslegeme af K, og i
dette spaltes f(z) til bunds i 1-ste gradsfaktorer. OJ

Hvis f(z) er et polynomium i K[X] af positiv grad n, vil et udvidelseslegeme af

K, hvori f(x) spaltes til bunds i 1-ste gradsfaktorer, indeholde elementer aq, ..., ay,,
sa f(x) panger en konstant i K er lig produktet (x — )+ (x — a,). Det af disse
elementer over K frembragte legeme er et udvidelseslegeme M = K(aq,...,«,) af

K med folgende to egenskaber:

1) f(z) spaltes til bunds i 1-ste gradsfaktorer inden for M|[X].

2) I intet egte dellegeme af M indeholdende K spaltes f(x) til bunds i 1-ste grads-
faktorer.

DEFINITION. Lad K vare et legeme og f(x) et polynomium K|[X]. Et udvidelsesle-
geme M af K kaldes et spaltningslegeme for f(z) over K, hvis f(x) spaltes til bunds
i 1.gradsfaktorer indenfor M[X], mens intet zegte dellegeme af M indeholdende K
har denne egenskab.

Seetning 14 medfgrer eksistensen af et spaltningslegeme for ethvert polynomium
(af positiv grad) over et vilkarligt legeme.

Bemaerkning. [ almindelighed vil der veere en @egte delmeengde {aq,...,a:}, af
rodderne til f(x), sa et spaltningslegeme bliver lig K (aq,...,a:). Til dannelse af et
spaltningslegeme kan altsa nogle af rédderne veere overfladige i den forstand, at de
”automatisk fglger med” ved adjunktion af de gvrige rodder. Hvis graden n af f(x)
er > 1, er summen af rgdderne oy + as + -+ - + a,, = — (koefficienten til 2" 1) | og
saledes et element i grundlegemet K. Derfor er K(aq,...,an—1) = K(a1,...,0y).
Ofte kan endnu flere rgdder veere overfladige. Hvis f.eks. f(z) = 2% — 2, fas det
tilsvarende spaltningslegeme (over Q) ved blot at adjungere rgdderne v/'2 og v/2 - i,

hvor i = v/ —1.
Vi viser nu entydighed af spaltningslegemer:

Saetning 15. Lad K vere et legeme, f(x) € K[X], M et spaltningslegeme for f(x)
over K. Lad K* vaere legeme isomorft med K og lad ¢ : K — K* vaere en isomorfi.
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Lad f*(x) = ®(f(z)), hvor ® er den af ¢ inducerede isomorfi af K[X| pa K*[X],
og lad M* veere et spaltningslegeme for f*(x) over K*. Da kan ¢ fortsaettes til en
isomorti af M pa M*.

Bevis. Ved induktion efter antallet af radder i differensmaengden: {spaltningslegemet
\ grundlegemet}.

Antag forst, at dette antal er = 0. Da spaltes f(z) i 1.gradsfaktorer indenfor K,
dvs.: M = K og f*(x) spaltes i 1.gradsfaktorer indenfor K* dvs.: M* = K*.

Antag nu sstningen bevist, nar antallet af rgdder i differensmaengden { spalt-
ningslegemet \ grundlegemet } er < n. Vi skal da vise, at ssetningen gaelder hvis
dette antal er = n.

Antag nu, at antallet af rodder i M \ K er n.

Lad « € M\ K, arod i f(z). Da er p(x) = Irr(a, K) en divisor i f(z) dvs.:
f(x) = p(z) - h(x), hvor grad(p(z)) > 1. Indenfor K*[X] fas tilsvarende opspaltning:

f(z)=p*(x)-h*(x), p*(z) irreducibel af grad = grad(p(z)).

Lad o* € M* veere rod i p*(x). Ifolge entydighedssaetningen vedrgrende adjunktion
af rod i et irreducibelt polynomium findes (endda netop én) fortseettelse ¢’ af ¢ :
K(a) " K*(a*) sa ¢'(a) = o*.

Indenfor K (a)[X] er x — « divisor i f(z):

Analogt geelder indenfor K*(a*)[X]:

Fa)=(z—a*) - ,

Nu er:
M et spaltningslegeme for f(x) over K(«a) og

M™ et spaltningslegeme for f*(x) over K*(a™).

Antallet af rodder til f(x) i (M \ K(«)) < antallet af rodder til f(x) i (M \ K). Ved
den til ¢’ svarende isomorfi &’ af K («)[X] pa K*(a*)[X] geelder abenbart ®'(f(z)) =
().

Vi kan nu anvende induktionsantagelsen pa f(z) over K («) og far herved, at ¢’
kan fortssettes til isomorfi fra M pa M*. O

EKSEMPEL. Vi vil ved hjelp af eksistensseetningen for spaltningslegemer give et
“algebraisk” bevis for algebraens fundamentalsetning. Det eneste vi benytter fra
analysen, er saetningen om kontinuert variation af en kontinuert funktion, specielt at
ethvert polynomium med reelle koefficienter af ulige grad, har mindst én reel rod.
Vi skal vise, at ethvert f(x) € C[X], grad f(z) = 1 har mindst én rod i C. Det
er nok at vise, at ethvert f(z) € R[X], grad f(x) = 1 har mindst én rod i C. [Lad
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g(x) € C[X], da vil g(x) - g(z) ligge i R[X], hvor ~ betegner kompleks konjugering.
Hvis « er en (kompleks) rod i dette polynomium, vil g(«) - g(«) veere 0, hvorfor
g(a) =0 eller g(a) =0, dvs. g(a) = 0 eller g(@) = 0.]

Hvis grad f(z) er ulige, har f(z) endda en rod i R.

Alment skrives grad(f(z)) = 2" - u, hvor u = ulige tal.

Vi fogrer nu beviset ved induktion efter r.

For r = 0 er udsagnet klart ifglge ovenstaende. Dernzest for r > 0:

r—1—r f(xr) € RIX] C C[X]. Lad M vere spaltningslegemet for f(x) over C,
altsa f(z) = (x — 1)+ (x — ap), hvor ag ...y ligger i M. For vilkarligt ¢ € R
dannes

g@)= I = (ai+a;+caia))], gradg(e) = (Z> - w

1<5i<j<n
n
2

g(z) = 2(3) 4 hi(ay,. ..,an)x<2)_1 +- 4 h(g)(al, cey Q)

hi(ay...ap),. .., er symmetriske polynomier i ay, . .., a, med koefficienter i R. Der-
for kan (iflg. hovedssetningen om symmetriske polynomier) hy(asq,.. ., ay), etc . skri-
ves som polynomier i de elementaersymmetriske o + -+ + ap, Y, i, etc. med
reelle koefficienter, dvs.: g(x) € R[X]. Endvidere gaelder:

<]

nn—1)  2"u-(2"u—1)
2 N 2 ’

grad g(z) =

der er 271 (ulige tal), da r > 0.

Ifplge induktionsantagelsen har g(x) en rod inden for C. Dvs. for ethvert ¢ € R
findes (4, j) sa o; +a; +ca;o; € C. Da der er uendelig mange muligheder for ¢, findes
to forskellige tal i R, ¢; og ¢ hvortil svarer samme (7, j) dvs.: a; + a; + cioya € C
og a; +aj + caaa; € C. Da ¢y # cp folger heraf at a; +a; € C og o - a; € C, dvs.:
a; og aj € C er rpdder i et andengradspolynomium over C dvs.: f(x) har (mindst
én) rod i C.

BEROLIGENDE BEMZERKNING. De udfgrte abstrakte legemsudvidelser angaende rod-
adjunktioner kan i forste omgang virke lidt fremmede. I langt de fleste tilfselde -
bortset fra afsnittet om endelige legemer - kan man forestille sig, at det hele ud-
spiller sig inden for de komplekse tals legeme. Da ”algebraens fundamentalssetning”
ogsa er kendt fra analysen, bliver eksistenssatninger vedrgrende rodadjunktioner og
spaltningslegemer etc. trivielle, og nar vi senere ofte behandler spaltningslegemer for
polynomier over (Q kan vi teenke pa disse som dellegemer af de komplekse tals legeme.

STORSTE FALLES DIVISOR FOR POLYNOMIER.

Lad K vere et legeme, f(x), g(x) € K[X]. Da K[X] er PID, har f(z) og g(z)
en stgrste feelles divisor, som vi — for at fremhaeve at f(x) og g(x) betragtes som
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polynomier i K[X] — betegner (f(x),g(z))x. Her normeres (f(z),g(x))x sa overste
koefficient er 1.
For en udvidelse K C L af grundlegemet geelder

Seetning 16. Hvis K er et dellegeme af legemet L, geelder, at (f(z),g9(z))x =
(f(x),g(x))L for alle polynomier f(x), g(x) i K[X].

Bevis. Lad dx = (f(x),9(x))k, dr, = (f(x),g9(x))r (ifolge definition begge norme-
rede, sa gverste koefficient = 1). di|f(z) og di|g(z) indenfor K[X], specielt indenfor
L[X]. Dvs.: di|dr (indenfor L[X]). Da dg er frembringer for idealet i K[X] frem-
bragt af f(z) og g(z), ma vi have: dx = f(z)a(z) + g(z)b(z) for visse a(x),b(x) i
K[X]. Indenfor L[ X] vil d|f(x) og dr|g(z); folgelig har vi pa grund af ovenstaende
ligning, at dp|dx (indenfor L[X]). Altsa er dix og dr normerede polynomier, for
hvilke dg|dy, og dy|dk. Dette medforer dy = dj,. d

Korollar. Lad K vere et dellegeme af legemet L og lad f(x) og g(x) veere poly-
nomier i K[X]|. Hvis f(x) gar op i g(x) inden for L[ X], vil f(x) ogsa ga op i g(x)
indenfor K[X].

Seetning 16 udsiger - 1gst sagt - at storste feelles divisor for polynomier ikke sendres
ved grundlegemeudvidelse.

KARAKTERISTIK AF ET LEGEME.

Vi minder kort om begrebet karakteristik (kendt fra 2AL) for et legeme K.
For et helt tal n € Z og et element k € K defineres (jfr. definition p.1.1.):

E+---+k (nled) for n>0
nk=< 0 for n=0
(—n)(—k) for n<0.

Da geelder regnereglerne:

(n1 4+ n2)k = n1k + nok for alleny,ne € Z, k € K

n(k1 + k‘g) = nki + nky for allen € Z, kl, ko € K

(7’L1]€1)(ﬂ2]€2> = (nlng)(klk’2> for allenl,ng €7, kl, ko € K

Lad nu e betegne etelementet i legemet K. Da vil den ved ¢(n) = ne bestemte
afbildning ¢ fra Z ind i K ( som en fplge af ovenstaende regneregler) veere en ring-
homomorfi.
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Da billedet ¢Z er en delring af legemet K, vil nulreglen geelde i ¢Z, der saledes
ma veere et integritetsomrade. Pa grund af isomorfiseetningen for ringe (se RNG 3.7
i 2AL) er Z/Ker(¢) ~ ¢Z, hvorfor Ker(¢) er et primideal i Z.

Der er nu to muligheder:

1) Ker(¢) = 0.

2) Ker(¢) er hovedidealet Zp frembragt af et primtal p.

ad 1). I dette tilfeelde er ¢ injektiv, og der geelder:

nk = (ne)k =0< n=0eller k£ =0.

Vi siger her, at K har karakteristik 0.

Nu er ¢Z ~ Z, og K ma indeholde brgklegemet for ¢Z. Dette brgklegeme er
isomorft med de rationale tals legeme Q.

ad 2). I dette tilfeelde er ¢ ikke injektiv, og der geelder:

nk=(ne)k=0sncZpeller k=0« p|neller k=0.

Vi siger her, at K har karakteristik p.

Her er ¢Z ~ 7./7p og K indeholder saledes et dellegeme, kaldet primlegemet, med
netop p elementer.
En vigtig regneregel gaeldende for legemer af karakteristik p er folgende:

Saetning 17. (”Freshman’s dream”). For vilkarlige element x og y i et legeme
af karakteristik p er
(z+y)" =¥ +y”
Beuis.
(x+y)P =P+ (I;)xp_ly +-F ( P 1)xyp_1 +yP.
p p—
Da p garop i (¥) for 1 <4 < p— 1, fas derfor (z + y)P = 2P + yP. O
For et legeme K af karakteristik p bliver den ved o(z) = 2P definerede afbildning

af K ind i sig selv en homomorfi, bade m.h.t + og -, altsa en ringhomomorfi af K
ind i sig selv.

BEMZERKNING. Da Ker(o) abenbart er 0, bliver o en injektiv ringhomomorfi af K
ind i sig selv. Hvis K specielt er et endeligt legeme bliver ¢ ogsa surjektiv, dvs. en
isomorfi (automorfi) af K pa sig selv. o kaldes Frobeniusautomorfien for det endelige
legeme. Hvis K ikke er et endeligt legeme, behgver o ikke at vaere surjektiv.
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MULTIPLE RODDER, FORMEL DIFFERENTIATION OG SEPARA-
BILITET.

Vi minder kort om begreberne multiple rgdder og multiplicitet. Hvis a er et
element i legemet K og er rod i polynomiet f(z) € K[X], findes et entydigt bestemt
naturligt tal ¢, sa

f@)=(z—a) - g(x)

hvor g(x) er et polynomium i K[X], der ikke har o som rod. Tallet ¢ kaldes multi-
pliciteten af a som rod i f(x). Hvis t = 1 kaldes « en simpel rod til f(z); hvis t > 1
kaldes v en multipel rod til f(x).

For naermere undersggelser angaende forekomsten af multiple rgdder er det hen-
sigtsmeessigt at indfere begrebet formel differentiation.

Lad K veere et vilkarligt legeme. For f(z) € K[X]

fx)=ao+ar1x+ -+ az"

defineres den formelt afledede f'(x) ved

f'(z) = a1 + 2a02 + - - - + na,z™ !

Da gaelder fglgende umiddelbart verificerbare regneregler, der er analoge til de fra
den klassiske analyse velkendte:

(f+9) = f'+q, (kf) =kf forallekeK
(f-9'=fd+fg.

Mange af de fra den klassiske analyse kendte saetninger vedrgrende differentia-
tion geelder ogsa for formelt afledede; men i visse tilfaelde, specielt for legemer af
primtalskarakteristik skal man vaere mere forsigtig.

Seetning 18. Lad K vare et legeme og

flx) =ao+ a1z + -+ az"”

et polynomium i K[X].

1) Hvis K har karakteristik 0, er f'(z) =0 < a; =0 for allei > 0.

2) Hvis K har karakteristik p, er f'(x) =0 < a; = 0 for alle i, der ikke er delelige
med p.

Beuwis.
ad 1)
f(z) = Ziaimi_l =0« a; =0 foralle? >0,
i>0
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hvor vi har udnyttet de i karakteristik 0 gaeldende regneregler.
ad 2)

f(z)= Z ia;x'"" =04 a; =0 for alle i der ikke er delelige med p,
i>0

hvor vi har udnyttet de i karakteristik p gaeldende regneregler.

O
Den efterfolgende seetning geelder for legemer af vilkarlig karakteristik.

Seetning 19. Lad K vere et vilkarligt legeme . Hvis polynomiet f(x) € K[X] har
en multipel rod « i et udvidelseslegeme M af K, da er o ogsa rod i f'(x).

Bevis. Vi kan skrive
f(x) = (z —a)’g(x), hvor v > 1

og far

fl@) = (@ —a)"g'(2) + v(z — )" "lg(2) = (v — )" {(z — a)g'(2) + vg(2)}

hvilket viser, at « er rod i f/(z).
U

Saetning 20. Et irreducibelt polynomium f(x) over et legeme K af karakteristik 0,
har ingen multiple rodder i noget udvidelseslegeme af K, specielt ikke i spaltningsle-
gemet for f(x) over K.

Bevis. Lad « veere en multipel rod til f(x) i et udvidelseslegeme M af K. Som
udregningen i beviset for den foregaende setning viser, vil (z — «) vaere en divisor i
f/(z) inden for M[X]. Den storste feelles divisor dpy = (f(x), f/'(x)) s har derfor grad
mindst 1. Nu @endres stgrste feelles divisor ikke ved grundlegemeudvidelse, hvorfor
dy = dg = (f(z), f'(x)) k. Da dg saledes har grad > 1 og f(z) er irreducibelt i
K[X], ma dg (panger en eventuel konstant i K\ {0}) veere lig f(x). Specielt ma f(z)
ga opi f'(z). Men dette er umuligt, da K har karakteristik 0 og f’(z) derfor er et
egentligt polynomium, hvis grad er mindre end graden af f(x).

O

Saetning 21. Lad K legeme vare et legeme af karakteristik p. Et irreducibelt
polynomium f(x) i K[X| har multiple rodder i spaltningslegemet over K < f'(x) =
0.

Bevis. “=7
Hvis f/(z) var et egentligt polynomium, kunne vi ganske som i beviset for ssetning
20 slutte, at f(x) ikke kan have multiple rgdder i noget udvidelseslegeme af K.
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“<” Hvis f/(x) =0, ma f(z) ifplge seetning 18 have formen:
f(x) = ap + apa? + azx® + - + appzr.

Det er nok at vise, at f(z) har multiple rodder i et passende “stort” legeme, hvori
f(x) spaltes til bunds i 1.gradsfaktorer.

Vi adjungerer nu til K elementer bg, b1, ..., by sa by = ag, b = ap,...,b% = agy.
I K(bg,by,...,b;) geelder

(@) =bf + bYaP + -+ BRak? = (by + by + -+ + bpa®)P .

Lad L veere spaltningslegemet for g(x) = bg + byx + - - - + bpz® over K(bg, by, ..., bi),
sa vi inden for L har g(z) = bi(x — $1)---(z — Bi) og dermed f(z) = app(z —
B1)P - (x — Br)P (indenfor L[X]).

Ovennaevnte fremstilling for f(z) ma ogsa geelde inden for spaltningslegemet for
f(x) over K. Vi ser at endda samtlige rgdder til f(z) er multiple.

0

DEFINITION. Et irreducibelt polynomium f(x) i K[X] kaldes separabelt, hvis f(x)
ikke har nogen multipel rod i spaltningslegemet over K (og dermed ikke nogen mul-
tipel rod i noget udvidelseslegeme af K). Et vilkarligt polynomium f(z) i K[X]
kaldes separabelt, hvis hver af dets irreducible faktorer er separable i henhold til
ovenstaende.

BEMZERKNING. Lad f(x) vaere irreducibel. Da geelder (iflg. Ssetning 20 og 21): f(x)
separabel < f/(x) # 0. Specielt er altsa ethvert polynomium i K[X] separabelt,
safremt legemet K har karakteristik 0.

DEFINITION. Et legeme K kaldes fuldkomment, hvis alle polynomier i K[X] er sepa-
rable.
Specielt er ethvert legeme af karakteristik 0 fuldkomment.

Seetning 22. Lad K vere legeme af primtalskarakteristik p. Da gaelder: K fuld-
kommen < afbildningen o : o« — oP, der sender ethvert element i K over i sin p-te
potens, er surjektiv.

Bevis. = Lad f € K og f(z) =P — .

Lad ~ veere en rod til f(x) i spaltningslegemet for f(z) over K. Da gelder
P — B = (z— 7).

Nu er Irr(v, K) ifglge forudsaetningen irreducibelt og derfor uden multiple radder
i ovenstaende spaltningslegeme. Da endvidere Irr(y, K) er divisor i P — f3, slutter
vi, at Irr(vy, K) ma veere z — +, hvorfor v ma ligge i K, dvs. = ~P.

< Det er nok at vise, at ethvert polynomium f(x) € K[X], grad f(x) > 0 er
reducibelt, safremt f’(x) = 0. Som tidligere bemarket medforer f'(x) = 0, at f(x)
har formen

f(x) =aop +a1a? + -+ apa™™.
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Da afbildningen o : @ — a? er surjektiv findes bg,...,by € K sa ag = b}, a1 =
by, ... ar =1}, og derfor er

f(x) = (bo+ b1+ -+ bpz™)?,
hvilket viser at f(z) er reducibelt. O

BEMARKNING. Da afbildningen o : @« — aP er injektiv for ethvert legeme af karakte-
ristik p (jfr. tidligere bemaerkning), far vi af ovenstaende szetning, at ethvert endeligt
legeme er fuldkomment.

EKSEMPEL PA ET IKKE-FULDKOMMENT LEGEME. Lad K = Z,(t) (dvs.: legemet af
alle brudne rationale funktioner i én variabel over legemet Z,). Elementet ¢ er ikke
en p-te potens af et element i K, idet en p-te potens ma have formen

a0+a1tf”—|—a2t2p—|—...
by + bitP + bot?P + . ..

(ai, bz c Zp>.

DEFINITION. Lad L 2 K veere legemer. Et element o € L kaldes separabelt over K,
hvis « er algebraisk over K og Irr(a, K) er et separabelt polynomium i K[X]. L O K
kaldes en separabel udvidelse, hvis alle elementer i L er separable over K.

ABEL-STEINITZ’S SETNING.

De fleste af de legemsudvidelser, som vi vil betragte, er ”simple”. Den preecise
definition er fglgende:
DEFINITION. En algebraisk udvidelse L/K kaldes simpel, hvis der findes o € L sa
L = K(«). Et sadant « kaldes et primitivt element for L/ K.

Seetning 23 (Abel, Steinitz). Lad L/K vare en endelig (og dermed specielt al-
gebraisk) udvidelse, der er separabel. Da er L/K simpel, dvs. der findes et primitivt
element for udvidelsen L/ K.

Bevis. Hvis K er endelig, er L ogsa endelig. Som vist i gruppeteorien (se fx. POL
3.13 1 MAT 2AL noterne) er L\ {0} en cyklisk gruppe. Hvis a er en frembringer for
L\ {0}, er specielt L = K(a).

Vi kan derfor antage, at K er uendelig. I dette tilfaelde fas Abel-Steinitz’s seetning
ved successiv anvendelse af: Huvis K C M, o, € M « algebraisk over K, 3
separabelt over K, da findes et v € M sa K(a, ) = K(v).

Bevis. Lad f(x) = Irr(o, K), g(z) = Irr(8, K). Vi arbejder nu inden for et udvi-
delseslegeme N af M, hvori f(z) og g(x) spaltes til bunds i 1.gradsfaktorer. Vi kan
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fx. lade N veere spaltningslegemet for f(z) - g(x) over M. Indenfor N kan vi derfor
skrive

flx)= (z—a1)...(z —ap), hvor vi kan antage a = o
g(x)= (x=PF1)...(x — Bm), hvor vi kan antage 5 = ;.

Da ( er separabel, er (31,..., 3, indbyrdes forskellige. Idet K har uendelig mange
elementer findes et ¢ € K sa

v =a+cB #a;+cfj

isn c veelges # gj__o‘ﬁ
| < I1<i<n, 2<j<m

Vi pastar K(v) = K(a, ).

Det er klart, at K(v) € K(a, ).

For at vise den modsatte inklusion bemeerker vi, at f(y — cz) har 8 som rod. Pa
grund af valget af c er intet 3;, 2 < j <m, rod i f(y — cx). Vi kan derfor skrive:

f(y—cx)=(z—B)" h(z), hvort er helt tal > 1

og h(z) er et polynomium der ikke har noget 3;, 1 < j < m, som rod.
Indenfor N har vi derfor

(f(y = cx), 9(z))n = (x = B).

€ K(v)[X]. Ifolge seetning 16 er

N =« — 3. Dette indebeerer at g € K(y).
a,) € K(v), der sammenholdt med den
a, ). O

(f(y—cx),9(2))k(y) = (f(v = cx), g(2))
Da a = 7 —cf € K(v) fas, at K(
)

BEMARKNING. Separabilitetsforudsaetningen i Abel-Steinitz’s saetning er veaesentlig.
Lad L = Zs(z,y) (dvs. legemet af brudne rationale funktioner i to variable = og y
over legemet Zs) og K = Zs(2%,y?) (dvs.: dellegemet af rationale funktioner i 22 og
y?). Her er [L : K| = 4, idet 1, z, y, zy er en basis for L betragtet som vektorrum

over K. Men L/K er ikke simpel, idet a? € K for ethvert « € L, dvs. [K(a) : K] < 2.

ENDELIGE LEGEMER.

Vi viser fgrst en satning om elementantallet for et endeligt legeme.
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Saetning 24. Antallet af elementer i et endeligt legeme K er en primtalspotens.

Bevis. Da K er endelig, ma karakteristikken af K veere et primtal p. Legemet K
ma derfor indeholde legemet Z, som dellegeme. Betragtet som vektorrum over Z,
ma K have endelig dimension n, hvor n er et naturligt tal. Lad wq,...,w, veere en
basis for K over Z,. Ethvert element i K kan da pa entydig made skrives pa formen
awi +- - -+apwy, hvor ay, ... , a, gennemlgber Z,. Legemet K ma derfor have netop
p"™ elementer.

g

Vi viser nu en art omvending:

Saetning 25. Til enhver primtalspotens p™ findes ét og panaer isomorfi kun ét legeme
med p"™ elementer.

Bevis. 1) Eksistens. Lad M veere spaltningslegemet for polynomiet f(z) = 2?" — x
over Z,. Da f'(z) = —1, har f(z) (ifl. Seetning 19) preecist p" forskellige rgdder
indenfor M.

Ved direkte udregning ses, at f(a) =0o0g f(6) =0= f(a£p) =0, f(a-5) =0
og f(%) =0 (8 #0), dvs. de p™ rodder til f(x) udger et dellegeme K af M. K er
saledes et legeme med p™ elementer. I gvrigt ser man, at K = M; thi f(x) spaltes til
bunds i 1.gradsfaktorer indenfor K og da f(x) har p™ forskellige rgdder og |K| = p™
kan f(z) ikke spaltes i 1.gradsfaktorer indenfor et segte dellegeme af K.

2) Entydighed. Lad K veere et legeme med p™ elementer. K ma have karakteristik
p og primlegeme Z,. Elementerne i K* = K \ {0} udger en multiplikativ gruppe af
orden p™ — 1. Ifglge Lagranges szetning er derfor a?” ~! =1 for alle o € K, a # 0, og
derfor er samtlige elementer i K rgdder i polynomiet 2" — 2. Dette har hgjst (endda
eksakt) p" rgdder. Derfor er K netop mengden af rodder til 2P" — z, og K saledes
spaltningslegemet for 2?" —  over Z,. Pa grund af spaltningslegemets entydighed
(Seetning 15) er K entydig bestemt panger isomorfi. O

DEFINITION. For en primtalspotens p™ kaldes det i henhold til ovennaevnte Saetning
panger isomorfi entydigt bestemte legeme med p™ elementer “Galoisfeltet” og betegnes
GF(p") eller Fpn. ( For n = 1 findes saledes tre benaevnelser for legemet med p
elementer: Z,, GF(p) og F,!)

Seetning 26. For et givet primtal p gaelder GF(p™) € GF(p") & m|n. (“C” skal
lzeses: “isomorf med et dellegeme af”).

Bevis. “=" Da de multiplikative grupper af de fra 0 forskellige elementer i GF(p™)
(resp. GF(p")) har orden p™ — 1 (resp. p" — 1) ses, at GF(p™) & GF(p") =
p™ —1lp" — 1.

Skrivn = mg+r, 0= r < m. Daer p” = (p™)?-p" = p" (mod p™ — 1)
og dermed p" — 1 == p" — 1 mod (p"™ — 1). Men p" —1]p" —1,sap" —1 =0
mod (p™ — 1) dvs.: (p™ — 1)|p” — 1) hvilket kun er muligt, dersom r = 0 dvs.: m|n.
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“mn=pm—1pt—1= @ 11| (2P " =1) = (2P —2) | (2P —1) =
spaltningslegemet (over Z,) for (z?" —x) 2 spaltningslegemet (over Z,,) for (27" —x).
Dvs.: GF(p") 2 GF(p™). O

Vi giver nu en helt konkret talteoretisk anvendelse af ovenstaende, idet vi udleder
en explicit formel for antallet 7w(n) af normerede irreducible n’te gradspolynomier
over Zy.

Lad 27" —z = II p(x), hvor p(z) gennemlgber de (over Z,) normerede irreducible
faktorer i zP" —z. GF(p") = spaltningslegemet for 2" —z. Hvis o € GF(p™), p(a) =
0 er [Zy() : Zp) = graden d af p(z), dvs.: [Z,(a) : Zpy] = d dvs.: |Z,(a)| = p? = d|n.

Omvendt vil ethvert irreducibelt polynomium ¢(z) € Z,[X] af grad d, hvor d|n
veere en divisor i 27" — . Lad L = Z,(a), hvor a rod i ¢(z), (eller ¢(x) = Irr(a, Z,)).
Da er [L;Z,) = d = |L| = p®. Men da er « rod i 27" — 2 og dermed vil ¢(z) =
Irr(a,Zp)|mpd — z|zP” —z.

Da 2P" — 2 ikke har multiple faktorer, bliver de irreducible faktorer p(x) i frem-
stillingen 2P" — z = TIp(z) netop mengden af (normerede) irreducible polynomier,
hvis grad er en divisor i n. Herved fas formlen p™ =3_,, d-7(d).

For herved at finde m(d) far vi brug for den (fra talteorien kendte) Mébius-funktion
p(n), defineret pa N ved

1 for n=1,
pn)=<¢ 0 hvis n er delelig med et kvadrat > 1,

(=" hvis n = py - - - p,, hvor py,...,p, er indbyrdes forskellige primtal.
Seetning 27.

1 forn=1

%H(d):{ﬂ forn > 1.

Bevis. For n =1 er seetningen klar. For n > 1, lad n = p{* ...p¢" p; # p; for i # j;
da bliver

Sut)=> (M) = -1 =o.

d|n v=0
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Ved Saetning 27 fas:

S piu(d) = S ) - S 6x(5) b =

d|n d|n 3%

S dr(@)utd) = 3 om(6) - 4 3 uld) § =
d,5 sln d| 2

d-8|n

n-m(n).

Dvs. vi finder fglgende explicitte udtryk for 7(n):

w(n) = - pEa(d).
d|n

DISKRIMIMANT FOR ET POLYNOMIUM.

Vi indfgrer nu en klassisk invariant, der har stor betydning ikke mindst for eks-
plicitte (numeriske) spgrgsmal angaende rgdderne i et polynomium.

Hertil betragter vi fgrst fglgende polynomium i n variable x1,--- , x,:
1 oz 22 - 2t
1 oz x3 - it
A(.’L‘l,xQ,-.-,CEn): H (.’172—-'17]): 2 2 2
>i>j>1 o
n>t>j5> 1 T LE‘% xz—l

der spiller en vigtig rolle ved indfgrelse af diskriminant. Den eksplicitte udregning
af ovenstaende determinant (kaldet Vandermondes determinant) er gennemfort i Ap-
pendiks bagest i disse noter.

Abenbart geelder for en permutation o € S, at

A( ) Az, z9,..., %) nar o er lige

(1), Lo (2)s- -+ T = . _

o(1) 2o (2) () —A(z1,29,...,%y) nar o er ulige
Specielt er d(z1, T2, ..., 2,) = [A(x1, 22, ..., 2,)]? et symmetrisk polynomium.

Lad nu K vare et vilkarligt legeme og f(T) = T" +bT" ! +---4b,, et normeret
polynomium i K[T]. Hvis (1, (2, ... , OBy er rodderne til f(T') i spaltningslegemet for
f(T) over K defineres diskriminanten disk(f) for f som

d(B1, Bar - 80) = [ (B -8

n>i>j>1



Matematisk Institut Mat 3AL 2.27

Da d(x1,z9,...,z,) er symmetrisk, kan d(x1,zo,...,z,) iflg. hovedssetningen om
symmetriske polynomier skrives som et polynomium (med koefficienter i K) i de
elementaersymmetriske polynomier af x1,xs,...,x,. Ved indsstning af (; for zq,
B2 for xa, osv. ses, at d(B1, B2, ..., n) bliver et polynomium (med koefficienter fra
K) i by,by,...,b,, idet de elementeersymmetriske polynomier af z,xs, ..., x, ved
indseetning af (31 for x1, (o for xo, osv. pa neer fortegnene netop giver by, by osv.

Specielt ses, at diskriminanten disk(f) for et polynomium f med koefficienter i
legemet K er et element i K. Af definitionen ses umiddelbart, at f har lutter simple
rgdder hvis og kun hvis disk(f) # 0.

Vi giver her en simpel satning, der ofte kan veere til nytte.

Saetning 28. Lad K vaere et legeme og M spaltningslegemet over K for et normeret
n-te gradspolynomium f(z) € K[X]. Da vil \/disk(f) vaere et element i M.

Bevis. Lad (1,..., 3, vere rodderne til f(x). Da vil A(f,...,[,) abenbart veere
et element i M. Da disk(f) = [A(B1,-..,00)]%, vil \/disk(f) tilhgre M. O

Lad os udregne diskriminanten for polynomier af anden og tredie grad.
Det ses let, at disk(7? + a;T + az) = a? — 4as.
For trediegradspolynomier betragter vi polynomiet T + pT + q. Hvis rodderne

er 31,32 og B3, geelder
B1+ P2+ P3=0

Bi1B2 + 5183 + B2f3 = p
Bi1B2B3 = —q .

For potenssummerne
Py = By + B3+ B3

fas da
P =0
Pg = —2p
og idet
3
(83 +pBi +4q) =0
i=1
og
3

> (B +pB +4Bi) =0

=1

udledes P3 = —3q og P, = 2p?.
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Nu er X )
disk(T” + pT + q) = [(B2 — B1)(Bs — B2)(Bs — B1)]* =
1 g B2 |3 P P 3 0 -2
1 B B3| =|PL Po Ps=| 0 —2p =3¢
1 Bg ﬁg) PQ P3 P4 —2p —3q 2p2
= —27¢* — 4p® .

For et trediegradspolynomium med reelle koefficienter kan antallet af reelle rgdder
aflaeses af diskriminanten, idet

Seetning 29. Lad f(x) veere et normeret trediegradspolynomium med reelle koeffi-
cienter. Da geelder

disk(f) > 0 < f har tre forskellige reelle radder;

disk(f) = 0 < f har en multipel rod;

disk(f) < 0 < f har netop én reel rod.

Bewvis. Ovelse.

Mere alment geelder fglgende

Saetning 30. Lad f(z) veere et normeret n-te gradspolynomium med reelle koeffi-
cienter.

i) disk(f) = 0 netop nar f(x) har multiple rgdder.

Antag f(x) har lutter simple rodder. Lad ry veere antallet af reelle rodder og ro
antallet af par af komplekst konjugerede rodder (dvs. r1 + 2rs = n).

ii) disk(f) er positiv netop nar ry er lige.

iii) disk(f) er negativ netop nar ro er ulige.

Bewvis. Udsagnet i) er klart.
Antag nu f(z) har n simple rgdder 1, ..., 3,. Da er diskriminanten disk(f) =

[A(ﬁh s 7ﬁn)]2~
Nu er .
1 5 ﬁ% e 711—1
1 2 ... n—
A(Blv-'- 76”) - 62 ﬁQ 2
1 6, B st
Ved anvendelse af kompleks konjugering pa A(fy, ..., [3,) vil der i ovenstaende
determinant ske en ombytning af ro rackker.
Hvis ry er lige, vil A(fy, . .. , B, ) derfor veere invariant under kompleks konjugering
og séledes vaere et reelt tal. Kvadratet disk(f) = [A(B,...,5,)]? ma da veere et

positivt tal.

Hvis 7o er ulige, vil A(fy,...,0,) skifte fortegn ved kompleks konjugering og
séledes veere af formen /—1-(et reelt tal). Kvadratet disk(f) = [A(B1, ..., 3,)]? ma
da vaere et negativt tal. O
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Til eksplicit beregning af diskriminanter er fglgende ofte nyttig
Seetning 31. Lad f(T)=T"+bT" ' +---+b, vere et polynomium med rgdderne

n(n—1)

Buo. . Daer disk(f) = ()5 [T /(30)

n

Bevis. Ud fra regnereglerne for formel differentiation fas for f(7') = [[(T — 3;), at
i=1
F{(T)=(T = B2) (T = Bn) + (T = B)(T = Bs) - (T = )
+o+ (T =B)(T = B2) (T = Bp-1) -

=1

Heraf fas, at [] f/(8;) bliver produktet

(B1—B2) - (B —B3)--- (B — Bn)
(B2 = B1) - (B2 —B3) -+ (B2 — Bn)

(Bo— 1) - (B — B2) - (B — Bur)

n(n—1) n(n—1)

=(=1)" 7 d(Bi,...,Bn) = (=1)" 7 disk(f) .

U
Seetning 32. Diskriminanten for polynomiet f(T) =T" — 1 er n”(—l)%.
Bevis. Abenbart er f/(T) = nT™'. For rgdderne 8, ..., [, gelder, at f1---f, =
(—=1)"~!, hvorfor vi ved anvendelse af saetning 31 far
. n(n—1) - n(n—1) - n—
disk(f)=(-1)" = [[FB) =07 ]
i=1 i=1
n n—1
nn=1) n n(n—1) n—1)2
i=1
(1) (no1)(n—2)
U

(JVELSE. Vis, at diskriminanten for polynomiet T4 + aT? + b er 16(a® — 4b)2b.
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Kapitel I11. Galoisteori

The essence of Galois Theory: The systematically developed connection between
two seemingly unrelated subjects, the theory of fields and the theory of groups.

More specifically, but in the same line, is the idea of studying a mathematical
object by its group of automorphisms, an idea emphasized in Klein’s Erlanger Pro-
gram, which has been accepted as a powerful tool in a great variety of mathematical
disciplines.

The Galois Theory of field extensions combines the esthetic appeal of a theory
of nearly perfect beauty with the technical development and difficulty that reveal the
depth of the theory and that make possible its great usefulness primarily in algebraic
number theory and related parts of algebraic geometry.

( Fra Roger Lyndon i:
Encyclopedia of Mathematics and Its Applications)

Indledende begreber og satninger.

En automorfi for et legeme L er en bijektiv afbildning af L pa sig selv, der ogsa
er en isomorfi, dvs. en bijektiv afbildning o, der férer sum over i sum og produkt
over i produkt: o(z +y) = o(x) + o(y) og o(xy) = o(x)o(y) for alle z,y € L.
Maengden Aut(L) af alle automorfier for L udggr en gruppe med sammensaetning
som komposition. Denne gruppes neutrale element er identitetsafbildningen, der
sender ethvert element i L over i sig selv. Denne afbildning betegnes 1, eller e.

Hvis S er en vilkarlig delmaengde af Aut(L) defineres fixpunktsmaengden F(S)
som F(S)={rx € L|ox=2xVoeS}

F(S) ses let at veere et dellegeme af L og kaldes fixpunktslegemet for S.

ExSEMPEL. Lad L = C og o = overgang til kompleks-konjugeret, da er F({o}) = R.

Lad K vere et dellegeme af L. Vi definerer
Gr(L/K)={c € Aut(L) | ores,xk = 1x} ={o € Aut(L) | ok = k Vk € K}.

Gr(L/K) ses let at veere en undergruppe i Aut(L). Den kaldes for den relative
automorfigruppe for L over K.
Af definitionen fglger umiddelbart:

1) F(Cr(L/K)) 2 K
2) Gr(L/F(S)) 28

I almindelighed gaelder ikke =i 1) og 2).

BEMARKNING. Hvis der gaelder = i 2) da ma S veere undergruppe i Aut(L).

Til bestemmelse af den relative automorfigruppe er fglgende ofte meget nyttig:
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Praktisk Lemma. Lad L/K vere en vilkarlig legemsudvidelse og f(x) = x™ +
a1x" "t + .-+ +a, et (ikke ngdvendigvis irreducibelt) polynomium i K[X]. Hvis «
er et element i L og er rod i f(x), da er ogsa o(a) rod i f(x) for enhver automorfi
o€ Gr(L/K).

Bevis. Da v er rod i f(x), er
a" +ara" - ta, =0
Ved at anvende automorfien o pa hver side i ovenstaende ligning fas
(o(a)" +ar(o(a)" ™+ +a, =0 (x)

hvor vi har udnyttet, at aj,---a, er fixe under automorfien o. Men ligningen (x)
betyder netop, at o(a) er rod i f(x). O

EksempeL. L = C, K =R, Gr(L/K) = {11, kompleks-konjugering}. Her er
F(Gr(L/K)) = K.(Benyt Praktisk Lemma.)

EKSEMPEL. L = Q(v2), K =Q, Gr(L/K)= {1, o} hvor o(a+bv2) = a—bv/2;
a,b e Q. Her er F(Gr(L/K)) = K.(Benyt Praktisk Lemma.)

EKSEMPEL. L = Q(v2), K = Q, Gr(L/K) = 1. Her er F(Gr(L/K)) = L 2
K .(Benyt Praktisk Lemma.)

EKSEMPEL. L =R, K = Q. Her er Gr(L/K) =1 dvs.: F(Gr(L/K)) = L. (Beviset
er ikke trivielt.)

EKSEMPEL. L = C, K = Q, Gr(L/K) = Aut(C) har kardinalitet 22"° og F(Gr(L/K))
K (Beviset er ikke trivielt.)

Ovenstaende eksempler refererer sig til 1).

EKSEMPEL. Vi viser det kan heende at 2) har 2 (og S en gruppe). L = C(X),
K =C, § = alle “translationer”

S={oeAutC(X) | 068) _ gg:;}

hvor a gennemlgber C. Her er F(S) = C og Gr(L/F(S)) 2 S, idet  — = inducerer
automorfi i Gr(C(X)/C) der ikke tilhgrer S.

DEFINITION. L 2 K kaldes en normal udvidelse, hvis K = F(Gr(L/K)). Hvis
ydermere [L : K] < oo kaldes L en endelig normal udvidelse af K.
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Saetning 1. Hvis M er spaltningslegemet over legemet K for et separabelt polyno-
mium f(z) € K[X], da er M en endelig normal udvidelse af K.

Bevis. [M : K| < oo er klart. Hvis alle rédderne til f(x) ligger i K, er M = K, og der
er intet at bevise. Sa lad os antage at M 2 K. Vi kan da veelge rgdder aq, ..., ay til
f(x),sa M = K(ay,...,04) og K G K(a1) G K(a,00) G-+ G K(ag, oy 00) = M.
Vi skal vise, at Vg € M\ K Jo € Gr(M/K) sa o(3) # .

Antag 0 € K(ay,...,a;) \ K(ai,...,a;—1). For at lette notationen seettes L =

K(ay,...,a;—1), vy =«ay;. Altsa g € L(v), 8 ¢ L. Nu ma galde:

Irr (v, L)} Irr(y, K) ‘f(a;) )

Da f(x) er separabel, har Irr(y, K) og dermed specielt Irr(y, L) lutter simple rgdder.
Hvis [L(v) : L] = Grad(Irr(y, L)) = n, har Irr(y, L) altsa preecist n indbyrdes
forskellige rgdder 71,72, ..., Vn, hvor f.eks. v = ;.
[ kan skrives pa formen

ﬁ:ao—l—al'y-l—----l—an_l'y”_l, ag,...,ap_1 € L

og B¢ L= a; #0 for mindst et ¢ = 1.

Ikke alle elementerne ag + a17y; + -+ + an_lyjn_l, j=1,2,....,n kan veere = (.
Thi ellers ville det egentlige polynomium 3 — a9 — a1z — -+ - — ap_12" ! af grad < n
have n rgdder 71, ..., vn.

Antag f.eks. ag + a1y +--- + an_wS_l # 0.

Ifslge entydighedssaetningen vedrgrende adjunktion af en rod til et irreducibelt
polynomium findes en isomorfi ¢ : L(y) — L(v2) sa ¢res,. = 11, 0g ¢(v) = 72.

L(7) L(v2)

Her er ¢(8) = p(ao + a1y + -+ + a1y 1) = ao + a1y2 + -+ ay_1y3 ', der

ifplge ovenstaende er # 3. Nu er M spaltningslegeme for f(x) over L(7y) og M er
spaltningslegeme for f(z) over L(72).

Da f(x) € K[X] & L[X] vil f(z) ved den af ¢ inducerede afbildning af polynomi-
umsringene L(v)[X] — L(v2)[X] fores over i sig selv. Ifplge seetningen om entydighed
af spaltningslegemet kan ¢ fortsasettes til en automorfi ¢ : M — M. ¢ har egenska-
berne p(5) # 0 08 Pres,xk = 1k dvs.: ¢ er automorfi i Gr(M/K) med den gnskede
egenskab. O
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EKSEMPEL. M = K(T), f(z) = (z —T)(z—3) = 2> - (T + 3)z +1. M
er spaltningslegeme for f(z) over L = K(T + %) f(x) er gjensynlig separabel.
Gr(M/L) = {1, og o}, hvor o(g(T)) = g(%) for g(T) € K(T). Heraf fas
9(T) = g(7) < g = brudden rational funktion af T’ + .

EKSEMPEL. M = K(x1,...,2y), L = K(s1,...,8n), hvor s1,..., s, er de elementar-
symmetriske polynomier s; = x1+---4+x,, So = T1To+T1T3+  + Ty 1Tn, ..., Sp =
1., fY)= —21) ... (Y —2,) =YY" =51V Lo 4 (=1)s, € L]Y]. M
er spaltningslegeme for f(y) over L og f(y) separabelt. Ifglge ovenstaende satning
er L = F(Gr(M/L)); automorfierne i Gr(M /L) er netop dem, der induceres af de n!
permutationer af de n variable x1, ..., z,. Hvilken “klassisk” sesetning fas herved ?

Seetning 2. Idet GF(p™) som saedvanlig betegner legemet med p™ elementer, gelder:
Gr(GF(p™)/Z,) er cyklisk af orden n og frembringes af den automorfi (”Frobenius-
automorfien” ), der sender ethvert element over i dets p-te potens.

Bevis. Veelg a € GF(p") sa GF(p") = Z,(«). Lad f(z) = Irr(e, Zp). En automorfi
o € Gr(GF(p™)/Z,) er entydigt bestemt ved veerdien pa c«; derfor er der hgjst n
muligheder for 0. Pa den anden side er (som tidligere vist): o : a — a? (potensering
med p) en automorfi. Her er o™ = identiteten, og o° # identiteten for 0 < i <
n. Thi ellers var alle elementer i GF(p™) rgdder i polynomiet XP' — X, hvilket
er umuligt, da GF(p™) har p" elementer. Altsa bestar Gr(GF(p")/Z,) netop af

potenserne o, 02,...,0" = e. ]
Saetning 3. Enhver maengde af indbyrdes forskellige automorfier o1, ...,0, i et le-
geme L er uafhaengig, dvs. hvis ai1,...,a, € L og ayo1(x) + -+ + apo,(z) = 0 for
allex € L,daera; =---=a, =0.

Bewvis. Induktion efter n.
Tilfeeldet n = 1 er klart. Thi for z =1 er ajo1(1) = a; = 0.
Angaende n — 1 — n:

Antag, at

ai01(x) +azoz(x) + - +apon(x) =0V € L. (%)
For ethvert b € L er a;o1(bx) + azo2(bz) + - - - + ano,(br) = 0 Vo € L eller
a101(b)o1(z) + azoz(b)or(z) + - - - + apop(b)o,(z) =0Ve € L.
Ved multiplikation af (%) med oy (b) fas
ayo1(b)oi(x) + azoy(b)os(x) + -+ ano1(b)o,(c) =0Vr € L
og hermed
az(o2(b) — o1(b))oa(z) + - - - + an(on(b) —o1(b))on(x) =0Vr € L.

Veelges b € L sa 0,(b) # 01(b) giver induktionsantagelsen at a,, = 0. Indsat i () fas
(igen ved induktionsantagelsen), at a3 = --- = a,,—1 = 0. O
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Seetning 4. Lad o04,...,0, vere indbyrdes forskellige automorfier i L, og lad K
veere et legeme,der er indeholdt i F({o1,...,0,}). Daer [L: K| 2 n.

Bevis. Indirekte. Antag [L : K| = r < n. Lad wy,...,w, vere en basis for L som

vektorrum over K. Det homogene ligningssystem

r101(wy) + -+ zpop(w) =0

()

r101(wp) + -+ zpop(wy) =0

har egentlig lgsning i L, da r < n (seetning fra Mat 11). Et vilkarligt element 3 € L
kan skrives f = ajwy + - -+ + ayw,, hvor ay,...,a, € K. Pa grund af (xx) gaelder:

z101(B) + -+ zpon(B) =0

dvs. modstrid med foregaende saetning. 0

Saetning 5. Lad G veare en gruppe af automorfier i L. Da gelder [L : F(G)] = |G|
(forstaet saledes, at hvis den ene side er endelig, er den anden ogsa, og da = den
forste).

Bevis. Pa grund af den foregaende seetning er det nok at betragte tilfeeldet, hvor G
er endelig. Antag G har orden n (< 00). Igen pa grund af den foregaende ssetning
er det nok at vise [L : F(G)] = n. Vi skal hertil vise, at hvilke som helst (n + 1)
elementer i L er linesert afthaengige over F(G).

Hertil to lemmaer:
Lemma 1. For ethvert x € L er “sporet” S(x) = > .. 0(x) et element i F(G).
Bevis. For ethvert o’ € G er o' (S(x)) =) cqo'o(x) = cqo(x) = S(x). O
Lemma 2. 3z € L sa S(x) # 0.

Bewvis. Anvend ssetning 3 om uafthaengighed af forskellige automorfier. OJ

Nu tilbage til beviset for seetning 5. Lad G = {o1,...,0,}.
Det homogene lineaere ligningssystem, hvor wy, . ..,wy,11 er vilkarlige elementer i
L

Y

zroy (W) + -+ Tppiop (Wnpn) =0

z10, (w1) + - 4 Tpy10,  (Wag1) =0

IEt homogent linezert ligningssystem har en egentlig lgsning, nar antallet af ubekendte er stgrre
end antallet af ligninger.
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har egentlig lgsning (z1,...,2,4+1) 1 L. Vi kan antage =1 # 0 og ved multiplikation
med passende element i L kan vi (p.gr. af Lemma 2) opna S(z1) # 0.
Ved anvendelse af automorfierne o1, ..., 0, pa ovenstaende ligningssystem fas

S(:z;l)wl + -+ S(mn+1)wn+1 =0
dvs.: wi,...,wn41 er linesert athengige over F(G). O

(Bemerkning. Ovenstaende szetning geelder ikke for uendelige kardinaltal.)
Korollar 1. For en endelig gruppe G af automorfier i L gelder: Gr(L/F(G)) = G.

Bevis. Det er klart at Gr(L/F(G)) 2 G. Lad os nu vise den modsatte inklusion.
Antag G har orden n. Daer [L : F(G)] = n. Pa grund af Seetning 5 kan Gr(L/F(Q))
ikke indeholde flere automorfier end de i G' forekommende. U

Korollar 2. Forskellige endelige automorfigrupper i L har forskellige fixpunktslege-
mer.

Vi minder om begrebet normal udvidelse. L/K er endelig normal, hvis [L : K] <
o og K = F(Gr(L/K)). Gr(L/K) kaldes Galoisgruppen for LK.

Pa grund af ovenstaende vil ordenen af Galoisgruppen Gr(L/K) veere lig dimen-
sionen [L : K.

Endvidere gaelder abenbart for en endelig udvidelse L/K, at L/K normal < K =
fixpunktslegeme for en gruppe af automorfier i L.

EKSEMPEL. Q(v/2)/Q er normal, Q(4/2)/Q er ikke normal.

EKSEMPEL. Q(v/2,/3)/Q er normal og Gr(Q(v/2,v3)/Q) ~ Kleins Viergruppe
(hvorfor 7)

Vi giver nu en meget vigtig karakterisering af de endelige normal udvidelser.

Seetning 6. L/K endelig normal < L = spaltningslegemet for et separabelt poly-
nomium f(x) over K.

Bevis. “<” er tidligere vist (Seetning 1).
“=" fas som konsekvens af

Seetning 7. Lad L/K vare en endelig normal udvidelse. Hvis et i K[X| irreducibelt
polynomium p(zx) har blot én rod « € L, da ligger samtlige rodder til p(x) i L og
disse er alle simple, og de er de forskellige blandt {o(«) | 0 € Gr(L/K)}.Specielt er
p(z) separabelt.

Bevis. Idet p(x) antages normeret, er p(z) = Irr(o, K). Lad o1(w),...,0;(a) veere
de indbyrdes forskellige elementer i meengden {o(a) | ¢ € Gr(L/K)}. For enhver
automorfi 7 € Gr(L/K) bliver da {701(a),...,70j(a)} = {o1(a),...,0;(c)}.
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Lad 7 veere den af 7 inducerede automorfi af L[X] pa sig selv. (7 (polynomium
i L[ X]) = det polynomium der fas ved koefficientvis anvendelse af 7). Lad f(z) =
[z —o1(a)] [z —0j(a)]. Daer

7f(x) =[x —T0o1()] - - [x — 10, ()] = f(x).

Dette geelder for alle 7 € Gr(L/K), dvs.: f(x) har koefficienter 1 F(Gr(L/K)) =
f(z) er altsa et polynomium i K[X] og f(«) =0, derfor vil p(z) = Irr(e, K)| f(z).
Pa den anden side geelder (ifl. Praktisk Lemma) at p( )=0=p(o(a)) =0V0o €
Gr(L/K). Fglgelig er hvert af elementerne o1 (a), ..., 0;(a) rodder i p(z) og dermed
vil f(z) =[x —o1(a)] -+ [z — 0j(a)] | p(x). Men sa er f(x) og p(z) altsa normerede
polynomier, for hvilke f(z) | p(x) og p(x) | f(x). Dette medfgrer f(x) = p(x). O

Nu tilbage til beviset for “=" i Saetning 6.

Den lige viste seetning indebserer specielt, at enhver endelig normal udvidelse
er separabel. Ifplge Abel-Steinitz’s seetning er L/K simpel dvs.: L = K(a) for
passende a € L. p(x) = Irr(a, K) spaltes pa grund af den lige viste saetning til bunds
i 1-gradsfaktorer inden for L, og intet segte dellegeme af L indholdende K har denne
egenskab; altsa er L spaltningslegeme for Irr(a, K) og Irr(a, K) er separabelt. OJ

Vi giver endnu en karakterisering af endelige normale udvidelser.

Saetning 8. For en endelig udvidelse L/K gelder: L/K normal < L/K separabel
og ethvert irreducibelt polynomium i K[X| med blot én rod i L har samtlige rodder
ilL.

Bevis. “=" er allerede vist.

“<” Pa grund af Abel-Steinitz’s ssetning er L = K («) for et passende o« € L. L
er derfor spaltningslegeme for det separable polynomium p(z) = Irr(a, K). O

BEMZERKNING. Hos nogle forfattere kaldes en endelig udvidelse L/K normal, hvis
ethvert i K|[z| irreducibelt polynomium med blot én rod i L har samtlige rodder i
L, mens en udvidelse, der er normal i disse noters terminologi, kaldes Galois’sk. For
fuldkomne legemer, specielt legemer af karakteristik 0, stemmer de to definitioner
overens.

Seetning 9. Antag M O L O K, M/K endelig, normal. Da er M /L endelig, normal.

Bevis. M/K endelig normal = M = spaltningslegeme for separabelt polynomium
f(z) over K = M = spaltningslegemet for f(z) over L = M /L endelig normal. [

EKSEMPEL. M 2 L 2 K, M/K endelig normal # L/K normal. Et modeksempel
fas ved at tage K = Q, L = Q(+/2), M = spaltningslegemet for 2> — 2 over Q. Ifglge
seetning 1 er M/Q normal, mens L/Q som tidligere omtalt ikke er normal.
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Saetning 10. Lad L/K vere endelig. Da findes et legeme M indeholdende L, sa
M/K er en endelig, normal udvidelse < L/K separabel.

Bevis. “=" Kklar.
“<” Ifplge Abel-Steinitz’s setning er L = K(«) for passende a € L. Hvis vi

lader M = veere spaltningslegemet over K for p(z) = Irr(a, K). Da er M en normal
udvidelse af K indeholdende L. O

Saetning 11. Lad L/K vere en vilkarlig udvidelse og « og [ elementer i L. Da
gaelder o og (3 separable over K = a+ (3, a - 3, %(ﬂ # 0) separable over K.

Bevis. Lad f(x) = Irr(a, K), g(z) = Irr(8, K). Polynomiet f(x)-g(x) er separabelt,
hvorfor spaltningslegemet M for f(z) - g(x) over K er en normal udvidelse af K. Vi
kan antage at M 2 K(a,3). Ifolge det ovenfor viste er M /K separabel, og o + (3,
a- B, %(ﬁ # 0) tilhgrer M. O

Ved hjelp af de foregaende saetninger er vi nu i stand til at bevise

Galoisteoriens hovedsaetning. M /K antages at veere en endelig normal udvidelse
med Galoisgruppe G = Gr(M/K). (Her er [M : K| = |G| (jvf. Saetning 5)). Da findes
en (1—1) forbindelse mellem undergrupperne i G og “mellemlegemerne” i M /K (dvs.:
dellegemer af M indeholdende K ). Denne (1 — 1) forbindelse fas pa folgende made:

Til ethvert mellemlegeme L tilordnes TL = Gr(M/L) (som er en undergruppe i
G); til enhver undergruppe H i G tilordnes fixpunktslegemet F(H) (K C F(H) C
M). Da geaelder

1) F(TL)= L, T(F(H)) = H (dette giver den omtalte (1 — 1) forbindelse).

2) ITL|=[M:L];[L: K]=|[G:TL].

3) Ly E Ly TLy 2TLs; Hy € Hy & F(Hy) 2 F(Ha).

4) For et mellemlegeme L gaelder: L/K normal < TL<G.

5) Hvis L/K er normal (hvorfor ifplge 4) TL<G) er Gr(L/K) = G/TL og enhver

automorfi i Gr(L/K) kan fortseettes til en automorfi i Gr(M/K).

Beuvis.

ad 1) F(TL) = L folger af Seetning 9, TF(H) = H folger af Korollar 1 til Seetning
5.

ad 2) Jvf. Seetning 5.

ad 3) De to pile = fra venstre mod hgjre er trivielle. Lad os nu betragte de modsatte
implikationer. Antag T'L; 2 TLy. Anvendes den (trivielle)= herpa, fas
F(TLy) € F(TLs), hvilket ifl. 1) netop betyder L; & Lo. Den anden pil <
fas ved et analogt argument.

ad 4) Hertil et
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Lemma. For et mellemlegeme L geelder: L/K normal < oL = L Vo € G.

Bevis. “=" Det er nok at godtgere oL € L for Vo € G (hvorfor ?).

Lad o € L, p(z) = Irr(a, K), da er o(«) (ifl. Praktisk Lemma) ogsa rod i p(x) for
Vo € G. Ifplge Seetning 7 er o(«) et element i L dvs.: o(«a) € L, for Va € L, Vo € G.

“<” Da M/K er normal, er M /K separabel, specielt er L/K separabel. Ifplge
Abel-Steinitz seetning er L = K(«) for et passende a € L. Rgdderne til p(z) =
Irr(a, K) er (Seetning 7) elementerne o(a), o € G.

Da oL = L ligger alle disse rgdder i L, der herved ses at blive spaltningslegeme
for det separable polynomium p(z) over K, dvs.: L/K er normal ifl.Seetning 1. O

Vi anvender nu dette lemma til beviset for 4). Ifglge definitionen er TL = {0 € G |
o(l) =Vl e L}. For en automorfit € Ger T'(tL) ={oc € G| ol =1LVl € L} =
{oceG|t7 ot =¢Vlel}={0ceG |t lor e TL} = 7(TL)r~!. Altsa far vi

L/K normal < 7L=LVreG&T(tL)=TLVreG
& 1TLr ' =TLVr € G & TL<G.

ad 5) Antag L/K normal og dermed T'L<G.
Vi definerer en afbildning ¢ : G = Gr(M/K) — Gr(L/K) ved ¢(0) = ORes,L-

Ifplge ovenstaende lemma er opes r virkelig en automorfi for L (der er identiteten
pa K) dvs.: oRes,. € Gr(L/K). Derfor er ¢ en veldefineret homomorfi fra G ind i
Gr(L/K).

For kernen af denne homomorfi geelder Kerp = {0 € G | Ores. = 11} =
Gr(M/L) = TL. Derfor fas en isomorfi G/TL ~ oG € Gr(L/K). Nu er ifl. 2)
|G/TL| =L : K]. Endvidere er ifl. Seetning 5 |Gr(L/K)| = [L : K], hvorfor oG er en
undergruppe af Gr(L/K) af samme orden som Gr(L/K). Folgelig er oG = Gr(L/K).
O

Opgave. Lad M/L og L/K vere endelige normal udvidelser. Vis ved et eksempel,
at M /K ikke ngdvendigvis er en normal udvidelse.

Lad M/L og L/K vere endelige normale udvidelser og antag yderligere, at enhver
automorfi i Gr(L/K) kan fortsaettes til en automorfi for M. Vis, at dette medfgrer,
at M /K er en normal udvidelse. (Sammenhold dette med punkt 5 i Galoisteoriens
Hovedsatning.)

Supplement til Galoisteoriens hovedsatning. For to legemer L, Lo indeholdt
i M findes et mindste legeme (“kompositet’) der indeholder L; og L. Det beteg-
nes {Ljy, Lo} eller blot L;Ly. Tilsvarende for undergrupper Hy, Hs i given gruppe.
Kompositet bensevnes {H;i, Ho}. Med de i Galoisteoriens hovedsatning indferte
benaevnelser geelder da:
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T{Ly,Ls} = TL1 NTLo,
T(Ll N LQ) = {TLl, TLQ},
F(Hy N Hy) = {FHy, FHy},
f{Hl,HQ} :le ﬁ]:HQ

Bevis. Vi ngjes med at eftervise den farste:

{Ll,LQ} 2 L1 = TL1 2 T{Ll,LQ}
= T{Ll, LQ} g TLiNTLy
{Ll,LQ} 2 L2 = TLQ 2 T{Ll,LQ}

Endvidere

F(TLyNTLy) 2 FTL, = L,
= F(TLiNTLy) 2 {Ly, Ly}
F(TLyNTLy) 2 FTLy = Ly

= TLy NTLy € T{Ly, Ly} 0

Korollar. Med de foregaende betegnelser gaelder: L,/K normal og Lo/K normal
= L1 N Ly/K normal og {L1, L2}/K normal.

Vi skal nu vise en saetning, der kan veere nyttig til den praktiske bestemmelse af
Galoisgruppen for en normal udvidelse.

Seetning 12. Lad M vere spaltningslegemet over et legeme K for et n-tegradspo-
lynomium p(x) uden multiple rodder. Da findes en isomorfi ¢ af Galoisgruppen
Gr(M/K) pa en undergruppe i den symmetriske gruppe S,,. Derfor gaelder folgende:
[M : K] < n! og endda [M : K| | nl. Hvis p(z) er irreducibelt i K[X], er ¢ Gr(M/K)
en transitiv undergruppe i S, og man har: n < [M : K] < nlogenddan | [M : K] | n!

Bevis. M = K(ai,...,ap) hvor ai,...,«a, er de (indbyrdes forskellige) rodder i
p(z). En automorfi o € Gr(M/K) er entydig bestemt ved vaerdierne pa aq, ..., .
Ifplge Praktisk Lemma er elementerne o(cy), 1 < i < n, rgdder i p(x). Heraf

a1,y...,0p
gt (3 e

) ) er en permutation af rgdderne aq, ..., a,. Endvidere
a1,...,0n
olay),...,o(ay)
af Gr(M/K) ind i S,,; da o er entydig bestemt ved veerdierne pa «j, ..., a, bliver
¢ injektiv. Hvis p(z) antages at veere irreducibelt i K[X] medfgrer Seetning 7, at
©(Gr(M/K)) er en transitiv undergruppe i S,. Transitivitetsssetningen (Seetn.9 i
Kap.IT) medfgrer n | [M : K] , idet M indeholder f.eks. K («1), der har dimension n

over K. ]

bliver afbildningen Gr(M/K) —~ Sy , po = ( ) en homomorfi
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Seetning 12A. Lad M vere spaltningslegemet over et legeme K for et n-tegradspo-
lynomium p(z) uden multiple rodder og antag at karakteristikken for K er # 2. Da
vil for den i Saetning 12 indfprte isomorfi ¢ gelde, at ¢ Gr(M/K) er en undergruppe
i den alternerende gruppe A,, hvis og kun hvis diskriminanten disk(p) er kvadratet
af et element i K.

Bevis. M = K(aq,...,ay), hvor aq, ..., ay, er de indbyrdes forskellige rodder i p(z).
Vi betragter den i forrige se@tning indfgrte afbildning ¢ : Gr(M/K) — S,,.

Antag ¢(Gr(M/K) C A,. Daer A(ay,...,a,) = [](ay — ;) invariant over-

1>]

for alle automorfier i Gr(M/K), hvorfor A(ay,...,ay) € K. Derfor er disk(p) =
(A(aq, ..., a,))? kvadratet af et element i K.

Antag derneest, at ¢ Gr(M/K) ¢ A,. Dafindes o € Gr(M/K),saoA(a,...,a,) =
—A(aq,...,a,). Da K’s karakteristik ikke er 2 , er A(ayq,...,a,) ikke et element i
K og disk(p) dermed ikke kvadratet af et element i K. O

EKSEMPEL. Lad M vere spaltningslegemet for 23 — 2 over Q. x3 — 2 er irreducibelt
(Eisenstein) og separabelt. Ifglge foregaende saetning er Gr(M/Q) ~ transitiv under-
gruppe i S3. Da M = Q(+/2, p), hvor p er en fra 1 forskellig 39 enhedsrod —1+T7;\/§7
er [M:Q] =6 o0g Gr(M/Q) ~ Ss.

Opgave. Vis, at enhver udvidelse M af Q sa M/Q er normal og Gr(M/Q) = Ss fas
som spaltningslegeme for et irreducibelt 39¢ gradspolynomium over Q.

EKSEMPEL. Lad M vare spaltningslegeme for z* — 2 over Q. M = Q(+v/2,1), hvoraf
[M : Q] =8 (hvorfor ?)

Ifplge den ovenfor viste ssetning er Gr(M/Q) ~ transitiv undergruppe i Sy og
folgelig ~ diedergruppen D, af orden 8 (hvorfor ?)

En automorfi i Gr(M/Q) er entydigt bestemt ved vaerdierne pa v/2 og i. For
vaerdierne pa V/2 er der (ifl. Praktisk Lemma) fglgende muligheder: V2, —v/2,iv/2, —iv/2.
For veerdierne pa i er der mulighederne +i og —i. Da Gr(M/Q) har orden 8, kan
enhver af de ovenstaende 8 kombinationer realiseres eksakt én gang. Altsa bestar
Gr(M/Q) af fglgende automorfier:

0,02, 0% ot=e, 1, 10, T0%, T0>, hvor

(V2) = V2i, 0*(V2) = —V/2; 0®(V2) = —iV2; o*(V2) = V2
(i)=1i; 02(i) =i; o3(i) =1i; o*(i) =1

T(V2) = V2 10(V2) = —iv2 16%(V2) = —V2 163(V2) = iV2
( (i) = —i.

w

i) = —i 10(i) = —i T0%(i) = —i TO

Her er 72 = e, o7 = 10~ 1.
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Ved direkte udregning findes samtlige undergrupper i Gr(M/Q):

6

/\

{e, 70} e, 0%} {e, T} {e, 702}

//\\

{e,0? 70,703} , 02 {e,a% 7,70%}

\ /K/

r(M

Fra Galoisteoriens hovedsaetning ved vi at den indbyrdes placering af dellegemerne i
M er som i diagrammet ovenfor. De tilsvarende legemer bliver:

//\

1—z BO+)) QWi QW2 Qe

\ )
Q
Hyvilke af disse legemer er normale over Q7

Opgave*. Vis, at M = Q(v/2,v3,V/5) er normal over Q, [M : Q] = 8 og vis, at
GI‘(M/Q) ~ ZQ X ZQ X ZQ.

/

Opgave*. Lad f(x) veere et irreducibelt polynomium i Q[X] af grad n. Lad antallet
r af reelle rgdder til f(x) opfylde 0 < r < n. Lad M vere spaltningslegemet for f(z)
over Q (opfattet som dellegeme af de komplekse tals legeme C). Vis, at L = M NR
er en ikke-normal udvidelse af Q og [L : Q] = n.

1) Vis, at [M : Q] > 2n.

) Vis, at f(z) = 2% — 223 — 22 + 1 er irreducibel over Q (betragt f(z + 1)).
3) Vis, at antallet af reelle rgdder til f(z) er 2.

) Lad M veere spaltningslegemet for f(z) over Q. Bestem [M : Q] og Gr(M/Q).
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Opgave. Vis, at for spaltningslegemet M for % + 22 + 22 + x + 1 over Q gaelder, at
M/Q er normal og Gr(M/Q) er cyklisk af orden 4.

Opgave*™*. Vis, at M = Q(\/(Q —v/2)(3 — V/3)) er normal over Q, og at Gr(M/Q) er

2 quaterniongruppen af orden 8.

Translationssaetningen. Lad M og L vere udvidelseslegemer af et legeme K,
begge indeholdt i et feelles udvidelseslegeme af K. Antag M /K er endelig normal,
medens L kan veere en vilkarlig udvidelse af K. Da er kompositet M L normalt over
L og Gr(ML/L) ~ Gr(M/M N L). Specielt er ML : L] =[M : M N LJ.

Endvidere giver tilordningerne N — NL, (M NL S N S M) og A - AN M,
(LS AS ML) en (1 — 1) forbindelse mellem legemerne N mellem M N L og M og
legemerne A mellem L og ML, idet

NLAM =N og (A\AM)L=A.

Bevis. Da M/K er endelig normal, er M = K(«) for passende @ € M, og p(x) =
Irr(a, K) er separabelt. ML = L(«a) bliver da spaltningslegeme for p(x) over L,

hvorfor M L/L er normal.
Legemernes indbyrdes placering illustreres ved:

M——ML
MNL L
K

Hvis o er en automorfi i Gr(ML/L) vil oRes m veere automorfi i Gr(M/K) (hvor-
for 7) og afbildningen ¢ : Gr(ML/L) — Gr(M/K) defineret ved ¢o = oRes,m €r €n
homomorfi. Da o er entydigt bestemt ved veerdien pa a, er ¢ injektiv. ¢ Gr(ML/L)
er en undergruppe i Gr(M/K) og derfor ifslge Galoisteoriens hovedsaetning bestemt
ved F(p Gr(ML/L)). lfglge definitionen bliver

FleGr(ML/L)={m € M|o(m)=mVo € Gr(ML/L)} =
{m e Mm e F(Gr(ML/L) = L} = MN L.

Altsa bliver ¢ Gr(ML/L) = Gr(M/M N L). Da ¢ er injektiv fas herved den i trans-
lationsseetningen naevnte isomorfi. Specielt er [ML : L] = [M : M N LJ.
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For at vise seetningens sidste halvdel, skal godtggres

1) NLAM=N 2)  (ANM)L=A.
ad 1)
M———ML
N NL
MNL L
K

Det er klart, at NLNM 2 N. Nu er M/N normal, og idet ML = M(NL) er ifplge
seetningens forste del: [ML: NL] =[M : NLNM]. Da[M : MNL]=[ML: L] fas
herved: [NLNM : M NL|=[NL: L]

Lad N = (M NL)(p) for et passende 51 N; daer [N : MNL] = Grad(Irr(5, M N
L)) =2 Grad(Irr(8, L)) = [L(B) : L] = [NL : L]. Heraf: [N: MNL| =2 [NLNM :
MNL]. Dette sammenholdt med NLNM 2 N giver [N : MNL] = [NLNM : MNL]
og dermed NLN M = N.

ad 2)
M ML
MANA——A
(MNA)L
MNL L
K

Det er klart, at A 2 (M N A)L. Af beviset for punkt 1) fremgar (med N = M N A)
at (MNA)L: Ll =[MnNA:MnN L]. Ifplge translationsseetningens fgrste del er

[M:MNA=[ML:A] og [M:MNL]=[ML: L],
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og ifplge seetning 9 i kap. II (transitivitetsseetningen) fas da
[MNA:MNL=[A:L]
Folgelig er (M NA)L : L] = [A : L]. Sammenholdt med A 2 (M NA)L fas herved
A=(MnA)L.
O

Saetning om kompositet af normale udvidelser. Lad L og M vare endelige
normale udvidelser af et legeme K og antag L og M er indeholdt i et fzelles legeme.
Da er kompositet LM en endelig normal udvidelse af K og Galoisgruppen Gr(LM/K)
er isomorf med en undergruppe i det direkte produkt Gr(L/K)xG(M/K). Der bestar
en isomorfi Gr(LM/K) ~ Gr(L/K) x Gr(M/K) safremt LN M = K.

Bevis. Ifplge Seetning 6 findes separable polynomier f(x) og g(x) € K[X] sa L
(resp. M) er spaltningslegemet over K for f(z) (resp. g(x)). Lad ai,...,as (resp.
B, ..., 0t) veere redderne i f(x) (resp. g(z)). Daer LM = K(aq,...,as,01,...,0t)
spaltningslegemet over K for f(x)g(x) og derfor en endelig normal udvidelse af K,
(jvf. Seetning 6). Endvidere findes en veldefineret homomorf afbildning Gr(LM/K) —
Gr(L/K) x Gr(M/K) bestemt ved

o€ GI’(LM/K) = (Ures,L7 Ures,M) .
Da o er entydigt bestemt ved veerdierne pa aq,...,as, (1,..., 0 vil ovenstaende
afbildning vaere injektiv.
Safremt L N M = K giver Translationssaetningen, at
|Gr(LM/K)|=[LM : K] =[L: K|[M : K| =|Gr(L/K) x Gr(M/K)|
hvorfor den injektive afbildning

Gr(LM/K) — Gr(L/K) x Gr(M/K)

bliver surjektiv og dermed en isomorfi. 0

Opgave. Konstruer en endelig normal udvidelse M /Q, hvis Galoisgruppe er Z4 X Zo
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Kapitel IV. Cirkeldelingslegemer
og anvendelser heraf

ENHEDSRODDER OG CIRKELDELINGSPOLYNOMIER.

Vi skal i dette kapitel undersgge en vigtig klasse af normale udvidelser af de
rationale tals legeme Q. Historisk var disse de fgrste algebraiske udvidelser af QQ, der
blev undersggt mere indgaende.

Fgrst et par bemaerkninger om enhedsrgdder.

De komplekse lgsninger til ligningen x” = 1, dvs. e%k, 0 £ k < n, kaldes
de n’te enhedsrgdder. Disse udggr en multiplikativ cyklisk gruppe af orden n. En
n’te enhedsrod ¢ kaldes en primitiv n’te enhedsrod, hvis den frembringer gruppen af
n’te enhedsrgdder. Da gaelder: En n’te enhedsrod e er en primitiv n’te enhedsrod

&b £ 1, 0 <k <n. Helt elementeert vises

Lemma 1. Lad ¢ vaere en primitiv n’te enhedsrod. Da er folgende betingelser
akvivalente

1) €* er en primitiv n’te enhedsrod.
2) (k,n)=1 (dvs.: k og n indbyrdes primiske).

Bewvis. Simpel gvelse i gruppeteori. O

27i

Specielt er e™

k 1<k<mn, (k,n)=1, samtlige primitive n’te enhedsrgdder.

DEFINITION. Polynomiet F),(x) = [[1<k<n (x — 625”‘3) kaldes det n ’te cirkeldelings-
(k,n)=1
polynomium.
F, (z) har netop de primitive n’te enhedsrgdder som rgdder. Graden af F,, (x) er
©(n), hvor ¢(n) er den sakaldte ”Eulers p-funktion”, der er defineret som antallet af
primiske restklasser modulo n.

Seetning 1. F,(z) er et polynomium i Z[X].

Vi godtggr forst folgende lemma:
Lemma 2. " —1=[],, Fu(z).

Bevis. Enhver n’te enhedsrod er en primitiv d’te enhedsrod for (netop) én divisor d
i n. De to polynomier i lemmaet har derfor de samme rgdder og de er alle simple. [J

Beuis for setning 1. Induktion efter n:
For n =1 er udsagnet klart.



Matematisk Institut Mat 3AL 4.2

Antag F,,(x) € Z[X] for alle m < n. Ifglge ovenstaende lemma er (z" — 1) =

Fo(z). {Iamn Fa(x)}, hvor [] 4 Fa(z) er et normeret heltalspolynomium. Divi-
d<n d<n
sionsalgoritmen viser nu, at Fy,(z) € Z[X]. O

Vi giver nu en explicit formel for F,(x).
Seetning 2. F,(x) = Hdm(x% — 1) hvor p betegner Mobius funktionen.

Bevis. Under anvendelse af lemmaet og Seetning 27 i Kap. II fas:

H(x% _ u(d) _ H HF5 u(d) —

d|n dln d|%
[T Es@® =] Foa@)™% " = B.(@).
d,é,d6|n 6|n

U
Da F, (x) har grad ¢(n), hvor ¢(n) er Eulers p-funktion, fas ved gradsammenlig-

ning
Korollar. ¢(n) =3 ,, gu(d) =n-[[,,(1 - %), hvor p gennemlgber de forskellige
primdivisorer i n.

Nogle bemaerkninger angaende cirkeldelingspolynomiets udseende.

For n > 2 har F,,(x) lige grad og konstantleddet er 1.

Koefficenten til nzesthgjeste led (dvs. koefficienten til 29 ~1) er lig —pu(n), idet
summen af de primitive n’te enhedsrgdder er p(n) (jfr. opgave 85 i opgavesamlingen).

Hvis n hgjest er delelig med to forskellige ulige primtal, er alle koefficienterne i
F,(x) lig 0, 1 eller —1. (Beviset er elementeaert, men ikke trivielt.)

For n > 1 er F,(x) "reciprokt”, dvs. hvis a; er koefficienten til z', da er a; =
Ap(n)—i for 0 < i < (n).

Hvis p er et primtal, er Fj(x) = (2 —1)/(x — 1) = 2P ' + .- + 2+ 1.

Eksempler. Fl( )—:1:—1 Fy(z) = 2 + 1, Fg(x) =22 +z+1, Fy(z) = 2% +
1, Fs(z) = 2t + 23 + 2% + o + 1, FG( y=22 —x+ 1, Fg(z) = 2* + 1, Fy(a) =
20+ 23+ 1, Fio(z) = 2 — 22 + 22 — o+ 1, Fiao(x) = 2* — 22 + 1, Fi5(z) =
D L S I e N A T N

Ved beviset for den efterfglgende szetning far vi brug for fglgende

Lemma 3. Hvis f(z) og g(z) er normerede polynomier i Q[X] for hvilke f(z)-g(z) €
Z1X], da vil f(x) € Z[X] og g(x) € Z]X].

Bewis. Der findes naturlige tal a og b sa af(z) og bg(x) er primitive polynomier i
Z[X]. 1fl. Gauss’s lemma er produktet af(x)bg(x) = abf(z)g(x) ogsa et primitivt
polynomium i Z[X]. Men da ma ab vaere lig +1, hvorfor a og b ogsa ma vere 1.
Dette indebaerer, at f(x) og g(x) ma veere polynomier i Z[X]. O
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Saetning 3. F,(z) er irreducibelt i Q[X].

Bevis. Lad f(x) veere et normeret irreducibelt polynomium i Q[X]. Vi viser:

1° For en vilkarlig primitiv n’te enhedsrod € og et vilkarligt primtal p, der ikke
gar op i n galder:

f(e) =0= f(e") = 0.

Bevis for 1°: Da f(x) = Irr(e, Q) ma f(z) ga op i ™ — 1 indenfor Q[X]. Pa grund
af det foregaende lemma ma f(x) veere et polynomium i Z[X].

Vi betragter nu g(x) = Irr(eP, Q). Som for ses, at g(x) € Z[X]. Polynomiet g(zP)
har ¢ som rod, hvorfor f(z)|g(xP) indenfor Q[X] og dermed som fgr indenfor Z[X].
Vi har altsa

9(a") = f(z) - k(z), (%)

hvor k(x) € Z[X]. Antag nu f(eP) # 0. Da ville f(z) og g(z) veere to ikke associerede
irreducible polynomier i Q[X]. Begge gar op i " — 1 hvorfor (idet Q[X] er UFD)
f(z) - g(x)|z™ — 1 indenfor Q[X], og dermed som for indenfor Z[X], dvs.

" 1= f(2) - g(a) - hiz), (5)

hvor h(z) € Z[X]. B B B
For de polynomier f(z), g(z), h(z) og k(x) 1 Z,[X], der fas ved anvendelse af
homomorfien Z[X| — Z,[X], geelder p.gr. af (%) og (xx)

g(@)f = f(z) k(@), (%% %)

" — D= f(z)g(x) h(z), (% * %)

idet alment g(z?) = (g(x))P for polynomier i Z,[X].

Af (x % %) ses, at enhver irreducibel faktor 7(z) i f(z) ogsa ma forekomme i g(z),
hvorfor ligningen ( * %%) medfgrer at 2™ — (D (indenfor Z,[X]) ma vaere delelig med
kvadratet pa polynomiumet 7(x), der har grad > 0

2" — D=n(2)* q(z), 7(z),q(x) € Z,[X].
Ved formel differentiation fas
n " = m(z)2n’(2)q(x) + m(2)q' ()]
Da pin er @# 01 Z, dvs.: @har et inverst @ ' i Z, og af ovenstaende fas
O= n(z) {[27()a(z) + 7(2)q ()] x - @' — m(x)q(x)} € Z,[X],

hvilket er en modstrid, da 7(z) har grad > 0.
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2° Hvis et normeret irreducibelt polynomium f(z) € Q[X] har blot én primitiv
n’te enhedsrod € som rod, da vil samtlige primitive n’te enhedsrgdder vaere rgdder i
/().

Bevis for 2°: Enhver primitiv n’te enhedrod har formen ¥, hvor (k,n) = 1.
Eksponenten k skrives som produkt af (ens eller forskellige) primfaktorer. Ingen af
disse primfaktorer gar op i n. Udsagnet 2° fas nu ved successiv anvendelse af 1°.

3° F,(x) er irreducibelt i Q[X].

Bevis for 3°: Lad e vaere en primitiv n’te enhedsrod og lad f(z) = Irr(e, Q). Da
vil f(z) veere en divisor i F),(z). Ifplge 2° vil samtlige primitive n’te enhedsrgdder
veere rgdder 1 f(z). Dette medforer, at grad(f(z)) = ¢(n) = grad F},(z), hvorfor
F,(x) = f(x), da begge disse polynomier er normerede. Men f(x) er pr. definition
irreducibelt og derfor er F),(x) ogsa irreducibelt. O

DIRICHLETS SATNING OM PRIMTAL I ARITMETISKE PROGRES-
SIONER.

Vi gor her en lille digression, hvor vi anvender at F,(z) € Z[X].

Dirichlets bergmte saetning om primtal i aritmetiske progressioner udsiger, at for
ethvert par (a,n) af indbyrdes primiske naturlige tal findes uendeligt mange primtal,
der er = a (mod n). Vi viser denne satning i et vigtigt specialtilfaelde:

Dirichlets Seetning for a = 1. For ethvert naturligt tal n findes uendeligt mange
primtal, der er =1 (mod n).

Bevis. Udsagnet “For ethvert naturligt tal n findes et primtal, der er = 1 (mod n)”
medfgrer udsagnet: “For ethvert naturligt tal n findes uendeligt mange primtal, der
er =1 (mod n)”. (Hvorfor?)

Det er derfor nok at vise, at der til ethvert naturligt tal n findes et primtal der er
=1 (mod n).

Vi kan naturligvis antage n > 2.

Det gnskede udsagn er en konsekvens af folgende to pastande:

Pastand 1. For ethvert naturligt taln > 2 er |F,,(n)| > 1 og F,(n) dermed deleligt
med mindst et primtal.

Pastand 2. Enhver primdivisor p i Fy,(n) er =1 (mod n).

Bevis for pistand 1. Da Fo(n) = [] (n—e™'*) og hver faktor for n > 2 har
1<k<n
(k,n)=1

numerisk veerdi > 1, fas den gnskede ulighed.
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Bewis for pastand 2. Lad p veere en primdivisor i F,,(n), hvor n > 2. Da F,(x) har
konstantled 1, er F,,(n) =1 (mod n) og p kan derfor ikke ga op i n.

Som tidligere vist, er " — 1 = [] Fy(z), og ved at satte x = n ses, at n™ — 1 ma
d|n
vaere delelig med p.
Den gruppeteoretiske orden ¢ af restklassen @modulo p er derfor en divisor i n.

Vi haevder, at t = n. Antag nemlig ¢ < n. Da ville vi have en fremstilling

n

= R[] A
é

hvor § gennemlgber de divisorer § i n for hvilke § < n og ¢ ikke gar op i t. Ved at

o . n_ o . .
seette x = n ses, at Fj,(n) gar op i Zt—ll' Pa den anden side viser

n

n"—1 (nf)r -1
nt—1  nt—1

=)+ M2+ 4 nt 41

at

n
—14...+1=2 d
nt —1 ;,L t (mo p)
7 led

Ved kombination af ovenstaende ville man derfor fa, at p skulle ga op i % og dermed
i n, stridende mod vores fgrste observation.
Altsa er t = n, og eftersom den gruppeteoretiske orden af ethvert element i grup-

pen (Z, \ {0},.) er en divisor i p — 1 ses, at p=1 (mod n). O

CIRKELDELINGSLEGEMER.

27
n

Vi undersgger nu legemet Q,, = Q (e i), der kaldes det n’te cirkeldelingslegeme.

Q, er spaltningslegemet for 2™ — 1 over Q, hvorfor Q,,/Q er normal. Her er
[Q, : Q] = Grad (Irr (e%,(@)> = Grad F,(z) = ¢(n). Set ¢ = ei'. For en
automorfi 0 € Gr(Q,,/Q) ma (ifgplge Praktisk Lemma) gaelde o(e) = €%, hvor €% er

rod i F,(z), dvs. €* er en primitiv n’te enhedsrod, hvorfor (a,n) = 1, hvor a er
bestemt modulo n. Fglgelig fas en veldefineret afbildning:

(hvor Z; er de primiske restklasser

Gr(Q,/Q) 4> 77,

modulo n)

ved
(o) = @ (modulo n), hvis o(e) = .
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Da o er entydigt bestemt ved veerdien pa e, er ¢ injektiv. Eftersom | Gr(Q,,/Q)| =
Q. : Q] = p(n) = Ord(Z}), er ¢ surjektiv. De primiske restklasser Z} modulo n
udger en gruppe med multiplikation som komposition. (Z? er de invertible elementer
i Z,,). Endvidere er 1) en homomorfi:

Y(o102) bestemt ved oi09(e) = c¥(o102)

7a(e) = ¥ s g1 (0a(c)) = o (gwwz)) — (01(e))¥0e) =

Y(o2)
(51#(01)) — g¥(@)¥(92) qyg.. Y(o102) = P(01)Y(02) .

Vi har saledes vist

Saetning 4. Gr(Q,,/Q) ~ Z! (= den multiplikative gruppe af primiske restklasser
modulo n).
Specielt er Gr(Q,,/Q) abelsk.

Det er klart (iflg. Galoisteoriens hovedsatning) at ethvert dellegeme K C Q,, er
normalt over Q med abelsk Galoisgruppe Gr(K/Q) (~ Gr(Q,/Q)/ Gr(Q,/K)).

En klassisk, (dybtliggende) saetning giver en karakterisering af normale udvidelser
af Q med abelsk Galoisgruppe.

Kronecker—Webers Satning. Lad K/Q vere en endelig udvidelse. Da gaelder:
K/Q er normal med abelsk Galoisgruppe < K C Q,, for passende n.

Vi vil vise denne saetning i det (meget) specielle tilfeelde, hvor Gr(K/Q) er cyklisk
af orden 2.
Fgrst et ganske elementeaert lemma.

Lemma 4. Lad K vere et legeme af karakteristik 0 og L en kvadratisk udvidelse af
K, dvs. [L:K]=2.

i) Da findes et element a i K, sa L = K(+/a).

ii) Hvis K = Q, kan a veaelges som et helt rationalt kvadratfrit tal (dvs. a € Z og
a er ikke deleligt med kvadratet af noget primtal).

Bevis. ad i) For et vilkarligt & € L\ K vil L = K(«a). Polynomiet Irr(a, K') kan skri-
ves 22 + k12 + ko, hvor k; og ko tilhgrer K. Et brugbart a vil da veere diskriminanten
k3 — k.

ad ii) Pastanden fglger af, at til ethvert rationalt tal ¢ # 0 findes et rationalt ¢y,
s& qqi er et helt kvadratfrit tal.

g
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Beuvis for Kronecker- Webers setning for kvadratiske udvidelser af Q.

Pa grund af ovenstaende er det nok at vise, at Q(y/a) € Qy)q for ethvert kva-
dratfrit helt tal a. Dette sker i 4 skridt:

1. Vi bemaerker forst, at Q(v/—1) = Q4 og Q(v/—1,v?2) = Q(v/—1,v/—-2) = Qs.

2. For et naturligt tal n er QQ,, spaltningslegemet over Q for polynomiet =™ — 1.
Ifplge setning 28 i Kap.II ligger da y/disk(z™ — 1) 1 Q,,. I ssetning 32 i Kap. II har

(n=1)(n—2)
2

vi udregnet denne diskriminant til n”(—1) . Nar n er ulige, bliver diskrimi-

nanten (nnT_l)2 : (—l)nT_1 -n. Folgelig er Q(y/disk(z™ — 1)) = Q(y/n(—1)"z"), der

bliver

Q(y/n), hvis n =1 (mod 4) og
Q(+v/—n), hvis n = 3 (mod 4).

3. Nar n og m er naturlige tal og n gar op i m, da er abenbart Q,, € Q,,.

4. For ethvert kvadratfrit tal a gaelder Q(v/a) & Qyq)-

Der er to muligheder: i) a ulige og ii) a lige.

ad i) Vi skelner mellem tilfeeldet i1), hvor a er positiv og tilfseldet i2), hvor a er
negativ.

I tilfeelde i1) geelder ifl. punkt 2 og punkt 3 for a = 1 mod 4, at Q(y/a) € Q, €
Qujq)- I tilfeelde i1) geelder iff. punkt 1, punkt 2 og punkt 3 for @ = 3 mod 4, at

Q(va) € Q(V~-1.v~a) & Quq-

I tilfeelde i2) geelder, at Q(v/a) € Q(v/—1,+/] a|). Ifl. punkt 1, punkt 3 og det
ovenstaende tilfeelde i1) geelder da, at Q(v/a) & Q4jq)-

ad ii) Her er a = 2u, hvor u er ulige, idet a er kvadratfri. Abenbart er Q(y/a) €
Q(v/2, y/u), der [ifl. punkt 1, punkt 3 og det ovenstdende tilfeelde i)], er indeholdt i
QsQ4ju) € Qyja)-

t

EKSEMPEL Hvis p er et ulige primtal, er Galoisgruppen Gr(Q,/Q) cyklisk af orden
p—1, da den multiplikative gruppe af de fra 0 forskellige elementer i et endeligt legeme
er cyklisk. Gr(Q,/Q) indeholder derfor netop én undergruppe af indeks 2. Pa grund
af Galoisteoriens hovedsaetning indeholder QQ, da netop ét kvadratisk dellegeme. Som
det fremgar af ovenstaende bevis, bliver dette kvadratiske dellegeme Q(,/p) nar p =1

(mod 4) og Q(v/—p), nar p = 3 (mod 4).

KONSTRUKTION AF REGULARE POLYGONER MED PASSER OG
LINEAL.

I dette afsnit benytter vi cirkeldelingslegemer til at besvare klassiske problemer,
der gar helt tilbage til Euklid.
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Vi antager, at der er givet en udgangsfigur i den reelle plan, bestaende af punk-
terne (0,0) og (1,0). Et punkt kaldes konstruerbart, hvis det kan fas ud fra udgangs-
figuren ved successiv anvendelse af fglgende operationer:

1) Tegne den rette linie gennem to givne eller allerede konstruerede punkter.
2) Tegne cirklen med et givet eller allerede konstrueret punkt som centrum og
afstanden mellem to givne eller allerede konstruerede punkter som radius.

3) Opsogge feellespunkter mellem to konstruerede rette linier, mellem en konstru-
eret ret linie og en konstrueret cirkel, samt mellem to konstruerede cirkler.

Ved direkte udregning fas let (jvf. B. Jessen: Elementeer algebra)

Seetning 5. Antag en konstruktion successivt giver folgende punkter Py(= (0,0)),
Pi(=(1,0)), Po, Ps,..., Py, Pyi1,.... Hvis koordinaterne til Py, Py, ..., P, tilhgrer
et reelt tallegeme K vil P, 1’s koordinater enten tilhgre K eller et tallegeme af
formen K (\/d), hvor d er et positivt reelt tal der ikke er kvadrat af et tal i K.

DEFINITION. Et komplekst tal a + ib kaldes konstruerbart, hvis punktet (a,b) er
konstruerbart i henhold til ovenstaende definition.
Den ovenstaende ssetning giver nu:

Saetning 6. Hvis et komplekst tal z er konstruerbart, findes en folge af kvadratiske
udvidelser K = Q7 K, = Q(U: (Z =V _1)7 Ky = Kl(\/E% (dl € K1)7 K3 =
Kz(\/az), (dy € K9),...,K; = Kt—l(\/at—l)a di—1 € Ky_1, sa z € K.

Idet vi kan antage, at K1 & Ky G K3 etc., vil [K; : Q] = 2*, hvorfor vi kan slutte:

z konstruerbart tal = [Q(z) : Q] = potens af 2.

Endvidere gaelder

Saetning 7. Maengden af alle konstruerbare tal udger et tallegeme med kvadratrod.
(dvs. afsluttet overfor dannelse af kvadratrodder).

Bewvis. Fglger af de szedvanlige kendte konstruktioner (“Fjerdeproportionalkonstruk-
tion” og “Mellemproportionalkonstruktion”). U

27i

DEFINITION. Den regulsere n-kant kaldes konstruerbar, hvis e = er et konstruerbart
tal.

Gauss’ setning. (Disquisitiones Arithmeticae 1801). Den regulaere n-kant er
konstruerbar < n har formen n = 2% - p;y - - -p,., hvor a er et helt ikke-negativt tal og
p1,-..,Dr er indbyrdes forskellige ulige primtal, der alle er af formen:

(en potens af 2) +1.

FORBEMERKNING. Hvis 2¥ +1 er primtal, ma k ngdvendigvis vaere potens af 2. Thi i
modsat fald var k = u-s, u = ulige tal u > 1, og: 2F4+1 = (25)"+1 = (2%)%—(=1)* =
(25 — (=1)). ((25)» L +(25)»"2(=1) +---+ (=1)*71). Dvs. 2° + 1 Er en divisor i
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28 4+ 1. Dau > 1ler s <k, og dermed er 2° + 1 egte divisor i 2¥ + 1, som derfor ikke
kan vaere primtal.

Beuvis for Gauss’ setning.

Da den reguleere n-kant er konstruerbar hvis og kun hvis den regulsere 2n-kant er
konstruerbar (”halvering af vinkler”) er det nok at vise Gauss’ seetning for et ulige
tal n > 1.

“=" Ethvert ulige tal n > 1 kan skrives: n = p1%*...p.%", hvor p1,...,p, er
indbyrdes forskellige ulige primtal og eksponenterne ay,...,a, er naturlige tal. Nu
er ifplge setning 4 [Q(e*s") : Q] = p(n), hvor (n) betegner Eulers o-funktion. P4
grund af ssetning 6 ma ¢(n) derfor vaere en potens af 2. Ifglge korollaret til ssetning
2er p(n) =n-[[,(1—2) =pP H(pr —1)---pt "t (pr — 1),

Hvis dette tal er en potens af 2, ma hver af eksponenterne ay,...,a, vere 1, og
tallene p; — 1,...,p, — 1 ma veere potenser af 2. Men dette betyder netop, at n ma
have den i Gauss’ ssetning angivne form.

“<” Hvis n har den i sstningen naevnte form, fremgar det af udregningen i
den foregaende del af beviset, at [Q, : Q] er en potens af 2. Galoisgruppen G =
Gr(Q,/Q) er da en abelsk 2-gruppe. Denne er specielt oplgselig, sa faktorerne i en
kompositionsraeekke G D G1 D G2 D - -+ D Gy, = {e} vaere ma vaere cykliske af orden
2,(jfr. seetning 321 Kap. 1), dvs. [G: G1] =[G1:Ge] = =[Gi_1 : G| = 2.

Vi har nu fglgende situation:

Gr = {e} F(Gr) = Qn
2 2
Gr—1 F(Gr-1)
2 2
2 2
Go F(Gs)
2 2
G1 F(Gy)
2 2
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F(G1) er en kvadratisk udvidelse af F(G) og fas derfor ifl. Lemma 4 ved adjunk-
tion af kvadratroden af et tal i F(G). Endvidere er F(G3) en kvadratisk udvidelse
af F(G1) og fas derfor ved adjunktion af kvadratroden af et tal tal i F(G1) etc.

Da legemet af konstruerbare tal er afsluttet overfor dannelse af kvadratrod (Seetning
7) og de rationale tal er konstruerbare, ses ud fra ovenstaende, at Q,, er indeholdt i
legemet af konstruerbare tal. Specielt ligger e i legemet af konstruerbare tal. [J

BEMARKNING ANGAENDE DE I GAUSS’ SETNING FOREKOMMENDE PRIMTAL. Disse
primtal kaldes de Fermat’ske primtal. 2'+1 =3,22+4+1 =5,2%4+1 =17, 28+1 = 257,
216 + 1 = 65537 er Fermat’ske primtal. Flere Fermat’ske primtal end disse kendes
ikke. (Et kriterium for at 22 + 1 er et primtal vil komme i Kap. VI.)

BEMERKNING ANGAENDE ”VINKLENS TREDELING”. Af Gauss’ szetning fglger spe-
cielt, at den reguleere 9-kant ikke kan konstrueres ved passer og lineal. Dette giver
en negativ lgsning pa den klassiske opgave, hvorvidt enhver vinkel kan tredeles ved
passer og lineal.

EN ANVENDELSE PA “GALOISTEORIENS OMVENDINGSPROBLEM”.

Vi afslutter dette kapitel med endnu en anvendelse af cirkeldelingslegemer. Det er
et beromt problem (gaende tilbage til Hilbert (1892)), hvorvidt enhver endelig gruppe
kan realiseres som Galoisgruppe for en endelig normal udvidelse af de rationale tals
legeme Q. Dette problem, Galoisteoriens omvendingsproblem, er stadig ulgst og
indtager en central placering i den aktuelle forskning indenfor Galoisteori.

Vi skal her vise, at enhver endelig abelsk gruppe kan realiseres som Galoisgruppe
over Q.

Hertil far vi brug for felgende

Seetning 8. Lad m og n vare naturlige tal der er indbyrdes primiske. Da gaelder
for cirkeldelingslegemerne Q,, og Q,,, at feellesmaengden Q,,, NQ,, = Q og kompositet

Bewvis. Vi viser forst, at Q,,Q,, = Q.nn-

Det er klart, at Q,,Q, € Quun-

For at godtggre den modsatte inklusion bemszerker vi, at for de indbyrdes primiske
hele tal m og n findes hele tal a og b sa am +bn = 1, og dermed - + % = ﬁ Derfor
er

27i 27i
Qmn = Q(em”) = Q(e " ) C QnQy .
Da m og n er indbyrdes primiske, fremgar det af formlen for Eulers ¢-funktion, at

p(mn) = p(m)p(n), dvs. [Q,,Q, : Q] = [Q, : Q][Q,, : Q]. Af transitivitetssaetningen
for endelige udvidelser fas derfor [Q,,Q,, : Q,] = [Qp, : Q).

27i b
m

a
€
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Translationsssetningen anvendt pa

Qm 7@77171
@m N Qn - Qn
Q

viser nu, at Q,, N Q,, = Q. 0O

Seetning 9. Lad 7Z, vere den cykliske gruppe af orden n og lad p vere et primtal
sap =1 (mod n). Da findes et dellegeme af Q, der er normalt over Q med Z,, som
Galoisgruppe.

Bevis. Da Gr(Q,/Q) ~ Z;; ~ (Z,_1,+), findes (netop) én undergruppe H i Gr(Q,/Q)
af orden pn;l. Fixpunktslegemet F(H) bliver ifslge Galoisteoriens hovedsaetning en
normal udvidelse af Q med Gr(Q,/Q)/H =~ Z,, som Galoisgruppe. [

Vi er nu i stand til at vise

Saetning 10. Enhver endelig abelsk gruppe kan realiseres som Galoisgruppe for en
endelig normal udvidelse af Q.

Bevis. Lad A veere en endelig abelsk gruppe. Ifglge en kendt satning fra Mat 2AL
er A et direkte produkt af cykliske grupper

ATy X Ligy X -+ X L,

Ifelge det tidligere beviste specialtilfaelde af Dirichlets seetning om primtal i aritme-
tiske progressioner, findes indbyrdes forskellige primtal p1, ..., p:, sa

pr=1 (modmny), po=1 (modmns),...,pr =1 (modny).

Pa grund af Seetning 9 findes dellegemer K; C Qp,, K2 C Qp,, ..., K; C Q,,, der er
normale over Q og

Gr(K,/Q) ~Zy,,,Gr(K3/Q) ~ Zy,,...,Gr(K:/Q) =~ Z,, .

Ved anvendelse af Saetning 8 og saetningen om kompositet af normale udvidelser
far vi, at K1 K5...K; er normal over Q og

Gr(K 1 Ky...Ki/Q) =~ Zp, X Ly X -+ X L, ~= A.
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Kapitel V. Oplgselighed ved Rodtegn

En af de aeldste opgaver i algebraen var at finde rgdder i en ligning. Allerede i
oldtiden kendte man lgsningerne til en andengradsligning. I rensessancen kendte man
- modulo mangel pa eksakt kendskab til komplekse tal - lgsninger til trediegrads- og
fjerdegradsligninger udtrykt ved successiv anvendelse af de fire klassiske regningsarter
og roduddragning. (Se nsermere herom senere i dette kapitel.)

I flere arhundreder var det et abent problem at ”lgse” en ligning af femte eller
hgjere grad. Det forste egentlige gennembrud kom fra den italienske laege og mate-
matiker Paulo Ruffini (1765-1822). I 1799 publicerede han vaerket ”Teoria generale
delle equazioni” med pastanden om at en femtegradsligning i almindelighed ikke kan
lgses ved hjalp af rodtegn og de fire klassiske regningsarter. Hans ”bevis” indeholdt
mange fejl, men de tilgrundliggende ideer var de rigtige. Det var ogsa en bedrift, at
han overhovedet - som den fgrste - kom pa den tanke, at sadanne ligninger i almin-
delighed slet ikke kunne lgses ved rodtegn. Hans arbejde fik ikke megen response
i samtiden. Det forste anerkendte bevis for at den ”almindelige femtegradsligning”
ikke kan lgses ved rodtegn skyldes den norske matematiker Niels Henrik Abel (1802-
29), der behandlede dette emne i et arbejde (”Démonstration de I'impossibilité de
la résolution algébrique des équations générales qui passent le quatrieme degré”) fra
1824. (Der har dog vaeret nogen diskussion om hvorvidt hans bevis var helt i orden.)

Forst med Galois’s arbejder ( specielt " Mémoire sur les conditions de résolubilité
des équations par radicaux”) fik problemet en systematisk og fuldt ud tilfredsstillende
behandling. I dette kapitel giver vi en fremstilling heraf, hvor vi dog benytter nyere
terminologi og begrebsdannelser.

Vi begynder med nogle abstrakte saetninger, der ved forste blik ikke synes at have
relation til femtegradsligninger etc.

KRYDSEDE PRODUKTER OG ANVENDELSER HERAF.

Lad G veere en gruppe af automorfier for et legeme K.

DEFINITION. En afbildning f af G ind i K* (den multiplikative gruppe af de fra 0
forskellige elementer i K') kaldes en krydset homomorfi, hvis den opfylder betingelsen

flor)=0a(f(1))- f(o)Yo,T € G.

BEMERKNING. For enhver krydset homomorfi f geelder f(e) = 1. De krydsede
homomorfier udggr med multiplikation som kompositionsregel en kommutativ gruppe
H.

Hvis a er et element i K*, er afbildningen fra G til K* defineret ved f(o) = % en

krydset homomorfi (eftervises direkte). En krydset homomorfi af ovenstaende form



Matematisk Institut Mat 3AL 5.2

kaldes “principal”. De principale krydsede homomorfier udggr en undergruppe P i
H.

DEFINITION. Faktorgruppen H/P kaldes den 1’ste kohomologigruppe for G med
koefficienter i K og betegnes H!(G, K*).

Szetning 1. Hvis G er en endelig automorfigruppe, er H'(G, K*) = 1 dvs.: enhver
krydset homomortfi er principal.

Bewis. Da forskellige automorfier er uathaengige (Seetning 3 i Kap.III) over K findes
et v € K sa
Y e f(T)T(x) # 0, hvor f er en vilkarlig givet krydset homomorfi. Hvis vi saetter

a= cof(T)r(x), er

ola) = Zaf(T)aT(a:) = Z ff(E:;) coT1(x) =

a a

% Z f(r)r(z) = 7o)’ hvoraf f(o) =

o(a)
dvs.: f er principal. O

EKSEMPEL. Hvis G ikke er endelig, er H'(G,K*) ikke ngdvendigvis triviel. Et
modeksempel er fglgende: Lad K = C(X) og G vaere gruppen af automorfier i K

defineret ved o (ch g; ) = ch 81—8’ G = {0"|n € Z}. Vi definerer en krydset homomorfi

f fra G ind i K* ved

Da vil f ikke veere principal (hvorfor 7)

Korollar til Szetning 1. (“Hilbert Satz 90”) Lad L/K vere endelig normal ud-
videlse med cyklisk Galoisgruppe Gr(L/K) = {e,0,02,...,0" '}, Hvis 3 € L og
H?:_()l 0'(8) = 1, da findes e € L\ {0} 84 3 = =%~

o(a)’

Bevis. Vi definerer en afbildning f fra Gr(L/K) ind i L* ved

fle)=1
flo)= 5
f(o?) = pa(B)
fle™ ) = Bo(B)...c"2(p)
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For afbildningen f geelder: f(c?) = 3-0(8)---0771(B) for alle j > 0 (hvorfor?). f
er en krydset homomorfi; thi

flo'o?) =B a(B)...a"7(B)
o' f(e)f(e") = [o"B- o (B)...a B - [B-o(B)...a" ()]

Ifplge seetning 1 er f principal dvs.: 3a € L\ {0} sa

flo") = %W, specielt er
«
B=flo)= o(a)

n

Inden vi bringer den for os vigtigste anvendelse af ovenstaende, giver vi nogle
almene szetninger angaende Galoisgrupper for binomier (dvs. polynomier af formen
" —a).

Lad K vere et legeme af karakteristik 0 og lad n veere et naturligt tal. Antag K
indeholder de n’te enhedsrgdder, (dvs.: Q,, C K).

Saetning 2. Under ovenstaende forudsaetninger gaelder: Hvis M er spaltningslege-
met for " —a, (a € K), over K, da er M /K normal og Galoisgruppen Gr(M/K) er
cyklisk af en orden, der er divisor i n.

Beuvis. Tilfeeldet a = 0 er trivielt, sa vi kan antage, at a er # 0. Hvis € betegner en
primitiv n’te enhedsrod og (3 er en rod til 2™ — a, da er samtlige rgdder til " — a
netop 3, fe, Be?,...,B3e" L dvs.: 2" —a =
(x —B)(x—Be) - (x—Be™ 1) (indbyrdes forskellige rgdder). Folgelig er M = K(3).
Lad o0 € Gr(M/K), o(8) = 8-¢%, 0 £ i < n. Vi definerer afbildningen ¢ fra
Gr(M/K) over i den cykliske gruppe af n’te enhedsrgdder ved: (o) = %
Da o er entydigt bestemt ved veerdien pa (3, er ¢ injektiv. ¢ er en homomorfi:

)
PO =B T 5B o (B

Daizn’teenhedsrodGKera< B >: .

7(3) @)= B
BB
p(oT) = (3 7(F) p(o)p(T) .

Altsa er Gr(M/K) isomorf med en undergruppe i gruppen af n’te enhedsrgdder.
Dvs.: Gr(M/K) er cyklisk og | Gr(M/K)| er divisor i n. O
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Saetning 3. Lad p vare et primtal og K et legeme af karakteristik 0 indeholdende
de p’te enhedsrgdder. For et vilkarligt a € K gaelder: xP — a er enten irreducibelt i
K[X] eller produkt af forstegradsfaktorer inden for K[X].

Bevis. Vi kan antage a # 0. Spaltningslegemet M for xP — a over K fas ved at
adjungere en rod f til 2P — a. Altsa er M = K(f3). Da er ifplge foregaende setning
[M : K] en divisor i p, dvs.: [M : K] =1 eller [M : K] = p. Hvis [M : K] =1 ligger
B og dermed samtlige rgdder til 2P — a i K. T tilfeeldet [M : K] = p bemeerker vi, at
Irr(B, K)|zP — a. Da Grad(Irr(8, K)) = Grad(a? — a), vil 2P —a = Irr(5, K), dvs.:

2P — a er irreducibelt. |

Den efterfolgende seetning kan betragtes som en art omvending af ssetning 2.

Seetning 4. Lad K vare legeme af karakteristik 0 og n et naturligt tal. Antag K
indeholder alle n’te enhedsrgdder. Hvis M /K er en endelig normal udvidelse med
cyklisk Galoisgruppe af orden n, da er M = K(f3) for passende 3 € M, hvor " =
element i K.

Bevis. Lad Gr(M/K) = {e,0,02,...,0" '} og lad ¢ veere primitiv n’te enhedsrod.
e € K og H;:Ol ol(e) = e™ = 1. Ifglge korollaret til Szetning 1 findes 3 € M si
%ﬁ) = ¢. Da gelder

M {e}
K(B) TK(p)
K Gr(M/K)

TK(B) = {r € Gr(M/K)|r3 = 3} = {e}
K(B)= F(T(K(B))=F{e}) =M
o(f") = p" dvs.: " = element i1 K. O

Opgave. Lad L = Q({/2,¢), hvor p er ulige primtal og € er primitiv p’te enhedsrod.
1) Find [L : Q].
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2) Vis, at L/Q er normal med ikke-abelsk Galoisgruppe.

3) Lad o veere et tal i L, sa L = Q(«, ), hvor of € Q(e).
Vis, at o = P -2t 1 <t < p—1, 8 € Q). (Vink: skriv a som Q(g)-
lineserkombination af 1, /2,...,({/2)P~! og anvend automorfien o € Gr(L/Q(¢))
bestemt ved o({/2) = e¢/2.

4) For hvilke a € Q er L spaltningslegemet (over Q) for 2P —a?

RADIKALUDVIDELSER.

I resten af dette kapitel betragter vi kun legemer af karakteristik 0. En udvidelse
M/K kaldes abelsk (resp. cyklisk), hvis M /K er normal med abelsk (resp. cyklisk)
Galoisgruppe.

DEFINITION. En udvidelse kaldes en radikaludvidelse, hvis man kan indskyde mel-
lemlegemer Ko = K, K1, Ko, ..., K; = M sa

Ky = Ko(aq) a1™ € Ky for passende naturligt tal nq,
Ky = Ky (a3) o™ e K, for passende naturligt tal nsg,

Ky =Ki (o) " € Ky—1 for passende naturligt tal n;.

Motiveringen for ovenstaende definition er folgende: Nar vi vil udtrykke at rédderne

i et polynomium f.eks. i Q[X] ikke kan fas ved anvendelse af de fire klassiske reg-
neoperationer og roduddragning, er vi ngdt til at formalisere sadanne procedurer. 1
ovenstaende definition fas hvert legeme K; ved at adjungere en rod "¢/a,,(a; = o™ €
K;_1). At et tal ligger i en radikaludvidelse, hvor f.eks. Ky = Q, betyder netop at
det kan fas ved at starte med elementer(tal) i grundlegemet (Q) og udfgre en endelig
folge af de rationale (klassiske) regneoperationer og lgsninger af ligninger af formen
" = a.

DEFINITION. En udvidelse M /K kaldes meta-abelsk, hvis man kan indskyde mellem-
legemer Ky = K, K1, K, ..., K; sa K1/Ky, Ko/Kq,...,K¢/K;_1 er abelske.
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Saetning 5. Enhver radikaludvidelse kan indlejres i en meta-abelsk udvidelse.

Bevis. Lad M /K vere radikaludvidelse.

Da findes Kl,KQ,. . .,Kt = M sa Kl = Ki—l(ai) oz/” € Ki—l, 1= 1,2, .. .,t.
(Ko = K).

Lad n = ninsy...ny, og lad € vaere en primitiv n’te enhedsrod.

Vi har da fglgende diagram af legemer:

M =K, Ky(e)
Ko K 1(e)
kl — Klé(s)
\
K =K, K(e)

Da geelder K;(e) = K;—1(e)(ai), o™ € K;—1(¢). Da K;_1(¢) indeholder de n’te
enhedsrgdder, er K;(e) spaltningslegemet for z™ — a;™ over K;_1(¢), og derfor er
ifplge Seetning 2 K;(¢)/K;_1(¢) normal med cyklisk Galoisgruppe. (i =1,2,...,1).

Da K har karakteristik 0, indeholder K de rationale tals legeme Q. Vi har fglgende
diagram:

Q(e) K(e)

KnNQ(e) K

Ifplge translationsszetningen er K (¢)/K normal med en Galoisgruppe, der er isomorf
med Gr(Q(e)/K NQ(e)) dvs.: K(e)/K er abelsk.
Ki(e)/K er derfor en meta-abelsk udvidelse indeholdende M. O

Seetning 6. Lad L O K og M O K veare to meta-abelske udvidelser indeholdt i et
feelles legeme. Da er kompositet LM en meta-abelsk udvidelse af K.
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Bevis. Lad L=L; DLy 1 D---DLyg=KogM=Mg;DMg; 1D---DMy=K
veere mellemlegemer sa L;/L;_1 og M;/M;_; er abelske. Vihar nu fplgende diagram:

L LM
\

Lt§—1 Lt—élM

L LM
\
M

/
Mooy
M,
/

K

Pa grund af translationsssetningen er L; M /L, 1M abelske, hvorfor LM ifslge oven-
staende diagram er en meta-abelsk udvidelse af K. U

Seetning 7. Enhver meta-abelsk udvidelse L/K kan indlejres i en normal meta-
abelsk udvidelse.

Bevis. Ifplge Abel-Steinitz’ seetning kan L skrives K («). (Da legemerne i dette afsnit
har karakteristik 0, er L/K en separabel udvidelse.) Hvis M er spaltningslegemet
over K for f(z) = Irr(e, K), da er M en normal udvidelse af K indeholdende L. Lad
a1 =, as,...,a, vere rodderne i f(x). Davil M = K(aq, ..., q,) veere kompositet
af legemerne K(a1),..., K(ay).

For hvert af legemerne K(«;),1 < i < n, findes ifplge ssetning 13 i Kap.II en
isomorfi fra L = K(ay) paa K(a;), hvis restriktion til K er identiteten. Da L/K er
metaabelsk, er ogsa K («;)/K,1 < i £ n, metaabelsk. Ifglge Seetning 6 er kompositet
af disse legemer metaabelsk. Men dette kompositum er netop M, der saledes er en
normal meta-abelsk udvidelse af K indeholdende L. U

Korollar. Enhver radikaludvidelse kan indlejres i en normal meta-abelsk udvidelse.

DEFINITION. f(z) irreducibelt polynomium i K[X]. f(x) siges at veere oploseligt ved
rodtegn, hvis der findes en radikaludvidelse af K, hvori f(z) har en rod.
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Hovedsatning angaende oplgselighed ved rodtegn. Lad f(z) vare et irre-
ducibelt polynomium i K[X], og lad M veere spaltningslegemet for f(x) over K. Da
gaelder: f(z) er oploseligt ved rodtegn < Gr(M/K) er oplgselig.

Bevis. “=7 f(z) har (mindst) en rod i en passende radikaludvidelse L af K. Ifglge
Korollaret findes en normal meta-abelsk udvidelse M af K sa M 2 L. Da f(z) har
enrod i M og M / K er normal, spaltes f(x) til bunds i fgrstegradsfaktorer inden for
M (jvf. Seetning 8 i Kapitel 3), dvs.: M2 M.

Vi indskyder her

Lemma. Lad M/K vere en endelig normal udvidelse. Da geelder:

M/K meta-abelsk < Gr(M/K) oplgselig.

Beuvis for Lemma. “="

Da M /K er metaabelsk, findes mellemlegemer Ky = K, Ky, ..., Ky, sa K1 /Ko, ..., Kt/ Ky 1
er abelske:

M=K, —— TK, = {¢}
\
th—l —_— T[(Et—l
K, K,
\ \
K——TK = Gr(M/K)

Da K;/K;_; er abelsk, er TK;_1 /T K, abelsk, hvorfor Gr(M /K) har en normalrackke
med abelske faktorer og dermed er oplgselig.

“¢77
Da Gr(M/K) er oplgselig, findes en normalraekke med G D G; D -+ D Gy—1 D
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Gy = {e} med abelske faktorer:

M=F(Gy) —— Gy = {e}
K) = F(Gy) e
\
K—— G =Gr(M/K)

For den tilsvarende folge af fixpunktslegemer K = F(Gr(M/K)) C K1 = F(Gy) C
- C K1 = F(Gi—1) € M = F({e}), vil hvert legeme vaere en abelsk udvidelse af
det foregaende, hvorfor M /K er metaabelsk. U

Nu tilbage til beviset for “=” fra Hovedsetningen. Ifplge ovenstaende lemma er
Gr(M /K) oplgselig; ifplge Galoisteoriens Hovedsaetning er Gr(M/K) et homomorft
billede af Gr(M/K) og derfor (jvf. Seetning 29 i Kapitel 1) selv oplgselig.

“<” Vi antager nu at Gr(M/K) er oplgselig. Lad n = [M : K| og lad & vaere en
primitiv n’te enhedsrod. Ifglge translationsseetningen anvendt pa

er Gr(M(e)/K(e)) isomorf med en undergruppe i Gr(M/K) og derfor (Seetning 29
i Kapitel I) oplgselig. Gr(M(e)/K (¢)) indeholder da en normalrackke med cykliske
faktorer (betragt f.eks. en kompositionsrackke, hvorved man endda kan opna at fak-
torerne far primtalsorden, jfr. Seetning 32 i Kapitel I.) G = Gr(M (e)/K(¢)) D G1 D
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M(s) ——— Gy = {e}
f@) Gl
K(e) G = Gr(M(e)/K(e))

F(G;)/F(G;-1) er cyklisk af orden lig divisor i n. Da F(G;_1) indeholder alle n’te
enhedsrgdder findes (Seetning 4) et 5; € F(G;) sa F(G;) = F(G;-1) (i), hvor
B € F(Gi—1) ogn; = [F(G;) : F(Gi—1)]. M(g)/K () er derfor en radikaludvidelse.
Dae™ =1, bliver M(e)/K en radikaludvidelse, hvori f(x) har en rod (endda samtlige
rgdder). O

EKSPLICITTE EKSEMPLER.

Vi betragter i det fglgende polynomier med koefficienter i et legeme K af karakte-
ristik 0, som vi antager er et dellegeme af de komplekse tals legeme C. Lad f(x) vaere
et irreducibelt polynomium i K[X] af grad n. Lad M vaere spaltningslegemet for f(z)
over K. Da er (Seetning 12 i Kapitel 3) Gr(M/K) isomorf med en undergruppe i S,,.
Derfor er f(x) oplgseligt ved rodtegn for n < 4.

For n = 2 er dette et klassisk resultat.

For n = 3 haves Cardanos formel, som vi nu skal beskrive.

Vi bemaerker her fgrst alment, at for lgsningen af et n’te gradspolynomium kan
man antage, at koefficienten til z"~! forsvinder.

Betragt nemlig et n’te gradspolynomium

flx)=a2"+a2" P tagx" *+ -t a7+ ay

Ved substitutionen x — x — aq/n vil f(x) ga over i et polynomium, hvor koeffici-
enten til "~ ! bliver 0.

Ved lgsning af en trediegradsligning f(z) = 0, kan f(x) derfor antages at have
formen x2 + px + ¢. For rgdderne heri haves Cardanos formel, der udtrykker disse
som
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3 2 3 3 2 3
\/—%+\/qz+§—7+\/—%—\/qz+§—7
3

forstaet pa folgende made: Lad u og v veere valgt, sa u® = —4 + q; + 2

0g

v =% —/ % + ’2’—37’ og uv = —%. Dette er altid muligt: Thi hvis u og v har de

nzevnte 3-de potenser, da vil u - v veere et af tallene —%, e(—£) eller e?(—%), hvor ¢

er en primitiv tredie enhedsrod. Ved i givet fald at erstatte u med ue? eller ue kan
man opna, at produktet bliver —£.

Nar u og v er valgt sa ovenstaende geelder, bliver rgdderne til den givne tredie-
gradsligning netop u + v, ue + ve?, ue? + ve, hvor ¢ er en primitiv tredie enhedsrod.

Rigtigheden heraf fglger af, at f(z) kan skrives:

m|%
\]

fx) =2 +pr+q=[r— (utv)r— (ue+ved)|[x — (ue? + ve)]

EKSEMPEL 1. Trediegradsligningen 22 + 3z + 2 = 0 har én reel rod og to komplekst
konjugerede rgdder, da diskriminanten —4-3% —27-22 = —216 er negativ (jfr. Saetning
29 i Kap.IT). Den reelle rod er v/ —1 4 v/24 v/ —1 — /2 og de to komplekse rgdder er
V—-1+vV2-e+v-1—-v2-e20g V—14+V2-e24++/—1 —/2-¢, hvor € betegner en
primitiv tredie enhedsrod, f.eks. (—1 +1i+/3)/2. (Galoisgruppen for det tilsvarende
spaltningslegeme over Q er den symmetriske gruppe Ss.)

EKSEMPEL 2. Diskriminanten for z3 —3z+1 er 81, s& polynomiet har tre reelle rgdder
(jfr. Seetning 29 i kap.II). Disse er 2 cos %’r, 2 cos %“ og 2 cos MT”. x Galoisgruppen
for det tilsvarende spaltningslegeme over Q er den alternerende gruppe As (~ den
cykliske gruppe af orden 3). Dette spaltningslegeme er igvrigt Qg N R, dvs. de i det

niende cirkeldelingslegeme Qg liggende reelle tal.(Hvorfor?)

For n = 4 kan f(x) antages at have formen x* + px? + g + r. Vi kan antage
q # 0, da f(z) ellers er et andengradspolynomium i z2. f(z) omskrives

f@) = (2% +u)® = [(2u - p)a® — gz — (r —u?)],

hvor u veelges sa andengradspolynomiet i den kantede parentes bliver et fuldsteendigt
kvadrat, dvs. diskriminanten forsvinder:

¢* —42u —p)(u? —7r) = 0.

Dette giver en trediegradsligning i u. Da ¢ # 0 ma en rod u i denne trediegrads-
ligning veere # p/2. For en sadan rod u geelder:

fle) = (@ +0)? = Qu=p)(e = 55—

og hermed
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f@) = {0 + V2 —p- (0~ g H@ ) = VR (e = g )

Rgddderne til f(z) fas nu som rgdderne i to andengradspolynomier.

EKSEMPEL 3. Lad os anvende ovenstaende pa polynomiet f(x) = x* + 4z — 6.
Man fgres til at finde et u, sa u? + 6u — 2 = 0. Ved Cardanos formel findes 4 — /2
at veere et brugbart u. Man nar da frem til omskrivningen:

f(”"’):kﬁ—mﬂ%@][w?jt\/ﬂxjtu_@]

u

der umiddelbart tillader bestemmelse af folgende eksplicitte udtryk for rgdderne til

f(z):
\/gi\/—g—\/g og —\/gi\/—ng\/g,

hvor u = /4 — /2.

(Hvad bliver mon Galoisgruppen for spaltningslegemet for f(x) over Q7)

POLYNOMIER AF GRAD 2 5.

Vi far brug et gruppeteoretisk resultat.

Lemma. Lad p vaere et primtal, og p en transitiv undergruppe i den symmetriske
gruppe S,. Hvis p indeholder en transposition, er p = S,.

Bevis. I meengden {1,2,...,p} indfgres en skvivalensrelation ved a ~ b hvis a = b

b

eller transpositionen € p. Hvisa ~ b, og 7 € p gexelder 7a ~ 7b, idet

a
b
Ta Tb a b\ _;
(Tb TCL) = T<b a)T . Lad nu S = {a1,...,as} og T = {by,...,b} veere
to akvivalensklasser. Da p er transitiv, findes et o € p, sa o(a;) = b;. Derfor
vil by = o(ay1),0(az),...,o0(as) alle ligge i aekvivalensklassen T'. Specielt er s < t.
Ganske analogt fas t < s. Altsaa er s = t. Alle sekvivalensklasser har derfor lige
mange elementer. Dette indeberer, at p = (antal skvivalensklasser) - (det feelles
elementantal i sekvivalensklasserne).

Da p indeholder en transposition, ma den sidste faktor i ovenstaende veere = 2.
Eftersom p er et primtal, ma denne sidste faktor veere lig p. Altsa findes netop én
ackvivalensklasse, og p indeholder saledes samtlige transpositioner, hvorfor p = §,.0]
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Seetning 8. Lad f(x) vere et irreducibelt polynomium i Q[X| af grad p, hvor p er
et primtal. Hvis f(x) har eksakt (p — 2) reelle rodder, gaelder for spaltningslegemet
M, at Gr(M/Q) er isomorf med den symmetriske gruppe S,, og f(x) er derfor ikke
oploseligt ved rodtegn for p 2 5.

Bevis. Ifplge Saetning 12 i Kapitel 3 er Gr(M/Q) isomorf med en transitiv under-
gruppe i S,. Hvis 7 betegner overgangen til kompleks-konjugeret er 7 en automorfi
i Gr(M/Q), der svarer til en transposition i S,. Ifglge Lemmaet ovenfor er derfor

Gr(M/Q) ~ S,. O

EKSEMPEL. f(x) = x° — 4x + 2 er irreducibelt over Q (hvorfor?). Da f(—o0) < 0,
f(0) >0, f(1) <0, f(+00) > 0, ma f(x) have mindst 3 reelle radder. Da f(z) har
grad 5, ma antallet af reelle rgdder saledes veere 3 eller 5. Hvis f(z) havde 5 reelle
rgdder, matte ifslge Rolle’s seetning f/(z) = 5z* — 4 have 4 reelle rgdder. Da f’(x)
kun har 2 reelle rgdder, har f(x) netop 3 reelle rgdder.

f(x) er altsa ikke oplgseligt med rodtegn !

Vi viser nu mere alment

Saetning 9. For ethvert ulige primtal p findes en normal udvidelse af Q med
Galoisgruppe S,,.

Bevis. Ifl. satning 8 er det nok at vise, at der findes et i Q[X] irreducibelt
polynomium af grad p med netop p — 2 reelle rgdder.
Polynomiet

@) = (@ + V(@ — D)@ —2)...(x — (p—2) +2/2

har for alle tilstrackkeligt store hele tal ¢ netop p — 2 reelle rgdder. Det er endvidere
irreducibelt i Q[X]. Hertil er det nok at vise, at

2 f(2/2") = (22 +2*)(z — 29 (x —2-2") ... (z — (p—2) - 2") + 2

er irreducibelt. Men her kan Eisensteins kriterium anvendes med primtallet 2. U

Seetning 10. Til enhver endelig gruppe G findes en normal udvidelse M /L , hvor
Gr(M/L) ~ G og L er en endelig udvidelse af Q.

Bevis. Da der findes uendeligt mange primtal er G ifl. Cayley’s saetning isomorf
med en undergruppe i den symmetriske gruppe S, for et passende stort primtal p.

Pa grund af seetning 9 findes en normal udvidelse M af Q for hvilken Gr(M/Q) ~
Sp-
Fixpunktlegemet L = F(G) er en endelig udvidelse af Q og M/L er en endelig
normal udvidelse med G som Galoisgruppe. O
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Ovenstaende viser, at det er relativt let at realisere en vilkarlig endelig gruppe G
som Galoisgruppe over en endelig udvidelse L af Q. Galoisteoriens omvendingspro-
blem, dvs. at realisere enhver endelig gruppe som Galoisgruppe over Q, kan derfor
betragtes som en art ”descente problem”. Vi skal ”blot” kunne erstatte L med Q. Det
er et uhyre vanskeligt problem, hvor man stadig kun har sporadiske resultater. Man
ved end ikke om der findes en fast endelig udvidelse L af QQ, sa enhver endelig gruppe
kan realiseres over L. Derimod kan man vise, at der findes en uendelig algebraisk
udvidelse af Q, over hvilken enhver endelig gruppe kan realiseres som Galoisgruppe.

And the end of all our exploring
Will be to arrive where we started
And know the place for the first time.

(T.S. Eliot, Little Gidding)
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Kapitel VI. Kvadratiske rester

Lad p veere et ulige primtal og a et helt tal, der ikke er deleligt med p.

a kaldes “kvadratisk rest modulo p” hvis kongruensen a = z? (mod p) har en
lgsning (eller sekvivalent hermed: hvis restklassen [a], er et kvadrat i legemet F)).

Hvis a = 22 (mod p) ikke har nogen lgsning (dvs: hvis [a], ikke er et kvadrat
i legemet F,), kaldes a “kvadratisk ikke-rest modulo p”.! Nu er F, et legeme, hvis
multiplikative gruppe (F,\{0}, -) er cyklisk af orden p—1; der findes altsa et [g], € F),
sa

Fp \ {0} = {[g]p: [9]5, - - [95 ) -
Heraf fas

Saetning 1. Med de ovennaevnte benaevnelser er [g]z; et kvadrat i F,, < eksponenten
t er lige.

Folgelig har F), \ {0} netop pT_l kvadrater og netop p_§1 ikke-kvadrater. Med
andre ord: der er netop % kvadratiske rester modulo p og netop pT_l kvadratiske
ikke-rester modulo p.

Nu geelder for et helt tal n, at [g]} = [1], i F, & p— 1| n. Udfra Seetning 1 fas
derfor:

p—1

a kvadratisk rest modulo p < [a],?> =[1], 1 F, & T =1 (mod p) .

For ethvert [a], € F, \ {0} er [a]5~! = [1], hvorfor

p-1 p-1
0=[ap™" =[], = {lalp” — [UpHlalp™ +[1]p},
og dermed [a];% = [1], eller [—1],.
Det foregaende indebeerer, at for et helt tal a, der ikke er deleligt med p, geelder:
a kvadratisk rest modulo p & a7 =1 (mod p) og a kvadratisk ikke-rest modulo
D& o’ = -1 (mod p). For et wvilkarligt helt tal a defineres “Legendresymbolet”

+1 hvis p{a og a er kvadratisk rest modulo p
(E) =<¢ —1 hvis p{a og a er kvadratisk ikke-rest modulo p
0 hvis p|a.

Det ovenstaende medfgrer:

T dette kapitel betegnes restklassen af a modulo et naturligt tal n med [a], eller blot [a],hvis
der ikke er mulighed for misforstaelse.
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Eulers Kriterium. For ethvert helt tal a gaelder

(%) a"T  (mod p) .

Korollar 1. For alle hele tal a og b er (“—b> = (2) <9>.

2 p) \p
For restklasser der ikke er 0 modulo p betyder dette:

(kvadratisk rest)-(kvadratisk rest)=(kvadratisk rest)
(kvadratisk rest)- (kvadratisk ikke-rest)=(kvadratisk ikke-rest)
(kvadratisk ikke-rest)- (kvadratisk ikke-rest)=(kvadratisk rest) .

Korollar 2. (%) = (—1)pT_1.
Anderledes udtrykt:

— 1 kvadratisk rest modulo p < p =1 (mod 4)
— 1 kvadratisk ikke-rest modulo p < p =3 (mod 4) .

(Korollar 2 kaldes ofte “Fgrste supplement til den kvadratiske reciprocitetssaetning” ).

Opgave 1. Vis, at enhver ulige primdivisor i en sum af to indbyrdes primiske
kvadrattal er =1 (mod 4).

Angaende 2 som kvadratisk rest gaelder

Saetning 2. (“Andet supplement til den kvadratiske reciprocitetsssetning” ).
For et ulige primtal p er:

(2) _{ 1 hvis p=1 eller 7 (mod 8)
p) | -1 hvis p=3 eller 5 (mod 8)

p2-1

Dette kan kort udtrykkes ved ( ) =(-1)"=

2

2
Bevis. Lad M vzre legemet, der fas ved at adjungere en rod « til polynomiet x* -+ [1]
over [F,,. Inden for M geelder

For p=1 er o =«

( ) (a™)
For p=3 ( ) er af = —« (™)
For p =5 (mod 8) er af = —« (a™hP = -t
( ) (@™)

For p=7 er ol =a”
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Endvidere geelder (for alle p), at
(a+aP =2+’ +a?=2l+a (" +1)=[2] +0=2],

dvs. [2]"% = (v + o~ 1)P~L,
Nuer (a+a 1)? =aP+a P. Forp=1leller 7 (mod 8) er (a+a 1)’ =a+a?,
hvorfor o
(a+a HPP=[1] altsa [2]"7 =[1] i F,.
For p =3 eller 5 (mod 8) er (a+ a )P = —(a + a~ 1), hvorfor

p—1

(a+a Pt =—[1] altsa [2]z =—[1] i F,.
Dette giver det gnskede resultat. 0

Opgave 2. Vis, at -2 er kvadratisk rest modulo et ulige primtal p netop nar p =1
eller 3 (mod 8).

Opgave 3. Lad z og y veere indbyrdes primiske hele tal. Vis, at enhver ulige
primdivisor i 22 + 2y% er = 1 eller 3 (mod 8).

Inden beviset for den almene kvadratiske reciprocitetssaetning kommer nogle lem-
maer.

Lemma 1. Lad n € N ogt € Z. Den ved ¢:([k],) = [k + t],, definerede afbildning
ot : Ly — Ly, kan opfattes som en permutation i den symmetriske gruppe S,,.

Hvis n er ulige, er o, en lige permutation for alle t € Z. Hvis n er lige, er ¢ en
lige permutation < t er lige.

Bevis. Abenbart er ¢, ; = p, o @y, specielt er ¢, = @t.

Nuer ¢p; = ( Fl)% g [n[a] 1] ) en cykel af leengde n. Derfor er ¢, lige < n
ulige. Dette giver lemmaet. O

Lemma 2. Lad q vere et ulige primtal og a et helt tal, der ikke er deleligt med
q. Den ved [z], — [a],[x], definerede permutation 1, af elementerne i Fy er en lige
permutation netop nér [a], € F2 (dvs. (%) = +1).

Bewis. Abenbart er 1,([0],) = [0], s& ¥, permuterer de fra [0] forskellige elementer i
F,. Lad [g] veere en frembringer for den cykliske gruppe (F, \ {0}, -) og lad [a] = [g]*
og [z] = [g]*. Da er 94[g]* = [g]*+!. Idet ¢ — 1 er lige, giver Lemma 1 og Seetning 1
det gnskede resultat. U

Ved Galoisteori for endelige legemer giver vi nu et bevis for
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Den kvadratiske reciprocitetssaetning. For forskellige ulige primtal p og q geelder

(0) ()-ee

(£> = <Q> hvis enten p eller g er =1 (mod 4)
q p

Anderledes udtrykt:

(g) = — (%) hvis bade p og q er =3 (mod 4)

Bevis. Lad M veere spaltningslegemet for polynomiet f(x) = z9 — [1], over F,. Da
f(z) og f'(x) ikke har nogen felles rod, ma f(z) (ifl. Seetning 19 i Kap. 2) have
lutter simple rgdder. Hvis € er en fra [1], forskellig rod, er samtlige rgdder netop
[1]p, &,%, ..., L

M/F, er en normal udvidelse og Gr(M/F,) er cyklisk (jfr. Seetning 2 i Kap. 3)
og frembragt af “Frobeniusautomorfien” o, der sender ethvert element over i dets
p-te potens. Galoisgruppen Gr(M/F),) er da isomorf med den undergruppe i Sy, der

frembringes af

[1] e 52 e gq_l

[1] e? &% ... gla=bp |-
Den her optreedende permutation af eksponenterne

([O]q mq [Q]q [q_l]q>
0] [plg 20l --- [(a—1)plq

er netop den i det foregaende Lemma 2 omhandlede permutation med a = p. Vi
slutter heraf, at denne permutation er lige, netop nar (%) = 1. Med andre ord er
Gr(M/F),) betragtet som permutationsgruppe af de g rgdder, da og kun da, indeholdt
i den alternerende gruppe A, nar <§> =1.

Men ifplge Seetning 12A er Gr(M/F,) C A, netop nar diskriminanten af 7 — [1],

er et kvadrat i F,. Denne diskriminant har vi udregnet (seetning 32 i Kap. 2) til
1

[q)2(—-1)*=".
Sammenfattet far vi derfor:

Gr(M/F,) C 4, & [qi(-1)"T € F2 & <@> —1

N Gr(M/F,) C A, < (g) =1
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dvs.

Nu er

<%> - @)q (_?1)— = (%) (c1)E

hvor vi har udnyttet forste supplement til reciprocitetsseetningen.
Alt i alt far vi nu

(0)- (e e () (2) o=

HISTORISK BEMARKNING. Bade forste og andet supplement til den kvadratiske reci-
procitetssetning var kendt af Fermat, men blev forst (efter flere fejlslagne forsgg)
bevist af Euler. Andet supplement blev ogsa bevist af Lagrange. (Det er ikke
helt klart, hvem der har prioriteten.) Euler formodede den kvadratiske reciproci-
tetssaetning, dog ikke helt i den her givne formulering. Den nuvaerende formulering
blev farst opstillet af Legendre i 1785, der gav et ufuldstaendigt bevis.

Gauss opdagede pa egen hand som 19-arig den kvadratiske reciprocitetssaetning og
gav (ogsa som 19-arig) det forste korrekte bevis herfor, der blev publiceret i ‘Disqui-
sitiones Arithmeticae” 1801. Gauss gav ialt 7 beviser for reciprocitetssaetningen,
byggende pa helt forskellige ideer. Senere er der givet flere hundrede beviser, hvoraf
dog mange er naesten isomorfe. Den kvadratiske reciprocitetssaetning kaldes ofte
“Aritmetikkens Perle” og Gauss omtaler den som “TEOREMA AUREUM”.

t

Eksempel 1. (_—3) =

p

{ +1 for p=1 (mod 3)

-1 for p=—1 (mod 3)’
Dette fas umiddelbart af reciprocitetsseetningen, idet

(2)-G)G) - o= -

og () =1mnéarp=1 (mod 3) og (§) =1 nar p= -1 (mod 3).
Ved analoge argumenter fas
+1 f =+1 d 12
Eksempel 2. (§> = o (mo ) .
P -1 for p=+5 (mod 12)
+1 for p=4+1 (mod 5)
(

Eksempel 3. (§> =
p -1 for p=42 (mod 5) .
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Eksempel 4. Hvornar er F,, = 22" + 1, n > 1 et primtal? (Jfr. Gauss’ seetning om
konstruktion af regulaere polygoner med passer og lineal.)
Svar: Netop nir 3% = —1 (mod F,)

Thi, hvis F,, er et primtal, er 3 ifl. eksempel 2 kvadratisk ikke-rest modulo F,,,
hvorfor Eulers kriterium giver den gnskede kongruens.

Hvis 3% = —1 (mod F},), vil den ved 3 bestemte restklasse modulo F,, have
orden F,, — 11 gruppen af primiske restklasser modulo F,, (hvorfor?). Der findes da
(mindst) F,, — 1 primiske restklasser modulo F,,, der saledes ma veere et primtal.
(Herved er det undertiden muligt at vise, at F), er et sammensat tal uden at kunne
angive nogen aegte divisor i F},!)

Eksempel 5. Hvis n > 2, vil det for enhver primdivisor p i F,, geelde, at p = 1(mod
2n—|—2).

Thi lad t veere ordenen af [2], i den multiplikative gruppe af de fra 0 forskel-
lige elementer i legemet F,. Da 22" = —1(mod p) viser en simpel gruppeteoretisk
overvejelse viser, at 277! ma veere lig t, dvs. p = 1 (mod 2""1). Da n > 2, er
specielt p = 1 (mod 8), hvorfor Eulers kriterium sammenholdt med Saetning 2 viser,
at 2°7 =1 (mod p). Men da mé 2" = ¢ veere en divisor i p—gl, hvilket medfgrer,

at p =1 (mod 2"%2). (Det var pa denne made, at Euler ”gaettede” primfaktoren 641
i Fy =232 4 1 = 4294967297.)

Opgave. Eksempel 6. Vis, at et naturligt tal n ma veere et primtal, safremt 2™ — 1
er et primtal. Tallene M, = 2™ — 1 kaldes Mersennetal. My = 3, M3 =7, My =
31, M7 = 127 er primtal, medens M;; = 23 - 89 er sammensat. Vis, at hvis p er et
primtal = 3 (mod 4), da vil 2p + 1 ga op i M,, hvis og kun hvis 2p + 1 er et primtal.
(Benyt bl.a. ” Andet supplement til den kvadratisk reciprocitetssaetning”.)

Vis, at hvis n er et ulige primtal, vil det for enhver divisor d i M,, geelde, at d =1
(mod n) og d = +1 (mod 8).

Mersennetallene er bl.a. interessante af to grunde:

1) Relation til ”fuldkomne tal”: Et naturligt tal N kaldes fuldkomment, hvis
2N =)’ N d, dvs. hvis N er lig summen af sine segte divisorer. Det kan vises, at et

lige tal er fuldkomment hvis og kun hvis det har formen 2"~!'M,,, hvor M, = 2" —1
er et primtal.

2) Relation til ”store” primtal: Igennem det sidste arhundrede har til enhver tid
det stgrst kendte primtal veeret et Mersenneprimtal. I skrivende stund (juni 2002)
er det storste kendte primtal Mersennetallet Mi3466917, der skrevet i 10-talsystemet
har 4 053 946 cifre.

(Det er stadig ukendt om der findes uendeligt mange Mersenneprimtal.)
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DEN GENERALISEREDE RECIPROCITETSSATNING FOR JACOBI SYMBOLET

Det kan ofte veere hensigtsmaessigt at generalisere reciprocitetssaetningen til sam-

mensatte tal. Legendresymbolet (%) er kun defineret for et ulige primtal p. Jacobi

indfgrte et mere generelt symbol (%), defineret for ethvert med a primisk ulige na-
turligt tal P pa fglgende made. Hvis

P=pi-p
er et produkt af (ikke ngdvendigvis forskellige) ulige primtal py, po, . . ., pt, da defineres

(#)=G) ) |

hvor faktorerne pa hgjre side er Legendre symboler. Hvis P = 1 saettes (E) =

Hvis kongruensen a = z? (mod P) har en lgsning, er (1%) = ... = (p—t) =1, og
dermed (%) = 1. Derimod kan man tkke omvendt slutte, at (%) = 1 medfgrer, at
a = 22 (mod P) har en lgsning, idet et lige antal af faktorerne (p%)’ cee (p%) kunne
veere —1.

Af definitionen fas let:

Saetning 3. Lad a og b vaere hele tal og P og Q ulige naturlige tal. Antag a ogb er
primiske med P og (). Da galder

(%)= (3)
(#)(5) = (7a)

a=b (modP):(%):(%) .

Vi viser nu fglgende analogier til fgrste og andet supplement til reciprocitetssaetningen.

Saetning 4. For et ulige naturligt tal P geelder

()

Bevis. Lad P = sz hvor hvert p; er et ulige primtal. Da P = H( +p;—1) og
hvert p; — 1 er hge fas P =1+ Z(pl —1) (mod 4) og hermed

—1 1
_Ezpz2 (mod 2) .

Ifglge Fgrste supplement til reciprocitetsssetningen haves

O
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Saetning 5. For et ulige naturligt tal P geelder

Bevis. Lad P = []p; hvor hvert p; er et ulige primtal. Da P2 = [J(1 + p? — 1) og

p? — 1 er delelig med 8 og ethvert produkt (p? — 1)(p? — 1) er deleligt med 64, fas

P?_1= z:(pl2 -1) (mod 64)

%

og dermed specielt

P?2—-1 p?—l
S EZ 3 (mod 2) ,

hvorfor andet supplement til reciprocitetsssetningen giver

Vi viser nu generaliseringen af reciprocitetssaetningen til Jacobi symboler.

Saetning 6. For to ulige indbyrdes primiske naturlige tal P og () gelder

()

Beuvis. Vi betragter primfaktoroplgsningerne af P og P

P=]Ip oz @=]]g-
i j

(o) =11(5) = (3)-T1(3)

2,7

(2) (7)-11(5) ()

Da er

og dermed
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sa vi ifglge reciprocitetsseetningen far (g) (%) = (=1)", hvor

pi—1 ¢ —1 pi—1 g —1
h — . =
st (net) (s
Som tidligere godtgjort (jfr. beviset for Seetning 4) er

—1 P-1 1 1
Zp 5 = (mod 2) og 2%2 = ¢ (mod 2) ,
i J

2 2

hvorfor h = £-1. % (mod 2). O

Seetning 6 kan veere praktisk til numerisk udregning af Legendre symboler.

Eksempel 7. Tallet 1801 er et primtal. [Dette ses hurtigt siledes: 1801 = 242 +
352 = 12 +2- 302 medfgrer (jfr. Opgave 1 og Opgave 3), at enhver primfaktor i 1801
ma vaere = 1 (mod 8). Man skal derfor blot se, at 17 og 41 ikke gar op i 1801, da

V1801 = 42,4 -],

Er 546 kvadratisk rest mod 18017 Hertil betragtes

546 \ 2 273\

1801/  \1801/) \ 1801/

273 . . . . .
1801 (ifglge andet supplement til reciprocitetssaetningen)

— (128—7031> (ifplge Seetning 6)

_(163) _(208) _(L0\ (2 (55
- \273) \163/) \163) \163 163 )

55 163 -2 -1 2
(=)= () [=)=(=)=(=)-([=)=-1.
(=1) (163) (=1)-(=1) (55) <55) (55) (55)

Altsa er 546 ikke kvadratisk rest mod 1801.

FREMSTILLING SOM SUM AF TO KVADRATER

Hvis et ulige primtal p kan skrives som sum af to kvadrater pa hele tali p = 22+
ma p veere = 1 (mod 4); thi z og y kan ikke vaere delelige med p og p = 22 + o2
medfgrer

2? = (~1)y* (mod p)
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saledes at —1 er kvadratisk rest modulo p.

Ifglge forste supplement til reciprocitetssaetningen ma p ngdvendigvis veere = 1
(mod 4). Det er en bemaerkelsesvaerdig ssetning (opdaget af Fermat, men det forste
dokumenterede bevis blev givet af Euler), at ovennzevnte kan vendes om, dvs. ethvert
primtal p =1 (mod 4) kan skrives p = 22 + 2, z,y € Z.

Der findes adskillige helt forskellige beviser for denne saetning. Vi giver her et
konstruktivt bevis, der ud fra p tillader eksplicit beregning af = og y.

Resultatet fas ud fra en rackke mindre saetninger.

Saetning 7. For et ulige primtal p geelder:

()

x mod p

Beuvis. Der er lige mange kvadratiske rester og kvadratiske ikke-rester. U

Saetning 8. For et ulige primtal p geelder:

zy
E 7)) =0
T modp<p)

y mod p

Beuvis. Pa grund af Saetning 7 fas

9-(5.6
w%ﬁp(p wgdp p
y mod p

Saetning 9. Lad p vaere et ulige primtal og r et naturligt tal. Da gaelder:

Z i, {—1 (mod p) hvis p—1]|r
" = )
v ol p 0 (mod p) hvis p—1¢tr.
Bewvis. Hvis p — 1 gar op i r, fglger udsagnet af Fermats “lille ssetning”, da i sa fald
2" =1 (mod p) for z Z0 (mod p) og p—1=—1 (mod p).
Hvis p — 1 ikke gar op i r betrager vi et helt tal g sa [g], frembringer gruppen
(Fp\ {0},"). Daer g" —1#0 (mod p), og

Z " = Z (gx)" =g" Z x"

x mod p x mod p r mod p

hvoraf (¢" —1)( > 2") =0 (mod p). Folgeliger > 2" =0 (mod p). O

x mod p z (mod p)



Matematisk Institut Mat 3AL 6.11

Saetning 10. Lad a og b vaere hele tal og p et ulige primtal. Da gaclder

g Z 2> +ar+d\ [(p—1 hvis p|a®—4b
B P -1 hvis pfa®—4b

x mod p

Bevis. Vi betragter forst tilfzeldet, hvor a? — 4b er deleligt med p. Da Legendresym-
bolet (%) = 1 kan den omhandlede sum S skrives

s= % <4x2+4;ax+4b): > <(2x—a)2p—a2+4b):

x mod p x mod p
27 —a\’ 2
> () - X (Y —e
d p d p
r mod p Yy mod p

Vi betragter dernzest tilfeeldet, hvor a? — 4b ikke er deleligt med p.
Som ovenfor kan S skrives

s- Y% <(2x—a)2—(a2—4b)): S (yQ—(a2—4b)>‘

x mod p p y mod p p

Hvert led er 0, 1 eller —1. Her vil 0 forekomme i to led, hvis a? — 4b er kvadratisk
rest modulo p og ikke i noget, hvis a? — 4b er kvadratisk ikke-rest modulo p. Dette
indebaerer, at S ma veere et ulige tal.

Vi bestemmer nu S modulo p. Ifglge Eulers kriterium er

2 b p—

(ﬂ) = (22 +az + )T (mod p)
b

For passende hele tal ¢q,...,c,—1 er

p—1 _ _
7 =P P 2+~-~+cp_2x—|—cp_1.

(2?4 ax +b)
Ved at udnytte ovenstaende og summere fas pa grund af Saetning 9, at
S=-140+---+0=-1 (modp).
Endelig bemaerker vi, at den numeriske veerdi af S hgjest kan veere p, dvs. —p <

S < p. Men —1 er det eneste ulige tal, der er = —1 (mod p) og ligger i intervallet
[—p,p]. Altsa ma S veere —1. 0

Inden vi giver den fgrste anvendelse af Szetning 10 indskyder vi felgende
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Saetning 11. Lad a vare et helt tal og p et ulige primtal. Da er antallet af lzsninger

til kongruensen x? = a (mod p) netop 1 + (%)

Bewvis. Hvis a er delelig med p har kongruensen kun 1 lgsning, nemlig x = 0 (mod p).
Hvis p t a og a er kvadratisk ikke-rest, har kongruensen ingen lgsninger og 1 +

(¢) =14 (=1) = 0. Hvis p f a og a er kvadratisk rest, findes et zo s a = z

(mod p). Den omhandlede kongruens kan da skrives a = z3 = 22 (mod p) eller
(x — zo)(x + z¢g) = 0 (mod p), hvoraf ses, at kongruensen har netop 2 lgsninger
(nemlig +20) og 2 =14 (%) =1+ L. O

Fra Saetning 10 og Saetning 11 fas nu

Saetning 12. Lad p veaere et ulige primtal og a og b hele tal. Da er antallet af
losninger (x,y) til kongruensen y?> = z* + ax + b (mod p) 2p — 1 eller p — 1 alt
eftersom a? — 4b er delelig med p eller ikke delelig med p.

Beuvis. Det sggte antal lgsninger er ifglge Saetning 11

2?2 +ax+b 2?2 +ax+b
> (+(=5)) - 2 ()
x mod p p p

Seetning 10 giver nu det gnskede antal. 0

En umiddelbar konsekvens af Saetning 10 er

Saetning 13. Lad p veere et ulige primtal og x og y hele tal der ikke er delelige med
p. Da er

{ —2 nar 22 # y? (mod p)

§<(x2+k)(y2+’f)) 2 —

5 2
= P p—2 nar z® =y* (mod p)

For et ulige primtal p og et helt tal k der ikke er deleligt med p defineres nu:

Sky= > (M)

x mod p p

BEMZERKNING. Hvis p =3 (mod 4) er S(k) = 0; thi

sk =Y (M) _ (‘—1) S(k) = —S(k)

p D
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ifglge fgrste supplement til reciprocitetssaetningen.

S(k) er derfor kun interessant for p = 1 (mod 4) og vi skal vise, at vi ved hjelp af
S(k) kan give en eksplicit fremstilling af sadanne primtal som sum af to kvadrattal.

Vi viser forst, at S(k) er et lige tal. Det ses af
< [z(z? +k </ (p—2)(p—z)2+k
S(k):z<( ))+Z<( )((p ) ))_

1 (x(x2p+ k)) _

hvor vi har udnyttet, at (_71) =1narp=1 (mod 4).

Neaeste etape er

Seetning 14. S(k)? er konstant pa alle kvadratiske rester k mod p og S(k)? er
konstant pa alle kvadratiske ikke-rester mod p.

Bevis. For t #0 (mod p) er

S(kt?) = Z <x(x2+kt2>: Z <xt(x2t;+kt2)):

o mod p p @ mod p
). T (5)=()sw-

t

Lad nu 7 betegne en fast kvadratisk rest (mod p) og n en fast kvadratisk ikke-rest

(mod p).
Vi kan nu give den gnskede fremstilling af p som sum af to kvadrater, nar p er et

primtal der er = 1 (mod 4).
Saetning 15. Med de ovenfor indfgrte benzevnelser gaelder for primtallet p = 1 (mod

4): 2 2
- ()08
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hvor S(T) og S(n) ifplge tidligere bemaerkning er hele tal.

Beuvis. Pa grund af Saetning 14 er

I
-

vV = p;l[S(T)Z—I—S(n)Z] (k)Q _ [ < («T +k)>

def 2
k=1 k=1 Lk=

Vi foretager nu en udregning af denne sum af kvadrater af summer:
p—1 [p—1 p—1
k) k)
EIE [Z< )
k=1

> <xy<x )y >) _

p

hvor

()2 ()

Pa grund af Szetning 13 far vi nu:

_2(%) for 2% # y? (mod p)
T(x,y) = { (p—2)(2Y) for 22 =1y? (mod p)

Derfor fas

X X
SRR O]
1<z<p-—1 p 1<z<p-—1 p

1<y<p-—1 1<y<p-—1
z2=y? (mod p)

Her er ifglge Saetning 8 sidste led 0.
Endvidere er

+1
2> =y®> (modp) & z=2+y (modp)= <ﬁ) = (—) =1
p p

da p =1 (mod 4), jfr. forste supplement til reciprocitetssasetningen.

2
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Da der netop er 2(p — 1) par (z,y) af restklasser (# (0,0)) modulo p for hvilke
2?2 = y? mod p slutter vi
V=p-2p-1)

eller

S(r)? 4+ S(n)* = 4p

S(r
2

N————
[\]
+
/N
=
NG
N——
[\]
U]

og dermed p = (

Man kan udtrykke %T) og %n) en smule kortere og far derved

Saetning 15A. Lad p veare et primtal = 1 (mod 4) og n en kvadratisk ikke-rest
modulo p. Da geelder

2 2

(L e) (55

p—1 p—1
1<z<5= el

Vi viser nu, at der ikke findes andre fremstillinger af et primtal = 1 (mod 4) som
sum af to kvadrattal end den ovenfor angivne.

Saetning 16. Lad p veere et primtal = 1 (mod 4) og antag p = a? + b* = ¢ + d?,
hvor a, b, c og d er hele tal. Da er enten a? = c® A b*> = d? eller a® = d? A b* = 2.

Beuvis. Ifglge fgrste supplement til reciprocitetesaetningen findes et helt tal h, sa h? =
—1 (mod p).
Af p = a® +b? = ¢ + d? sluttes
a’? = —b* = h?b? (mod p)
> = —d® = h?d* (mod p)

hvorfor
a = +hb (mod p)

¢ = t+hd (mod p)

Ved eventuelt at erstatte b med —b og/eller d med —d kan vi antage

a = hb (mod p)
¢ = hd (mod p)

og dermed
ac = h*bd = —bd (mod p)

dvs. ac + bd er deleligt med p.
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Nu er
p? = (a® +b*)(® + d*) = (ac + bd)? + (ad — bc)?

hvorfor ogsa ad — bc ma vaere deleligt med p. p? er da skrevet som sum af to hele
ikke-negative tal, der begge er delelige med p?. Et af disse ma veere 0.

Hvis ac+ bd = 0, er ac = —bd. Da (a,b) = (¢,d) = 1 ma al|d og d|a, dvs. a = +d,
hvorfor a? = d? og dermed b? = c?. Hvis ad — bc = 0, er ad = bc og som for sluttes,
at alc og cla, dvs. a = 4 hvorfor a? = ¢? og dermed b* = d?. O

NOGLE BEMARKNINGER OM H@JERE POTENSRESTER

For ethvert naturligt tal m kan man naturligvis analogt med kvadratiske rester
indfgre m-te potensrester, idet man for et primtal p og et med p ikke deleligt helt
tal kalder a for m-te potensrest modulo p hvis kongruensen a = 2" (mod p) har en
lgsning.

En reciprocitetsseetning for m-te potensrester — analog til den kvadratiske reci-
procitetsseetning — findes ikke inden for de rationale tal. For at opna en sadan er man
ngdt til at betragte algebraiske tallegemer indeholdende det m-te cirkeldelingslegeme.

I ganske specielle tilfelde kan man dog udlede resultater inden for Q. Vi giver et
eksempel, der gar tilbage til Gauss.

For et ulige primtal p og et helt tal a der ikke er deleligt med p siges a at veere
bikvadratisk rest modulo p hvis kongruensen

z*=a (mod p)

har lgsninger; dvs., hvis restklassen [a], er en fjerdepotens i legemet F,,.
For at bestemme antallet af bikvadratiske rester betragtes afbildningen
p: (F)° = (F})°

defineret ved p(z) = 2?, x € (F})?, der abenbart er en surjektiv (multiplikativ)
homomorfi. Her er

Ker(p) = {o € (F)? | ¢ = [1]} = {£[1]} N (F)2.

Pa grund af forste supplement til den kvadratiske reciprocitetsseetning er Ker ¢ =
{[1]}, hvis p = 3 (mod 4) og Ker p = {£[1]} hvis p =1 (mod 4).

Folgelig er for p =3 (mod 4) enhver kvadratisk rest ogsa bikvadratisk rest, mens
for p = 1 (mod 4) netop halvdelen af de kvadratiske rester er bikvadratiske rester.
For p=1 (mod 4) er der altsa netop % bikvadratiske rester.

Helt analogt til Eulers kriterium vises
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Saetning 17. Lad p veere et primtal = 1 (mod 4) og a et helt tal der ikke er deleligt
med p. Da er a bikvadratisk rest modulo p hvis og kun hvis aple =1 (mod p).

Hvis 2 er bikvadratisk rest modulo p, er 2 specielt kvadratisk rest modulo p og p
ma ifglge andet supplement til den kvadratiske reciprocitetssaetning veere = 1 eller 7
(mod 8).

Hvis p =7 (mod 8) er p specielt = 3 (mod 4) og ifplge det foregaende er 2 derfor
bikvadratisk rest modulo p.

Hvis p =1 (mod 8) geelder

Szetning 18 (Gauss). Lad p veere et primtal = 1 (mod 8) og p = a? + b? fremstil-
lingen som sum af to kvadrater, hvor b antages at vaere lige. Da er 2 bikvadratisk
rest modulo p hvis og kun hvis b er deleligt med 8.

BEMARKNING. Da p =1 (mod 8) ma b automatisk vaere deleligt med 4.

Bewvis. Da 2 er kvadratisk rest modulo p er 2% =1 (mod p) og derfor er 28T = 11
eller —1 (mod p). Vi skal undersgge, hvornar der geelder +1 eller —1 i ovenstaende
kongruens.

Pa grund af kongruensen

(a+b)*>=2ab (mod p)

fas ;
(20Lb)pT_1 = (a-l—b)pT_1 = (a;— ) (mod p) . (%)
Da p=1 (mod 4) giver Ssetning 6, at (anb) er lig Jacobisymbolet (a%_b).

Pa grund af identiteten

(a+0)*+(a—b)?=2p

1= (a?b) - (aib) (aib) ,
(a-IQ—b) I

(“52) = =¥ = e

Da p = a?+ b2 er b = —a? (mod p) og derfor (ab)? = —a* (mod p).

og Saetning 3 fas

hvor Saetning 5 giver

og derfor
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Nu er

Ifplge Seetning 6 er (%) = (£) og da p =b* (mod a) er (£) = 1. Altsé er (Qab)p%1 =
b) —1 ab

21%1(—1)1%1 (mod p). Men ifplge () er (2ab)1%1 = (¢tb) = (-1)F (1) (mod p).

Sammenholdes disse to kongruenser fas 25 = (—1)% (mod p). Nu er

a -1 hvis 810
ot ={ e
+1 hvis 81b.
Dette giver det gnskede resultat. 0

NOGLE SLUTBEMAERKNINGER

Af Seetning 15 slutter vi, at

1S(r)] <2y og [S(n)] <2y

og hermed

3 (M) <oyp

x mod p p

for ethvert k.
Dette indebeerer ifplge Seetning 11, at antallet N af lgsninger (x,y) mod p til
kongruensen
v =2(2® +k) (mod p)

tilfredsstiller
IN —p| <2{/p.

Dette er et specielt tilfeelde af en almen meget dybtliggende sa&tning vedrgrende
antallet af punkter pa en algebraisk kurve over et endeligt legeme. Vi skal kort
beskrive dette resultat.

Lad f(X,Y) € Z[X,Y] oglad f(X,Y) veere det tilsvarende polynomium i F,[X, Y].

Man er da interesseret i antallet N, af punkter (z,y) € F, x F, pa kurven
f(X,Y) =0, dvs. antallet af lgsninger (z,y) € F,, x F, til ligningen f(z,y) = 0.

Det viser sig hensigtsmaessigt at medtage de “uendeligt fjerne” punkter, idet man
betragter den projektive plan og den projektive linie over F,,. Den projektive plan



Matematisk Institut Mat 3AL 6.19

fas ved at betragte sekvivalensrelationen af tripler {(z,y, z) # (0,0,0) | z,y,z € F,}
defineret ved (z1,y1, 21) ~ (T2, Y2, 22) © IXN € F, \ 0 sa (21,91, 21) = (22, Y2, 22).

Den projektive plan er da maengden af de tilsvarende sekvivalensklasser. De “uen-
deligt fjerne” punkter repraesenteres ved tripler (x,y, z), hvor z = 0. Den projektive
plan over [, har p;%ll = p? + p + 1 punkter. Den projektive linie fas analogt ved
sekvivalensrelationen i maengden af par {(z,y) # (0,0) | =,y € F,} defineret ved
(@1,91) ~ (T2,52) & IN € F, \ 0sd (z1,41) = A@2, y2).

Den projektive linie er da maengden af de tilsvarende ackvivalensklasser. Det
“uendeligt fjerne” punkt er repraesenteret ved (1,0). Den projektive linie har p + 1
punkter. _

For et polynomium f(z,y) € F,[X, Y] betragtes det tilsvarende homogene poly-
nomium ¥ v

om X7 Y7 Z) = Zd 7 7 9
Jhom( ) def / (Z Z )
hvor d er graden af f. For dette geelder abenbart
Jhom (2,¥,2) = 0= foom(Ax, Ay, A2) =0 for VA e F, .
Lad os betragte fornaevnte eksempel
fIX,)Y)=Y% - X3 kX,

hvor vi far
From (X, Y, 2)=Y?Z — X3 — kX Z?.

Den tilsvarende kurve har det “uendeligt fjerne” punkt repraesenteret ved (0, 1,0).

For antallet IV, af punkter pa den projektive kurve geelder derfor [Ny —(p+1)| <
2,/p. Den almene szetning er nu fglgende: Lad f(X,Y’) veere et polynomium i Z[X, Y]
og f(X,Y) det tilsvarende polynomium i F,[X,Y]. Vi antager, at f(X,Y) er absolut
irreducibelt, dvs. er irreducibelt under enhver endelig grundlegemsudvidelse og er
singularitetsfri. Da geelder for antallet N, af punkter pa f(X,Y) = 0 inklusive de
“uendeligt fjerne” punkter, at

[N, —(p+ 1) <29Vp (0)
hvor g er kurvens genus. Vi skal ikke give definitionen af g her, blot nsevne, at det
er en invariant knyttet til kurven. Vi naevner nogle konkrete tilfeelde. Hvis

fFXY)=Y? - ( X"+, X" P+ fay)
hvor X" +a; X" ! 4+ --. 4 a, har lutter simple rgdder, er
n—l nar n er ulige
g =

2
n—2 2 :
5= nar n er lige.

Hvis f(X,Y)=X"+Y" —1ogn > 1, er genus w

Den af os betragtede kurve Y2 — X (X2 — k) har genus g = 1 s& (¢) stemmer med
den ovenfor udledede ulighed.

En lidt svagere formulering, hvor begrebet genus ikke indgar, er fglgende.
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Weils satning. Lad N betegne antallet af nulpunkter for et absolut irreducibelt
polynomium f(X,Y) € F,[X,Y] af grad d > 1. Da geelder

N=p—1<(d-1)(d—2)yg+d

Beviset for det almene resultat gar langt uden for rammerne af dette kursus. I
tilfeeldet g = 1 skyldes det HASSE, i det almene tilfaelde A. WEIL. Det kan fortolkes
som RIEMANNS Formodning for funktionslegemer med endeligt konstantlegeme.



Matematisk Institut

APPENDIKS 1. QUATERNIONERNE

Lad H veere maengden af komplekse (2 x 2)-matricer af fglgende form:

(5 )

hvor @, (resp. 3) betegner det med «, (resp. () komplekst konjugerede tal.

Med szdvanlig matrixaddition og matrixmultiplikation udggr H en delring af
ringen af alle komplekse (2 x 2)-matricer, idet sum, differens og produkt af to matricer
i maengden H igen ligger i H. Nulmatricen er nulelementet i H og enhedsmatricen (der
har 1-taller i diagonalen og nuller udenfor) er H’s etelement. H er en ikke-kommutativ
ring.

Determinanten af en matrix (¥) i H er lig aa+ 38 =| a |2 + | 3 |2, der er positiv,
nar blot ikke bade a og (8 er 0, dvs. nar matricen (x) ikke er nulmatricen.

Lad nu
a p
_B a

veere en fra nulmatricen forskellig matrix i H. Determinanten d er da et positivt reelt
tal. Der findes derfor en reciprok matrix, som udregnes til

a/d —(/d
<B/ d «/d )

Abenbart ligger denne matrix igen i H. Ringen H har altsa den egenskab, at
ethvert fra nulelementet forskelligt element har et reciprokt. En sadan ring kaldes en
divisionsring eller et skaevlegeme.

Det her indfgrte skeevlegeme H kaldes quaternionlegemet og elementerne i H kal-

des quaternioner. [Disse blev indfgrt af den irske matematiker og astronom William
Rowan Hamilton (1805-65).]

—
*
N—

Hvis vi skriver a = ag + a14, 8 = as + agi, hvor i = /—1 er den imaginaere enhed
og ap, a1, as og as er reelle tal, kan matricen (x) skrives pa folgende made

10 i 0 0 1 0 i
(o V) e 2) e (Gg) e (D)

Lad os nu saette

1=y 1) i=(0 %) a=(5 5)x=(1 3):

Abenbart kommuterer 1 med alle matricerne i H og der geelder
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P=j=k*=-1

og
i-j=k j-k=1i k-i=j

og i,j og k antikommuterer, dvs.

Ethvert element i H kan saledes entydigt skrives:

apl + aqi+ asj + ask, ag, a1, as, az € R.

Man kan altsa opfatte quaternionerne som vektorer i det 4-dimensionale vektor-
rum R*.

Additionen af sadanne foretages koordinatvis, medens multiplikation foretages
efter folgende forskrift:

(a0l + a1i+ asj + ask) - (bl + b1i+ boj + bsk) =
(aobo — a1by — azbs — azbz)1+
(a1bg + apby — agbs + asbsz) i+
(agbo + agby + apbs — a1b3) j+

(agbo —agby +aibs + aobg) k.

Elementerne i H kan opfattes som par af en reel skalar og en vektor i det 3-
dimensionale euklidiske rum: (a,u),a € R,u € R3.
Med denne interpretation kan multiplikationen formuleres mere geometrisk:

(a,u)-(b,v)=(ab—u-v,av+bu—uxv),

hvor u - v betegner skalarproduktet og u x v det ydre produkt ("krydsproduktet”)
af vektorerne u og v.
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APPENDIKS 2. VANDERMONDES DETERMINANT

Idet n 2 2 og x1, x5, -+ ,x, betegner elementer i et vilkarligt legeme, vil vi vise,
at determinanten (VANDERMONDES determinant)

1 oz 2?2t
2 n—1
1 xo 2524

er lig med produktet af de TL(”T_D faktorer x, — x4, for hvilke r og s er to vilkarlige
indbyrdes forskellige af tallene 1,2, --- ,n underkastet betingelsen r > s.

Den (n — 1)’te sgjle i ovenstaende determinant multipliceres med —z; og adderes
til den n’te sgjle; i den derved fremkomne determinant multipliceres den (n — 2)’te
sojle med —z; og adderes til den (n — 1)’te o0.s.v., indtil vi sluttelig multiplicerer den
1’ste sgjle med —x; og adderer til den 2-den sg@jle. Derved fas

1 0 0 0
D 1 zo—x1 (22 —71)22 (xo — 1)x] 2
1 z,—x1 (,—21)2), (v — 1) 2
eller
1 oz x3---2h7?
2 n—2

Vi har dermed reduceret den oprindelige determinant til en determinant af samme
form, men af (n — 1)’te orden, og idet vi bemeerker, at

1 =z,

‘1 le =Tn —Tn-1,

forer en simpel induktionsbetragtning umiddelbart til det ovenfor omtalte udtryk for
D.
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OPGAVESAMLING TIL MAT 3 AL

Opg. 1.

Vis, at for en gruppe G er fglgende betingelser sekvivalente:
i) Afbildningen G — G defineret ved * — 2! er en isomorfi.
ii) Afbildningen G — G defineret ved x — x% er en homomorfi.
iii) G er abelsk.

Opg. 2.

Lad G veere en endelig gruppe for hvilken der findes en automorfi a € Aut(G) der
har orden 2 og kun har det neutrale element e som fixpunkt, (d.v.s. a(a(x)) = z for
ethvert x € G og a(z) =z = = =e).

Vis, at ethvert element i G kan skrives pa formen za(z) ™!

Vis, at G ma vere abelsk.

Opg. 3.

Lad a, b og ¢ veere elementer i en gruppe G.
i) Vis, at a og a~! har samme orden.

ii) Vis, at ab og ba har samme orden.

iii) Vis, at abc og bea har samme orden. Generaliser.

iv) Vis ved et eksempel, at produktet af to elementer af endelig orden ikke

ngdvendigvis har endelig orden. (Se pa matricerne (?_(1]) 0g (_(1]_% ) )

Opg. 4.

Lad G veere en gruppe af lige orden. Vis, at antallet af elementer af orden 2 er
ulige.

Opg. 5.

Lad G vere den abelske gruppe bestaende af alle folger (a1, as,- -+ ), hvor aj, as, - €
Zy. (Zy4 er den additive gruppe af restklasser modulo 4.) Komposition i G er
komponentvis addition. Lad H veere den abelske gruppe bestaende af alle folger
(bl, as,as, - ), hvor b1 € Z» og as, a3, - € Za.

Vis, at G er isomorf med en undergruppe i H og at H er isomorf med en undergruppe
i G. Undersgg, om G og H er isomorfe.

Opg. 6.
Lad G veere en cyklisk gruppe. Vis, at Aut(G) ~ Zs, hvis G = (Z, +).
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Vis, at Aut(G) er isomorf med den multiplikative gruppe (Z;, .) af primiske restklasser
modulo n, hvis G = (Z,,, +).

Godtger, at enhver undergruppe i en cyklisk gruppe er karakteristisk.
Opg. 7.
Lad n veere et naturligt tal. Vis, at antallet af ikke-isomorfe grupper af orden n
er <[(n—11"2
Opg. 8.

Lad a og b veere ombyttelige elementer i gruppen G. Antag Ord (a) = m < oo og
Ord (b) =n < oo. Vis, at Ord (ab) er en divisor i mn.

Vis, at Ord (ab) = mn, hvis m og n er indbyrdes primiske.

Opg. 9.
Vis, at matricerne
1 a
0 1 c || abceZ/Z3}
0 0 1

med szedvanlig matrixmultiplikation udggr en gruppe af orden 27, hvor ethvert ele-
ment # e har orden 3.

Angiv herved to ikke-isomorfe endelige grupper, hvor elementordnerne stemmer overens
med multiplicitet.
Opg. 10.

Lad G vere en endelig gruppe og H en normal undergruppe i G. Antag at |H |
og [G : H] er indbyrdes primiske. Vis, at H er den eneste undergruppe i G af orden
|H|. (Benyt Noethers 1. Isomorfissetning.)

Opg. 11.

Lad H og K vere undergrupper i gruppen G, sa H 2O K. Vis, at [G : K] =
G : H|[H : K].

Opg. 12.

Lad G veere en gruppe og H og K to normaldelere i G. Vis, at hk = kh for
ethvert h i H og ethvert ki K, hvis HN K =e.

(Betragt hkh=1k™1.)

De efterfolgende opgaver 13—16 benytter lidt maengdelaere.
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Opg. 13.

Lad p veere et ulige primtal. Vis, at der ikke findes nogen gruppe G for hvilken
Aut(G)| = p.

Opg. 14.
Vis, at for enhver gruppe G geelder:

G <2 & Aut(G) =1¢ .

Opg. 15.

Vis, at enhver maengde er underliggende maengde for en gruppe.
Opg. 16.
Vis, at (R, +) ~ (C, +).

Opg. 17.

Lad K veere en ikke-tom delmaengde i en gruppe G. Vis, at K er en venstre
sideklasse m.h.t. en undergruppe i G, hvis og kun hvis

r,y,2€ K = zy l2e K.

Tilsvarende fas en karakterisering af hgjresideklasserne i G.

Vis, at enhver venstresideklasse (m.h.t. en eller anden undergruppe) i G er hgjresideklasse
(m.h.t. en eller anden undergruppe) i G.

Opg. 18.
Vis, at
G L (s ph TR s ~1}
N Sin%”k Cos%ﬂkz TS

udger en cyklisk undergruppe i GL(2,R) af orden n.

Lad B= (1)

Vis, at meengden G U BG udger en undergruppe i GL(2,R), der er isomorf med
Diedergruppen D,, af orden 2n.

Opg. 19.

Bestem alle undergrupper i Diedergruppen D, af orden 8 og disses indbyrdes
placering. (Skriv Dy = {e, 0,02, 03, 7,70,70%, 703}, 0% = 72 = ¢; ToT = 071, hvor

o er en drejning pa § og 7 en spejling.)
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Opg. 20.
Vis, at

a11a
H = {(011 12) ai,a12,a22 € R, a;; #0, age #0 }
a2

udger en undergruppe i GL(2,R). Bestem de afledede grupper H' H” etc.

(Udregn kommutatoren ABA~!' B! hvor A = (g (1)>, B = (é_%))

Opg. 21.
Lad G vere det indre direkte produkt af undergrupperne H og K. Lad A veere
normaldeler i G, sa AN H = AN K = {e}. Vis, at A er indeholdt i centret Z(G).
Opg. 22.
Vis, at Z/7Z2 er den eneste endelige gruppe med netop to konjugeretklasser .

Opg. 23.

Bestem de endelige grupper med netop tre konjugeretklasser.

Opg. 24.

Lad G veere en gruppe af orden p™, hvor p er et primtal. Vis, at det for en
normaldeler H i G, (H # {e}) gelder, at H N Z(G) # {e}.

(Vink: Analyser beviset for, at en p-gruppe har ikke-trivielt centrum).
Vis, at en normaldeler i G af orden p er indeholdt i centret Z(G).

Opg. 25.
Lad G veere en cyklisk gruppe af orden n. Vis, at der til enhver divisor d i n
findes een undergruppe af orden d.
Opg. 26.

Lad G veere en gruppe for hvilken der findes en undergruppe H # G med egen-
skaben, at enhver segte undergruppe i G er indeholdt i H. Vis, at G er cyklisk af
primtalspotensorden. (Betragt et element i G\ H.)

Opg. 27.

Lad G vare en gruppe. Vis, at G er cyklisk af orden p?, hvor p er et primtal, hvis
og kun hvis G har netop een undergruppe # e og # G.
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Opg. 28.
Vis, at Aut(Vy) ~ Aut(S3) ~ S3. (Her betegner V; Kleins Vierergruppe.)

Opg. 29. (%)
Vis, at der ikke findes nogen gruppe, for hvilken den indre automorfigruppe er
isomorf med quaterniongruppen af orden 8.

Vis, at en gruppe er abelsk, hvis dens automorfigruppe er isomorf med quaterni-
ongruppen af orden 8.

(+x) Undersgg, om der findes en gruppe, hvis indre automorfigruppe er isomorf med
Z4 X ZQ.

Opg. 30.

Vis, at enhver endelig gruppe G kan indlejres i en endelig simpel gruppe, (dvs.
G er isomorf med en undergruppe i en endelig simpel gruppe). (Angiv en injektiv
homomorfi fra S; til As;. Anvend Cayley’s Saetning og Galois’s Saetning.)

Opg. 31.

Lad P vezere en undergruppe i S,, indeholdende en ulige Permutation. Vis, at |P|
er lige og at netop halvdelen af elementerne i P er lige permutationer. (Betragt den
indbyrdes placering af A,, og P og benyt Noether’s 1. Isomorfissetning.)

Opg. 32.

Vis, at | P| er delelig med n for enhver transitiv undergruppe P i den symmetriske
gruppe S,. {Vis, at undergruppen bestaende af de permutationer, der fikser punktet
1 ("stabilitetsgruppen for P i punktet 1”) har indeks n i P.}

Opg. 33.

Lad n = p{*---p% hvor py,---,p, er indbyrdes forskellige primtal. Vis, at
Z]Zn ~7)Zp* x --- x Z)Zp¢r. (Kinesiske restklasseseetning.)

Opg. 34.
Lad G vere en gruppe af orden p”, hvor p er et primtal. Vis, at der findes en
normalraekke G G1>Go>---> Gy —1 > G, = e, hvor alle faktorgrupperne har orden

.
(Betragt en kompositionsraekke for G.)

Opg. 35.

Lad G veere en endelig gruppe af orden n med den egenskab, at der til enhver
divisor d i n findes hgjest én undergruppe i G af orden d.

i) Vis, at for enhver primdivisor p i n findes netop én p-Sylowgruppe i G.
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ii) Vis, (v.hj. af Opg. 34 ovenfor og Opg. 26), at Sylowgrupperne i G er cykliske.
iii) Vis (v.hj. af Opg. 33 og Opg. 12), at G er cyklisk.

Opg. 36.

Vis, at for en endelig gruppe G af orden n er fglgende betingelser ackvivalente:
i) G er cyklisk.
ii) Til enhver divisor d i n findes hgjest en undergruppe i G af orden d.

iii) Til enhver divisor d i n findes netop én undergruppe i G af orden d.

Opg. 37.
Vis, at et endeligt legemes multiplikative gruppe er cyklisk.

Opg. 38.

Lad G vere en endelig gruppe, hvis orden er delelig med primtallet p. Lad end-
videre P vare en normaldeler, hvis orden er en potens af p. Vis, at P er indeholdt i
enhver p-Sylowgruppe for G.

Opg. 39.
Lad H veere en undergruppe i gruppen G og lad P veare en p-Sylowgruppe for G.
Undersgg, om H N P er en p-Sylowgruppe for H.
Opg. 40.

Lad G vaere en gruppe, hvis orden er delelig med primtallet p, men ej med p2.
Vis, at antallet af elementer i G af orden p er = —1 (mod p).

Anvend dette pa den symmetriske gruppe S, hvor p er et primtal, og udled Wilson’s
Seetning: For ethvert primtal p er (p — 1)! = —1 (mod p).

Opg. 41.
Lad P vere en abelsk transitiv permutationsgruppe i S,,. Vis, at |P| = n. (Vis,
at stabilitetsgruppen for P i f.eks. punktet (1) er e.)

Opg. 42.

Lad G veere en gruppe og H en undergruppe i G af indeks n. Lad G = {J,_, x; H
veere inddelingen af G i disjunkte hgjresideklasser. Lad p veere fglgende afbildning fra
G til S, opfattet som gruppen af permutationer af hgjresideklasserne x1 H, - - - , z,, H
defineret ved

o QL’lH xQH :L’nH
ple) = (xmlﬂ xwoH - man) » TEG.
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Vis, at p er en homomorfi med Ker(p) = (i_, z;Hz; ' og vis, at Ker(p) C H.,

Opg. 43.
Lad G veere en simpel gruppe indeholdende en undergruppe af indeks n, hvor
n > 1. Vis, at G er isomorf med en undergruppe i S,,. (Benyt opg. 42.)
Opg. 44.

Lad H vere en undergruppe i S,,, H # A,, H # S,, og antag n > 5.
Vis, (v. hj. af opg. 42) at [S,, : H] > n.

Opg. 45.

i) Vis, at enhver simpel gruppe af orden < 60 er cyklisk af primtalsorden.
ii) Godtggr, at enhver gruppe af orden < 60 er oplgselig. (Betragt en komposi-
tionsraekke for en sadan gruppe og udnyt 7).)

Opg. 46.

Vis, at enhver gruppe af orden p?q? er oplgselig, nar p og ¢ er primtal. (Antag
p > q og vis, at # (p-Sylowgrupper) > 1 medfgrer ¢> = 1 (mod p); dette indebaerer
q=2o0gp=3.)
Opg. 47.

Lad n veere af formen p-a, a < p, p et primtal. Vis, at enhver undergruppe af orden
p® i den symmetriske gruppe S,, er abelsk. (Vink: Angiv en abelsk undergruppe af
orden p“.)

Opg. 48.

i) Lad ay,---,a, veere n forskellige hele tal. Vis, at f(z) = f[ (x —a;) —1er
irreducibelt i Q[X].

=1
(Antag f(z) = g(z)h(z), hvor g(z) og h(zx) er normerede polynomier i Z[X] af grad
< n. Betragt g(a;) + h(a;).)

ii) Lad ay,--- ,a, vere n forskellige hele tal. Vis, at polynomiet II (z — a;)% + 1

i=1
irreducibelt i Q[X].

Opg. 49.
Angiv 2-Sylowgrupperne (antal og isomorfitype) i den symmetriske gruppe Sj.

Samme spgrgsmal for 3-Sylowgrupperne.

Opg. 50.
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Lad G veere en endelig gruppe og N; og N» to normaldelere i G. Vil G/N; og
G /N5 veere isomorfe, hvis N7 og Ny er isomorfe? Vil Ny og Ny veere isomorfe, hvis
G /Ny og G/N er isomorfe ?

Opg. 51.

Vis, at X" +5X""! +3 er irreducibelt i Z[X] (og dermed ogsa i Q[X]) for ethvert
naturligt tal n. [Denne opgave stammer fra den internationale matematikolympiade
juli 1993.]

Opg. 52.

Lad L D K vere legemer og o og (3 elementer i L. Antag graden af a over K
er m og graden af 3 over K er n, dvs. [K(«) : K] = m og [K(8) : K] = n. Vis, at
[K(a, ) : K] <m-n.

Vis, at [K(a, §) : K] er delelig med m og med n.
Vis, at [K(a, ) : K| = m - n, hvis m og n er indbyrdes primiske.

Opg. 53.%)

Opg. p. 2.12 i Noterne. (For beviset indirekte. Antag Grad(Irr (o + 5, K)) = 1,
p eller ¢ og udled deraf en modstrid.)

Opg. 54.

Vis, at polynomiet 23 — 22 + 1 er irreducibelt over Q og lad a vaere en rod (i C)
til dette.

Bestem [Q(v/2,a) : Q] og vis, at Q(v/2,a) = Q(av/?2).
[Eftervis og benyt, at @ = —a? +a? — 1 € Q(av/2).]

Opg. 55.
Vis, at v2 ¢ Q(V/3).
(Antag V2 = a + bv/3, a € Q, b € Q og udled heraf en modstrid.)
Angiv en basis for Q(\/ﬁ, \/§) betragtet som vektorrum over Q.

Godtger, at Q(v/2, v3) = Q(v/2 + v/3). (Benyt enten beviset for Abel-Steinitz’
Seetning eller find rationale tal qg, q1, g2, ¢3, sa

V2=gq0+ a1 (V2+V3) + (V2 +V3)* + g3 (V2 + V3)%)
Vis, at Q(v/2, v/3)/Q er normal og angiv Gr(Q(+/2, v/3)/Q).

Opg. 56.

Angiv spaltningslegemerne (opfattet som dellegemer af C) over Q for hvert af
fglgende polynomier X4 +4, X4 +16, X* —10, X? +20, X3 —2 og X3 —4 og bestem
spaltningslegemernes dimension over Q.
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Opg. 57.
Angiv [Q(V2, ¥2) : Q). Vis, at Q(v2, 2) = Q(Y2).
Lad e = €2™/3 = (=1 +iv/3)/2.
Angiv [Q(v2) : Q)], [Q(V2) : Q], [Q(V2¢) : Q] 0g [Q(V2, V2¢) : Q.
(Sammenlign med Opg. 52.)
Opg. 58.
Vis, at f(X) = X3+ X + 11 (Z/5)[X] er irreducibelt i (Z/5)[X].
Vis, at f(X) indenfor (Z/5)[X] gar op i X125 — X. (Vink: Se pa eksistensbeviset
vedrgrende endelige legemer.)
Opg. 59.

Lad My, My, M3, My, M5 og Mg veere spaltningslegemerne over Q for polynomi-
erne X4 —2, X4 +2 X3-3, X3+3, X6 -3 o0g X6+3.

Bestem [M; : Q], [Ms : Q], [M3 : Q], [My : Q|,[M5 : Q] og [Ms : Q).

Opg. 60.

Vis, at Aut(Q) = {1g}. Vis, at Aut(R) = {Ir}. (Lad o € Aut(R); vis, at «
ma veere identiteten pa Q og godtger, at o ma veere ordenstro, idet de ikke-negative
reelle tal kan karakteriseres som mengden af kvadrater i R.)

Opg. 61.
Lad a og b veere rationale tal # 0, sd a ¢ Q% b ¢ Q2 ab ¢ Q2. Lad M =
Q(v/a,Vb). Vis, at M/Q er normal. Bestem [M : Q] og Gr(M/Q).
Opg. 62.

Lad f(X) veere et irreducibelt 4de gradspolynomium i Q[X | og lad M veere spalt-
ningslegemet for f(X) over Q. Antag [M : Q] = 8. Vis, at Gr(M/Q) er isomorf med
Diedergruppen Dy, af orden 8. (Benyt f.eks., at enhver undergruppe i S; af orden 8
er isomorf med Dy).

Opg. 63.

Lad f(X) veere et irreducibelt 4de gradspolynomium i Q[X|] af formen X*+aX?2+b
og lad M veere spaltningslegemet for f(X) over Q. Vis, at Gr(M/Q) ma vaere Z/4,
Kleins Vierergruppe Vj eller Dy.

Opg. 64.
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Lad M, resp. My veere spaltningslegemet over QQ for
fi(X)=X*—4X%+ 2, resp. fo(X)=X*—10X?+1.
Angiv Galoisgrupperne Gr(M;/Q) og Gr(M2/Q).

Opg. 65.

Den anden opgave p. 3.12 i Noterne (Lad f(X) veere et irreducibelt etc.) [Vink til
spgrgsmal 4: Bemzerk, at X4f(1/X) = f(X) og slut heraf, at u er rod i f(X) < 1/u
er rod i f(X), sa rodderne ma vaere af formen u, v1/u,1/v.]

Opg. 66.

Lad f(X) veere et irreducibelt n-te gradspolynomium i Q[X] og lad M vaere
spaltningslegemet over Q. Vis, at [M : Q] = n, safremt Gr(M/Q) er abelsk. (Benyt,
at Gr(M/Q) abelsk = enhver undergruppe er normaldeler.)

) Undersgg, om ovennaevnte implikation kan vendes om.

Opg. 67.

Lad M/Q veaere en normal udvidelse, sa Gr(M/Q) ~ Z/4. Vis, at M ikke kan
indeholde 7 = v/—1. (Benyt, at Z/4 har netop eet element af orden 2 og at overgang
til kompleks-konjugeret er en automorfi af orden 2.)

Opg. 68.

Lad M og N vere endelige normale udvidelser af Q (opfattet som dellegemer af
C.) Vis, at kompositet M N er en endelig normal udvidelse af Q. (Skriv M og N
som spaltningslegemer for polynomier f(X) og g(X) over Q og betragt f(X)g(X).)
Vis, at der findes en “naturlig” injektiv afbildning af Gr(M N/Q) ind i Gr(M/Q) x
Gr(N/Q).
Antag M NN = Q og vis, at i dette tilfzelde er Gr(M N/Q) isomorf med det direkte
produkt Gr(M/Q) x Gr(N/Q).

Bestem Galoisgruppen for spaltningslegemet over Q for polynomiet (X2 —2)(X*—2).

Opg. 69.

Lad M/K vare en endelig normal udvidelse. Vis, at et element a € M er et
primitivt element for M /K hvis og kun hvis o(«a) # « for ethvert o € Gr(M/K), o #

1as.

Opg. 70.
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Lad P(X), Q(X), R(X) og S(X) vere polynomier med reelle koefficienter sa
P(X°)+ XQ(X%) + X?R(X°) = (1+ X + X?+ X3+ X*)S(X). Vis, at X — 1 gar
opi P(X). (Opgaven stammer fra 5-te USA “Mathematical Olympiad”.)

Opg. 71.
Lad M vere spaltningslegemet for X° — 2 over Q. Angiv [M : Q] og vis, at
Gr(M/Q) ikke er abelsk. Vis, at Q(v/5) C M. (Benyt, at cos2m/5 = (v/5 — 1)/4.)

Godtggr, at M/Q(+/5) er normal med en Galoisgruppe der er isomorf med Ds
(Diedergruppen af orden 10).

*) Angiv et irreducibelt 10de gradspolynomium i Q[X], hvis spaltningslegeme over
Q er M. (Betragt Irr(v/2 4+ v/5,Q).)

Opg. 72.

Vis, at for ulige n geelder Qq, = Q,,. (Vis f.eks. at Q,, og Qg, har samme
dimension over Q.)

Opg. 73.

1) ViS, at QlO = @5.

i) Vis, at Q(v/5) C Qs.

iii) Vis, at Q(+/5) er det eneste dellegeme af Qs, hvis dimension over Q er 2.

iv) Vis, at 1% — 2 er irreducibelt over Q1.

(Bevis og benyt, at 2¢/10 ¢ Qs for 1 < t < 9; bemark, at en segte divisor i
X102 matte veere et produkt af faktorer ((X — %/2)-(10-nde enhedsrod)) og se pa
konstantleddet.)

v) Lad M veere spaltningslegemet for 219 — 2 over Q og bestem [M : QJ.
vi) Er Gr(M/Q) abelsk? Er Gr(M/Q) oplgselig?

Opg. 74.
Vis, at Q, NR = Q(cos 27 /n). Angiv [Q(cos2m/n) : Q).
[Benyt, at Q, N R er fixpunktslegeme for den automorfi i Gr(Q,,/Q), der svarer
til kompleks konjugering. |
Opg. 75.
Lad M, veere spaltningslegemet over Q for polynomiet =™ 4+ 1. Bestem Galois-
gruppen Gr(M,,/Q).
Opg. 76.

Lad f(X) veere et irreducibelt trediegradspolynomium i Q[X] med netop een reel
rod. Angiv Galoisgruppen for spaltningslegemet over Q.
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Opg. 77.

Lad M vare spaltningslegemet over Q for polynomiet % 4+ 522 + 5. Undersgg,
om M er lig det 5-te cirkeldelingslegeme Q5.

Opg. 78.

Lad K veere et legeme af karakteristik 0, M en endelig normal udvidelse af legemet
K og L en endelig udvidelse af K. Antag at M N L = K og at kompositet ML er
en endelig normal udvidelse af M. Vis, at M L er en normal udvidelse af K. (Vink:
Velg o € L, saa L = K(«a) og vis, at f(x) = Irr(a, K) er irreducibelt i M[X].
Lad M vere spaltningslegeme over K for et polynomium g(x) € K[X]. Da er ML
spaltningslegeme over K for f(z)g(x).)

Vis ved et eksempel, at i ovennaevnte situation vil L ikke ngdvendigvis veere
normal over K.

Opg. 79.

Lad M/L og L/K vere endelige normale udvidelser. Vis ved et eksempel, at
M /K ikke ngdvendigvis er en normal udvidelse.

Opg. 80.

Lad M/L og L/K vaere endelige normale udvidelser. Antag, at enhver automorfi
i Gr(L/K) kan fortsaettes til en automorfi for M. Undersgg, om dette medfgrer, at
M/K er en normal udvidelse.
(Jfr. punkt 5 i Galoisteoriens Hovedsaetning.)

Opg. 81.

Lad « veere algebraisk over Q af grad n, hvor n er ulige. Undersgg, om Q(«a) =
Q(a?).

(Hvis udsagnet er rigtigt, gnskes givet et bevis. Hvis udsagnet er forkert, gnskes
givet et modeksempel.)

Opg. 82.

Lad b veere et reelt algebraisk tal af grad ¢ (m.h.t. Q) og lad i veere v/—1. Vis, at
graden s (m.h.t. Q) af tallet b er lig 2¢, hvis i ligger i legemet Q(ib) og er lig ¢, hvis
i ikke ligger i legemet Q(ib).

Opg. 83.(x)

Lad « veere et komplekst tal skrevet pa formen a = a + ib, hvor a og b er reelle
tal og i = v/—1. Vis, at « er algebraisk over Q, hvis og kun hvis a og b er algebraiske
over Q.

Antag nu, at a = a+1ib er algebraisk over Q og at dettes grad er n. Vis, at graden
af a er hgjest n(n — 1)/2 og graden af ib hgjest n(n — 1). Vis, at graden af ib er lig
graden af b, hvis i ikke ligger i legemet Q(ib) og at graden af ib er det dobbelte af
graden af b, hvis 7 ligger i legemet Q(ib).
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Opg. 84.(x)

Lad Q, = Q(e™ ) = Q(cos + isin2Z) veere det n-te cirkeldelingslegeme. Vis,
at for n > 2 er [Q(cos2™) : Q] = ¢(n )/2 Vis, at nar n ikke er delelig med 4, er
Q(zst—”) Q,, og har saledes dimensionen ¢(n) over Q. Nar n ikke er delelig med
4, har sin®* graden ¢(n)/2 over Q.

Vis, at i (: \/_1) ligger i Q,,, netop nar n er delelig med 4.

Vis, at Q(cos2*) = Q(sin2") netop nar n er delelig med 8.

Vis,at nar n > 4 og n = 4 (mod 8) er Q(sin2") et wgte dellegeme af Q(cos2™) og

[@(0052—”) : Q(szn )] = 2.

Opg. 85.

Vis, at summen a,, af de primitive n’te enhedsrgddder er lig pu(n), hvor p betegner
Mébiusfunktionen. [Vink: Bemeerk, at for n > 1 er summen af alle n’te enhedsrgdder
lig 0. Slut heraf, at for n > 1 er > djn 0d = 0. Bevis nu (under benyttelse af seetning
27 1 Kap.Il), at a,, = u(n) for alle n ved induktion efter n.]

Opg. 86.

Lad f(x) veere et irreducibelt 5-te gradspolynomium med netop 3 reelle radder,
og lad M veere spaltningslegemet over Q for f(x).

Lad «, 3,7 og § veere fire indbyrdes forskellige rgdder i f(x).

Vis, at a+ 3 # v+ 0. (Betragt forst tilfeeldet, hvor netop tre af disse rgdder er
reelle og udnyt derefter strukturen af Gr(M/Q) som permutationsgruppe af de fem
rgdder i f(x).)

Bestem Gr(M/Q(a + 3)) og Gr(M/Q(a — [3)) og undersgg, om Q(a + [3) er
indeholdt i Q(a — ).

Opg. 87.

Lad M/K vere en endelig normal udvidelse med Galoisgruppe G. Lad L vaere
et mellemlegeme mellem K og M og lad H veere undergruppen i G bestaende af de
automorfier o € GG for hvilke oL = L. Vis, at H er normalisatoren af T'L i G.
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STIKORDSLISTE

A

Abelsk gruppe

Abelsk udvidelse
Abel-Steinitz’s saetning
absolut normalraekke
adjunktion af rod
afledet gruppe
algebraens fundamentalsaetning
algebraisk element
algebraisk hylster
algebraisk udvidelse
alternerende gruppe
Aut(G)

Auti(G)

automorfi for gruppe
automorfi for legeme

B

basis
Burnside’s Verlagerungsssetning

C

Cardanos formel

Cayley’s saetning
centralisator af element
centralisator af undergruppe
centrum

cirkeldelingslegeme
cirkeldelingspolynomium
cykel

cyklisk gruppe

cyklisk udvidelse

D

diedergruppe
direkte faktor, produkt

1.1
5.5
2.22
1.28
2.12
1.10
2.14
2.8
2.11
2.9
1.20
1.5
1.5
1.5
3.1

1.42
1.38

5.10

1.18

1.12

1.9 og 1.39
1.2

4.5

4.1

1.20

1.2

5.5

1.11
1.8
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direkte sum 1.52
Dirichlets sa&etning 4.4
diskriminant 2.26
divisor, stgrste feelles 2.16
dobbelt transitiv gruppe 1.18
D, 1.11
E

Eisensteins irreducibilitetskriterium 2.4
elementaerdivisorsaetningen 1.44
enhedsrod 4.1
Eulers kriterium 6.2
F

F (fixpunktslegeme) 3.1
faktorgruppe 1.4
Fermat’ske primtal 4.10
fixpunktslegeme 3.1
fjerdegradsligning 5.11
forfining 1.24
forkortningssaetningen 1.53
formel differentiation 2.19
Freshman’s Dream 2.18
fri 1.42
Frobeniusautomorfien 2.18
fuldkommen gruppe 1.6
fuldkomment legeme 2.21
G

Galoisfelt 2.24
Galoisgruppe 3.6
Galois’ seetning ang. A, 1.22
Galoisteoriens hovedsaetning 3.8
Gauss’ seetning om primitive polynomier 2.2
Gauss’ seetning om konstruktion af regulsere polygoner 4.8
Gr, relativ automorfigruppe, Galoisgruppe 3.1
H

hexaedergruppe 1.18
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Hilbert Satz 90 5.2
homomorfi 1.3
homomorfiseetningen 1.4
hovedideal 2.1
hovedidealomrade 2.1
hovedsatning ang. oplgselighed ved rodtegn 5.8
hovedsatning om endeligt frembragte abelske grupper 1.52
hgjresekvivalent 1.3
I

ideal 2.1
ikosaedergruppe 1.18
index 1.3
indre automorfi 1.5
Irr(a, K) 2.8
isomorfe normalraekker 1.25
isomorfe grupper 1.3
J

Jacobisymbolet 6.7
Jordan-Holders saetning 1.25
K

kanonisk homomorfi 1.4
karakteristik af legeme 2.17
karakteristisk undergruppe 1.5
Ker, kerne for homomorfi 1.4
klasseligningen 1.13
Kleins Vierergruppe 1.11
kohomologigruppe 5.1
kommutativ gruppe 1.1
kommutativ ring 2.1
kommutator 1.10
kommutatorgruppe 1.10
komposition 1.1
kompositionsraekke 1.24
kompositum af legemer 3.9
konjugerede elementer 1.12
konjugerede undergrupper 1.32

Kronecker-Webers saetning 4.6
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krydset homomorfi 5.1
kvadratisk rest 6.1
kvadratiske reciprocitetssaetning 6.3
kvotientgruppe 1.4
L

Lagranges seetning 1.2
legeme 2.1
Legendresymbolet 6.1
M

maksimalt ideal 2.1
Mersennetal 6.6
meta-abelsk 5.5
multipel rod 2.19
Mobius-funktion 2.25
N

nilpotent 1.30
Noethers isomorfissetninger 1.9 og 1.10
normal undergruppe 1.4
normal udvidelse 3.2
normaldeler 1.4
normalisator af undergruppe 1.32
normalraekke 1.24
O

oplgselig gruppe 1.28
oplgselighed ved rodtegn 5.7
orden 1.2
overoplgselighed 1.30
P

p-gruppe 1.12
p-Sylow gruppe 1.31
PID (= hovedidealomrade) 2.1
permutationsgruppe 1.18

praktisk lemma 3.2
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primitiv enhedsrod 4.1
primitivt element 2.22
primitivt polynomium 2.2
primideal 2.1
Q

Q,,, det n’te cirkeldelingslegeme 4.5
quaterniongruppen 1.14
R

radikaludvidelse 5.5
relativ automorfigruppe 3.1
S

Schreiers forfiningssaetning 1.25
Schonemann-Eisensteins satning 2.4
separabel 2.21
sideklasse 1.3
simpel algebraisk udvidelse 2.22
simpel gruppe 1.6
simpel rod 2.19
Sy, den n’te symmetriske gruppe 1.18
spaltningslegeme 2.14
spor 3.5
stabilitetsgruppe 1.16
stgrste faelles divisor for polynomier 2.16
Sylows saetninger 1.31
symmetrisk gruppe 1.18
symmetriske polynomier 2.5
T

tetraedergruppen 1.16
torsion 1.42
transcendent 2.8
transitiv 1.18
transitivitetssaetningen 2.10
translationssaetningen 3.12
transposition 1.20

trediegradsligning 5.10
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U

UFD (= faktoriel ring)
unimodulser

Vv

venstreaxkvivalent
Ver, verlagerung
V4, Kleins Vierergruppe

Z

Zassenhaus’ lemma
Z(G), centrum for G

2.2
1.43

1.3
1.36
1.11

1.25
1.2



