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Kapitel A

At bruge dette haefte

A.1 Vejledning

Materialehzeftet her indeholder en opgavesamling og andet materiale, der tjener til sup-
plement af laerebogen [MV]. Bortset fra nogle danske overseettelser af visse af opgaverne
fra [MV], som forfatterne har bedt om at fa udeladt, findes alt materialet i heeftet frit
tilgeengeligt pa kursets hjemmeside

www.math.ku.dk/ma/kurser/mat3an

Oven i kgbet er et temmelig omfangsrigt baggrundsmateriale til udvalgte opgaver ude-
lukkende tilgeengeligt pa internet, ligesom oversigter over planlagte aktiviteter og stillede
opgaver findes dér. Det betyder at hvis laeseren altid er i umiddelbar neerhed af internettet,
sa er heeftet principielt overflodigt. Imidlertid er det mit geet, at heeftet vil kunne tjene
som en praktisk nggle til 3AN, bade nar computeren er slukket og nar internetversionen
bliver for uoverskuelig.

Flere steder i materialesamlingen henvises til supplerende materiale, som primert af
pladsarsager (hele dokumentet fylder godt 150 sider) kun findes pa internetversionen.
Leaeseren kan her se hvad der findes pa nettet inden han eller hun gor sig ulejliched med at
logge pa der. Det er muligt at der vil komme mere supplerende materiale pa netversionen
undervejs i kursusforlgbet.

Henvisningerne til internetversionen benytter folgende notation:

e Noter er noter om materialets historie. Jeg har bestraebt mig pa at angive de kilder
jeg har benyttet, hvis ikke materialet stammer fra [MV] eller er noget jeg selv har
udviklet.

e Vink giver tips til lgsning af en opgave. Jeg placerer herunder information af en art
som jeg ikke ville tgve leenge med at satte pa opgaven, hvis den var en eksamens-
opgave. Man bgr saledes ikke vente sa laenge efter man er gaet i sta i en opgave fgr
man indhenter et vink.
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e Strategi er en mere detaljeret slagplan for regning af en opgave, ikke information som
jeg ville kunne give pa et eksamenssaet. Sa selv om strategierne er udarbejdet for at
blive brugt, sa ma laseseren veere forsigtig med ikke at blive for afhengig af dem.

e Forudsatninger anfgrer metoder fra andre kurser, som taenkes benyttet ved opga-
veregningen. Laeseren kan bruge dem som vink, undtagen (som forklaret i afsnit
F.4.1) hvis de er af typen “Forudsaetninger om riemannintegration”, hvor de naermere
modsvarer strategier.

e Besvarelse giver besvarelser af opgaven, udarbejdet af leerer, instruktor eller, i sjaeld-
nere tilfaelde, af en deltager. Den bglgede linje indikerer at disse forst bliver tilgeen-
gelige i ugen efter at en opgave bliver stillet.

Det overlades til deltagerne at finde gode arbejdsformer for brug af vink og andet materiale,
men som en generel anbefaling skal det naevnes at udbyttet af opgaverne bliver stgrst, hvis
man venter med at indhente vink til man har tsenkt over opgaven og identificeret ens
problemer med at regne den.

A.2 Tak

Materialet her er blevet til mens jeg har veeret tilknyttet 3AN 1 1997, 1999, 2000, 2001 og
2002. Der er en lang tradition for at stjeele med arme og ben ved udarbejdelsen af sadanne
veerker, og dette haefte er ingen undtagelse. Jeg star i dybest taknemmelighedsgeeld til
mine egne laerere Gert Kjeergard Pedersen og Esben Kehlet, men ogsa til Gerd Grubb,
Kjeld Bagger Laursen og Ryszard Nest, som alle har bidraget ved deres udviklingsarbejde
ved 3AN eller dets forgengere 3FU og 3MA.

Ogsa Toke Meier Carlsen, Lars Hansen og Rolf Dyre Svegstrup, der som instruktorer i
1999, 2000, 2001 og/eller 2002 udarbejdede en del materiale til kurset, har ydet uvur-
derlige bidrag ved sammenskrivningen af dette hafte. Jeg er ligeledes taknemmelig for
at Reinhold Meise og Dietmar Vogt har tilladt mig at inkludere danske oversaettelser af
udvalgte opgaver fra deres leerebog i haeftet her.

Til sidst skal rettes tak til de kursusdeltagere som rapporterede fejl og ungjagtigheder
til mig, saledes at de kunne rettes inden denne udgave blev trykt. Ansvaret for alle de
tilbageveerende, eller nye, fejl er naturligvis mit.

Soren Eilers, Kgbenhavn, 27.12.2002



Kapitel F

Forudsaetninger

Dette kapitel indeholder materiale der kan benyttes til at skabe kontakt fra teori i lee-
rebogen til pensum kendt fra de kurser der er forudssetninger for 3AN. Kapitlet er sggt
afstemt med en baggrund fra 1999-versionen af 1cA, 2000-versionerne af 1GB og 2AN,
samt 2001-versionerne af 2KF og 3GT. Flere af disse kurser er under nogen forandring, sa
der vil muligvis vise sig sendringsbehov allerede i forarssemestret 2003.

I tabellerne herunder benyttes fglgende opdeling af resultater som vi helt eller delvis
importerer fra andre kurser:

o Forudseaettes kendt, gennemgas ikke ved forelsesninger

° Forudsaettes kendt, repeteres kort ved forelsesninger

ee | Gennemgas ved forelaesninger, men er muligvis bekendt

& Definition afviger fra andre kurser

I opgavesamlingen henvises til yderligere materiale af en sadan brobyggende natur med
“Forudsaetninger”. Bortset fra nogle fa centrale resultater, der er samlet i dette afsnit, er
dette materiale kun tilgeengeligt gennem internetversionen.

F.1 Lineser algebra

F.1.1 Oversigt

Den linezere algebra indtager en central rolle i 3AN. Begrebet vektorrum forudsaettes kendt
fra 1GA, og en dybere forstaelse af begreber som basis og dimension i det endelige tilfeelde
er en absolut forudsaetning for kurset. Matrixregning, herunder diagonalisering af symme-
triske reelle matricer, forudsaettes ligeledes bekendt fra 1GA.

Deltagerne forventes at veere bekendte med basisbegrebet for uendeligdimensionale vek-
torrum fra 3GT.

Man bedes bide meerke i notationen N(A) og R(A) pa [MV] side 5.

7



8 KAPITEL F. FORUDSATNINGER
F.1.2 Materiale fra [MV, Kapitel 1]

Bogens forste kapitel giver en kort gennemgang af resultater fra den linesere algebra som
vi har brug for. Nedenstaende forudsaettes kendt:

| [MV] | Status | Emne | Kendt fra
1 o Vektorrum, definition Mes, 1.1]
1 o Underrum, definition Mes, 1.10]
1 ) Uafhaengighed, definition Mes, 3.4
1 . Basis, definition Mes, 3.6], [3GTB, 1.5
1 ° Dimension, definition Mes, 3.7
1.1 ° Zorns lemma, 3GTB, 1.4.2
1.2 ) Suppleringssaetningen 3aTB, 1.5.5
1 o Linezer afbildning, definition | [Mes, 6.1]

Materialet om kvotient og konveksitet sidst i kapitlet forudsaettes ikke kendt.

F.2 Normerede, metriske og topologiske rum

F.2.1 Oversigt

Med 3GT i baghanden er deltageren mere end rigeligt kleedt pa til den del af 3AN der
omhandler topologiske spgrgsmal. I den del af [MV] som vi skal beskaftige os med er
naesten alle topologiske rum givet ved metrikker eller normer. Vi kan saledes arbejde med
fglger i stedet for net undervejs.

Af samme grund skal vi ikke benytte definitionerne af “topologisk rum” og “net” i [MV]
noget videre, men det er dog veerd at bemzerke at de ikke er de samme som i 3GT, som
beskrevet herunder.

Man bedes bemarke at en kugle
{r e M |d(a,z) < e},

som vi i 2AN ville kalde K (a,¢), i [MV] kaldes U.(z).

F.2.2 Materiale fra [MV, Kapitel 2]

Det meste af dette materiale skulle vaere lseseren bekendt:
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| [MV] | Status | Emne | Kendt fra
2 o Metrisk rum, definition 2ANB, I.1.1]
2 & Topologisk rum, definition 3arB;234
2 o Omegn, definition 3GTDB, 2.1.5
2 o Omegnsbasis, definition 3GTB, 2.2.1
2 o Lukket (afsluttet) meengde, definition | [3aTB, 2.1.11]
2 & Net, definition BerB2-7+H
2.1 o Kontinuert afbildning ved net 3GTB, 2.7.16
2.2 ) Sammensaetning af kontinuerte 3aTB, 2.3.11
2.3 ) Karakterisering af kontinuitet 3GTB, 2.3.12, opgave 2.3.7]
2 o Delrumstopologi, definition 3GTB, 2.4.1
2 o Produktrum, definition 3GTB, 2.4.5
2.5 oo Omvendt trekantsulighed 2ANB, opgave 2.1.4]

Definitionen af “topologisk rum” afviger fra den der benyttes i 3G, jf. T.8.1, og svarer i
stedet til definitionen af et hausdorffrum. Denne (misbrug af) notation er ret udbredt.

Definitionen af “net” afviger ligeledes fra 3aT, se T.9.1. Dette er dog uden betydning pga

Seetning F.2.6.3 herunder.

F.2.3 Materiale fra [MV, Kapitel 3]

Kapitlet indeholder materiale funderet pa begrebet fuldsteendighed. Det skulle vaere kendt

som fglger:

| [MV] | Status | Emne | Kendt fra
3 Cauchyfglge, definition 2ANB, 5.1
3.1 Fuldsteendighed, definition, bemeerkning 2ANB, 5.2
3.2 Baires saetning 3GTB, 2.6.30]
3 oo Kategori, definition 3GTB, 2.6.29
3.3 oo Baires sesetning vha kategori 3GTDB, 2.6.29
34 Rum af begraensede folger 2ANB, 5.7
3 Uniform kontinuitet, definition 2ANB, 6.19
3.5 oo Udvidelsessaetning for uniform kontinuitet | [2ANB, 6.21
3 oo Fuldsteendigggrelse, definition 2ANB; afsnit 5.3]
3 o Aben afbildning, definition [3GTB, 2.3.6]

[MV, 3.6-3.9] forudseettes ikke kendt.

F.2.4 Materiale fra [MV, Kapitel 4]

Kapitlet indeholder kendte resultater om kompakthed:
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| [IMV] | Status | Emne | Kendt fra |
4 o Kompakt rum, definition 3aTB, 2.6.2]
4.1 o Bemaerkninger om kompakthed 3aTB, 2.6.6, 2.6.7]
4.2 o Hovedsztninger om kompakthed 3GTB, 2.6.8, 2.6.11]
4.3 o Tychonoffs ssetning 3aTB, 2.7.18]
4 o Separabel, definition 3aTB, 2.2.6]
4 o Basis for topologien 3aTB, 2.2.10]
4.7 o Om baser for separable metriske rum | [3GTB, Opgave 2.2.3]
4.11 . Funktionsrum, definition 2ANB, 5.7]
4 o Lokalkompakt, definition 3GTB, 2.6.13
4.17 ) Urysohns lemma 3a¢TB, 2.5.10

Resultaterne om relativ kompakthed og prazekompakthed er ikke kendt og teenkes gen-
nemgaet, ligesom hovedsaetningerne af Arzela-Ascoli og Stone-Weierstrass.

F.2.5 Materiale fra [MV, Kapitel 5]

Materialet i [MV, 5] er kernestof, men dele af det kan vaere bekendt fra 2AN. Vi starter
forfra og repeterer det hele. Bemaerk at definitionen af operatornorm afviger fra den der
muligvis vil vaere kendt fra 2AN. Imidlertid ender vi, som vi skal se, med at definere preecis
den samme vaerdi.

| [MV] | Status | Emne | Kendt fra |
5.1 . norm & kontinuitet 2ANB, 4.4
5.4 ° karakterisering af kontinuitet 2ANB, 4.6
5 & operatornorm, definition 2anBefter 441
5 oo L(E, F), definition 2ANB, 4.7
5.6 oo L(E, F) som normeret rum 2ANB, 4.8, 1.5.12]
5.14 . Endelig-dimensionale normerede rum. [2ANB, 6.15]
5.15 . Automatisk kontinuitet i endelig dimension | jf. [2ANB, 6.16]

F.2.6 Brobyggende resultater

Uniform konvergens Flere steder i kurset far vi brug for et kriterium der forteeller at
graenseveerdien af en fglge af differentiable funktioner er differentiabel. Et sadant resultat
findes i [2ANB, 5.11], der desveerre springes over i nyere versioner af 2AN. Den tilsvarende
seetning for rekker, [2AND, C.3], bliver til gengeeld gennemgaet.

Faktisk er beviset naesten det samme for de to seetninger, men vi kan ogsa simpelthen
udlede [2ANB, 5.11] af [2AND, C.3]:

Seetning F.2.6.1 Lad (f,)nen vere en folge af differentiable funktioner pa et kompakt
interval I C R. Hvis

(i) (fn) er punktvis konvergent mod f pa I

(ii) (f},) konvergerer uniformt mod g pa I,
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sa er f differentiabel med f' = g.

Bevis: Seet hy = f1 og hy, = fr, — fn—1 for n > 1. Bemeerk at afsnitssummerne for raekken
>0 | hn netop er f,, saledes at reckkens sum er f. Derfor overseettes (i) og (ii) praecis til
kravene i [2AND, C.3], og vi far at f er differentiabel med

i (3m) -5

Men afsnitssummerne for raekken til hgjre er jo

N N
D = f+Y (Fo= o) = I,
n=1 n=2
der konvergerer mod g, som gnsket. O

Saetningen geelder hvis blot (f,,) er konvergent i et enkelt punkt, og man kan endda kon-
kludere at f, konvergerer uniformt; se [2ANB, 5.11]. Bemaerk ogsa at seetningen geelder
for ikke-kompakte I; det fglger ved at anvende resultatet fra det kompakte tilfzelde péa en
folge af kompakte intervaller I,, med egenskaben I = (J>° | I,.

Tietze Nedenstaende version af Tietzes udvidelsessaetning siger at udvidelsen af en be-
greenset kontinuert funktion kan vaelges begraenset, med samme konstant. Dette er nyttigt
i opgaver.

Saetning F.2.6.2 Lad f: ' — K vare en kontinuert funktion pa en lukket delmaengde
F C X af et normalt rum X. Hvis f er begraenset af en konstant, kan f udvides til en
kontinuert funktion f: X — K begraenset af samme konstant.

Bevis: Vi tager udgangspunkt i den version af Tietzes udvidelsessaetning som er kendt fra
[3GTB, 2.5.14]. Antag at |f| < c.

“K = R”: Udvid f til en kontinuert funktion g: X — R ogsaet f(t) = max(—c, min(c, f(z))).

“K = C”: Da Re f og Im f er kontinuerte og begraensede, kan disse udvides til kontinuerte
funktioner g1, go: X — R. Saettes g = g1 +1igo, er g en kontinuert udvidelse af f. Eftersom

h(z) = {

definerer en kontinuert funktion pa [0, o[, er ogsa f = (holg|)g er kontinuert. For [g(z)| < ¢

er f(z) = g(x), og for |g(x)| > cer f(x) = ch)'g(x). Dette viser dels at |f| < ¢, dels at f

udvider g. O

forx <ec
ellers

glo
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Net Ifplge [3GTB, 7.1] er et net en afbildning (z;) defineret pa en meengde I med en
opad filtrerende praeordning <, mens det i [MV] (og i fx [Ped]) yderligere kraeves at < skal
veere antisymmetrisk, dvs. en ordning. At der er en teet sammenhaeng mellem [MV]-net
og 3GT-net ses ved folgende argument:

Betragt en pracordning < i X. Sa definerer
T~y = T=yAy=uw

en aekvivalensrelation i X, som giver anledning til en klassedeling X/ ~ af X. Eftersom
der for x ~ x’ og y ~ vy gaelder

r3y = 2’ <y
kan vi definere er relation < i X/ ~ ved
7] <[y <= 2=y  nirzyeX ()

Hermed er < en ordensrelation i X/ ~. Det ses let at < er opad, henholdsvis nedad,
filtrerende blot < er det.

Saetning F.2.6.3 Et net i [MV]-forstand er ogsa et net i 3GT-forstand. Ethvert 3GT-net
{x; | i € I} har et 3GT-delnet {x;; | j € J} som er et [MV]-net.

Bevis: Den fgrste pastand er oplagt, lad os vise den anden.

Lad {x; | i € I} veere et 3GT-net. Definér nu som ovenfor en ordning < pa J =1/ ~, og
veelg for hver klasse K € J en repraesentant o(K) € K. Sa er ¢: J — I voksende ifglge
definitionen af “<”  og for i € I geelder i ~ ¢([i]) og dermed ogsa i =< ([i]). Altsa er
{@p(jy | 7 € J} et 3GT-delnet af {x; |7 € [}. Da < er en ordning i J, er {z ;) | j € J} et
[MV]-net. O

Noter

F.3 Hilbertrum

F.3.1 Oversigt

Hilbertrummene udggr en af de absolut vigtigste klasser af objekter i 3AN. Vi bruger dem
forskelligt i lgbet af kurset; fgrst som eksempler der tjener til at forsta udviklingen af den
gennemgaede teori i den forste halvdel af kurset, sidenhen som et univers hvorpa vi skal
definere og studere kontinuerte linesere afbildninger.

Overordnet skal der ggres opmeerksom pa den fundamentale forskel mellem fremstillingerne
i [2AND] og i [MV] at man i 2AN kun beskeftiger sig med separable hilbertrum, altsa med
hilbertrum som har en teet teellelig folge. Der er det seerlige ved dem, at de ogsa har en
teellelig ortonormalbasis, og materialet er organiseret i [2AND] saledes, at sztninger sasom
projektionssaetningen [2AND, 1.15] kun bevises i det separable tilfeelde, selv om den gaelder
ordret for vilkarlige hilbertrum.
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Vi er udelukkende interesserede i separable hilbertrum, sa vi skal kun overfladisk gennemga
hvordan teorien ser ud generelt. Ved laesning af [MV, 11-12] er man derfor velkommen
til overalt at tilfgje en betingelse om separabilitet. I opgavesamlingen er alle hilbertrum
eksplicit erkleeret separable, men hvor separabilitet ikke betyder noget for opgavens sand-
hedsveerdi, er denne betingelse sat i parentes.

F.3.2 Materiale fra [MV, Kapitel 11]

I dette kapitel gennemgas fgrst fundamental teori om hilbertrum. De centrale ideer vil
vaere kendt fra 2AN omtrent frem til [MV, 11.5], men da der benyttes en lidt anden
metode i udvikling af teorien far vi brug for at gennemga alternative beviser for visse
kendte resultater:

| [MV] | Status | Emne | Kendt fra |
11 o Indre produkt, definition 2AND, 1.1
11.1 ) Indre produkt, regneregler 2AND, 1.6
11.2 ) Indre produkt, regneregler 2AND, 1.1
11.2 o Hilbertrum, definition 2AND, 1.8
11.3 ) Rum med indre produkt, eksempler 2AND, 1.2
114 oo dist-lemma
11.4 oo Ortogonalkomplement, definition 2AND, afsnit 1.2]
11.5 oo Projektionen er den nasermeste vektor | [2AND, bemeerkning efter 1.15
11.5 oo Kommentarer om projektion 2AND, bemeerkning efter 1.15

Resten af kapitlet indeholder nyt materiale, seerligt om afbildninger i L(H) hvor H er et
hilbertrum. Dette vil blive gennemgaet.

F.3.3 Materiale fra [MV, Kapitel 12]

Her gennemgas teorien for baser af hilbertrum. Disse udvikles i bogen, i modseetning til i
2AN, uden nogen krav om separabilitet. Som naevnt herover er vi ikke interesserede i denne
generalisering, og gennemgar derfor stoffet uden at ggre det ekstra arbejde, der skal til for
at vise resultaterne i det ikke-separable tilfalde.

| [MV] | Status | Emne | Kendt fra
12.3 . Bessels ulighed [2AND, 1.5]
124 o Ortonormaludvikling 2AND, 1.14]
12 . Ortonormalsystem, definition | [2AND, p. 1.4]
12 . Ortonormalbasis, definition 2AND, 1.11
12.6 ) Ortonormalbasis, eksistens 2AND, 1.12
12.7 oo Gram-Schmidt Mes, p. 159], [2AND, 1.16]

Et centralt eksempel pa en ortonormalbasis i et hilbertrum er de fourierraekker, der stu-
deres in [2ANS].
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F.4 Integration

F.4.1 Oversigt

3AN forudsaetter ikke 3MI, og de funktionalanalytiske hovedsaetninger, vi skal beskaeftige os
med, inddrager ikke malteori. Det betyder at vi forudsaetter fortrolighed med (Riemanns)
integration af kontinuerte funktioner, fx fra 1GB og 2AN, men ikke med (Lebesgues) inte-
gration af mere generelle funktioner og de dertil hgrende hovedsaetninger.

Ikke desto mindre er malteoretisk funderede normerede rum blandt de allervigtigste ek-
sempler hvori resultaterne anvendes. Et centralt eksempel er saledes rummet Ls0, 1], som
vi skal definere som en fuldstendigggrelse af et kendt rum, men som bedst beskrives som
et rum af mere generelle funktioner — dem der er integrable i en forstand, der forklares
naermere i 3MI. Vi kan saledes ikke styre helt udenom malteori, men ma valge folgende
model: at benytte os af hovedsasetningerne uden bevis i teorien, men ikke ga neermere ind
i dem ved eksamen.

I opgavesamlingen samler vi under overskrifterne “Forudszetninger om lebesgueintegration”
(kun tilgeengeligt gennem internetversionen) eventuel relevant information om lebesgue-
integration. De er designede til at give den laeser, som ikke har taget 3MmI, en indgang til
opgaven. De kan forhabentlig ogsa bruges til at bygge bro til kendt materiale for lseseren
med 3MI-baggrund.

Skulle lebesgueintegration dukke op ved eksamen vil det veaere ifglge med assistance af
denne type. Men information placeret ved “Forudsatninger om riemannintegration” forud-
seettes bekendt ved eksamen, og er givet i opgavesamlingen mest for at undga at deltagere
uden 3MI-baggrund lader sig skreemme veaek fra en opgave hvori der optreeder et integral.




Kapitel O

Opgavesamling

Visse af de folgende opgaver tager direkte udgangspunkt i en opgave fra [MV], og de vil
vaere nummereret tilsvarende. Ved at sammenligne opgavetekster kan laeseren tilegne sig
viden om den fremherskende danske sprogbrug. Over sadanne opgaver er anfgrt i kursiv
hvilke redaktionelle sendringer der er foretaget. Opgaver markeret med Oversat* findes
ikke i internetversionen efter anmodning fra Meise & Vogt.

De gvrige opgaver er placeret under det forste kapitel, hvor den ngdvendige teori for at
regne dem er gennemgaet. En undtagelse er visse af opgaverne til kapitel 11, som kan
regnes tidligt 1 kurset da de kun forudseetter teori der er kendt fra 2AN.

Notationen fplger [MV] sa teet som muligt, bortset fra at vektorrum benaevnes som E, F, X
og Y. Endvidere foretraekker vi i modsaetning til [MV] at kalde hilbertrum for H og G.

O.1 Lineser algebra

0.1.4 Oversat, notation sendret

Lad E veere et vektorrum over C, og bemeaerk at vi kan opfatte E som et vektorrum over R
ved blot at restringere skalarmultiplikation til de reelle tal. Vi kalder dette R-vektorrum
for Eg.

(a) Lad y : E — C veere en C-linezer afbildning. Vis at u = Rey er en R-linezer afbildning
fra Eg til R, og at
for alle x € E. Vis at

sup |y(x)| = sup [u(z)]
€A €A
nar A er en C-absolut konveks delmaengde af E.

(b) Lad u : Eg — R veere R-lineeer. Vis at y(x) = u(z) — iu(iz) er C-lineser.

15
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0.1.5 Afslutning/indre bevarer konveksitet

Lad A C E veere en konveks mangde i et metrisk vektorrum. Vis at A er konveks. Vis at
A° er konveks.

Noter

0.1.6 Om conv og I

Lad E veere et vektorrum, og X en delmangde heraf.

(a) Vis pastanden nederst pa side 6 af [MV]: Maengden
conv(X) = Z)\jxj A eRy zj € X,Z)\j =1
j=1 j=1
er den mindste konvekse delmaengde af E, som indeholder X.

(b) Indtegn conv(X) og I'(X) pa figuren herunder. Figuren skal opfattes som illustration
af en delmeengde X i R2.

X
(0,0)
°
(c) Vis, at hvis (E,d) er et metrisk vektorrum og X = {zi,...,z,} er endelig, sa er

conv(X) kompakt.

0.1.7 Operationer pa maengder

Lad E vere et vektorrum over K. Nar delmangder M og M’ af E samt A € K er givne,
skriver vi i 3AN:

M+M ={z+2 |ze Mz’ e M}
M—-M={z—-2|re Mz’ e M}
AM = {)\z |z € M}

Redeggr for at M — M = M + ((—1)M). Redegor for at M + M D 2M og at der ikke i
almindelighed geelder lighedstegn her.
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0.1.8 Konveksitet og operationer pa mangder

Lad E vaere et vektorrum. Vis at M +M = 2M nar M C E er konveks. Visat M —M = 2M
nar M er absolut konveks.

Besvarelse.

Noter

0.1.9 Konkret kvotientrum

Betragt E = R? og underrummet F heri udspzendt af vektoren (1,2). Find to forskellige
repraesentanter for elementet [(2,1)] i E/F, altsa for sekvivalensklassen som vektoren (2, 1)
frembringer der. Find ligeledes to repreesentanter for [(3,2)] og kontrollér ved direkte
udregning det ikke ggr nogen forskel hvilke repraesentanter man benytter nar [(2,1)] +
[(3,2)] skal udregnes. Illustrér situationen pa en figur.

0.1.10 Komplement af lige funktioner

Betragt R-vektorrummet E = C[—1, 1] bestaende af kontinuerte reelle funktioner pa inter-
vallet [—1,1]. Vis at

f(=x)}

L={fecE|Vze[-1,1]: f(x)
1 —f(=x)}

U={fecE|Vze[-1,1]: f(x)
er underrum af E, og vis at der ved Af = g, hvor

f(x) + f(==)
2

g(w) =

defineres en lineser afbildning A : E — L. Redeggr for at A inducerer en isomorfi (en
lineser bijektion) mellem E/U og L.

0O.1.11  Teellelige delmeengder af vektorrum
Lad E veere et vektorrum over R og lad (x,,)nen veere en folge af elementer heri. Betragt

maengden M = spang({z, | n € N}) bestdende af samtlige Q-linearkombinationer af
xy’erne. Vis at M er en teellelig meengde.

Strategi
0.1.12  Additivitet sikrer ikke kontinuitet pa R

Vis at der findes en diskontinuert bijektion f: R — R som opfylder funktionalligningen

flx+y) = f(z)+ f(y)

for alle z og y i R.
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Forudsatninger fra 3GT

Strategi

Alternativ strategi
Besvarelse

Alternativ besvarelse
Noter

0.2 Metriske og topologiske rum

0.2.6 Detaljer pa [MV], side 11

Nar (X;,d;)jen er en folge af metriske rum og
o0
X:HXj:XlxXQX---,
j=1

definerer vi en afbildning d : X x X — [0, oo[ ved

Fglgende 3 udsagn er givet med kun en skitse af et bevis pa side 11 af [MV]:

(a) d er en metrik pa X.
(b) En folge (™), en konvergerer mod z(¥ i (X,d) praecis nar
(0) (n)

.’ = lim x;
J oo J

for alle j € N.
(c) d inducerer produkttopologien pa X (jf. [3¢TB, §4.2]).

Giv fuldsteendige beviser for (a)—(c).

Forudsatninger fra 3GT

Besvarelse.
Noter

0.4 Kompakthed

0.4.2  Oversat, kraftigt uddybet
Lad (X, d) veere et kompakt metrisk rum.

(a) Vis ved henvisning til 3GT at (X, d) er et separabelt rum.
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Fasthold herefter en teet teellelig meengde i (z,,) i X, og betragt

fn(z) =d(x,x,)

for alle n € N.

(b) Vis at Fy = {f, | n € N} skiller punkter i X.
(c) Vis at
Fi =spang ({1} U{fn, -+ fo, | E€N,ny,...,n, € N})

er en delalgebra af C(X,R). [F; er altsa maengden af endelige, reelle linearkombina-
tioner af endelige produkter af funktioner fra Fg|

(d) Vis at C(X,R) er separabel.

Forudsatninger fra 3GT
Vink

Besvarelse.

Noter

0.4.5 Detaljer om MV, 4.15]

Gennemfgr beviset for at [MV, 4.15] folger af [MV, 4.14]. Hvorfor skiller Ay punkter nar
A gor det?

Vink

0.5 Normerede rum

0.5.1 Oversat, uddybet*

‘ Opgaveteksten udvidet til tre trin

(a) Vis at ethvert endelig-dimensionalt underrum af et normeret vektorrum er lukket.
(b) Vis at et aegte underrum af et normeret rum har tomt indre.

(¢) Vis at der ikke eksisterer noget uendelig-dimensionalt banachrum med en tellelig
basis.

Forudsaetninger fra 3GT [til (c)]
Strategi
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0.5.2 Oversat*

Lad E = (C[0,1],]],) og F = (C[0, 11, ]Fl). hvor [Ifl, = fi 1F@)dt og [l =
supyc o, | F(8)]- For & € C([0,1] x [0, 1]) saet

—s»—>/ (s,t)f s €10,1]

Vis at K er en kontinuert lineszer afbildning fra E til F, og bestem operatornormen af K
(udtrykt ved k).

Forudsaetninger om riemannintegration

0.5.3 Oversat*

Lad E veere et normeret vektorrum, F et lukket underrum heri og ¢ : E — E/F den
kanoniske kvotientafbildning. Vis fglgende udsagn:

(a) U C E/F er aben hvis og kun hvis ¢~ }(U) er aben.
(b) Hvis V er aben i E, sa er ¢(V) aben i E/F.

(c) Hvis X er et metrisk rum, sa er f : E/F — X kontinuert praecis nar fog: E— X
er kontinuert.

Vink

Besvarelse.

Noter

0.5.4 Oversat, notation andret, uddybet*

Vi sgger at definere A : C[0,1] — ¢ ved

A(f) = (f(1/n))nen-

Vis at A er defineret og at den inducerede afbildning A : C[0,1]/N(A) — c er en isome-
trisk isomorfi.

0.5.6  Oversat*

Lad C*°[0, 1] betegne vektorrummet af alle uendeligt ofte differentiable funktioner pa [0, 1],
og definér herpa seminormer ved

I£l; = sup |9 ().
z€[0,1]
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Bevis at || I
=1 |f =gl

Afg) = g

19 = 2 5T 7=,

er en metrik pa C*°[0,1] og at (C*°[0,1],d) er et fréchetrum.

Vink

Besvarelse

Noter

0.5.10 S(R) som frechétrum

Betragt rummet af schwartzfunktioner S(R) defineret i [2ANG, 10.6]. Bemeerk at defini-
tionen medfgrer at

£l = sup | £ (2)(1 + |z
zeR
definerer en seminorm pa S(R), for hvert par n, N € NU {0}.

(a) Redeggr for, gerne ved henvisning til ligheder med andre regnede opgaver, at der ved

d(f,g)zzz 1 Hf_QHn,N

+N —

defineres en metrik pa S(R).

(b) Visat 9: S(R) — S(R) givet ved f = f’ er en kontinuert afbildning pa (S(R), d).

Forudsatninger fra 2AN

0.5.11 Kvotientafbildningen og enhedskugler

Sammenlign med trykfejl T.36.1. Temaet fortsaettes i opgave O.11.12 og
0.5.19.

Lad E veere et normeret vektorrum, F C E et lukket underrum, og ¢ : E — E/F den
kanoniske kvotientafbildning.

(a) Vis at
q({z € Bl [lz] <1}) ={y € E/F [ [lyll < 1})

(b) Giv et eksempel pa at der kan gaelde

q{zeEl |zl <1}) #{y € E/F | [lyll < 1})

Vink til (b)
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0.5.12 Detaljer om [MV, 5.18(3)]

Lad Q vaere en aben delmengde af C. Betragt C'(Q2) = C(Q2,C) udstyret med metrikken d
fra [MV, 5.18(2)].

(a) Lad v veere en lukket kurve i Q. Vis, at hvis f, — f i (C(R2),d), sa geelder

lim fn(z)dz:/f(z)dz
gl

n—-—uoo
¥

(b) Vis at A(Q2), meengden af analytiske (= holomorfe) funktioner over €2, er afsluttet med
hensyn til topologien induceret af d.

Forudsatninger fra 2KF

0.5.13 Kompaktifikation og Cp-rum

Lad X veere et lokalkompakt topologisk hausdorffrum som ikke er kompakt. Lad X veere
etpunktskompaktifikationen af X, jf. [3GTB, 2.6.16]. Der erindres om at X = X U {w},
hvor w kaldes det uendelig fierne punkt. Bevis at

E={feC(X)|f(w)=0}

er et afsluttet underrum af C ()? ). Find en isometrisk isomorfi mellem E og Cp(X).

Forudsatninger fra 3GT
Vink

Besvarelse.

Noter

0.5.14 MVR veerktgjskasse, del 1

Minusset i (c¢) skal laeses som i opgave O.1.7.

Lad E veere et metrisk vektorrum. Vis folgende pastande:

(a) Ve > 030 > O0Vz € E: x4 Us(0) C Ue(x)
(b) Ve > 036 > OVz € E: Us(x) C = + U(0)

(¢) Ve > 035 > 0: Us(0) — Us(0) C U.(0)

hvor U (z) = {y € E | d(x,y) < £}. Redeggr ogsa for at man kan veelge § = ¢ i (a) og (b),
nar E er et normeret rum.
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0.5.15 MVR veerktgjskasse, del 11

Lad E veere et metrisk vektorrum over K, og betragt A C E, { € E samt A € K\{0}. Vis
folgende pastande:

(d) A+E=A+¢ (A+6)° =A°+¢.
() M = M, (AA)° = A(4°)

(f) Hvis A er en omegn af 0, sa geelder | J,~;nA =E.

0.5.16 Konkret operatornorm, I

Temaet i opgaven fortseettes i Opgave O.12.12

Betragt R? udstyret med normen |[|(z,y)|, = v/22 + y2. Bestem operatornormen for ope-
ratoren

Alz,y) = (z+y,z +y)
0.5.17 Separable normerede rum
Lad X veere et normeret rum over K hvori fplgen af elementer (x,),cn opfylder at
spang{z, | n € N}

er teet. Vis at X er separabelt.

Vink

0.5.18 Eksamen V88-89 [Opgave 4]

Lad X og Y veere metriske vektorrum over R.

(a) Vis, at hvis S er en kontinuert lineser afbildning af X ind i Y, sa er, for enhver begrzenset
delmaengde B af X, billedet S(B) en begraenset delmaengde af Y.

(b) Vis, at hvis en delmeengde A af X ikke er en omegn af 0, sa findes der en fplge
X1,X2, ..., Tn,... 1 X, sadan at x,, ¢ nA for hvert n € N, og x,, — 0 for n — oo.

(c) Lad A veere en delmaengde af X. Vis, at hvis der for enhver begraenset delmaengde B
af X findes k € N, sadan at B C kA, sa er A en omegn af 0.

(d) Vis, at en linezer afbildning S af X ind i Y er kontinuert, hvis enhver begraenset
delmeengde B af X har begraenset billede S(B) i Y.
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0.5.19 Guldglsopgave 2002

Jf. opgave O.5.11.

Giv et eksempel pa at der kan geelde

q({z € E|[lz <1}) #{y € E/F | [lyll <1})

hvor E er et banachrum, F C E et lukket underrum, og ¢ : E — E/F den kanoniske
kvotientafbildning.

Besvarelse.

Noter

0.6 Dualrum og Hahn-Banach

0.6.1 Oversat*

Vis at der pa ethvert uendelig-dimensionalt normeret vektorrum findes en diskontinuert
linezer funktional.

Vink

0.6.2 Oversat, notation praciseret™®

I det folgende er N(y) nulrummet for y, altsa N(y) = {xz € E | y(z) = 0}. ‘

Lad E veaere et normeret vektorrum og 3y : E — K en linearform med y # 0. Vis at de
fglgende tre udsagn er sekvivalente:

(i) y er kontinuert
(ii) N(y) er afsluttet i E

(iii)) N(y) er ikke taet i E

Strategi

0.6.3 Oversat*

Lad E veere et normeret rum, F et afsluttet underrum af E og ¢ € E\F. Vis at der findes
y € E' sa at

Iyl =1 ylwo) = dist(eo,F) = inf g —al|  ylF =0
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Vink
Besvarelse.

0.6.5 Oversat, beskaret

Opgaven er beskaret i forhold til opgaven i [MV], idet vi kun betragter det
reelle tilfeelde. Den anden del af opgaven, det komplekse tilfzelde, er stillet som
opgave 0.6.10.

Vis at enhver funktion g € C([0, 1], R) definerer en kontinuert funktional [, : (C[0,1],R) —
R ved

1
(/) = /0 F(t)g(t)dt
og at

1
Il = /0 lo()dt

Forudszetninger om riemannintegration

Forudszetninger fra 3GT

Strategi
Besvarelse.

Noter

0.6.6 Oversat, notation praciseret*®

‘Med “0” i opgaven henvises til polarmangden; ikke til det indre

Lad E veaere et normeret rum, F et underrum af E og M en delmaengde af E med 0 € M.
Vis at (M + F)° = M°NF°.

0.6.7 Oversat*

Vis at rummet ¢ er separabelt og at rummet £, ikke er separabelt.

Forudsatninger fra 3GT [til o]

Strategi
Alternativ strategi
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0.6.10 Den komplekse version af Opgave 0.6.5

Vis at enhver funktion g € C([0, 1], C) definerer en kontinuert funktional [, : (C[0,1],C) —
C ved

1
W) = [ et
og at

1
\%H:A\amw

Forudsatninger om riemannintegration

Forudsatninger fra 3GT
Strategi

0.6.12 Normer og enhedskugler

Lad E vaere et endelig-dimensionalt vektorrum over K. Der erindres om at E kan udstyres
med en norm, og at den topologi, man herved opnar, ikke aftheenger af valget af norm.

Betragt meengden A af delmeengder A C E som har egenskaberne
(i) A er kompakt
(ii) A er absolut konveks
(iii) span A = E
Find en norm ||-|| pa E sa at A er den afsluttede enhedskugle for [|-||; altsa sa
A={zeE ||l < 1)
Vis at der er en entydig korrespondance mellem meaengden af normer pa E og meengden A.

Strategi

0.6.13 Halvplaner og absolut konveksitet

Lad $5 betegne meengden af maengder pa formen

{(z,y) € R*|azx + By >~}

hvor «, 3,7 € R. Bemeark at (), R? € §)5, og at alle de gvrige meengder i 2 kan beskrives
som afsluttede halvplaner i R2.

For en delmaengde A C R? betragter vi ligningen
A=({Hen |ACH) (+)

Nar (%) geelder, sa er A altsa lig med feellesmezengden af alle de maengder fra $o, der
indeholder A.
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Brug teori fra [MV, §6] til at vise, at nir A C R? er en absolut konveks og afsluttet
maengde, sa geelder (x). Illustrér faenomenet ved figur, og find et eksempel pa en afsluttet
maengde A C R? der ikke opfylder (x).

Strategi
Besvarelse

Noter

0.6.14 Praemieopgave 2000

Lad E vaere et normeret rum over det reelle skalarlegeme. Definer for M C E og N C E’
de to meengder

M ={yecE |VzeM:y) <1}
Nt ={zcE|WeN:y) <1}

Bemeerk at ulighederne har mening, da de er udsagn om veerdier i R.

(a) Vis folgende variant af bipolarseetningen: Hvis A er en konveks delmengde af E med
0 € A, sa geelder A = A,

(b) Konkluder at ligheden (*) i opgave 0.6.13 geelder for alle konvekse og afsluttede segte
delmeengder af R2.

Vink

Besvarelse

Alternativ besvarelse

Noter

0.6.15 Eksamen V96-97 [Opgave 2]

Lad Y veere et (linezert) underrum af et reelt vektorrum X. Da siges et underrum Z af X
at veere et komplement til Y safremt

YNZ={0} og Y+Z=X.

(a) Vis at ethvert underrum Y har et komplement i X.

(b) Vis at hvis X er et banachrum og Y har endelig dimension, sa kan man til enhver basis
{y1,-+ ,yn} for Y finde et system {¢1,--- , ¢, } af funktionaler i X’ sa ¢;(y;) = d;; for
1<i, 5 <n.

(c) Vis under forudssetningerne i spgrgsmal (b) at Y har et lukket (= afsluttet) komple-
ment Z i X.

Noter
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0.6.16 Eksamen V99-00 [Opgave 3]

Lad X vaere et normeret vektorrum over R, og betragt to vektorer y, z € X. Der erindres
om at y og z er lineert uafhengige netop nar

ay+PBz=0

kun forekommer for « = 3 = 0. Vi siger at de to vektorer er lineert afhengige hvis de
ikke er linesert uafhengige.

(a) Antag at der findes et v € R sa at

o(y) = v9(2)
geelder for alle kontinuerte funktionaler ¢ € X'. Vis at da er y og z linezert afheengige.

(b) Antag at y og z er linezert uatheengige. Vis at da findes, for hvert v € R, en kontinuert
funktional ¢ € X’ med

Besvarelse.

0.6.17 Eksamen S01 [Opgave 1]

I det folgende betragtes to normerede rum X og Y over skalarlegemet K, hvorom det
antages at X # {0}. Det antages ikke, at X og Y er fuldstendige rum.

(a) Vis, at der findes en lineser afbildning
®:LXY) — Y

som har egenskaben
(@A)l < [lAl  VAe LX),

og som er surjektiv.

(b) Antag, at L(X,Y) er et banachrum. Vis, at da er Y ligeledes et banachrum. Slut videre,
at L(Z,Y) er et banachrum for ethvert normeret rum Z.

Besvarelse

0.6.18 Eksamen S02 [Opgave 2]

Lad 2 betegne et kompakt hausdorffrum, og betragt det normerede rum
E=C(,R)

af reelle, kontinuerte funktioner pa €2, udstyret med den uniforme norm ||-|| ..
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Nar f,g € E er givet, skriver vi “f > ¢” nar f(w) > g(w) for hvert w € .

Lad M vere et underrum af E med den egenskab, at alle de konstante funktioner pa €2 er
elementer i M, og lad endvidere en lineser afbildning

Yv: M—R
vaere givet med positivitetsegenskaben

‘}C?OM }=>w<f>zo

(a) Vis, at ¢ € M’ med [|¢|| < (1), hvor 1 betegner funktionen med konstant veerdi 1.

(b) Vis, at p: E — R givet ved

p(f) =inf{y)(g) |[g€e Mogg> f}

definerer en sublineser funktional.

(c) Vis, at der findes en funktional ¥ € E’ som er en udvidelse af v i forstanden

() =),  feM,

og som har positivitetsegenskaben

;;E }:>\I/(f)20.

Besvarelse

Noter

O.7 Bidual og refleksivitet
0.7.1  Oversat, uddybet*

Benyt at C([0, 1]) er separabel til at vise at C([0, 1]) ikke er refleksiv.

Strategi
Besvarelse

Noter

0.7.2 Oversat*

Vis, at hvis E og F er isomorfe banachrum, og E er refleksiv, da er F ogsa refleksiv.

Strategi
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0.7.3 Oversat, forkortet
Lad 1 <p < g < 0. Vis

(a) €y C £y og ||zl < [|z[], for alle z € £,

(c) For hvert z € ¢, geelder limg.o ||z, = [|2]| -

Vink

0.7.7 Normer pa R?

Vi betragter R? udstyret med forskellige normer.

(a) Vis at (R%,[|-]|;) og (R?, ||l er isometrisk isomorfe.

(b) Vis at (R?,|-||,) og (R?, |[,,) ikke er isometrisk isomorfe hvis p €]1;oc0].

(c) Find en norm |[||-]|| sa (R?,|-|||) ikke er isometrisk isomorf med (R?,||-||,) for noget
p € [1;00].

Vink

Strategi

0.7.8 Detaljer om [MV, 7.9]

Udfgr i detaljer beviset for at der ved
®(x)(y) = Z TnYn
n=1

defineres en isometrisk isometri @ : £, — (¢1)". Folg fremgangsmaden i [MV, 7.9].

Besvarelse

Noter

0.7.9 Konkret fuldsteendigggrelse

Find fuldsteendigggrelsen af (¢, ||-||.)-

0.7.10 (¢ [[llo)

Vis at dualrummet til (c, ||-|| ) er isometrisk isomorf med (¢1, ||-||,).
Vink

Strategi
Besvarelse

Noter
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0.7.11  Funktionaler skiller punkter

Lad E veaere et normeret rum. Vis at E’ skiller punkter i E; altsa at hvis x1 # xo 1 E, sa

findes y € E med y(z1) # y(z2).

0.7.12 Eksamen V88-89 [Opgave 3]
Lad X veere et normeret topologisk vektorrum over R. For A C X sattes
A ={(f,a) e X' xR |Vaec A:|f(a)] <al.
For B C X’ x R saettes
1B ={z X |¥(f,a) € B:|f(x) < a}.

Vis, at for en vilkarlig delmaengde A af X er 4(A?) den mindste afsluttede absolut konvekse
delmeengde af X, der indeholder A.

Noter
0.7.13 Eksamen V89-90 [Opgave 1]

(a) Vis, at I' C 12 C co.
(b) Vis, at I! ikke er en afsluttet delmaengde af 2.

(¢) Vis, at for hvert N € N er
{(an)nen € 2| ON | |an| < 1} afsluttet i 12.

Noter

0.7.14 Eksamen V95-96 [Opgave 2a]

Lad £*° betegne banachrummet af begraensede, reelle talfglger. Vis at hvis Y er et linesert
underrum af et reelt normeret rum X, sa vil der til enhver operator T'i L(Y,£>) findes en

udvidelse T i L(X,£>) (dvs. T | Y = T) med ||T|| = ||T].

0.7.15 Eksamen S00 [Opgave 2]

I det komplekse banachrum /o (som ssedvanligt udstyret med normen ||-|| ) betragter vi
maengden
)

bestaende af konvergente fglger med graenseveerdi af modulus hgjst én, og vektoren

lim z;

1—>00

(z;) er konvergent,

M = {(mi) € U

z=(1,0,1,0,1,0,...)
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(a) Vis at M er en absolut konveks delmengde af ¢,. Vis at der findes ¢y € ¢ som
opfylder bade
|o(x)| < 1 for alle x € M

og
Yo (2)] > 1

(b) Vis, at hvis ¢ € ¢/ har formen
p(r) =Y i Vo= () € lo
i=1

for en vektor y = (y;) € ¢1, og hvis
lp(x)] <1 for alle z € M,

sa er ¢ = 0. Benyt dette, og ¥y fra (a), til at give et direkte bevis for at ¢ ikke er et
refleksivt banachrum.

Besvarelse
Alternativ besvarelse

Noter

0.7.16 C([0,1]) er separabel
Vis at meengden af stykkevis linezere funktioner med samtlige delepunkter og haeldninger i

Q er teet i PL[0, 1] (jf. definition S.3.1.2) Benyt sa Lemma S.3.1.3(i) til at vise at C([0, 1])
er separabel.

0.8 Konsekvenser af Baire

0.8.1 Oversat*

Lad E og F veere banachrum og lad A € L(E,F). Vis at R(A) er afsluttet i F hvis og kun
hvis der findes C' > 0 med fglgende egenskab: for alle x € E findes £ € E med

AL = Az, ¢l < ClAg]]

Vink
Strategi
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0.8.2 Oversat, uddybet*

Betragt meengderne E = C1[0,1] (mzengden af kontinuert differentiable afbildninger pa
enhedsintervallet) og F = ([0, 1] som normerede rum under den uniforme norm. Vis at
A : E — F defineret ved

ikke er kontinuert, men at grafen for A

{(fLAD) [ feBE={(Ff )] feE}

er en afsluttet delmaengde af E x F, nar dette rum udstyres med produkttopologien fra
(E, |l o) og (F,|]|.)- Hvad siger dette om seetningen om afsluttet graf?

Forudsatninger fra 2AN
Strategi

0.8.3 Oversat*

Lad |||-]|| veere en norm pa C]0, 1] med folgende egenskaber:

(i) (CT0, 1], [|I-|I) er et fuldsteendigt rum.

(i) lim,— oo ||| fn]|] = 0 medferer lim,, o f,(t) = 0 for alle t € [0, 1].
Vis at [||-||| er sekvivalent med den uniforme norm pa C[0,1].

Vink

Besvarelse

Noter

0.8.4 Oversat*

Antag at folgen x = (x;);jen har den egenskab, at for enhver folge y = (y;)jen € co bliver

raekken
o0
> xjy;
j=1

konvergent. Vis at da er z € ¢!,

Strategi
Noter
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0.8.8 Helt omlagt

Afsnit S.3.1 gennemgar nasten det samme som denne opgave leegger op til.
Fglgende del overlades stadigveek til deltagerne:

Bevis pastanden fra S.3.1.1 (I): For fast n € N gaelder at maengden
My, ={f € C[0,1]|Fz € [0,1]Vy € [0,1] : [f(z) = f(y)| < nlz —yl}

er en afsluttet delmaengde af (C[0,1], -] »)-

Strategi

0.8.9 Detaljer om [MV, lemma 8.2]

Lad E,F veere normerede rum og lad A : E — F veere linesr og aben. Vis at da er A
surjektiv.

Vink

0.8.10 Detaljer om [MV, korollar 8.7]

Gennemga detaljeret beviset for [MV, korollar 8.7].

0.8.11 Alternative beviser for hovedsatninger

I de folgende opgaver udledes specialtilfeelde af resultater som vi allerede har
bevist i [MV]. Der er altsa intet nyt at laere ud fra opgaverne, men udled-
ningsprocessen kan vere gavnlig som repetition. Forsgg derfor at udlede re-
sultaterne direkte ved at sammensatte de anfgrte resultater som anfgrt, og
derudover bruge sa lidt teori som muligt. Du ma selviglgelig slet ikke bruge
det resultat, vi viser et specialtilfeelde af!

Lad E, F veere banachrum og lad A : E — F veere en lineser afbildning.

(a) [Vis [MV, 8.6] ud fra [MV, 8.8]]
Antag at A er kontinuert og invertibel. Vis at grafen for A~! er afsluttet. Konkludér
at A~ er kontinuert.

(b) [Vis [MV, 8.5] ud fra [MV, 8.6], [MV, 5.12] og opgave 0.5.3(b)]
Antag at A er kontinuert og surjektiv. Vis at A : E/N(A) — F er aben. Konkludér
at A selv er aben.

(¢) [Vis MV, 5.15(b)] ud fra [MV, 8.8] og opgave 0.5.1(i)]
Antag at dim(E) < co. Vis at grafen for A er afsluttet. Konkludér at A er kontinuert.
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0.8.12 /; af fgrste kategori i /5

Pastanden kan vises direkte, men du kan fa stgrre udbytte med mindre indsats
ved benytte teori fra [MV, kapitel §].

Vis at £; er af fgrste kategori i /5.

0.8.13 Hovedsaetningerne uden linearitet

Betragt, for en ikke ngdvendigvis lineser afbildning f : R — R, de tre udsagn

(i) Hvis f har lukket graf sa er f kontinuert.
(ii) Hvis f er kontinuert og surjektiv, sa er f aben.

(iii) Hvis f er kontinuert og invertibel, si er f~! kontinuert.

Netop et af udsagnene er sande. Afggr hvilket, og anfgr et argument herfor. Illustrer ved
eksempel at de to gvrige udsagn er falske.
Vink

Besvarelse

Alternativ besvarelse

Noter

0.8.14 Eksamen V87-88 [Opgave 1]

Lad som sazdvanlig ¢! betegne banachrummet af komplekse talfglger a = (a,)nen med
lall = 32521 fan] < oo

Lad (cn)nen veere en talfglge med ¢, €10, 00| for hvert n € N. Seet ||a|l. =D
a = (an)nen € CN, og szt £1(c) = {a € CV | ||a]|. < oc}.

[e.e]

neq Cnlany| for

(a) Vis, at a — ||al|. er en norm pa £(c).

(b) Vis, at for hvert m € N definerer (a,)nen — an, en kontinuert lineser afbildning af

¢*(c) ind i C.
(c) Vis, at (an)nen — (@ncn)nen definerer en lineser isometri af £1(c) pa £'.
(d) Vis, at hvis >°°% | |an| < oo for hvert (a,)nen 1 £1(c), sa findes et tal r €]0, co[ med

cp, > r for hvert n € N.

0.8.15 Eksamen V93-94 [Opgave 2]

Lad Y og Z veere lukkede, linesere underrum af det reelle banachrum X, saledes at Z kan
opfattes som et underrum af Y +Z, og Y N Z som et underrum af Y.
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(a) Vis at afbildningen ® : y + Y NZ — y + Z er en normformindskende, bijektiv, lineser
afbildning af kvotientrummet Y/Y N Z pa (Y + Z)/Z, nar begge rum udstyres med
kvotientnorm.

(b) Vis at folgende betingelser er sekvivalente:

(i) (Y +Z)/Z er et banachrum;
(ii) @' er begreenset;
(iii) Y + Z er et lukket underrum af X.

(c) Vis at betingelserne (i)—(iii) er opfyldte hvis X/Z eller X/Y har endelig dimension.

0.8.16 Eksamen V95-96 [Opgave 2b]

Lad T : X — Y vere en lineser operator mellem banachrum X og Y. Antag at der for
ethvert ¢ 1Y’ findes en konstant ¢(p) sa

[(Tz, o)y | < c(@)lzll, zeX

Vis at T' € L(X,Y).

0.8.17 Eksamen S97 [Opgave 1]
Lad E veere et normeret rum og betragt afbildninger
R:E—E S:E —F

der opfylder
y(Rz) = (Sy)(z) VeeBEyeF

eller i dualitetsnotation

(Rz,y)g = (=, Sy)g VzeEyck

(a) Vis at R og S er linesere afbildninger
(b) Vis at S er kontinuert med hensyn til topologien induceret af operatornormen pa E’.

(¢) Vis, ved hjelp af (b), at R er kontinuert med hensyn til topologien induceret af normen
pa E.

Vink til (a)
Vink til (b)
Vink til (c)

Besvarelse.

Noter
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0.8.18 Eksamen S98 [Opgave 4]

Lad X,Y og Z vaere banachrum. Vi har givet en bilineser afbildning
B:XxY —Z,
altsa en afbildning B der opfylder at
x+— B(z,y0) y+— B(xg,y)
er lineser for alle zg € X og yp € Y.
Vis fglgende

(Vm € X:y— B(z,y) er kontinuert og) <
=

su B(x, <o .
Yy €Y :z+— B(x,y) er kontinuert p 1Bz, y)l )

l=lI<Lllyll<1

0.8.19 Eksamen V98-99 [Opgave 2]

Vi bruger
[flloe = sup |f()]

z€(0,27]

til at give en banachrumsstruktur pa X givet ved

X={feC0,2n]) [ f(0) = f(2m)}

(dvs. rummet af kontinuerte periodiske funktioner pa intervallet [0, 27]). En folge { f,} fra
X siges at konvergere uniformt mod en funktion f fra X hvis

Tim [[fu — flloe 0.

Givet f € X er den partielle fourierrakke T, f en (kontinuert, periodisk) funktion givet
ved:

2
T.f(z) = Dy Z ( ; f(t) exp(—ik:t)dt) exp(ikx)

0
k|<n

Det oplyses, at hvis T}, betragtes som begrzensede linesre operatorer pa X, da geelder at

n
Tl > 4n=2> k.
k=1

Vis hermed fglgende pastande:

(a) For f € X geelder
Tim [T, f — fll, = 0

(|l f|l, betegner normen af f som element af hilbertrummet L?([0, 27])).

(b) Der findes f € X for hvilke de partielle fourierraekker 77, f ikke konvergerer uniformt.

Noter
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0.8.20 Eksamen S99 [Opgave 1]

Betragt to afsluttede underrum X og Y af det reelle banachrum E. Vi interesserer os for
udsagnet
A0 > Wz e Xvye Y : |z < Cllz+y (%)

Der erindres om notationen X+Y = {z+y | x € X,y € Y}. Endvidere betragter vi rummet
X %Y udstyret med normen |||(z,y)||| = ||| + ||yll, og afbildningen A : X x Y — E givet
ved

AMz,y) =z +y

(a) Vis at hvis XNY = {0}, sa er A kontinuert med kerne N(A) = {0} og billede R(A) =
X+Y.

(b) Vis at (x) medforer at XN'Y = {0}.
Vi betragter nu ogsa udsagnet
XNY ={0} og X+Y er afsluttet (%)
(c) Visat () medfgrer at X+Y er et fuldsteendigt underrum af E. Konkludér at (s)==(xx).
(d) Vis at (sx)=>(x).
Lad nu E veere banachrummet (¢1, ||-||;). Seet som seedvanlig, for n € N,
en=(0,...,0,1,0,...)

med ettallet pa den n’te plads, og lad

X = span{e, | n er lige} C E = ¢*
(e) Find et afsluttet underrum Y af E = ¢! siddan at X + Y ikke er afsluttet.

Besvarelse.

Noter

0.8.21 Eksamen S99 [Opgave 3]
Lad X og Y vere normerede rum over C og lad A : X — Y veere en linezr afbildning.

Det forudseacttes ikke at A er kontinuert. Det forudsaettes ikke at X og Y er fuldsteendige
rum.

(a) Antag at der for ethvert € X gaelder at maengden

{y(Az) |y €Y'}

er en begraenset delmaengde af C. Vis at A = 0.
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(b) Antag at der for ethvert y € Y/ gaelder at meengden
{y(Az) | z € X, [Jzf| < 1}

er en begraenset delmaengde af C. Vis at A € L(X,Y).

Besvarelse

Noter

0.8.22 Eksamen V99-00 [Opgave 1]

Betragt Cp(R) (jf. [MV, Example 5.16(4)]), som seedvanligt udstyret med den uniforme
norm ||| . Definer herudover seminormer

Ifllxy = sup |f(z)|

z€[—N,N]

pa Cy(R) for hvert N € N.
I teksten herunder betegner f, f,, g og h funktioner fra Cp(R).

(a) Vis at
[fnlloe — 0= lIfully — 0

nar n — oo, for ethvert N € N.
Lad |[||-||| veere en anden norm pa Cy(R), og antag at den ligesom ||-|| , har egenskaben
falll — 0= lfally — 0
nar n — oo, for ethvert N € N.

(b) Vis at hvis || fr, — gl — 0 0g |||fr — k||| — 0, sa ma g = h.

(c) Antag herudover at (Co(R), |[|-]||) er et fuldstaendigt rum. Vis at da er normerne |||-|||
0g |||, eekvivalente.

Vi betragter til slut den konkrete norm ||-||4 givet ved

[flle =19 flloo

hvor ®(t) = exp(—|t|) og hvor @ - f er givet ved punktvis multiplikation.

(d) Vis at ||| opfylder
[fnlle — 0= [[fnlly — 0,

men at (Co(R), ||-||4) ikke er et fuldsteendigt rum.

Besvarelse.

Noter
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0.8.23 Eksamen S01 [Opgave 2]

Vi betragter de komplekse vektorrum
CB(R) ={f:R — C| f kontinuert og begraenset}
Co(R)={f € CBR) | f(x) — 0,2 — +o00}.
Disse rum udstyres som ssedvanligt med den uniforme norm ||| .
Nar f og g er sadanne kontinuerte funktioner, benytter vi notationen
f-g

til at beskrive den funktion, der i hvert punkt af R er givet ved produktet af veerdierne
for f og g i punktet. Der geelder altsa

(f-9)(=z) = f(x)g(z),

idet vi som sadvanlig udelader symbolet “” ved multiplikation i C.

(a) Vis, at enhver funktion g € CB(R) definerer en begreenset operator M, € L(Cy(R))
ved

My(f)=1f-9 feCo(R)

Eftervis, at denne operator har egenskaben

My(f1- f2) = Mg(f1) - f2 V1, f2 € Co(R)
Vis endvidere, at || M| = |9/ -

(b) Lad en linezer afbildning
M : Co(R) — Co(R)
veere givet. Det antages ikke, at M er kontinuert.
Vis, at hvis
M(fi-f2) = M(f1)- f2 Vi, f2 € Co(R),
sa gaelder M € L(Cy(R)).

Besvarelse.

0.8.24 Eksamen S02 [Opgave 3]

Vi betragter de normerede vektorrum (Yo, ||-[|,) 08 (41, ||-]|;)- Hvert element i disse rum
opfattes som en folge = (2, )nen indiceret over N.

Med e 5 benaevnes, for hvert N € N, den folge, der har veerdien nul pa alle pladser undtagen
plads NV, hvor den antager vaerdien én, og vi definerer som saedvanligt

¢ =span{ey | N € N}

Der erindres om, at ¢ praecis indeholder alle fglger, der er nul fra et vist trin at regne, og
at der geelder savel ¢ C £, som ¢ C £1.
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(a) Lad T' € L(foo, £1) veere en begraenset lineser operator, og antag at T er surjektiv. Vis,
at

T(£\9)

er en aben mengde i £1, og slut herfra at

T(t\@) N ¢ # 0,
altsa at billedet under T af komplementet til afslutningen af ¢ i £, moder ¢ i ¢7.

(b) Lad a = (ay)nen veere en folge af positive tal. Antag at a € ¢1, og vis at der ved

Toxz = (anxn)neN

defineres en operator T, € L({s, 1) med egenskaben at urbilledet T}, (¢) er lig med
¢. Vis, at T, ikke er surjektiv.

Besvarelse.

Noter

0.9 Dualafbildninger

0.9.1 Oversat*

Lad E veere et separabelt banachrum med (y;);en en taet folge 1 Uy(0). Vis at der ved

o
Ax = Z Ty
j=1

defineres A € L(¢1, E), og at den inducerede afbildning A : ¢; /N(A) — E er en isometrisk
isomorfi.

Vink

0.9.3 Oversat*

Der henvises til [MV] s. 6 for definitionen af “codim” ‘

Lad E og F vaere normerede rum og betragt A € L(E,F) med egenskaben at R(A) er
afsluttet. Vis at codim R(A) = dim N(A’) hvis N(A’) er endeligdimensional.

Vink
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0.9.4 Oversat, forudssetninger styrket

Vi kreever i modseetning til opgaveteksten i bogen at E og F er fuldstaendige.
Ellers er udsagnet falsk, jf. opgave 0.12.13. Der henvises til [MV] s. 6 for
definitionen af “codim”

Lad E og F vaere banachrum og betragt A € L(E, F) med egenskaben at R(A) er afsluttet.
Vis at codim R(A’) = dim N(A) hvis N(A) er endeligdimensional.

Vink

0.9.5 Dualbaser

Lad z1,...,x, vare en basis for det normerede vektorrum E. Betragt elementerne y; € E/
givet ved

n
yi(z) = yi Z ;x5 | = &y
j=1
Mengden {yi,...,y,} kaldes den duale basis til x,,

(a) Vis at den duale basis faktisk er en basis for E’.

(b) Lad skalarveerdier a;j, 1 < ¢,j < n veere givne. Redeggr for at der findes en og kun
en afbildning A € L(E, E) som opfylder

n
A:L‘Z': E aijxj.
j=1

(¢) Bestem en formel for A'y;.

(d) Opskriv og sammenlign matricer for A og A’.

Strategi
Besvarelse

0.9.6 Dimensionssatningen

Benyt 0.9.5, 0.9.3 og 0.9.4 til at give et nyt bevis for dimensionssetningen fra [Mes, 6.27]
(benyt gerne [Mes, 6.25]).

0.9.7 Detaljer om [MV, proposition 9.2]

Vis Proposition 9.2 fra [MV].

Strategi
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0.9.8 Eksamen V90-91 [Opgave 2]

Lad X og Y vare banachrum med duale rum X’ og Y/, og lad Y( vaere et teet, linesert
underrum af Y. Antag at der er givet linezere afbildninger S : X — Y  og T : Yg — X/,
saledes at

(S2)(y) = (Ty)(x)

for ethvert x i X og y i Yy, eller i dualitetsnotation, saledes at
{y, 5z))y = (=, Ty)x

(i) Vis at S er begraenset.
(i) Vis at S” er lig med T pa Yy (nar vi identificerer Y med sin indlejring i Y”).

(iii) Vis at T er begraenset.

O.10 Projektioner

0.10.2 Oversat, praciseret™®

Vis at maengden af lige funktioner i C[—1, 1] har et topologisk komplement, og find det.
Vink

0.10.5 Komplementer i c
Vis at ¢y og det 1-dimensionelle rum af konstante fglger
E={(\A...)| AeK}

er algebraisk komplementerede i c. Opskriv de tilsvarende projektioner pa cg og k. Afggr
hvorvidt ¢y og k ogsa er topologisk komplementerede, nar ¢ udstyres med uniform norm.

Vink

0O.11 Hilbertrum

0.11.1  Oversat, uddybet

‘Jf. Remark (b) efter Lemma 11.2, tilfeeldet K = R

Lad E veere et reelt normeret vektorrum hvor normen opfylder parallelogramloven

2 2 2 2
lz +yllI” + [l = yll™ = 2([=[" + [ly/I*)
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Vis at da er afbildningen (-, -) givet ved

1
{@,y) = 7(lz + yl? = e —yl1*)

et indre produkt pa E.

Vink

0.11.4 Oversat*

Lad H vare et (separabelt) hilbertrum og lad A : H — H veere en lineser afbildning der
opfylder
(Az,y) = (z, Ay)

for alle z,y € H. Vis at A er kontinuert.

0.11.10 Opversat, forlaenget

Lad H vere et (separabelt) hilbertrum og betragt 7' € L(H). Vis at folgende udsagn er
xkvivalente:

(i) Yo,y e H: [T =Tyl = |z -yl
(i) Vo € H:||Tz|| = [|z|

(iii) Vz,y e H: Tz, Ty) = (z,y).

En operator med egenskaben (ii) kaldes generelt en isometri. Vis at en surjektiv isometri
pa et (separabelt) hilbertrum er en unitaer operator.
Vink

Besvarelse.

Noter

0.11.11  PUB i hilbertrum
Lad H veere et (separabelt) hilbertrum og M en delmeengde heraf. Antag at maengden

{I{z,y) [ | = € M}

er en begraenset maengde for hvert y € H. Vis at da er M begraenset i norm.

0.11.12 Kvotient i hilbertrum

Tema fortsat fra opgave O.5.11.
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Lad H veere et (separabelt) hilbertrum, og F et afsluttet underrum heri. Vis at projektionen
fra H ned pa F* inducerer en isometrisk isomorfi mellem H/F og FL. Vis at der for den
kanoniske kvotientafbildning ¢ geelder

q({z e H [zl <1}) = {y e H/F [ ]ly]| <1})

Besvarelse.

0.11.13 Polarer i hilbertrum

Med “c” i opgaven henvises til polarmaengden; ikke til det indre

Lad H veere et (separabelt) hilbertrum, og F et underrum heri. Vis formlerne

FL=oh(F)°  F°=au(FH)

0.11.14 Kompakthed for enhedskugler i hilbertrum

Antag at den afsluttede enhedskugle i et (separabelt) hilbertrum H er kompakt. Vis at da
er dimH < oo.

0O.11.15 Konvergens i hilbertrum

Lad x, og y, veere folger i et (separabelt) hilbertrum H, og antag at ||z,||, [|y.|| < 1. Vis
at

<xn7 yn> — 1

medfgrer
|Zn — ynll — 0.

Vink

0.11.16 Karakterisering af ortogonale projektioner

Lad H vare et (separabelt) hilbertrum og betragt en projektion P € L(H), altsa en ope-
rator med egenskaben PP = P. Antag at P # 0 og vis at fglgende udsagn er sekvivalente:

(i) P er en ortogonal projektion

(it

)

) N(P)=R(P)*
(iii) R(P)=N(P)*

)

)

(iv) [Pl =1

(v) P er selvadjungeret
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(vi) (Px,z) >0 for alle z € H.

Vink

Noter

0.11.17  Tilfeldet (Az,z) € R
Lad H vere et (separabelt) hilbertrum over C og betragt A € L(H).
(a) Antag at (Az,z) € R for alle x € H. Vis at
M(Az,y) + XAy, z) = N (A*y, ) + N (A% 2, y)
for alle A € C og z,y € H.

(b) Antag at (Az,x) € R for alle z € H. Vis at A er selvadjungeret.

(c) Antag at (Az,x) =0 for alle x € H. Vis at A = 0.
Lad G vaere et (separabelt) hilbertrum over R.
(d) Vis ved eksempel at (Ax,x) = 0 for alle z € G ikke medfgrer at A = 0.

Vink

Besvarelse.

Alternativ besvarelse

Noter

0.11.18 Symmetrier

Lad H vaere et (separabelt) hilbertrum. Vis at fplgende betingelser pa en operator R € L(H)
er xkvivalente:

(i) Der findes et lukket underrum X af H sadan at
t+RreX az—RreXt
for alle z € H.
(ii) R er selvadjungeret og R> = Ro R = 1.
(iii) 2(R+I) er en ortogonal projektion

I (ii) og (iii) herover betegner I identitetsoperatoren pa H.

Vink

Noter
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0.11.19 Eksamen V89-90 [Opgave 2]

Lad ¢ vaere en linezer afbildning af ¢y ind i [%. Antag, at for hvert a i ¢o og n i N er
[(p(a), en)] < nllalloo-

(a) Vis, at ¢ har afsluttet graf.

(b) Vis, at ¢ er kontinuert.

I sporgsmal (c) og (d) antages ogsa, at for ethvert par (a,b) af folger i ¢g med a,b, = 0
for hvert n i N er ¢(a) vinkelret pa ¢(b).

(c) Vis, at [[¢]|? = D02 [le(en)]3-

(d) Vis, for eksempel ved hjalp af formlen i spgrgsmal (c), at ¢ ikke er surjektiv.

0.11.20 Eksamen V96-97 [Opgave 3]

Lad (x,) veere en folge af vektorer i et komplekst (separabelt) hilbertrum H, og antag at
det for ethvert = i H geelder at talfolgen (x,,z) er konvergent.

(a) Vis at (x,) er begraenset.

(b) Vis at der findes en vektor z, i H saledes at (z,, — oo, z) — 0 for ethvert = i H.

0.11.21 Eksamen S00 [Opgave 1]

Lad H veere et (separabelt) hilbertrum og lad A : H — H veere en lineser afbildning
defineret herpa. Som saedvanlig betegner A2 operatoren givet ved sammenszetning af A
med sig selv.

(a) Antag at der geelder
(Az,y) = (z, Ay)

for alle z,y € H. Vis at da er A kontinuert.
(b) Antag at der geelder
(A%z,y) — (Az,y) = (z, Ay) + (z, A%y)

for alle x,y € H. Vis at da er A kontinuert.

Besvarelse
Alternativ besvarelse

Noter
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0.11.22 Eksamen S02 [Opgave 1]

To funktioner

a,f:NU{0} — NuU{0}
er givet ved henholdsvis
a(n) = |n/2],  B(n) = [Vn],

hvor |z | med z € [0, 0o betegner heltalsdelen af x, altsa det stgrste heltal, der er mindre
end eller lig z.

Lad en ortonormalbasis (e, )nenuqoy Veere givet for et separabelt hilbertrum H over K.
(a) Vis, at der findes netop én operator A € L(H) sa
Aen = ea(n).
Bestem et konkret udtryk for A*e,,. Find ||A]|.
(b) Vis, at der ikke findes nogen operator B € L(H) sa

Ben = eﬁ(n)

Besvarelse

Noter

O.12 Ortonormalsystemer

0.12.7 En sum af lukkede underrum der ikke selv er lukket

Betragt et hilbertrum H med en taellelig ortonormalbasis (e, )nez. Seet
fn =€_p —NeEp

for hvert n € N, og lad

Xy = span{eg, e1,€ez...}
Xo = span{ fi, fo,...}

Vis
(i) X1+ Xy er teet
(i) Doy se—n € H\(X1 + X2)

Konkluder at X; + Xy ikke er et afsluttet underrum.

Vink

Noter
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0.12.8 Matricer for operatorer

Lad H vaere et hilbertrum med en teellelig ortonormalbasis (e, )nen. Vi bensevner for hver
A € L(H) familien af skalarer

Apm = <A€ma €n>

som matricen for A.

Vi siger at en familie af skalarer (ou,,) definerer en operator hvis der findes A € L(H)
sadan at ayy, = (Aen, e,), altsa sa at (au,) er matricen for A.

(a) Vis at hvis apy = Bpm for alle n,m € N, hvor (apm) 0g (Bnm) er matricerne for

henholdsvis A og B fra L(H), sa er A = B.

(b) Vis at en familie af skalarer (au,,) som definerer en operator ma veaere begraenset. Find
en begraenset familie af skalarer (o, ) som ikke definerer en operator.

(c) Antag at an, = 0 nar n # m, og at |ap,| < C < oo for alle n € N. Vis at (apm)
definerer en operator A med ||A| < C.

Besvarelse

Noter

0.12.9 Schur test

Antag at ay, > 0 for alle n,m, og at der findes skalarer p, > 0 og (3,7 > 0 med
egenskaberne

o [o.¢]
> nmPn < Bpm D CnmPm < VDn-
n=1

m=1

Vis at (), 1 notationen fra opgave 0.12.8, definerer en operator A med ||A|* < 3.

Vink

0.12.10 Tschebyscheff polynomier

Der er en trykfejl i bogen; man skal saette Ty = w2, jf. T.97.1. At vise at
systemet er en basis kreever Stone-Weierstrass’ satning.

Kontroller ved direkte udregning at Tschebyscheff polynomierne defineret i [MV, 12.13(3)]
udggr et ortonormalsystem.
Vink

Forudsatninger om lebesgueintegration
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0.12.11 Diagonalisering pa R"

Lad H vaere det reelle hilbertrum af dimension n < oo, og lad A € L(H) veere en selvad-
jungeret operator.

(a) Lad en ortonormalbasis for H vaere givet og vis at den tilhgrende matrix for A er
symmetrisk.

(b) Redeggr ved henvisning til linezer algebra for at H har en ortonormalbasis med hensyn
til hvilken matricen for A er diagonal.

(c) Vis at
|A]] = max{|A| | A er en egenveerdi for A}

0.12.12 Konkret operatornorm, 11

Tema fortsat fra Opgave O.5.16, fortsaettes i opgave O.12.18.

Bestem operatornormen af operatorerne pa R? der har matricer

I

henholdsvis, i den saedvanlige basis.

Vink

0.12.13 Modeksempel til [MV, opgave 9.4]

Lad H veere et separabelt hilbertrum, og find en selvadjungeret operator A € L(H) som er
injektiv men ikke surjektiv, og har teet billede X = R(A). Vis at nar vi betragter A som
en operator i L(H,X), sa geelder der ikke codim R(A’) = dim N(A).

Vink

0.12.14 Haar-basen for L([0,1])
Lad v : R — R veere givet ved

1 0<z<1/2
Plr) =< -1 1/2<z<1

0 ellers

og definer ' ‘
bin =22z — k)
for alle j, k € Z.
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Vis at
{jr|0< k<27 5>0}uU{1}

udger en ortonormalbasis for La([0, 1]).

Forudsatninger om lebesgueintegration

0.12.15 Uniteere og ortonormalbaser

Lad H veere et hilbertrum med ortonormalbasis (e;);cn. Bestem en entydig korrespondance
mellem

{U € L(H) | U er uniteer}

og
{(fi)ien € H | (fi)ien er en ortonormalbasis for H}

0.12.16 Hilbertmatricen

Betragt ¢2(N) udstyret med den ssedvanlige ortonormalbasis. Vis at matricen

1
anm:n_i_im_l, n,méeN
definerer en operator T € L(¢2(N)) med ||T|| < =. [Altsa at der findes T' der opfylder
<T€ma €n> = Oan]
Vink
Strategi
Besvarelse

Noter

0.12.17 Projektioner og unitzere pa R?

Betragt hilbertrummet R? udstyret med den ssedvanlige ortonormalbasis. Betragt herpa
en operator A € L(R?) og dens matrix

ail a2
A= aij = (Aej, e;)
a1 a2

(a) Angiv kriterier, udtrykt ved a;;, for at A er en ortogonal projektion.

(b) Angiv kriterier, udtrykt ved a;j, for at A er uniteer.

Besvarelse.

Noter
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0.12.18 Konkret operatornorm, III

Tema fortsat fra Opgave O.12.12.

Betragt hilbertrummet R? udstyret med den szedvanlige ortonormalbasis. Betragt herpa
en operator A € L(R?) og dens matrix

ail a2
A= aij = (Aej, i)
a1 a2

Bevis formlen

1Al = (2 a11? + 2a2° + 2a9% + 2a10°+

1
2

2 2 2 2
2 [(a12% 4+ a11” — 2ag1 a12 + a21” + 2a11 ag + axn’)

(a12® + a11® + 2a91 a1z + an® — 2a11 az + axn?)] / >

gerne ved brug af et computeralgebrasystem.

Strategi
Besvarelse

Noter

0.12.19 Permutationsoperatorer

Lad H veere et hilbertrum med ortonormalbasis (e, )nez. Lad o : Z — Z veere en bijektion
af Z pa Z. Redeggr for at der ved
Usep = €o(n)

fastleegges en operator pa H. Find dens adjungerede og vis at U, er unitaer.

0.12.20 Gram-Schmidt fglger

Lad (vp)nen, veere en lineser uathengig folge af vektorer i et (separabelt) hilbertrum H.
Der erindres om at Gram-Schmidt proceduren giver et ortonormalsystem (e, )nen, med
egenskaben

span{v, | n < N} =span{e, | n < N} (1)

for alle N € Ny. Vi kalder en sadan fglge for en Gram-Schmidt folge for v,,.

(a) Redeggr for at Gram-Schmidt felgen e,, er entydig op til en skalar i fglgende forstand:
Hvis et andet ortonormalsystem (e},)nen, opfylder (1), sa findes en folge (A )nen, af
skalarer med |A,| = 1 og egenskaben

/
en = An€,

(b) Vis at hermitefunktionerne (H,)nen, er en Gram-Schmidt fglge i hilbertrummet Lo(R)

for folgen (vp)nen, givet ved v,(x) = zme /2,
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0.12.21 Eksamen V96-97 [Opgave 4]

I det folgende siges to operatorer A og B pa et (separabelt) hilbertrum H at veere unitert
@kvivalente safremt B = V AV* for en passende uniteer operator V' pa H.

Antag nu at {e, | n € Z} er en ortonormalbasis for H og lad S (det tosidede skift) betegne
den unitsere operator givet ved

Sen, =ent1, n €.
Lad endvidere U betegne en anden unitaer operator pa H.

(a) Vis at hvis | (Uz,z) | > ¢||z||? for et € > 0 og for alle z i H sd er U og S ikke uniteert
aekvivalente.

(b) Vis at hvis U™z = x for et helt tal n # 0 og en vektor z # 0 sa er U og S ikke uniteert
aekvivalente.

(c) Vis at hvis Uey, = e4(y,) for alle n, hvor o er en permutation af Z som virker transitivt
(Vn,m3r : 0" (n) = m) og frit (Vn,m :n # 0 = o™ (m) # m), sa er U og S uniteert
ekvivalente.

0.12.22 Eksamen S98 [Opgave 1]

Lad T veere en begraenset operator pa et (separabelt) hilbertrum H. Vis folgende pastande.

(a) Hvis
VE € H: [T = [IT7¢]l,

sa geelder der TT™ = T*T.

(b) Hvis
Ve e H:T¢]l = llll,

sa geelder der T*T = 1.
(¢) dimH < oo netop nar der geelder

VI € LH) : T*°T =1 = TT* = 1.

Noter

0.12.23 Eksamen S98 [Opgave 3]

Lad T veere en lineser afbildning pa et (separabelt) hilbertrum H som opfylder at
VyeH:ax — (Tz,y) er kontinuert.

Vis at T er kontinuert.
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O.15 Kompakte operatorer

0.15.7 Oversat*
Lad E, F, G vaere banachrum og betragt
K € K(E,F) T € L(F,G)
hvor T er injektiv. Vis at der findes, for hvert ¢ > 0, en konstant C. > 0 sa at
[Kz|| < ellz]| + Ce | TKz|

for alle x € E.

Vink

0.15.11 Kompakte projektioner

Lad P vere en projektion pa et banachrum E. Vis

PeK(E) < PecF(E).

0.15.12 Detaljer om dele af [MV, Example 15.2(2-3)]

Lad k € C(]0, 1] x [0, 1]) veere givet. Vi benytter uniform norm pa C([0, 1])) som sadvanlig.
Gennemfgr argumentet for at der ved

1
K@) = [ k)i @iy
0
defineres en operator K7 € K(C([0,1])). Gennemfgr argumentet for at der ved
Ka(f)(a) = | Ko f)dy
0

defineres en operator Ky € K(C([0,1])).

Forudsatninger om riemannintegration

0.15.13 Isometrier og kompakte operatorer

Lad E veere et banachrum og lad A, T € L(E) veere givne. Antag at T er en isometri. Vis
AcK(E) < TAc K(E)

0.15.14 Automatisk invertibilitet

Lad E veere et banachrum og A € K(E). Antag at A > [|A|| og vis at A\I — A er invertibel.
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0.15.15  Skift pa /,-rum
Lad 1/p +1/q =1, og betegn med ®,, : £, — f’q den kanoniske isometriske isomorfi.

(a) Vis at der ved
S(.%'l,.%'g,.%'g,...) = (0,3}1,.%'2,.%'3,...)

defineres en operator S € L({)).

(b) Vis at S ikke har nogen egenvaerdier.

(c) Vis at der ved
T($1,$2,$3,...) = ($2,$3,$4...)

defineres en operator 1" € L({,).
(d) Vis at ethvert A € K, || < 1, er en egenveerdi for 7.
(e) Visat T =& 105 o,

(f) Vis at ethvert A € K, |\| < 1, er en egenveerdi for S’.

Strategi

0.15.16  Adjunktionsinvarians af F'(H, G)

Resultatet her skal sammenlignes med [MV, 15.4]

Vis at hvis H og G er (separable) hilbertrum, sa er A € L(H, G) af endelig rang netop nar
A* er af endelig rang,.

Vink

0.15.17 Diagonalisering af projektioner

Lad E veere et banachrum og lad P € K(E) veere en kompakt projektion. Bestem en
egenvaerdifplge for P, udtrykt ved hjeelp af n = dim R(P).

0.15.18 Eksamen V85-86 [Opgave 3]

Lad Q veaere et kompakt hausdorffrum og C(£2) rummet af kontinuerte funktioner fra Q2
ind i C. Udstyr C(€2) med den saedvanlige norm ||-|| .. Lad X betegne et banachrum og
lad T € L(X, C()).

(a) Vis, at der findes en afbildning
7:Q—-X

sa

(Tz)(w) = T(w)(z) = (z,7(w))x , Ywe Q, zeX
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(b) Vis, at [|T]| = supyeq [I7(w)]-
(c) Vis, at hvis 7 er kontinuert i norm-topologien pa X', sa er T' en kompakt operator.
(d) Lad ¢ € C([0,1] x [0,1]) og definer

T:C([0,1) — ([0, 1))

ved

1
Tf(y):/o o(x,y)f(x) dx.

Gor rede for at T er kompakt.

Noter

0.16 Kompakte operatorer pa hilbertrum

0.16.5 Oversat, opdelt*

Studiet af denne operator fortseettes i opgave O.16.14

Betragt hilbertrummet H = L1 ([0, 27]) og redeger for at der ved

K@ = [ rey
defineres en operator K € L(H).

(a) Bestem K*.
(b) Vis at R(K) C C([0, 27]).
(c) Vis at K er en kompakt operator.

(d) Vis at o(K) = {0}.

Forudsaetninger om lebesgueintegration [til (a)]

Forudszetninger om lebesgueintegration [til (b)]

Strategi
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0.16.7 Oversat, tilpasset pensum

Lad H vare et (separabelt) hilbertrum over K = C, og lad (ay,) € ¢2(N) = £o(N,C) veere
givet. Vis at matricen

()
definerer en operator A. Vis at A er kompakt og selvadjungeret, og bestem o(A). Diago-
nalisér A.

Vink

0.16.12 Kompakte operatorer er svag-norm kontinuerte

Du behgver ikke at forsta titlen for at kunne regne opgaven; men jf. eventuelt
P.7.

Lad H vaere et (separabelt) hilbertrum og betragt A € K(H). Antag at (z,) er en folge i
H der opfylder

<$n, y> —0

for alle y € H. Vis at
[Azp|| — 0

Vink

Strategi
Besvarelse.

Noter

0.16.13 Positivitet vs selvadjungerethed

Lad H vaere et (separabelt) hilbertrum over K og lad A € K (H) veere en positiv operator.
Kan man konkludere at A er selvadjungeret nar K = C? Nar K = R?

0.16.14 Integraloperatoren fra Opgave 0.16.5

Betragt operatoren K € L(H) fra opgave O.16.5.

2
(e) Visat o(KK*) = { <2n4— 1> n € N} U {0}.
(f) Bestem || K]|.

Vink
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0.16.15 Diagonaloperatorer

Lad H vaere et hilbertrum over K udstyret med en teellelig ortonormalbasis (ey,),en. Re-
degor for at der for enhver begreenset folge (o )nen defineres en operator ved

Ae,, = ape, neN

Bevis at A er en kompakt operator hvis og kun hvis o, — 0 narn — oo.

Strategi
Besvarelse

Noter

0.16.16 Refleksionsoperator

Betragt hilbertrummet H = L1 ([0, 27]) og redeger for at der ved

R(f)(x) = f(2m —x)

defineres en operator R € L(H).

(a) Vis at R opfylder betingelserne fra opgave 0.11.18.

(b) Vis at R er diagonaliserbar og bestem o (R).

Forudsatninger om lebesgueintegration

Strategi

0.16.17 En anden integraloperator

Betragt hilbertrummet H = L4([0,27]) og redeggr for at der ved

2

K(f)(x) = / f(t)dt

2m—x

defineres en operator K € L(H). Vis at K er kompakt og selvadjungeret. Bestem o(K) og
opskriv K pa formen

K= i)\n (-, en)en
n=0

Forudsaetninger om lebesgueintegration

Strategi
Besvarelse

Noter
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0.16.18 Eksamen V87-88 [Opgave 4]

Lad H vaere et (separabelt) hilbertrum over C, og lad N betegne mengden af kompakte
positive operatorer i enhedskuglen i L(H), altsa

N=KMH)n{Ae LH)|||A|| <1, Vx € H: (Az,z) > 0}.

(a) Vis, at N er en afsluttet konveks delmeengde af L(H).

(b) Vis, at hvis A € N og = € H og (Az,z) =0, sa er Ax = 0.

Vink til (b)

Noter

0.16.19 Eksamen V91-92 [Opgave 3]
Lad H vare et komplekst (separabelt) hilbertrum og lad LG(H) betegne maengden af
operatorer T'1 L(H) der er venstreinvertible, i den forstand at ST = I for et passende S i

L(H). For ethvert A i L(H) defineres

m(A) = inf{[|Az| |z € H, [z =1} .

(a) Vis at hvis T'€ LG(H) sa vil m(T") > 0.

(b) Vis omvendt at hvis T € L(H) med m(T") > 0 sa vil T' € LG(H).

0.16.20 Eksamen V92-93 [Opgave 3]

Pa et komplekst (separabelt) hilbertrum H betragtes operatoren 7" i L(H).

(a) Vis at hvis T+ 7™ > 0 (dvs. T+ T* er positiv) sa geelder
I(T + Dl >zl og (T + Dall > (T = Dal
for ethvert x i H.
(b) Vis at hvis T+ T* > 0 sa er T + I invertibel i L(H) og |[(T — I)(T +I)7!|| < 1.

(c) Antag nu omvendt at T + I er invertibel i L(H) og at ||(T' — I)(T + I)~!|| < 1, og slut
heraf at T+ T > 0.

Besvarelse
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0.16.21 Eksamen V94-95 [Opgave 3]

Lad H veare et komplekst (separabelt) hilbertrum. Der erindres om at vi skriver A < B
nar A, B € L(H) med B — A positiv.

(a) Vis, at nar A, 5,7 € L(H) og T'< S, sa er ATA* < ASA*.

I det folgende antages, at
S*S < 8S*.
(b) Vis for ethvert tal A i C at
N(T —XI) CN(T —XI)").
(c) Vis, at (T*T)? < (T?)*T?, og slut heraf at T? = 0 medfgrer T' = 0.

(d) Vis, for eksempel ved induktion, at 7" = 0 medfgrer T' = 0 for ethvert n i N.

Besvarelse

Noter

0.16.22 Eksamen V95-96 [Opgave 3]

Lad H vare et komplekst (separabelt) hilbertrum. I det fglgende siges to operatorer S og
T i L(H) at veere uniteert sckvivalente, hvis der findes en unitaer operator U pa H, saledes
at US = TU. Dette skrives S ~ T.

(a) Vis at S ~ T medfgrer SS* ~ TT*.

(b) Vis at hvis I som saedvanligt betegner enhedsoperatoren (Ix = x for ethvert x i H),
sa findes der ingen operator T'i (H) sa T'~ T + 1.

(c) Vis at relationen 7 ~ 27 kun er opfyldt for én eneste operator 7' i L(H).

(d) Vis at der findes en selvadjungeret, invertibel operator T'1 L(H), T' # I, som opfylder
relationen 21 — T ~ T 1.

Vink til (d)
Noter

0.16.23 Eksamen V97-98 [Opgave 1a]

Lad T € L(H) veere en kompakt operator pa det komplekse hilbertrum H. Lad {e,, }nen
veere en ortonormalbasis for H.
Vis, at
|Ten|| — 0, n — oo.
Vink

Noter
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0.16.24 Eksamen V97-98 [Opgave 1b]

(a) Lad S € L(H) veere givet ved

1
Sen, = —epy1, n € N.
n

Vis, at S er kompakt.

(b) Find samtlige egenvaerdier for S. Bestem o(S).

Vink

Noter

0.16.25 Eksamen S98 [Opgave 2]

Lad ¢?(7Z) betegne et hilbertrum af kvadratisk summable fglger og ()\,) en begraenset fglge
af komplekse tal. En vegtet skifteoperator S er defineret ved

Sz =y, Yn = AnTp_1
hvor = (z,,) er et vilkarligt element af ¢2(7Z).

Vis at S er kompakt netop nar
lim A, =0.

n—+oo

Noter

0.16.26 Eksamen V98-99 [Opgave 1]

Lad {&1,&2,...} og {n1,m2,...} veere to ortonormale folger af vektorer i et (separabelt)
hilbertrum H. For en vilkarlig vektor = € H lad

TN(x) - Z Cn <x777n>€n

n<N
hvor {¢,} er en given fplge af komplekse tal.
(a) Vis at
sup |cp| < 00
n
netop nar der findes en begraenset operator 1" saledes at Txax — Tx for hvert = € H.

(b) Vis at

lim |e,| =0
1— 00
netop nar 1" er kompakt.

(c) Find T*.

Noter
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0.16.27 Eksamen V98-99 [Opgave 3]

Vi saetter, for f € L%([0,27)),

2w

Kf(z)= ; f(y) cos(z —y)dy.

(a) Vis at K er en selvadjungeret operator pa L2([0, 27]).
(
(c) Vis at dim R(K) = 2.

)
b) Vis at dim R(K) < oo.
)
(d) Vis at K? = 7K, og find || K|.

Noter

0.16.28 Eksamen S99 [Opgave 2]

Lad H betegne det komplekse hilbertrum Lq([0, 27]) udstyret med det ssedvanlige indre
produkt

27
(f.9)= i F(t)g(t)dt.

Det antages kendt, og gnskes derfor ikke bevist, at meengden

0= {%} U {%Cos(nx) ne N} U {ism(nx)

NZS
udggr en ortonormalbasis for H.

nGN}

(a) Vis at der er én og kun én operator T' € L(H) med egenskaben
T1=1 T sin(nx) = — cos(nx) T cos(nx) = — sin(nx)
n n

(b) Vis at vektorerne i O kan indiceres over N som
€1,€2,€3,€4,€5,...,€2n,€2n41,- -

saledes at den tilsvarende matrix ((T'ej, €;))(; jyenxn for T' bliver af formen

1

—_ O
O =
= O
(@R NI

SO
O3

med nul pa alle tomme pladser.
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(¢) Vis at T er en kompakt og selvadjungeret operator.
(d) Bestem egenvaerdierne for T', og bestem spektret o(7") for T.

(e) Bestem et uendeligdimensionalt afsluttet underrum X af H sadan at
(Tx,x) <0
for alle = € X\{0}.

Vink til (d)

Besvarelse

Noter

0.16.29 Eksamen V99-00 [Opgave 2]

Vi betragter et komplekst hilbertrum H med en tellelig basis (e, )nen, 0g definerer hertil
en klasse

Z(H) = {A € L(H) | Vi,j € N: (Ae;,e;) € Z}.

Bemeerk at operatorerne i Z(H) netop er dem hvis matrix med hensyn til (e, )nen udeluk-
kende har heltallige indgange.

Der erindres om at klasserne K (H) og F(H) er defineret som de operatorer pa H som er
kompakte, henholdsvis har endelig-dimensionalt billede.

(a) Vis ved eksempel at Z(H)\K(H) # 0, altsa at der findes en operator i Z(H) som ikke
er kompakt.

Vis ved et andet eksempel at der findes A € Z(H) med o(A) € Z, altsa at en operator
i Z(H) kan have spektralveerdier der ikke er hele tal.

(b) Lad A € Z(H) og et heltal M € N vare givne. Vis at der findes N € N sadan at
(Aepr,en) = 0= (Aey,enr)
for hvert n > N.
(c) Vis at hvis A, B € Z(H) da vil ogsa AB € Z(H).

(d) Visat Z(H) N K(H) = Z(H) N F(H), altsa at en operator i Z(H) er kompakt netop
nar den har endelig rang.

Vink til (d)

Besvarelse.

Noter
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0.16.30 Eksamen S00 [Opgave 3]

Betragt et uendelig-dimensionalt reelt separabelt hilbertrum H og bemseerk at enhver or-
tonormalbasis for H efter eventuel omindicering kan skrives som

(ei)icz\ {0}

Vi siger at en operator A € L(H) er antidiagonaliserbar hvis der findes en ortonormalbasis
(€i)iez\foy 0g en reel talfglge (\;)icz foy sdledes at

Ael- == )\iefl' .

I dette tilfeelde siger vi ogsa at (e;);ez foy antidiagonaliserer A med hensyn til (A;);ez\ {0}

(a) Vis, at der findes en operator U € L(H) som kan antidiagonaliseres med hensyn til

(Ai)iez\foy givet ved
A = 1 1 >0
-1 i<0

Redeggr for, at U er uniteer og at U ¢ K(H).

(b) Lad A € K(H) veere antidiagonaliseret af (e;);cz\ {0} med hensyn til (A;)icz\ (0}, 08
antag videre at A er selvadjungeret. Vis, at A\; = A_; for alle ¢ € N. Bestem en
ortonormalbasis for H bestaende af egenvektorer for A og vis at 0(A) = —o(A).

(c) Lad B € K(H) veere selvadjungeret og antag at der for hver u € o(B)\{0} gelder
dim N(ul — B) = dim N(—ul — B)

Antag endvidere at
dim N(B) € {1,3,5,7,...}

Vis at B er antidiagonaliserbar.

Lad nu H = Ly([—1,1]). Ved
1
@ne = [ sy

defineres en operator G € K(H) som er selvadjungeret, og hvis egenvektorer alle er (kan
repreesenteres ved) vilkarligt ofte differentiable funktioner. Dette gnskes ikke eftervist og
kan benyttes ved besvarelsen.

(d) Afger hvorvidt G er antidiagonaliserbar.

Besvarelse
Alternativ besvarelse

Noter
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0.16.31 Eksamen S01 [Opgave 3]

Vi siger, at et komplekst polynomium af n’te grad er et udtryk af formen

2

p(z) = a2 + ap 12" a0+ a2 + oz + o,

hvor ayg,...,a, € C, og hvor a,, # 0.

Lad E vaere et banachrum over C med dim E = oco. Vi siger, at A € L(E) er rod i p hvis
operatoren givet ved

A" + a1 AV by 0 AT an A%+ g A+

er nuloperatoren i L(E). Her betegner I identitetsoperatoren i E, og A* den operator, der
opnas ved komposition af A med sig selv i gange.

(a) Vis, at hvis A € L(E) er rod i et komplekst polynomium p, da er enhver egenveerdi A
for A rod i p i seedvanlig forstand. Redeggr for, at enhver projektion P € L(E) er rod
i et passende valgt andengradspolynomium.

(b) Antag, at der om den kompakte operator B € K (E) geelder, at den er rod i et komplekst
polynomium p af forste eller hgjere grad. Vis, at o(B) er en endelig meengde. Vis, at

p(0) = 0.
Lad nu H veere et separabelt hilbertrum over C med dimH = cc.

(c) Antag, at en selvadjungeret, kompakt operator C' € K(H),C* = C er rod i et
komplekst polynomium p af forste eller hgjere grad. Vis, at C € F(H), altsa at
dim R(C) < occ.

(d) Vis, at der findes netop ét normeret komplekst andengradspolynomium

p(z) = 2* + Bz +

der har en rod D € K(H)\F(H), og angiv et konkret eksempel pa en sadan rod.

Vink til (d)

Besvarelse

Noter

0.16.32  Ekstraspgrgsmal til Eksamen S01 [Opgave 3]

Vis, at hvis et polynomium ¢ # 0 har en rod i K(H)\F(H), sa er andengradspolynomiet
fundet i (d) herover en faktor af q.
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0.16.33 Eksamen S02 [Opgave 4]

Lad H veere et komplekst, uendelig-dimensionalt og separabelt hilbertrum, og lad A €
K(H) med A = A* betegne en selvadjungeret, kompakt operator pa H.

(a) Vis, at der findes B € K(H) med B = B* sa
o(A) = a(B)

og sa
o(B) ={A € C| A er en egenveerdi for B}

Vink

Besvarelse

Noter



Kapitel P

Projektkatalog

I dette afsnit gives korte beskrivelser af nogle mulige projekter. Dersom man skulle have
andre ideer til projekter der baserer sig helt eller delvis pa materiale fra 3AN, sa er der en
mulighed for at fa sddanne projekter udviklet — tag kontakt til forelaeseren herom sa snart
som muligt.

De med stjerne () markerede projekter kreever 3m1. Qvrige detaljer om benyttet materiale
og pensum for projekterne vil forefindes i internetudgaven.

P.1 Avanceret diagonalisering

I [MV, §15-16] udvikler vi en steerk teori for diagonalisering af kompakte operatorer
A € L(E) hvor E er enten et banachrum eller et hilbertrum. I det meget interessante
specialtilfaelde hvor E = R" eller E = C” giver teorien ny indsigt om matrixregning.

Fx vil vii[MV, §15] komme frem til de fleste ingredienser der er involveret i at vise at der
for enhver lineser afbildning pa et endelig-dimensionalt vektorrum findes en basis i hvilken
operatoren er subdiagonal:

hvor pu,, € {0,1} for hvert m. Dette er det naermeste man kan komme pa at diagonalisere
en vilkarlig matrix, og har mange praktiske anvendelser; fx kan man benytte det til at give
svar pa spgrgsmal om hvilke matricer A der har en logaritme, i den forstand at der findes
en matrix B sa at
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Man kan bemaerke at idétransporten i projektet, i modsaetning til det meste matematik
vi udvikler i 3AN, primeert gar fra det generelle til det specialiserede. De viste resultater
har endvidere stor praktisk betydning, fx i gkonomiske anvendelser af matematik. Pro-
jektet har derfor seerlig relevans for deltagere med ambitioner om en karriere i anvendt
matematik.

Noter

P.2 Dualitet for malrum*

Vi studerer fglgerummene
Co fl fp foo

intensivt i [MV, §7], og viser saetninger af formen

1 1 _
hvorE—{—a—l.

Disse saetninger er kun toppen af et stort isbjerg. Lad fx X veere et topologisk rum, da er
alle funktionaler i C'(X)" af formen

fe /X F(@)g(x)du(z)

hvor g € C(X) og u er et “peent” mal pa X. Og for sadanne mal gaelder endda, under
ekstra betingelser, at

L(X.n) = Ly(X.p)  Li(X,p) = Loo(X. 1)

1,1 _
hvorE—i—a—l.

I [MV] vises disse seetninger i en interessant vekselvirkning mellem funktionalanalyse og
malteori, idet man med udgangspunkt i Riesz’ repraesentationssesetning for hilbertrum-
met Lo(X, p) nar frem til rent malteoretiske saetninger af Lebesgue, Radon og Nikodym,
og sidenhen benytter disse til at na frem til funktionalanalytisk indsigt af den ovenfor
beskrevne type.

Noter

P.3 Fourier og foldning*
Foldningsproduktet f x g af to funktioner f,g: R — R givet ved
(Fe9)@ = [ 1wt~ iy

kan med rimelighed betragtes som et “afkom” af f og g der arver de bedste sider fra begge
forzeldre. Fx behgver man ikke at vide ret meget om f fgr man kan konkludere at f * g
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er uendeligt ofte differentiabel, hvis bare g er det. Da foldningsproduktet ved substitution
ses at vaere symmetrisk, sluttes det tilsvarende med f og g ombyttet.

Foldningsprodukter har stor teknisk betydning internt i den matematiske teori, idet de
tillader en systematisk udskiftning af mindre pzene funktioner med mere pasene. Men de
reekker langt videre; fx giver sandsynlighedsregningen en sammenhseng mellem foldning
og summer af uafhsengige stokastiske variable, der forklarer hvorfor man i billedbehand-
lingsprogrammer benytter foldning til at simulere stgj, og derved udviske skarpe kanter i
et billede.

Foldning kan studeres og forstas ved hjeelp af funktionalanalytiske metoder og begreber.
Seerligt knyttet er foldning til fouriertransformationen, idet der geelder

Frg=13

Noter

P.4 Komplekse banachalgebraer

Vi har set hvordan man for elementer A i et banachrum som L(H), hvor H er et hilbertrum,
kan uddrage megen interessant information fra spektret o(A). Projektet her omhandler en
videre abstraktion af denne idé, idet vi her ser pa objekter 2 som ligesom L(H) er udstyret
med operationer

+, HH ) *

og med en enhed e, og definerer
o(a) ={X € K| Ae — a ¢j invertibel i A}

Det viser sig nu, at vejene skilles mellem tilfzeldet K = R og tilfeeldet K = C, og at det
komplekse tilfaelde er mest interessant. For at kunne vise egenskaber som o(a) # () nar
K = C inddrager vi resultater, seerligt Liouvilles seetning, fra kompleks funktionsteori.
Noget tilsvarende ggr sig geeldende for Fugledes setning som nok er det eneste deciderede
laerebogsresultat der tilskrives en nulevende matematiker fra vores institut.

Noter

P.5 Spor og sporklasse

Da operatorrummene K (H) og L(H) er vigtige universer for de kompakte og begraensede
operatorer pa hilbertrummet H, og da de er banachrum, er det af interesse at undersgge
deres dualitetsteori. Det viser sig, at der gaelder

pa en meget naturlig made.
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At vise dette resultat kraever en forstaelse af K (H)’, og en sadan forstaelse kan baseres pa
begrebet spor, der allerede har mening i matrixregning og muligvis vil veere kendt herfra.
Saledes defineres sporet af en operator A € L(K") givet ved n x n-matricen A = (a;;) som

ail + a2 + -+ + anp,

idet det her er en central observation, at denne veerdi ikke afhaenger af valg af basis.

Det duale af K(H) kan sa lgst beskrives som de operatorer i L(H) der har “begraenset
spor” i en forstand der er en naturlig udvidelse heraf.

Noter

P.6 Sturm-Liouville problemer

Et eksempel pa et Sturm-Liouville problem er spgrgsmalet om for hvilke A systemet

u’ + Au' + Bu = \u
au(0) —bu'(0) =0
cu(l) +du/(1) =0
har lgsninger, hvor a, b, ¢, d er reelle konstanter og A, B er reelle kontinuerte funktioner.

Det viser sig, at hvis der kun til A = 0 findes den oplagte lgsning u = 0, sa kan problemet
lgses ved at inddrage en operator

(Gof)() = /0 Gl y) F(y)W (y) " dy

hvor G og W er funktioner afledt af dataene i systemet. Da denne operator er en kom-
pakt operator defineret pa et passende hilbertrum, sa kan teorien om diagonalisering af
kompakte operatorer benyttes her med stor succes.

Egenvaerdierne for Gg giver netop de sggte veerdier af A\, og at de tilsvarende egenvektorer
giver lgsninger for u i problemet. Projektet giver et fundamentalt eksempel pa hvordan
man ved at kode en differentialligning som en operator kan transportere informationer fra
funktionalanalyse til differentialligningsteori.

Noter

P.7 Svage topologier

Vi har set i [MV, §6-7] at der er et interessant samspil
E o~ E

mellem et normeret rum og dets dualrum. Selv om vi nar frem til en vis forstaelse af en
form for symmetri mellem E og E’ sa er symmetrien langt fra fuldsteendig. Fx ved vi at

A=A



P.8. TEMPEREREDE DISTRIBUTIONER* 71

nar A C E er absolut konveks og A°° bestemmes ved at ga via E’. Men vi ved ikke noget
om hvorvidt

B = B*°
nar B C E’ er absolut konveks og B°° bestemmes ved at ga via E.

En dybere forstaelse af denne problemstilling, og af dualitet i almindelighed, kraever ind-
dragelse af andre topologier pa E og E’ end dem der kommer fra normer. Projektet om-
handler indfgrelsen af disse sakaldte svage topologier, et studium af deres fundamentale
egenskaber, og en diskussion af deres relevans for dualitetsspgrgsmal.

Fra et topologisk synspunkt er situationen saerligt interessant derved at det giver et ek-
sempel pa styrken ved at pa samme tid arbejde med to forskellige topologier pa et og
samme underliggende rum.

Noter

P.8 Tempererede distributioner®

Det har stor teoretisk og praktisk betydning at give rimelige bud pa et substitut for
“den afledede” af en funktion der ikke er differentiabel, eller ligefrem ikke er kontinuert.
Distributionsteorien giver en matematisk meget tilfredsstillende lgsning pa dette problem,
idet den afledede til

ville blive

som igen ville have den afledede

Cirklerne pa figurerne kraever naturligvis yderligere fortolkning, og den rigtige ramme her-
for involverer dualitetsteori, idet vi betragter visse funktionaler pa rummet af schwartz-
funktioner S(R) som generaliserede funktioner, og definerer den afledede d¢ af en sadan
funktional ¢ ved

(f.00) == (f" o)
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Er man séledes villig til at lade den fgrste funktion hi(z) = z - 1|9 o[ Tepreaesentere af o1
givet ved

(oo = [ f@hids = [ afas

0

sa far man let

(o) = [ sy

0
<<fa 62@1» = f(0)7

og derved klar besked om de afledede.

Noter



Kapitel S

Supplerende materiale

I kapitlet her forefindes materiale der supplerer eller erstatter teori fra [MV].

S.1 Stone-Weierstrass’ saetning

S.1.1 Kvadratrodslemmaet

Beviset for [MV] 4.13 benytter Stirlings formel, der vist ikke kan forudsaettes bekendt her.
Vi giver derfor et alternativt bevis.

Bevis for [MV, 4.13]:

Vi viser fgrst pastanden under antagelsen || f||, < 1. Givet € > 0. Vi argumenterer forst
for at funktionen ¢ — +/1 4+t kan rackkeudvikles med konvergensinterval | — 1, 1] omkring
0. Maske kender man ligefrem raekkeudviklingen

11 1 id-1...d-n+1
\/1—|—s:1—|——s——52—|——53—|—---+2(2 ). (3 )S"—|—...,
2 8 16 n!
men ellers kan man benytte at /I +s = exp(3log(1 + s)), og at log har en velkendt
reekkeudvikling omkring 0 med konvergensinterval | — 1, 1[. En substitution
1 t
s=1—>
2 + g2

viser sa at
ft)=ve2+t
udviklet omkring % har konvergensradius % + €2

Altsa konvergerer potensrackken uniformt i det afsluttede interval [0, 1], og ved at medtage
tilstraekkeligt mange led i potensrackken far vi et polynomium p(t) = Zﬁ\io a;t* sa

|f(t) —p(t)l <e  te[0,1]
Indseettes heri t = 0, fas at ag < 2¢, saledes at

@) —qt)] <3 t€]0,1]

73
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hvor ¢(t) = p(t) — p(0) er et polynomium uden konstantled. Og da det ses direkte (fx ved
at kvadrere) at

If@t) —=Vtl<e telo,1]
kan vi slutte
lg(t) — V| <4e  te0,1] (S.1)

Defineres nu F' € C(X) ved F(x) = q(f(x)) er det klart fra (S.1) at

H\/?— FHOO < 4e

Men F' € A da
F=aif+af’+ - +anf" €A

Da e var vilkarlig, og A er afsluttet, er pastanden vist nar || f||,, < 1. Nar || f||., > 1 viser
dette at || f||2} f € A. Da fas

£ =1l (1711 £) € 4

S.2 Dualitet

S.2.1 Dualitetsnotation

Vi skal her kort ggre opmaerksom pa fglgende, meget praktiske, notation, som vi vil benytte
i opgaver og ved forelaesninger, selv om den ikke optrzeder i [MV].

Definition S.2.1.1 Lad E veere et normeret rum over K. Vi definerer en afbildning
(,Ng:ExE —K

ved
(=, y)e = y(z)

forr € EogyeE.

Nar der ikke kan veere tvivl om hvilket rum vi arbejder med, skriver vi blot (z,y)).
Mange variationer af denne notation anvendes i funktionalanalytisk litteratur; den mest
almindelige er nok (z,y), men ogsa (y,x), (y,x) og (x,y) er ret udbredt.

Notationen stammer fra det indre produkt i hilbertrumsteorien, og vi skal se at der er
mange strukturelle ligheder mellem et indre produkt og en sidan dualitetsnotation. Vi
veelger imidlertid at anvende forskellige symboler for de to begreber sa de ikke kan for-
veksles. Nar laeseren har veennet sig til notationen kan han eller hun benytte (-, -) i stedet.

Vi skal se at den umiddelbare forskel pa (-,-) og ((-,-)) at den forste er defineret pa et
rum af formen E x E, og den anden pa et rum af formen E x E’, i en vis forstand kan
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bortforklares nar E er et hilbertrum. Men der er den helt konkrete forskel at hvor ((-,-)) er
linezer i begge variable, sa er (-, ) lineger i forste, og konjugeret linezer i anden.

Vi lader nogle eksempler belyse styrken ved notationen. Bemaerk fgrst at vi kan definere
J:E— E” ved at kraeve

(y, Jehe = (2, y)e
eller blot

{y, Jo) = (=, y) -

Dette udggr en definition da Jz hermed er defineret som funktional; vi har jo specificeret
hvilken veerdi den skal have pa hvert y € E'.

Lad os herefter give et bevis for pastanden i fgrste linje af beviset for [MV, Proposition
7.3]. Argumentet pa denne linje er nemlig ikke helt tilfredsstillende, jf. T.53.1.

Proposition S.2.1.2 Lad E vare et normeret vektorrum. Hvis E er refleksiv, da er E' det
ogsa.

Bevis: Vi skal vise at Jg : E' — B er surjektiv, idet vi ved at Jg : E — E” er det. Givet
w € E" definerer vi w € E’ ved

{(z, w)e = (Jex,w)en

for hvert = € E. Det er tilstrackkeligt at vise at Jg/(w) = w, og da Jg er surjektiv, vil dette
folge af

(Jex, Jewher = (w,Jez)e

{(, whe
= {(Jex, w)en

O

Til sammenligning anfgres beviset i ssedvanlig notation; bemserk at beviset er kortere i
denne form, men noget sveerere at laese:

Bevis: Vi skal vise at Jg : E' — E” er surjektiv, idet vi ved at Jg : E — E” er det. Givet
w € E" definerer vi w € E’ ved

w(x) = w(Je(x))

for hvert = € E. Det er tilstrackkeligt at vise at Jg/(w) = w, og da Jg er surjektiv, vil dette
folge af
Je (w)(Je(z)) = Je(2)(w) = w(z) = w(Je(x))

S.2.2 Konvekse funktioner

I beviset for [MV, 7.6] benyttes begrebet konveks funktion, som vist ikke optraeder i nogen
af de forudsatte kurser. Vi gennemgar derfor kort teorien:
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Definition S.2.2.1 Lad I C R vere et abent delinterval. En funktion f : I — R er
konveks hvis

fOz +(1=Ny) <Af(2) + (1 =N f(y)
for alle z,y € I og X\ € [0,1].

En funktion er saledes konveks nar alle punkter pa grafen for f mellem x og y ligger under
linjestykket fra f(x) til f(y). Jf. Figur S.1.

Figur S.1: En konveks funktion

Studiet af konvekse funktioner fgrer vidt; fx er Jensens ulighed, der pryder Matematisk
Afdelings brevpapir, et fundamentalt resultat. Der henvises til kurset 20K for en grundig
indfgring i emnet, og vi viser her kun et lille lemma:

Lemma S.2.2.2 Hvis f er differentiabel, og f' er voksende, sa er f konveks.

Bevis: Antag at f ikke er konveks, altsa at der findes z,y og A sa

FOx+ (1 =XNy) > Af(z) + (1 =N f(y)

Bemerk at uligheden medfgrer at x # y, og at 0 < A < 1. Vi kan — og vil — endda
antage at x < y ved om ngdvendigt at bytte om pa x og y og erstatte A med 1 — \. Seet
z=Ar + (1 — \)y og bemaerk at

fe) = flx)  fly) - [f(2)

>
z—x y—z

fordi

(—2)f(z) > (y—z)f(2)+1-Nf()]
= My —2)]f(@) + 11 =Ny —2)] f(y)
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Ved middelveerdissetningen kan vi nu finde §,n € I med x < £ <z <n <y og

f,(f) _ f(z) — f(x> > f(y) — f(z> _ f,(n)-

z—x y—z

Altsa er f’ ikke voksende, som gnsket. O

S.3 Konsekvenser af Baires saetning

S.3.1 Kontinuerte funktioner pa enhedsintervallet

I Salmonsens Konversationsleksikon fra 1928 finder man fglgende passage:

De ikke analytiske Funktioner, hvis Definitioner kan vaere fuldsteendigt vil-
kaarlige, var man, for saa vidt de var kontinuerte, tilbgjelig til uden videre
at tillegge nogle af de analytiskes Egenskaber, idet man stgttede sig paa en
antaget geometrisk Fremstilling; Weierstrass paaviste faren herved, idet han
opstillede en kontinuert funktion af en reel Variabel, der ikke for nogen Veerdi
af denne har en bestemt Differentialkvotient.

Citatet giver maske et ekko af samtidens forbavselse, da man med Weierstrass’ eksempel
i 1861 blev klar over, at der findes kontinuerte funktioner, lad os sige pa enhedsintervallet
[0,1], der ikke er differentiable i noget punkt. Weierstrass’ eksempel var

Z a”"sin(b"x), b> (3 + 1)a,
n=1

og i nogle versioner af en matematisk forstedel har man allerede set dette bevist.

Lad os her benytte Baires saetning til at vise meget mere, nemlig:
Seetning S.3.1.1 Maengden af intetsteds differentiable funktioner et taet i (C[0, 1], [|-|| .o)-

Vi starter med at gennemga i hgj detalje en del af beviset der er elementeer, men lidt
teknisk anstrengende. Vores mal er at vise at enhver kontinuert funktion pa [0,1] kan
approksimeres vilkarligt godt i den uniforme norm med en anden kontinuert funktion, der
varierer voldsomt i den forstand at hvis den er differentiabel i et punkt, sa er den afledede
numerisk stor. For at ggre dette praecist definerer vi:

Definition S.3.1.2 PL[0, 1] betegner maengden af stykkevis linesere kontinuerte funktio-
ner pa [0, 1], altsa funktioner der kan skrives

art + B so <t < sy
aot + o 51 <t < 89

ft) =

ant+ 0Oy sn—1 <t <sy
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hvor 0 = 59 < s1--+- < sy = 1 er en inddeling af enhedsintervallet.

For en stykkevis lineser funktion f € PL[0, 1] seetter vi

s(f) = min les|  S(f) = max o]

Det kontrolleres let, at veerdierne s og S ikke afheenger af inddelingen. Bemsaerk ogsa, at
da heldningen af en affin funktion x — ax + 3 netop er |a|, kan vi opfatte disse tal som
den minimale haeldning s(f) og den maksimale haeldning S(f) af f. Sa viser vi:

Lemma S.3.1.3

(i) PL[0,1] er teet i C[0,1].
(ii) Hvis f,g € PL[0,1] , sa gaelder s(f 4+ g) > s(f) — S(g).
(iii) For alle positive tal € og M findes f € PL|0, 1] med

[fllee <& s(f) =M
(iv) For alle g € C[0,1], og alle positive tal € og M findes f € PL[0,1] med

If =gl < s(f)=M

Bevis: Man viser (i) ved uniform kontinuitet, der jo fplger af at [0, 1] er kompakt. Her er
en skitse af argumentet. For givet f € C[0, 1] og givet € > 0 findes 6 > 0 sa

lz—yl <d=I[f(z) - fly)| <e.
Lav en inddeling s = 0 < --- < sy af [0,1] saledes at s; — s;_1 < § og definér en stykkevis
lineser funktion g ud fra f’s veerdii s;’erne. Sa vil || f — g||, <e.

For (ii), lad f,g veere stykkevis linesre. Vi kan antage at s(f) > S(g), for ellers er
hgjresiden negativ. Lad [s,t] veere det interval, hvor haeldningen af f + g er minimal.
Ved at ga ned til et mindre interval kan vi antage at bade f og ¢ er affine funktioner
pa [s,t]. Benzevn ved oy og oy heeldningskoefficienterne for henholdsvis f og g. Sa er
haeldningskoefficienten for f + g jo af + g4, og vi har

s(f +9) = lay +ag = |ay = |ag| = s(f) = S(g)-
For at indse (iii), betragt forst F': R — [0, 1] givet ved

r—n ngmgn—i—%

F(m)=2d1st<w,z>:2{ ~(x=n-1) nt+i<e<n+l

Sa er F' € PL(R), og det ses direkte, at hvis vi seetter

le,NQ(x) = NLIF(NQx)a
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sa er || fay, Nl o = N%, mens s(fn, N,) = 2%. Ved at veelge forst Ny, og siden Na, kan vi
opfylde kravet i (iii) med f = fn, n,-

Vi viser (iv) ved hjeelp af (i)—(iii). Approksimér fgrst ved (i) ¢ med f; € PL[0,1] sa
lg — fill < e/2. Veelg ved (ii) fo € PL[0,1] med || fa]| o, < &/2 og s(f2) > M +S(f1). Ved
(iii) opfylder f = f1 + fo det gnskede. O

Kernen i beviset, punkt (ii), siger lgst sagt at summen af en relativt flad funktion og en
overalt stejl funktion er overalt stejl. Se Figur S.2 for en illustration af dette faenomen; her
er summen af de to nederste funktioner lig den gverste. Den nederste funktion er i gvrigt
identisk med bevisets fi030. Figur S.3 illustrerer punkt (iv) herover.

MAWVWAWAWVWAAAAAA

Figur S.2: Sum af flad og stejl Figur S.3: Approksimation med stejl

Bevis for Saetning S.3.1.1: Vi definerer
M, ={f € C[0,1][Fz € [0,1]Vy € [0,1] : | f(2) = f(y)| < nlz -y}

Funktioner i 9, kan altsa tilskrives et punkt z sa at korden gennem (z, f(z)) og (y, f(y))
har haldning hgjst n, for ethvert y. Med andre ord forlgber grafen for f mellem de to
linjer gennem (z, f(x) hvis heeldning er +n, jf. Figur S.4. Lad os ogsa betragte maengden

D ={fe€C0,1]|3x € [0,1] : f er differentiabel i z },

altsa meengden af “etsteds differentiable” funktioner. Vort mal er at vise at komplementet
til ® er teet.

Vi vil vise
(I) oM, er lukket,
(IT) 9, har tomt indre,
(IID) D C U, M,..

men lad os forst indse hvorfor det viser det gnskede.

Vi far af (III) at © er overdaekket af folgen (9, )nen af delmaengder af C'[0, 1]. Hver af disse
maengder er afsluttede med tomt indre ved (I) og (II); sa © er af forste kategori i C[0, 1].
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Figur S.4: Forlgb mellem linjerne

Og da (C10,1],]]-|| ) er et Baire rum, fordi det er fuldsteendigt, sa er komplementet til ©
teet, som gnsket.

Beviset for (I) overlades til laeseren. For (II), lad g € C([0,1]), n og € veere givne. Veelg ved
Lemma S.3.1.3(iv) en funktion f € PL[0,1] med ||f — g||,, < € og s(f) > n. Det medfgrer
at f ¢ M, og dermed har vi vist at en e-kugle omkring g indeholder en funktion der ikke
ligger i 91,,. Sa er g ikke et indre punkt.

For (III), antag at f er differentiabel i zo. Sa er funktionen
|/ (&) = f(o)|

——— r#z

for =4 femml  TT

[ (o), T = T

en kontinuert funktion, og saledes begraenset over [0, 1]. Lad n veere et helt tal, der domi-
nerer f. Sa vil f € 9M,,. O

S.4 Anvendelser af diagonaliseringssaetningen

S.4.1 Positivitet

Lad H veere et (separabelt) hilbertrum og betragt A € K(H), en selvadjungeret kompakt
operator. I mange tilfzelde, ogsa i anvendelser, er det forholdsvis enkelt at udlede infor-
mation om spektret o(A) ud fra information om A. Diagonaliseringsszetningen [MV, 16.2]
kan benyttes til at fgre os fra viden om o(A) til viden om A.

Lad os fx se pa fglgende begreb:
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Definition S.4.1.1 En operator A € L(H) kaldes positiv hvis der geelder (Ax,x) > 0 for
alle x € H. Vi skriver B > C hvis B — C' er positiv.

Lemma S.4.1.2 Lad A € K(H) veaere selvadjungeret. Da er A positiv praecis nar o(A) C
[0; o0].

Bevis: Antag forst at A er positiv. Hvis A € o(A)\{0}, sa er A en egenveerdi ved [MV,
15.12(2)]. Med z en tilsvarende egenvektor har vi

Mzl = O, z) = (Az,z) > 0.
Da ||z|| # 0 sa er A > 0.
Antag nu at o(A) C [0; 00[. Vi har altsa ved [MV, 16.2] at

A= i)‘” (-,en) en
n=0

med A\, > 0, og sa er jo

(Az,z) = <Z An (T, €n) €n, m>
n=0

e}

= Y All@,en) ensa)
n=0

= > A (@en) (@ en)
n=0

= > Al {men)P>0
n=0

Saetningen geelder mere generelt, jf. [MV, 18.16]

S.4.2 Kvadratrod

Ligesom tilfaeldet er for tal, har positive operatorer en kvadratrod. Endda gzelder:

Proposition S.4.2.1 Lad A € K(H) veere selvadjungeret. Da er A positiv praecis nar der
findes en selvadjungeret og positiv operator B € K (H) der opfylder A = B2.

Bevis: Nar A = B? med B = B* far vi
(Az,z) = (B*x,x) = (Bx,Bx) > 0

Nar A er positiv kan vi skrive

A= i)‘” (-,en) en
n=0
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ved [MV, 16.2]. Bemeerk at A, > 0 ved Proposition S.4.1.2.

Vi supplerer (e;,) til en ortonormalbasis for H med vektorer (f;), og ser at det har mening

at definere: -
B = Z\/E('venwgn
n=0

Dette ses at veere en begraenset og kompakt operator ved opgave O.16.15, man ser let at
den ogsa er selvadjungeret. Vi har

B2, = B(\/)Tnen) = \/Tnmen = Ae,

og Bij =0=Af; sa B? = A fordi de to operatorer stemmer overens pa en ortonormal-
basis. 0

Denne operator kaldes kvadratroden af A. Ssetningen geelder mere generelt, og B er faktisk
entydigt bestemt, jf. [MV, 18.17].

S.4.3 K(H) versus F(H)

Vi anfgrer her et alternativt bevis for [MV, 16.4]:

Lemma S.4.3.1 Lad H vere et (separabelt) hilbertrum, og A € K(H) en selvadjungeret
operator. Sa findes projektioner Py, € F(H) for hvilke
|4~ AP — 0

Bevis: Lad P, veere projektionen ned pa underrummet udspaendt af eg, . . . , e; som i beviset
for [MV, 16.2]. Formlen fglger nu af at der i dette bevis blev etableret uligheden

2
4~ ar < (sup )
n>k

Korollar S.4.3.2 Nar H og G begge er et hilbertrum, sa geelder

K(H,G) = F(H,G)

Bevis: Det er klart fra [MV, 15.2] at F(H,G) C K(H,G), sa lad A € K(H,G) vare givet.
Vi ved at A*A € K(H), og da denne operator direkte ses at veere selvadjungeret, findes
P, € F(H) som i lemma S.4.3.1 herover. Ved [MV, 11.11(3)] og [MV, 5.7] far vi

IA—APR* = ||AU ~ Py)II?
= I = B)"A"A(I — P
(I = Pu)|l[|A"A — AAP|| — 0.

A

Da AP € F(H,G) som bemaerket pa side 140 af [MV], vil A ligge i afslutningen af F'(H, G).
U



Kapitel T

Trykfejlsliste

Gennemgangen af [MV] fra 1999 til 2001 forte frem til folgende liste over fejl, upree-
cise pastande og notation som ikke er standard. Ganske fa, i betragtning af at vi bruger
forsteudgaven af bogen. Vi har stillet dem til radighed for Meise og Vogt, hvilket forklarer
at de er pa engelsk i modsaetning til resten af heaeftet her.

Det er mit hab at de fleste af disse problemer vil blive rettet i naeste udgave af [MV]. Men
mens vi venter pa det sa er leeseren nok bedst tjent med at med det samme markere i sin
bog hvor de fundne trykfejl findes.

T.1 Trykfejlene

T.4.1 Paragraph starting 'Let (X, <) be an ordered set’ [Line 3]

There is an alternate definition of “chain” in use in other parts of the literature, and
sometimes the concept of chain used here is called a “totally ordered set”.

T.8.1 Topological spaces [Line 2]
The definition of “topological space” is non-standard. In most places, O1 — 02 would

define a topological space, while O1 — O3 would define a Hausdorff topological space.
More details in Section F.2.6.

T.9.1 Sequences and nets [Line 3]

The definition of “net” is non-standard. Usually the index set is only required to be
preordered. More details in Section F.2.6.

T.13.1 Proof of Proposition 3.2 [Line 1]
Replace “for all n € N” by “for all n € N”

83
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T.21.1 Statement of Proposition 4.8 [Line 4]

Replace “of nonempty subsets” by “of nonempty closed subsets”

T.33.1 Statement of Lemma 5.5 [Line 3]

The last supremum only exists if £ # {0}. If one was to use the usual convention sup () =
—oo the last equality would fail.

T.35.1 Proof of Proposition 5.9 [Line 3]

Lé’

Replace

“”33” = infgeqfl(x)” by ’/CL'\H = infgeqfl({i})”

T.36.1 Remark 5.11 [Line 1-4]

The remark reads as though the set equality on line 3 is a direct consequence of the first
sentence. In fact, it is the other way around: The set equality follows directly from the
definitions, and from this we can deduce that ¢ is continuous, is open and has norm one.

T.48.1 Proof of Proposition 6.10 [Line 1]
Replace “applied to p = ly| |-I|" by “applied to p = |||
T.52.1 Statement of Proposition 7.2 [Line 4]

The proposition can be improved by: Replace “A|E = A and HEH = ||A|]” by “A|E = A.

Moreover, XH = ||A])”

T.53.1 Proof of Proposition 7.3 [Line 1-2]
While the argument clearly proves that E’ and E"” are isometrically isomorphic, it seems
less clear how to conclude that the map J; : B/ — E" is onto. Here is how to proceed

from the fact that Jy : E — E” is onto. Given w € E" define w € E’ by w(z) = w(Jy(x))
for any = € E. It suffices to prove J;(w) = w, and since Jy is onto, we get this from

Ji(w0)(Jo(x)) = Jo(z)(w) = w(z) = w(Jo(x))

More details in Section S.2.1.

T.54.1 Line preceding Proposition 7.4 [Line 1]

This is not a “simple proof”; cf. the material accompanying Exercise O.7.2.
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T.57.1 Proof of Proposition 7.9 [Line 9]

This requires a little extra explanation. We have seen that for any yo € [, , ||y0(‘)”l;, =
lyoll,- To prove that also Hyo(')H% > |lyoll, we apply lines 4-8 to 7 = yo(-) to achieve an
element y € [, with

y() =n=1yo(")
By evaluation on e, for every n we get that y = yg, and we conclude from line 8 of the
proof that the desired inequality holds.

T.60.1 Proof of Lemma 8.3 [Line 8]

The first inclusion is stated A(V) —& C A(V) — A(V) but from what is assumed on § it
is only really clear that A(V) —¢ C A(V) — A(V). This, however, is not a problem; for
any K C E we have K — K C K — K by continuity of subtraction, so K — K C K — K
follows.

T.62.1 Proof of Uniform Boundedness Principle 8.10 [Line 9]
We are using that ||A|| = sup{||Az|| | ||z|| < 1}; a true statement even though it is not

mentioned in Lemma 5.5(1). To prove it from Lemma 5.5(1) we note that if ||Az,|| " ||A]|
with ||z, || = 1 then also ||Ay,| " ||A]| where y, = (1 — 1/n)x,,.

T.67.1 Statement of Proposition 9.1 [Line 2]

Replace “The ordering A — A”” by “The map A — A””

T.71.1 Statement of Exercise 4 [Line 1]

If we do not make the extra assumption that E and F are Banach spaces the statement
in the exercise is false; cf. Exercise 0.12.13.

T.86.1 Statement of Theorem 11.11 [Line 6]
Since in this chapter, the convention is to write the composite of two linear operators

A and B as “AB”, one may wonder whether something else is meant by the circle in
“(BoA)*” and “A* o B*”. But this is not the case.

T.96.1 Examples 12.13(2) [Line 10-11]

To differentiate the right hand side of (a) after z we need to know that the series 3 A/ (z)t"
converges uniformly in x, at least locally. While no doubt true, this seems a little cumber-
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some to establish. Here is a direct alternative based on the Leibniz formula:

o (o
/ _ . - 2 _ 2
hy,(z) = - < = exp(2te —t )>t .

_ (9" 0 )
= <8t" 97 exp(2tx —t )>t0
_ a_nzt exp(2tx — t2)
= \gm= P »
- o gt 2
- Ax —
<;< >3tl opn—i exp(2tx —t ))

n\ o ot 2
= 2 << )875 = ——exp(2tr —t )>t:0

= 2n o T ex (2tz — t?)
- o1 P
= 2nh,_1(x)

t=0

t=0

T.96.1 Examples 12.13(2) [Line 15]

Replace “E := f € C(R) : [ |f(z)[*dz < 00” by “E :={f € C(R) : [_|f(z)]*dz <
w}77

T.97.1 Examples 12.13(3) [Line 1]

Replace “Ty = (27)~Y/2” by “Ty = n~1/?”

T.101.1 Introduction of Chapter 13 [Line 3]

The definition of “measure” used in the book is non-standard. The usual term is “Radon
measure”.

T.101.2 Definition [Line 7]

Replace “instaed” by “instead”

T.107.1 Proof of Lemma 13.9 [Line 2]

The definition of ¢; needs a little interpretation for z with ¢(z) = 0; in this case we want
v1(z) = 0 as well.

T.120.1 Proof of Lemma 14.4 [Line 5]

Replace “preceding lemma” by “preceding proposition”
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T.120.1 Proof of Lemma 14.4 [Line 9]

This follows from a general inequality:

‘ p

where F' : R" — [0;00] and G : R™ x R" — [0; 0o] are measurable and G(-,y) € L,(R")
for any y € R™. This can be proved along the lines of the argument surrounding (2) on
page 118.

GlPwi| < [ 1660, Fdy

R

T.121.1 Proof of Corollary 14.5 [Line 6]

Replace “the Lebesgue’s dominated convergence theorem” by “Lebesgue’s dominated con-
vergence theorem”

T.121.2 Proof of Corollary 14.5 [Line 7]

Replace “As ]@ is continuous and bounded” by “As f * ¢, is continuous and bounded”.
We need to apply the Fourier Inversion Formula 14.3 to f * ¢, and not to f/*z To see
that this is possible we note that f x ¢, is defined everywhere by (1) of page 117 since
f € Li(R") and ¢, € Loo(R™). Thus

Frpal@) < [ 1Fhente =)y < )20 [ (7(wldy < 2020 61,

n

so that f % ¢, is bounded. f * ¢, is continuous from

Im [ %o, (zm,) =

lim f@W)o(tm —y)dy = lim f@)eo(r —y)dy = f* po(x).

m—00 Jpn m—00 Jpn

This holds since (27)~"/20~"|f| is an integrable majorant.

T.122.1 Proof of Plancherel’s theorem 14.7 [Line 11]

Replace “NL1(R™) N Ly(R™)” by “Li(R") N Ly(R")”

T.126.1 Statement of Lemma 14.14 [Line 3]

When s < 1, D;f € H*"! is not a function. Hence “D; f(x)” does not make sense. What

is true is that )
Dif == (T, f = 1)  —0
ih a1

where T" ., is the translation operator appropriately extended to H. This extension exists
and is unique even for negative s because Lo is dense.
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T.127.1 Proof of Sobolev’s imbedding theorem 14.16 [Line 5]

At this stage of the proof we have two different definitions of norms by the name |||,
and three of norms by the name ||-||;. On this line the reference is to the norms defined
on pages 127, 14, 101 and 124, in that order.

T.127.2 Proof of Sobolev’s imbedding theorem 14.16 [Line 12]

Replace “Rn’? by “Rn’?

T.127.3 Proof of Sobolev’s imbedding theorem 14.16 [Line 15]

The norms are again those defined on pages 14, 101 and 124.

T.146.1 Definition [Line 6]

Replace “the eigenvalue sequence” by “an eigenvalue sequence”

T.249.1 Remark 22.1(a) [Line 1]

Replace “homomorphism” by “homeomorphism”

T.250.1 Text at top of page [Line 1]

Replace “homomorphisms” by “homeomorphisms”

T.252.1 Proof of Lemma 22.5 [Line 8]

Replace “([[l4)aca” by “([[la)aca”

T.252.1 Statement of Lemma 22.6 [Line 2]

The linear map A must not be confused with the index set used for (py)aca. Presumably
the latter is a capital Greek letter, while the former is a capital Roman letter.

T.253.1 Definition [Line 5]

Replace “homomorphism” by “homeomorphism”
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