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Forord.

Elementar talteori handler om vores sedvanlige naturlige tal, farst og fremmest om en reekke
spaendende egenskaber ved primtallene. Fremstillingen her er elementar i den forstand, at
der ikke indgar nogen omfattende teoridannelse: de enkelte resultater opnas med det veerktgj,
der sadan er for handen, eller lige kan udvikles. Pa den anden side vil dette veerktgj farst og
fremmest veere resultaterne fra Matematik 2AL/Algebra 2, og i den forstand er kurset bestemt
ikke trivielt. Et enkelt kapitel forudsatter i gvrigt at leeseren har et kendskab til kompleks
analyse, fx fra Matematik 2KF eller KomAn.

Matematisk Afdeling, februar 2006
Anders Thorup
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1. Primtallene.

(1.1) Setup. Et tal p kaldes som bekendt et primtal, hvis p > 2 og p kun har trivielle
divisorer, dvs hvis de eneste (positive) divisorer i p er 1 og p. De farste primtal er tallene

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, ... .

Som bekendt geelder:
Seetning (Euklid). Der er uendelig mange primtal.

Bevis. En drejning af det velkendte bevis er fglgende: Betragt den uendelige folge af tal

ai, ay, ..., defineret ved a1 := 2 og, induktivt, ay = (a1 ---ax—1) + 1. @jensynlig galder,
at2 <ay <ap <---. Fori < kera; divisoriay — 1, sd a; 0g ay er primiske. Specielt har
hvert tal a; altsa sine egne primdivisorer. Da der er uendelig mange tal ay, er der uendelig
mange primtal. a

Korollar. Det k’te primtal p; er mindre end eller lig med 227t
Bevis. Med notationen i beviset ovenfor er tallene ai, ..., a; delelige med k forskellige
primtal. Specielt er py < ax. @jensynlig er, for k > 2,

ap = (a1 ax—)a—1 + 1 = (@—1 — Dag_1 + 1 < a ;.

Ved induktion felger det let, at a; < 22", 0

Alle primtal p; bortset fra det farste p; = 2 er ulige. Specielt er afstanden mellem 2 pa
hinanden fglgende primtal p; og pr+1 (for k& > 2) altid mindst 2. Primtalstvillinger er par

(pk, pr+1), hvor afstanden er netop 2, fx (3,5), (5,7), (11, 13), ..., (347, 349), ... . Man
ved ikke, om der er uendelig mange primtalstvillinger. Derimod er det klart, at der findes par
(px, pr+1) med vilkarlig stor afstand. Fx er tallene /! + 2,11 4+ 3, ..., [! 4+ [ en sekvens af

[ — 1 pa hinanden fglgende tal, der alle er sammensatte.

(1.2) Primtalsfunktionen. Med 7 (x) betegnes antallet af primtal p < x. Med denne
definition, for alle reelle tal x, er 7w (x) en trappefunktion, kontinuert fra hgjre, og med springet
+1 preecis i primtallene. A priori er naturligvis veerdierne x(n) for naturlige tal » de mest
interessante. Af overvejelserne i (1.1) falger:

n(n) —» oo forn — oo, log,log, n < m(n) < n. (1.2.1)

Uligheden log, log, n < (n) medferer naturligvis Euklid’s resultat, da log, log, n gar mod
oo forn — oo. Men funktionen log, log, n vokser fortvivlende langsomt: Fx, for n = 1010,
medfarer uligheden kun, at der er 9 primtal mindre end 1010, Det faktiske antal primtal
mindre end 101°0 er naturligvis(?) ikke kendt, men det er starre end 10147,



(1.3) Primtalsseetningen. En optelling af primtal giver tabellen [Funktionen A(n) i sidste
sgjle forklares i (1.12)],

n n(n) n/m(n) A(n)
101 4 25 —0,2
102 25 40 0,6
103 168 6,0 0,9
104 1229 8,1 1.1
10° 9592 10,4 1,1
108 78498 12,7 1.1

107 664579 15,0 1,1
108 5761455 17,4 1,0
10° 50847534 19,7 1,0
1010 455052512 220 1,0

Multiplikation af » med en faktor 10 svarer altsa til forggelse af n /7 (n) med en konstant,
~ 2, 3. Matematikere genkender (genkendte?) naturligvis denne konstant som log 10, og
geetter derfor pa, at n/m(n) kan tilnermes med logn. Dette resultat er Primtalssatningen:
Asymptotisk gaelder relationen,

x(n) ~

1.3.1
logn’ ( )

I den forstand, at vi for kvotienten mellem venstre- og hgjresiden har

w(n)

—1 for n— oo.
n/logn

/kvivalent betyder Primtalssatningen, at for alle givne positive c<1 og C>1 gealder, for
n > 0 (dvs nar n er tilstreekkelig stor), ulighederne,

c <7'r(n)< C

< < . 1.3.2
logn n logn ( )
| det falgende giver vi et elementeert bevis for de to uligheder, for alle n > 2:
P am 3
2 < < : (1.3.3)
logn n logn

Primtalssatningen blev formodet sidst i 1700-tallet, af Legendre og Gauss (som 15-arig
i 1792), pa basis af tabeller over primtal. Ulighederne (1.3.3) blev vist omkring 1850 af
Chebyshev [1821-1894]. Mere precist viste Chebyshev, at ulighederne (1.3.2) er opfyldt
med ¢ := 0,89 09 C := 1,11 for n > ng. Primtalssatningen blev forst bevist i 1896 af
Hadamard [1865-1963] og (uafhaengigt) af de la Vallée Poussin [1866-1962].
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Det skal understreges, at Primtalsseetningen, dvs den asymptotiske relation (1.3.1), alene
er et udsagn om forholdet mellem de to funktioner r (n) og n/ log n; resultatet siger ikke, at
forskellen er lille. Defineres e(n) := 7w (n)/(n/logn) — 1, har vi gjensynlig

m(n) —n/logn = e(n)(n/logn), (1.3.4)

og Primtalssatningen er a&kvivalent med, at e(n) — 0 for n — oo. Funktionen n/logn

gar mod uendelig. Primtalssatningen siger altsa end ikke, at forskellen (dvs venstresiden af

(1.3.4)) er begraenset, men snarere, at forskellen gar langsommere mod oo end n/ log n.
Primtalsseetningen, altsa relationen (1.3.1), er gjensynlig eekvivalent med fglgende:

(n) 1
n logn

For et givet tal n er brgken 7 (n)/n lig med sandsynligheden for, at et tilfeeldigt tal p < n
er et primtal. Primtalssatningen udsiger heuristisk, at denne sandsynlighed, nar » er stor, er
omtrent 1/ logn. Ifglge Chebyshev’s ulighed (1.3.3) er sandsynligheden i hvert fald mindre
end 3/ log n; specielt gar sandsynligheden mod 0 for n — oo, s& primtal bliver mere sjeldne
ude til hgjre pa talreekken. Pa den anden side er sandsynligheden stgrre end %/ logn, og den
er altsa ikke forsvindende: sandsynligheden for, at et tilfeeldigt tal med 100 decimaler er et
primtal, er af stgrrelsesordenen,

1/10g10'%° ~ 0, 004.

(1.4) Seetning. Forallen > 1o0gn/2 <k <ner (}) > kmm=—7®,

Bevis. For binomialkoefficienten har vi udtrykket,

n\ n _n-(n—l)---(k+l)
k) \n—k) 1.2.3.--(n—k)
Blandt faktorerne i teelleren er der 7w (n) — (k) primtal, og de er alle er stgrre end k. Da

k > n — k, kan ingen af disse primtal ga op i n@vneren. Binomialkoefficienten er derfor
delelig med produktet af disse primtal. Heraf fglger pastanden. a

(1.5) Korollar. Forallen > 1 er n™™ < 2%,

Bevis. Uligheden vises let for n < 3, og den vises ved fuldsteendig induktion for n > 3.
Saetk := [(n+1)/2]. Tallet (n + 1)/2 er enten et helt tal eller et helt tal plus 1/2. Derfor
ern/2 < k < (n+1)/2. Af (1.4) og induktionsantagelsen (og de trivielle vurderinger
m(n) <n—2o0g (}) < 2") fér vi derfor, at

nn(n) — (n/k)rr(n)krr(n)—rr(k)krr(k) < 271(n) <Z> 24k < 2n—22n24(n+1)/2 — 24n’

som gnsket. [Hvor i induktionsskridtet brugtes, at n > 47?] a



Note. Med en del ekstrabesvaer kan man forbedre den anfarte vurdering til falgende:
™ < 283 forallen > 1. (1.5.1)

Lad os prove at vise ved fuldstendig induktion, som i beviset for Korollaret, en ulighed af
den generelle form,
nrr(n) < 2Cn.

I induktionsskridtet saettes k := | (n + 1)/2], hvilket via (1.4) giver vurderingen,

T < o) (’Z) 2Cn+D)/2. (15.2)

Ovenfor udnyttede vi vurderingerne w(n) < n — 2 0g (Z) < 2". Den sidste ulighed kan
umiddelbart skeerpes: Det er let at se, at hvis en vurdering af formen (Z) < 2"7¢ (for alle k)
geelder forn = ng, sd galder den foralle n > ng. Forn = 9er den starste binomialkoefficient
lig med 127, og altsd mindre end 128 = 27 = 292, Falgelig er (}) < 2"~%forallen > 9.

Altsa far vi fra (1.5.2):
nrr(n) < 271(n)+(n—2)+C(n+l)/2. (1.5'3)

Vi kan ogsa forbedre vurderingen af 7z (n). Blandt tallene mindre end eller lig med n som ikke
er primtal har vi i hvert fald fglgende: tallet 1, de lige tal fraregnet tallet 2, tallene delelige
med 3 fraregnet tallet 3 og tallene delelige med 6, samt tallet 25, hvis n > 25. Idet vi antager,
atn > 25, er antallet af ikke-primtal altsa mindst:

1+ (15 =D+ (5] - lg) =D +1=15]+ 5] - L§).
For antallet i komplementaermangden, altsa for 7z (n), gaelder derfor, at
w(n) <n—15)— 5]+ L),

Udtrykket pa hgjresiden er, for et naturligt tal », hgjst n/3 + 2/3, hvad der let indses ved at
kigge pa de 6 muligheder for restklassen af » modulo 6. Herefter er

T+ —-2)<4+5+n—-2=30m-1).
Ved indsattelse i (1.5.3) fas, at

n < 25 (=D+C(+1)/2. (1.5.4)

Eksponenten pa hgjresiden er mindre end eller lig med Cn, preecis nar C > 8/3. Specielt,
for C = 8/3, fas uligheden (1.5.1).

| udregningerne er det antaget, at n > 25, og yderligere, at uligheden (1.5.1) ogsa geelder
fork := | (n +1)/2]. Induktionen kommer altsa slet ikke i gang med mindre uligheden ogsa
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vises for nogle veerdier af n = 13, 14, .. ., 24. For at vise, at uligheden galder forallen > 1,
mangler vi at vise de 24 uligheder forn = 1,...,24. Forn = 1, 2, 3 er det helt trivielt. |
almindelighed, for n > 2, er det &kvivalent at vise, med « (n) := (8/3)n(log 2)/(logn), at
(n) < «(n). Betragt falgende uligheder:

7(n) < 7w(30) =10 < ¥ = «(16) < «(n),
m(n) < (15 =6 < § =« (8)
4 <

7)) <) =4< R =@

< k(n),
< k(n).

@jensynlig er «x (21) = 2i3/(3i) et rationalt tal, let at beregne, og ulighederne mellem de
eksplicitte veerdier af 7w (x) og «(y) falger ved opteelling. Funktionerne w(n) og «(n) (for
n > e) er voksende. Derfor gelder de yderste uligheder i den farste linie for 16 < n < 30, i
den 2. linie for 8 < n < 15, og i den 3. linie for 4 < n < 7. Specielt gelder de manglende
uligheder for 4 < n < 24.

(1.6) Lemma. For et primtal p og allen > 1 og 0 < k < n gealder, at hvis potensen p" er
divisor i binomialkoefficienten (7)), sé er p* < n.

Bevis. Pastanden vises ved fuldsteendig induktion efter n. Lad b veere binomialkoefficienten,

skrevet som brok:
b__(n) n-nm—1---n—k+1)

)~ 1.2. %k

Antag, at pV | b. Det skal vises, at p¥ < n. Det er trivielt for v = 0, s& vi kan antage, at
v > 0. Specielter san > k > 1, og i brgken b er mindst én faktor i teelleren delelig med p.

Lad b’ veere den brgk, der fremkommer af brgken b ved at fjerne, fra teeller og naevner, alle
faktorer, der ikke er multipla af p. Hvis n’p og k' p er de stgrste multipla af p i henholdsvis
teeller og naevner, resterer i naevneren faktorerne 1p, 2p, ..., k' p. Vi har altsd

np-W—=Dp-n"=2)p---

b =

Bade tzller og navner i brgken b er produkter af k pa hinanden falgende hele tal, og det er
hver p’te faktor, der er delelig med p. | navneren er der k’ faktorer, der er delelige med p,
og de farste p — 1 faktorer ikke delelige med p. Heraf folger, at der i teelleren af b er &’ eller
k" + 1 faktorer, der er delelige med p. De resterer i teelleren for 5’. Ved at forkorte k£’ gange

med p far vi i det forste tilfelde, at
n/
b = ( k,), M
0g i det andet tilfeelde, at

’r_ n o _ n' —1 o n' (1 .
b—(k/>-(n k)p—( o )np—(k/+1> (K" +1)p; (2)
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de sidste ligninger er blot trivielle omskrivninger af binomialkoefficienten. | begge tilfelde
er brgken b’ altsa et helt tal. Da p” | b folger det, at p" | b’
| det farste tilfelde fas derfor af (1), og induktion, at p¥ < n’,ogsder p* <n’ <n'p <
Betragt det andet tilfeelde. | de tre udtryk for b’ i (2) forekommer faktorerne n —k',n og
k' + 1. Mindst én af disse faktorer ma veere primisk med p. Af det tilsvarende udtryk for b’
folger derfor, at p”~? er divisor i den tilsvarende binomialkoefficient. Ved induktion falger
derfor, at p”~1 < »’ (hvis n’ er primisk med p folger det endda, at p¥~1 < n’ — 1). Altsé er

p’ < n'p < n, som gnsket. a
(1.7) Seetning. Forallen > 1090 <k <ner (}) <n™™,
Bevis. Lad p;* - - - p,” veere primoplgsningen af binomialkoefficienten. Af (1.6) folger s, at

p;" < n. Specielter p; < n, og dermed er r < 7(n). Altsd er

n
<>=p£l---p,”’ gnrgnﬂ(n),

hvormed uligheden er eftervist. a

(1.8) Korollar. Forallen > 2 er(n)logn > (Iog 2)n.
Bevis. Da 2" =", (7)), folger det af (1.7), at 2" < (n + 1)n™ ™, hvoraf

m(n)logn > (IogZ — Iog(n+1))m

Broken pa hgjresiden konvergerer mod 0 for n — oo, og aftagende forn > 2. Forn > 7 er
parentesen pa hgjresiden altsa mindst log 2 — % log2 = % log 2. Specielt gaelder den pastaede
ulighed forn > 7. Deter let at se, at den geelder forn = 2, 3, 4, 5, 6. Altsa geelder uligheden
forallen > 2. a

Bevis for ulighederne (1.3.3). Af (1.5) og (1.8) falger, for n > 2, at vi har ulighederne i
(1.3.2) med ¢ = $log2 0g C = 4log2. Dalog2 = 0,6931. .., har vi specielt (1.3.3). @

(1.9) Konsekvenser. Af Primtalsseetningen falger fx, at
log p, ~ logn, pn ~nlogn, ppi1~ pn, (1.9.1)
hvor p, det n’te primtal. Af Primtalssaetningen fglger nemlig ferst, for n — oo, at

nlog p, _ 7 (pn)
Pn Pn/ 109 py

— 1, 1)

og dermed at

log px
l0g 11097

DPn

= logn + loglog p, — log p, — 0.
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Efter division med log p,, fas, at

logn log log p,,
—1
log px log px
Da (logx)/x — 0 for x — oo, falger det, at
logn
log p

Hermed er den farste relation i (1.9.1) bevist.
Af (1) og (2) falger, at

— 1. (2)

nlogn logn  nlog p,
_ _ N

= 1, 3
Pn log px Pn ®)
hvormed den anden relation er bevist. Endelig er
sy _nlogn n+1 logni+1)  pn
Dn Dn n logn (n+1logn +1)

Pa hgjresiden konvergerer farste og sidste brek mod 1 ifelge (3). De to midterste brgker
konvergerer trivielt mod 1. Heraf felger den sidste relation i (1.9.1).

(1.10) Bertrand’s Postulat. Mellem n og 2n ligger altid et primtal.

Akvivalent er pastanden, at 7 (2n) > m(n) for alle naturlige tal n. Pastanden blev bevist
af Chebyshev, essentielt som faglger: Antag, for givne positivetal ¢, C,medc < 1logC > 1,
at ulighederne (1.3.2) gaelder for n > Ng. Herefter er, for n > Np,

2cn Cn
log2 +logn logn

Det er Klart, at hvis 2c > C, sa er hgjresiden positiv for n > N1, med et Ny > Ng. Pastanden
i Bertrand’s postulat geelder altsa for n > Ni. For at vise pastanden for alle n kraeves en
eksplicit bestemmelse af ¢, C med ¢/C > % og et tilhgrende No; herefter bestemmes N1 og
Bertrand’s Postulat er s& bevist for alle , nar det er eftervist for de endelig mange n < Ni.

Bemark, at de veerdier af ¢, C, hvormed vi har vist Chebyshev’s uligheder, er helt util-
straekkelige, idet vi her har ¢/ C = % Man kan vise [Rosser og Schoenfeld, 1962], at for alle
n>1lern(n) <1,3-n/lognogforallen > 17 er w(n) > n/logn, og pa den baggrund er
det let at vise Postulatet. Vi giver senere et elementart bevis for Postulatet.

m(2n) — w(n) > (1.10.1)

(1.11). Det er nzrligende at sammenligne fordelingen af primtallene med fordelingen af
andre uendelige mangder af tal. Betragt fx kvadrattallene: g, = k2. For funktionen v(n),
der tzeller antallet af kvadrattal mindre end eller lig med n, far vi trivielt den asymptotiske

formel,
v(n) ~ /n;

sammenligning med (1.3.1) viser, at kvadrattal er ,,meget mere sjeldne” end primtal. Der
er som bekendt sa fa kvadrattal, at reekken " 1/g, hvor der summeres over kvadrattal, er
konvergent (summen er som bekendt 72/6). For primtallene gealder modszatningsvis det
efterfalgende resultat, der skyldes Euler (1737).
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Seaetning. Raekken Z 1/p, over primtal p, er divergent.

Bevis. For0 < y < 2 er1/(1 — y) < 2, sa vi far vurderingen,

log — = Z — < 2y. (1.11.0)
n>1 -y
Betragt nu for et tal x > 1 produktet, over primtal p < x,

1
1_[1—1/10'

p<x

Faktoren svarende til p er summen Zv>o 1/p"; nar disse summer multipliceres fremkommer
summen af alle bregker 1/n, hvor n har en primoplgsning med primfaktorer, der alle er hgjst
x. Heri indgar specielt alle brgker 1/n, hvor n < x. Vi har altsa vurderingen,

1 1
Zﬁgnl—up'

n<x p<X

Hvis S er summen pé venstresiden har vi gjensynlig S > [, dr/1, altsd S > logx. Altsé er

logx < []

p<xl_l/p

(1.11.1)

Tag nu logaritmen pa begge sider af (1.11.1), og brug ulighed (1.11.0) for y = 1/p. Det
giver uligheden,

loglogx < 2 Z - (1.11.2)
p<x
Heraf ses specielt, at hgjresiden gar mod oo for x — oo, som pastaet. i

(1.12) Andre approksimationer. Primtalssaetningen kan formuleres ved hjelp af funktionen
A(x) defineret ved fglgende ligning:

X

) = gy — A

Herefterer (x/logx)/m(x) = 1—A(x)/ log x. Primtalssagtningen udsiger altsa, at kvotienten
A(x)/logx gar mod 0 for x — oo eller — &kvivalent — med den sakaldte lille-o-notation, at

A(x) = o(log x).

Funktionen A (x) er differensen A(x) = log x — x /7 (x). Dens verdier for de farste 10 poten-
ser af 10 kan altsa let fas af tabellen i (1.3), idetlog 10 = 2, 3026. Det er bemarkelsesveerdigt,
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at veerdierne er ganske ,teet“ pa 1; primtalssztningen forudsiger jo ikke engang, at funktionen
A(x) er begrenset. Man kan vise, at hvis greensevaerdien lim,_, oo A(x) eksisterer, sa ma den
veere lig med 1. | lyset af dette resultat kunne man habe, at tilnaermelsen,

n

_ 1.12.1
logn — 1 ( )

m(n) ~
i en eller anden forstand er ,bedre” en (1.3.1). Legendre selv foreslog approksimationen
n/(logn — 1, 08366). Som anfgrt, dvs som et udsagn om forholdet mellem de to funktioner,
er (1.12.1) trivielt ekvivalent med (1.3.1).

Som navnt udsiger Primtalssatningen heuristisk, for et stort tal », at sandsynligheden
for at et tal p < n er et primtal er lig med 1/logn. Mere pracist ma det forventes, at
et lille* interval af laengde A omkring » indeholder A /logn primtal. [, lille* skal forstas
i betydningen ,lille sammenlignet med n, men stort nok til statistiske betragtninger”; fx
n =101 A = 150.000.] Forventningen leder til falgende tilneermelse, foresléet af Gauss,

n
w(n) ~ / dr : (1.12.2)
o logt

Igen er det let at se, at relationen (1.12.2) er akvivalent med Primtalssatningen. Funktionen
pa hgjresiden er, bortset fra (addition af) en konstant, logaritme-integralet Li(n).

Riemann [1826-1866] s4, at i tallet A / log n, fortolket som antallet af primtal i et interval
af lengde A omkring n, bar ogsa primtalspotenser indga, saledes at k’te potenser vagtes med
1/k. | stedet for funktionen (x) = > 1 betragtes altsa funktionen,

p<x

nx) =) 5=i3n<%
e | =k '
pi<x k=1

Ved hjeelp af Mébius-funktionen w(n) kan vi omvendt udtrykke 7 (x) ved IT(x),

— (k)
7(x) = ; — (V).
(Funktionen w(n) har verdien (—1)", nar n er et produkt af » forskellige primtal, og vaerdien
0 ellers. Specielter u(1) = 1, idet jo 1 er produktet af ingen primtal.) Riemann’s overvejelse

leder til approksimationen IT(n) ~ Li(n), og heraf kan formelt udledes, at

)~y @ Li(4/n) = R(n). (1.12.3)

k=1

Funktionen R(n) pa hgjresiden af (1.12.3) kaldes Riemann’s raekke. | reekkens k’te led gar
faktoren Li( £/n) mod —oo for k — oo, 0g det er faktisk &kvivalent med Primtalssatningen at
vise, at reekken overhovedet er (betinget) konvergent. Riemann selv betragtede kun reekkens
afsnitssummer. Hvis vi snyder, og tilleegger Li(x) veerdien 0 for 1 < x < 2, er R(n) blot en
endelig sum, og den asymptotiske relation (1.12.3) falger let af (1.12.2).
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(1.13) Verdens stgrste tal. Som neavnt geelder for n > 0 (endda for n > 17) felgende
ulighed:
n/logn < m(n).

Gauss og Riemann formodede, at der for alle n gelder uligheden,
m(n) < Li(n).

Det skal understreges, at uligheden geelder for alle de n, for hvilke 7 (n) overhovedet er
beregnet. | tabellen herunder er anfgrt vaerdierne af 7 (n) for de ferste 22 potenser af 10
(7 (1022) var den starste beregnede vardi i 2000), og de tilsvarende differenser Li(n) — 7 (n)
(afrundet opad).

Tabellen er hentet pa nettet fra Sloane’s On-Line Encyclopedia of Integer Sequences
(Look-Up) www.research.att.com/"njas/sequences/ ved at indtaste tabellens
farste tre tal: 4 25 168.

n (n) R(n) — m(n) Li(n) — 7 (n)
10! 4 —1 2
102 25 -1 5
103 168 -0 10
104 1229 -2 17
10° 9592 5 38
106 78498 —29 130
107 664579 —88 339
108 5761455 —97 754
10° 50847534 79 1701
1010 455052511 1828 3104
1011 4118054813 2318 11588
1012 37607912018 1476 38263
1013 346065536839 5773 108971
1014 3204941750802 19200 314890
101° 29844570422669 —73218 1052619
1016 279238341033925 —327052 3214632
1017 2623557157654233 598255 7956589
1018 24739954287740860 3501366 21949555
1019 234057667276344607 —23884333 99877775
1020 2220819602560918840 4891825 222744644
1021 21127269486018731928 86432204 597394254

10%?  201467286689315906290 127132665 1932355208

For alle n i tabellen er differensen Li(n) — 7 (n) positiv, og altsa 7 (n) < Li(n). Pa
baggrund af tabellen kunne man fristes til at tro, at differensen Li(n) —r (n) vokser ubegranset
for n — oo. Dette er langt fra tilfeeldet. Littlewood viste allerede i 1914, at differensen
Li(n) — 7 (n) skifter fortegn uendelig mange gange. Beviset er ikke konstruktivt, og angiver
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ikke en veerdi ng, for hvilken 7 (ng) > Li(ng). Skewes viste i 1934, under forudsatning af
Riemann’s hypotese (se nedenfor), at et sddant tal findes, med

1034
ng < 1010

Hgjresiden er Skewes’ tal, ,verdens starste tal“. Senere, bl.a. ogsa af Skewes, er der givet

gvre graenser for ng uden forudsatning af Riemann’s hypotese.

Det antages i almindelighed, at Riemann’s approksimation R(n) er bedre end approksi-
mationerne Li(n) og n/ logn. Antagelsen understgttes numerisk, men som navnt ovenfor er
numeriske data slet ikke overbevisende. Bemeerk, at i approksimationen med det andet led
medtaget,

7 n) ~ Litn) — 5 i/,

er leddet Li(y/n) af starrelsesordenen /n/logn. Det er et dybtliggende spergsmal, ogsa
relateret til Riemann’s hypotese, om differensen Li(n) — 7 (n) overhovedet er af denne star-
relsesorden.

(1.14) Riemann’s zeta-funktion. | sine undersggelser inddrog Riemann zeta-funktionen
¢ (s), defineret ved raekken,

1
() =y = (1.14.1)

n>1

Raekken er en sakaldt Dirichlet-raekke. Det er ikke sveert at vise, at raekken er absolut kon-
vergent for alle komplekse tal s i omradet Re s > 1, og at funktionen ¢ (s) i dette omrade er
holomorf. Dens sammenhang med primtallene fremgar af Euler’s produktformel,

k
1
. RN "
i (co[](- 1)) =1 ©
hvor p1 < p2 < p3 < --- er faglgen af primtal. Vi har nemlig
(OA-2") =Y a7 =Y @)=Y a7,
hvor summen er over tal n > 1, der ikke er delelige med 2. Med samme argument er
(HA-27H1-3 =) n"’,
hvor summen nu er over tal n > 1, som hverken er delelige med 2 eller 3. Og generelt er
(OA—pr) - A=pH =Y =1+ 07,

hvor den sidste sum er over tal n > 1, som ikke er delelige med et af primtallene p1, ..., pk.
Det farste af disse tal er py1. Idet o := Res > 1, far vi vurderingen,

1
‘ZN; < Z n_g’

N2 Pk+1
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og her gar hgjresiden mod 0 for k — oo, da reekken > n~¢ er konvergent. Hermed er (*)
bevist. Det folger, for Res > 1, at {(s) # 0, at det uendelige produkt [T;=;(1 — p;*) er
konvergent, og at vi har ligningen (hvor p gennemlgber primtallene),

1
c) =] - (1.14.2)

D

Etalternativt bevis for,at £ (s) # 0for Re s > 1fasved at bemarke, at reekken Zn>1 u(n)/n®
er absolut konvergent, og at dens produkt med raekken for ¢ (s) giver konstanten 1. Vi har
altsa ligningen,

1
2oy (1.14.3)
Formelt har vi for logaritmerne,

logz(s) =) —logl—p~*) =) %p—“‘m,

P p,m

og her er hgjresiden absolut (og majoriseret) konvergent. Ligningen definerer altsa en loga-
ritme til ¢ (s). Herefter er det ikke sveert at vise ligningen,

log ¢ (s) = s/ @)~ dr, (1.14.4)
0

der viser sammenhangen mellem Riemann’s ¢-funktion og funktionen IT(x) fra (1.12).

Riemann viste, at ¢ -funktionen kan udvides til en meromorf funktion i hele den komplekse
plan, holomorf bortset fra en pol i s = 1. | halvplanen, hvor Re s > 0, kan den udvidede
funktion bestemmes som fglger: For Re s > 1 geelder gjensynlig, at

—s 00 1 00 2 o0 (_1)71—1
1- 21 )E(s) = anl n_s - anl (2n)* = Zn:l ns )

Raekken pa hgjresiden er betinget konvergent for Res > 0 (det er i hvert fald klart, nar
s er reel), og ligningen ovenfor kan derfor essentielt tages som definition af udvidelsen af
¢ (s) til halvplanen Res > 0. Bemark dog, at faktoren 1 — 215 pé venstresiden er 0, nér
s =14 2mia/log2meda € Z. Fora = 0, dvs for s = 1, har hgjresiden veerdien log 2, og

(1 . 21—S)—1 — (1 . e(l—s) |092)—1 — (|Og 2)_1(S . 1)—1 4,

hvor ,,- - - star for en potensraekke i s — 1. Heraf ses, at ¢ (s) har en simpel pol i s = 1, med
residuet 1.
Endelig beviste Riemann, at den udvidede funktion ¢ (s) tilfredsstiller falgende funktio-
nalligning:
t(l—s) =257 cos ?F(s){(s), (1.14.5)
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hvor I'(s) er gamma-funktionen. De to argumenter, s og 1 — s, i funktionalligningen ligger
symmetrisk omkring punktet s = % Specielt, pa linien, hvor Res = % er 1 — s det
konjugerede af s.

Af sarlig interesse er nulpunkterne for ¢(s). For Res > 1 har ¢(s) som navnt ingen
nulpunkter, og af faktorerne pa hgjresiden af (1.14.5) er det kun faktoren cos ws/2, der kan
veere nul, svarende til s = 3,5,7,.... | omradet Res < 0 har ¢(s) derfor kun de trivielle
nulpunkter —2, —4, —6, . ... Riemann viste, at Primtalsaetningen er &kvivalent med, at ¢ (s)
ikke har nulpunkter pa de to linier Re s = 0 og Re s = 1. Det var faktisk ved hjelp af denne
a&kvivalens, at Primtalssatningen blev bevist.

Tilbage bliver spgrgsmalet om eventuelle nulpunkter i den kritiske strimmel 0 < Re s < 1.
Man kan vise, at ¢ (s) har uendelig mange nulpunkter pa , symmetrilinien“ Re s = % Derimod
har man ikke bevist den bergmte:

Riemann’s hypotese. Alle nulpunkter s for zeta-funktionen ¢ (s) i den kritiske strimmel

0 < Res < 1 ligger pé linien, hvor Re s = 5.

Riemann beviste en eksakt formel for 7 (n). Med brug af funktionen R(n) er formlen
a&kvivalent med fglgende: Forallen > 1 er

n(n) = R(n) — Zp R(n"), (1.14.6)

hvor p gennemlaber nulpunkterne for ¢ (s) i den Kritiske strimmel.

Tallet n” er komplekst, n? = 109" og det har som bekendt numerisk veardi |n?| = n’,
hvor r = Re p. Riemann’s hypotese betyder, at alle tallene n*? har numerisk veerdi lig med
n/2 = /n. Man kan i gvrigt vise, at Riemann’s hypotese er &kvivalent med relationen,

7(n) — Li(n) = O(y/nlogn), (1.14.7)

hvor ,,store-O-notationen* indikerer, at differensen  (n) — Li(n) numerisk er begraenset af
en konstant gange +/n logn. Det skal understreges, at de asymptotiske relationer i (1.12) er
akvivalente med Primtalssatningen. Derimod er Riemann’s hypotese, og altsa (1.14.7), ikke
er bevist.

(1.15) Logaritme-integral og eksponential-integral. | Riemann’s formel (1.14.6) indgar
veerdier af R(w), og dermed af Li(w), ogsa for komplekse tal w (af formen w = n*). Nar
x > 10g p # 0 definerer vi Li(x?) := Ei(plogx), hvor Ei(z) er eksponential-integralet,
defineret for komplekse z # 0 ved udtrykket,

) 2 eldt
El(z)=/ et tir. (1.15.1)

—0oQ

Nar z er negativ reel eller i den gvre halvplan, er kurveintegralet langs en kurve, der begynder i
—oo (og ender i z), og som ikke kommer i den nedre halvplan. For reelle positive z kan kurven
forlgbe langs den negative reelle akse, cirkle rundt om O i den gvre halvplan, og fortsette
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langs den positive halvakse. For punkter i den nedre halvplan forudsattes, at kurven krydser
den reelle akse pa den positive del; alternativt kan der integreres langs en kurve i den nedre
halvplan, idet konstanten i sa skal erstattes af —i .

Funktionen Ei(z) er holomorf i C opskaret langs den negative reelle akse; vardierne for
negative reelle z er greenseveerdier for veerdierne i den gvre halvplan. Kurveintegralet definerer
en funktion, der lokalt er holomorf med den afledede e*/z = 1/z + 3,51 Z""1/m). Med
en konstant y har vi har altsa ligningen,

Ei(z) =y +logz+ Y "/(mm!) (1.15.2)

m=1

(ogsanar z er negativ reel, hvor vi setter log z := log |z|+im). Djensynliger y greensevaerdien
for z — 0 af Ei(z) — log z. Nar u er positiv reel, er

. U e dt % ¢~ dt Lar
Ei-u) ~log(-uw = [ < ~toglul = - | L[

00 ! w 1

/1 (1 — e ")dt /00 e~ dt
y=| ————— :
0 t 1 t

At y faktisk er Euler’s konstant fglger af udregningerne,

1 1 11 —yn nq
1+=+---4+=—logn = du — | Zdt
2 n o 1—u 1t

n1q__ _ n n 119 _ n n _ n
:/ 1-1—-1¢/n) dt—/ }dl‘=/ 1-(1—-1t/n) dt—/ 1—1t/n) dr
0 1t 0 1 t

t t

hvoraf

Euler’s konstant er graensevardien, for n — oo, af venstresiden, og som bekendt er e’
grenseverdien af (1 —¢/n)".

(1.16) Om konvergens af Riemann’s raekke. Med logaritme-integralet defineret via ekspo-
nential-integralet far vi fglgende udtryk for reekken, der definerer R(n):

00 k) _.
R(e%) = i1 % Ei(z/k).

Indszt, i reekken pa hgjresiden, udtrykket (1.15.2) for Ei(z/k), og brug at y + log(z/k) =
(y + logz) — log k. Resultatet bliver en sum af tre reekker. De to farste er reekkerne

00 k 00 k
Zkﬂ%(y%—logz) og — k=1$logk. (1.16.1)

Man kan vise, at der gaelder ligningerne,

o ik (k) log k
S % -0, Y w —1 (1.16.2)
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De to venstresider opstar formelt, nar man setter s = 1 i rekken 1/¢(s) = > uk)/k* =
1/¢(s) fra (1.14.3) og i (1/¢(s)) = —> u(k)logk/k*. Da ¢(s) har en simpel pol med
residuet 1is = 1, geelder, fors — 1,at1/¢(s) — 00g (1/¢(s))’ — 1, og dette kan tages
som en vag indikation for ligningerne i (1.16.2), men langtfra som bevis. Det er ikke sa sveert
at vise, at den farste ligning i (1.16.2) er &kvivalent med primtalssatningen.

Det falger af ligningerne (1.16.2), at de to raekker i (1.16.1) blot bidrager med konstanten
1 til R(e%). Det tredie bidrag har formen,

00 M(k) 7"
Det er nemt at se, at denne dobbeltreekke er absolut konvergent. Ved ombytning af summati-

onerne bliver den indre sum til reekken ), w(k)k™m=1Y = 1/c(m + 1). Vi har séledes vist,
at rekken R(e*) er (betinget) konvergent, og at vi for summen har udtrykket,

m

Re)=1+)_

a1 Cm +Dmm!

(1.17) Opgaver.

1. Mobius-funktionen w(n) har vaerdien 1 for n = 1, veerdien (—1)" nar n er et produkt af r
forskellige primtal, og veerdien 0 ellers. Vis, at Mdbius-funktionen w(n) kan karakteriseres
som den eneste funktion x: N — C som opfylder: (1) = 1 og de u(d) =0forn > 1.

2. Bevis formlen 7w (n) = )", (n(k)/k)I1(4/n), hvor T1(n) er defineret i (1.12).

3. Vis, at de tre asymptotiske formler, w(n) ~ Li(n), [1(n) ~ Li(n), w(n) ~ R(n), alle
er aekvivalente med Primtalsseetningen. Her fortolker vi R(n) som den (endelige) sum der
fremkommer af hgjresiden i (1.12.3), nar logaritme-integralet szttes til 0 for 1 < x < 2.

4. Tegn pa millimeterpapir graferne for funktionerne 3007 (x) og 300v(x) pa intervallet
0 < x < N, hvor N := 10139 idet interval-endepunkterne pé x-aksen anbringes med en
afstand pa 10 cm. Du ma gerne antage, at 7 (x) = x/logx for x > 2 (og v(x) er antallet af
kvadrattal, der hgjst er x), og du ma gerne tegne med en blyant, hvis spids er ca 1mm tyk.
Men du skal kunne forsvare din tegning. [Vink: 300 ~ log 101%0]

5. Vis, at (3, 5, 7) er det eneste seet primtalstrillinger.

6. Bestem, med A(n) fra (1.12), A(10%®) med 2 decimaler. Verdien 7 (10%8) er giveti (1.13).

7. Fermat-primtallene er (ulige) primtal af formen p = 2K + 1. Vis, at hvis 2¢ 4+ 1 (med
k > 0) er et primtal, sa er k ngdvendigvis en potens af 2. Fermat-primtallene er altsa af
formen F,, = 22" 4 1. De farste 5 Fermat-primtal er falgende

n|]0]|1]2]3] 4
F,| 3 | 5 [17]257]65.537

Man kender ikke andre Fermat-primtal. Euler beviste, at 641 gar op i F5. Check lige
udregningen: Det er let at se, at 641 = 5- 27 + 1 = 5% 4+ 2%, Modulo 641 galder derfor, at

22 =04.28 = 5%, 2" = —(—1)*=—1, altsder 5 =2%%+1=0 (mod 641).
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8. Mersenne-primtallene er primtal af formen M, = 27 — 1. Vis, at hvis M), er et primtal,
sa er p et primtal. Vis, at det omvendte ikke geelder. Her er de farste Mersenne-primtal:

pl2
My| 3 |

| 3|5 | 7] 13| 17 | 19 | 31
7 | 31 ]127(8.191|131.071|524.287 | 2.147.483.647

Der kendes (i 2008) ialt 46 Mersenne-primtal. Det sterste, svarende til p = 43.112.609, har
12.978.189 ciffre.

9. Med o (n) betegnes summen af divisorerne i n, altsd o (n) = de d. Bestem o(p"),
nar p er et primtal. Vis, at nar n = nyny, hvor faktorerne n1, n, er primiske, sa er o (n) =
o (n1)o(n2).
10. Ettal n kaldes fuldkomment, hvis det er lig med summen af sine agte divisorer (divisoren
1 medregnet), altsd hvis o (n) = 2n. Vis Euklid’s resultat: Hvis 2V — 1 er et primtal, sa er
tallet n = 2V~1(2" — 1) fuldkomment.

*Vis Euler’s resultat: ethvert lige, fuldkomment tal » er af Euklid’s form.

11. Vis, at alle tal af formen n = 6k for k > 1 er abundante tal, dvs opfylder o (n) > 2n.
12. Vis, at alle tal af formen n = 3%5# (n > 1) er deficiente tal, dvs opfylder o (n) < 2n.

13. Lad «(n) betegne antallet af Igsninger til den diofantiske ligning n = x? — y?, dvs
lgsninger med x, y € Z. Vis, at nar n er ulige, sd er a(n) = 21(n), hvor t(n) er antallet af
divisorer i n (som bekendt kan t (n) bestemmes ud fra primoplgsningenn = p;* - - - p;” som
t(n) = (v1 +1)--- (v, +1)). Find en tilsvarende formel for a(2"u), nar u er ulige. [Vink:
Pas pa, der er noget lusk omkring v = 1.]

14. Vis, attallene /! +2,1' + 3, ..., 1!+ en sekvens af / — 1 pa hinanden falgende tal, der
alle er sammensatte. Kan du, med en betingelse pa /, sikre dig, at ogsa /! + 1 er sammensat?

15. Har kongruensen 23x = 17 (mod 41) en lgsning? Har kongruensen x2 = —8 (mod 41)
en lgsning?

16. Hvordan bestemmer man antallet af cifre i Fermat-tallet F5 = 22 +1?

17. Gauss beviste, at n-kanten er konstruerbar, hvis og kun hvis n er et produkt, n =
2" p1--- py, af en potens af 2 og forskellige Fermat-primtal p;. Vis, at n-kanten er konstru-
erbar, hvis og kun hvis ¢(n) er en potens af 2.

18. For hvertpolynomium f € Z[X] betegnes med R( /) det polynomium, der fremkommer,
nar hver koefficient i f erstattes med sin principale rest modulo 2. S&t R, := R((1 + X)™)
form=1,2,.... Fx,form=3,er(1+X)3=1+3X+3X2+X3=1+ X+ X%+ X3,
0g Rj3 er det sidste polynomium. Bestem tallene R,,(2) form =1, ..., 6.

Folgende er et bemarkelsesveerdigt resultat. Den ulige n-kant er konstruerbar, hvis og
kun hvis n er et af tallene i falgen R1(2), R2(2), R3(2), R4(2), .. ..

Men resultatet er nu heller ikke helt korrekt! Forklar ssmmenhangen. [Vink: Det er Klart,
at (14 X)) = (1 + X)!(1 + X)™, men deraf folger vel ikke, at R;,, = R/ R,?]

19. Stirling’s formel udsiger, at n! ~ Dan"t3e. Lad b, betegne den starste veerdi af
binomialkoefficienterne (Z) Vis ved hjelp af formlen, at der findes en konstant C séledes, at
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b, < C2"/\/n. Vis, at for hvert positivttal ¢ er b, < 2"~ forn > 0. Vis, athvis b, < 2" ¢
for n = ng, saer b, < 2" foralle n > ng. [Vink til det sidste spgrgsmal: Har intet at gare
med det foregaende.]

20. Tilfgj til tabellen over 7 (n) nogle af differenserne 7 (n) — n/logn, fx for n = 10% med
k = 6,7,8. Sammenlign med tabellens andre differenser.

21. Bestem, med ¢ = 1 0g C = 1,3 et naturligt tal N saledes, at hgjresiden i (1.10.1) er
positiv for n > N. Gennemfar et bevis for Bertrand’s postulat.

22. Antag, at n ikke er den k’te potens af et helt tal. Vis, at tallet {/» er irrationalt.

23. Antag, at n ikke er en potens af 10. Vis, at 10-talslogaritmen logq, » er irrational. Hvad
gelder, hvis grundtallet 10 erstattes med et mere generelt helt grundtal g, g¢ > 2?

24. Antag, at for naturlige tal x, y galder ligningen y2 = 1 + x + x2 + x3 + x*. Vis,
at (x,y) = (3,11). [Vink: Det er klart, at x > 1. Teank nu pa naturlige tal fremstillet i
x-tal-sxstemet. Ligningens hgjreside er sa tallet 11111 (med fem ciffre). Overvej, at i x-tal-
systemet mé y veere 3-ciffret, og det ledende ciffer (koefficienten til x2) mé vaere 1. Bestem
sa de sidste to ciffre (og x og y).]

25. Vis for Q := X? — X + 41, atalle tallene Q(1), Q(2), ..., Q(40) er primtal. [Vink: det
kreever vist gruppearbejde! — eller en henvisning til Mat2AL/Alg2.]

Vis, at der ikke findes noget ikke-konstant polynomium P € Z[X] séledes, at falgen
P(1), P(2), P(3), ... bestar af lutter primtal. [Vink: hvis p := P(1),sder P(np + 1) =
P(1) =0 (mod p).]

26. Lad v, (k) betegne den eksponent primtallet p forekommer med i primoplgsningen af k.
Vis, atv,(n!) = [n/p] + |n/p%] + |n/p3] + - - - (deter en endelig sum!). Brug princippet,
fx med p = 2, 3 0g 5, til at primoplgse 100!.

27. Vis, at et vilkarligt produkt af » pa hinanden falgende hele tal altid er deleligt med r!.

28. | noterne er det vist, at reekken > % hvor summen er over primtal p, er divergent. Vis, at
divergensen ogsa falger af primtalssatningen 7 (x) ~ x/ log x. (*Det kraeever omhyggelighed
at vise, at divergensen alene fglger af en vurdering af formen 7 (x) > cx/logx.)

Lad os her definere en primtalstvilling som et par af primtal (¢, ¢”), hvor ¢’ = ¢ +2. Som
naevnt ved man ikke, om der er uendelig mange primtalstvillinger. Man kan vise, at reekken
Z(% + %), hvor summen er over primtalstvillinger (¢, ¢”), er konvergent (veerdien er Brun’s
konstant), og man kan vise, at der for antallet o (x) af primtalstvillinger (¢, ¢") med g < x
gelder en vurdering af formen 72(x) < Kx/(logx)2.

Det er en formodning (slet ikke bevist), at der geelder en assymptotisk formel af formen
ma(x) ~ Kx/(log x)?. Vis, at konvergensen vil veere en fglge af formodningen.

29. Lad Q veere en given delmangde af N, og lad wo(x) betegne antallet af tal ¢ < x

i delmeangden Q. Betragt for en given talfglge «;,, summen Zanng g, hvor notationen
indikerer, at der summeres over g € Q med a < g < b. Af og til kan man have gavn af
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fglgende omskrivninger (hvor n gennemlgber naturlige tal):

ZQap = Z an(nQ(n) —mo(n — 1))

a<q<b a<n<b

= ap1mo(b) —aampl@a — D)+ Y (e — anp1)To(n):
as<n<b

den sidste forudseatter, at a og b er hele tal. Eftervis omskrivningerne. Vis, at divergensen af
reekken ) % over primtal p alene fglger af en vurdering af formen 7 (x) > cx/log x. Vis, at

konvergensen af reekken > % over primtalstvillinger g er en konsekvens af en vurdering af

formen m2(x) < Kx/(logx)2. [Vink: benyt, og begrund, at 3" 1/(n(logn)*®) (over n > 2)
er konvergent, praecis nar s > 1.]

30. Check lige, at definitionen i (1.15), Li(x) = Ei(log x), harmonerer med, at logaritme-
integralet er en stamfunktion til 1/ log x, jfr (1.12.2).

31. Vis, at reekkerne (1.14.1) og (1.14.3) er ,hinandens reciprokke®.
32. Vis ligningen (1.14.4). [Vink: funktionen TT(x) i (1.12) er givet ved

1
M) =) =1ppm o) (x),
Pﬂ1nl

hvor 1;(x) betegner den karakteristiske funktion for intervallet 7.]

33. Det er vel Klart, at eksponential-integralet Ei(x) er reelt, nar x er reel og positiv? Og at
Ei(x) = limeo(f 2 + [)e'tLdt.

34. Lad b, betegne den midterste af binomialkoefficienterne (V;) (eller de midterste), altsa
b, = (Z) hvis n = 2k eller n = 2k — 1. Brug Stirling’s formel herunder til at vise fglgende

formel: L
_ /2
b, = \/;Z”ﬁe , hvor || <1.

Ifalge (1.7) er b, < n™™. Hviken vurdering af 77 () kan herved opnds? Sammenlign med
(1.8). Du kender vel den lidt mere kvantitative udgave af Stirling’s formel:

I

k! = /27 kKKt T hvor 0 < 6 < 1.

35. Et naturligt tal er som bekendt kvadratfrit, hvis intet kvadrat (bortset fra 1) er divisor i
tallet, eller, &kvalent, hvis det er et produkt af indbyrdes forskellige primtal. Bestem, udtrykt
ved antallet af primdivisorer i n, antallet af kvadratfri divisorer i n.
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2. Gruppen af primiske restklasser.

(2.1) Setup. | det folgende betegner n et naturligt tal starre end 1. Den additive gruppe
af restklasser modulo n betegnes Z/n, og den multiplikative gruppe af primiske restklasser
modulo n betegnes (Z/n)*. Gruppen Z/n er en additiv udgave af den cykliske gruppe af
orden n. Gruppen (Z/n)* har orden ¢(n), hvor ¢(n) er Euler’s ¢-funktion, dvs ¢(n) er
antalletaftala med 0 < a < nog (a,n) = 1.

For en endelig gruppe G findes eksponenter [ > 1 sdledes, at g/ = 1 for alle g € G.
Mere pracist betyder ligningen g/ = 1, at [ er et multiplum af ordenen af g. Ligningen
g' = 1 er altsé opfyldt for alle g, hvis og kun hvis  er et multiplum af alle elementordener.
Heraf ses, mere precist, at den mindste mulige eksponent / er det mindste feelles multiplum
af elementordenerne. Denne mindste eksponent kaldes ogsa gruppens eksponent. Det fglger
af Lagrange’s Indexsatning, at g!/¢! = 1 for alle g € G. Ordenen |G| er alts et multiplum
af eksponenten.

Det er velkendt (men ikke helt trivielt), at for en endelig kommutativ gruppe er enhver
elementorden divisor i den maksimale elementorden. Med andre ord: eksponenten for en
kommutativ gruppe er netop den maksimale elementorden.

Med X (n) betegnes eksponenten for gruppen (Z/n)*, dvs det mindste positive tal / saledes,
ata! = 1 (mod n) for alle tal a primiske med n. Det folger af det foregéende, at A(n) er
divisor i ¢(n).

Fra en primoplgsning af n:

n=pitepl.

fas, ved brug af Den kinesiske Restklassesatning, isomorfier,
Zin—>7Z/py* x - X Z/pY, (Z/n)* > (Z/py")* % --- x (Z/p))".
Af den sidste isomorfi fglger, at

o) =o(pH) - o(p).

For et primtal p harvi¢(p) = p—1,idetalletala = 1, ..., p — 1 er primiske med p. Mere

generelt, for en primtalspotens p" har vi
o(p")=(p—Dp"t.

Ettal @ er nemlig primisk med p", netop nar p ikke garopia. Afde p”talamed0 < a < p"

er det alts& de p”~? tal af formen a = bp for 0 < b < p'~1, der ikke er primiske med p.
Antallet af resterende, dvs p¥ — p*~1, er altsd antallet ¢ (p").

(2.2) Szetning. Den multiplikative gruppe (Z./ p*)*, af primiske restklasser modulo en ulige
primtalspotens, er cyklisk.

Bevis. For v = 1 er pastanden velkendt: Restklasseringen Z/p er et legeme, sedvanligvis
betegnet If,, med p elementer, og gruppen (Z/ p)* er den multiplikative gruppe F; bestaende
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af elementerne forskellige fra O i dette legeme. Lad [ := A (p) veere eksponenten for gruppen
5. Specielt er s& [ divisor i gruppens orden p — 1. Polynomiet X! — 1 IF,[X] har hvert af
de p — 1 elementer i £} som rod, sa for graden harvil > p — 1. Derforer! = p — 1. Tallet
p — 1 er altsa den maksimale elementorden, sa der findes i I et element af orden p — 1.
Altsd er Y cyklisk.

Antag nu, at v > 2. Betragt ringhomomorfien,

Z/p" — Z/p,

der afbilder restklassen af @ modulo p¥ pa restklasen af @ modulo p. Ringhomomorfien
inducerer er gruppehomomorfi mellem grupperne af invertible elementer. Vi far altsa en
induceret homomorfi,

(Z/p")* — (Z/p)*.

Denne homomorfi er surjektiv, thi nar a er primisk med p (og dermed med p") vil restklassen
af @ modulo p pa hgjresiden komme fra restklassen af a modulo pV pa venstresiden. Lad U
vare kernen for homomorfien. Gruppen (Z/p¥)* har orden (p — 1) p”~1, og billedgruppen
har orden p — 1. Af Lagrange’s Indexsatning falger derfor, at U har orden p¥—1.

Det pastas farst, at der findes en restklasse z i (Z/p")* af orden p — 1. Velg hertil et tal
a, hvis restklasse modulo p frembringer gruppen (Z/ p)*, dvs hvis restklasse modulo p har
orden p — 1. Restklassen w := [a], af @ modulo p”, har da i gruppen (Z/p”)* en orden, der
er et multiplum af p — 1 og divisor i gruppens orden, dvs i (p — 1)p"~L. Ordenen af w er
derfor (p — 1) p*, med 0 < u < v — 1. Det folger, at restklassen z := w?" har orden p — 1.

Herefter er det nok at vise, at U er cyklisk, altsa at der findes et element u € U af orden
p"~1. Med et sdant element har nemlig z og u primiske ordener, og produktet zu har derfor
orden (p — 1) p"~L. Produktet zu er alts& en frembringer for (Z/p")*.

Eksistensen af u er klar, hvis v = 2, idet U sa har orden p og derfor er cyklisk. | det
almindelige tilfeelde v > 2 viser vi, mere pracist, at restklassen u := [1+ p] i U er brugbar.

Farst bemeerkes, at for .« > 1 og alle k geelder kongruensen,

A+kp)?" " =1+kp" (mod ptt1hy. *)

Kongruensen er nemlig en lighed for © = 1. Antag, induktivt, at (*) er opfyldt for et . > 1.
Venstresiden har altsd formen 1+ a, hvor a = kp* (mod p**1). Af binomialformlen far vi
en ligning,

A+kp)P" =A+a) =1+ pa+ (§)a®+---+aP.

P& hgjresiden er pa = kp*t1 (mod p#*2). De efterfglgende led pé& hgjresiden er enten
delelige med pa? eller med a2 (her udnyttes, at p > 3); da p* | a, er leddet i begge tilfaelde
altsé deleligt med p#t2. Falgelig gaelder (*) for p + 1.

Betragt nu restklassen « := [1 + p] modulo p". Den tilhgrer gruppen U, som har orden
p"~L. Ordenen af u er altsa divisor i p*~1. Af (*), med k := 109 u := v — 1, fremgar, at
ordenen af u ikke kan veere en @gte divisor i p”~1. Derfor er ordenen lig med p*~1. Alts&
er u brugbar. a
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(2.3) Bemaerkning. Gruppen (Z/2")* har orden 2'~1. For v = 1 har vi (Z/2)* = {1},
altsa den trivielle gruppe. For v = 2 har vi (Z/4)* = {#£1}, som er den cykliske gruppe af
orden 2. For v = 3 har vi gruppen (Z/8)*, med de fire restklasser +1 og +3. For hver af de
fire restklasser a har vi gjensynlig a®> = 1. Gruppen (Z/8)* er alts& Klein’s Vierer-gruppe
C2 x Cy, og specielt er den ikke cyklisk. For v > 3 har vi, som i beviset for (2.2), en surjektiv
homomorfi,

(Z)2")* — (Z/8)*.

Da hgjresiden ikke er cyklisk, kan venstresiden heller ikke vaere cyklisk.
Tilsvarende kan vi betragte den surjektive homomorfi,

(Z/2°)" — (Z/%)*".

Lad U vere kernen. Billedgruppen har orden 2, s U har orden 2" ~2. Som i beviset for (2.2)
vises, for alle .« > 1, kongruensen,

A+4H27" =142 (mod 2#+2), (*)

@jensynlig ligger restklassen [5] i U, og restklassens orden er derfor divisor i 2" ~2. Afkongru-
ensen, for u := v — 2, folger, at restklassens orden ikke er divisor i 2V~3. Restklassens orden
er derfor 2°—2. Gruppen U er derfor cyklisk, frembragt af [5]. Restklassen —1 frembringer
den cykliske undergruppe {£1} af orden 2. @jensynlig er —1 ikke i U, sa feellesmangden
U N {£1} bestar kun af 1. Da ordenen af (Z/2")* er produktet af ordenerne af U og {£1}
fas:

Gruppen (Z/2")*, for v > 3, er produktet af undergruppen {+1} og undergruppen U
frembragt af [5]:

(1} x U = (Z/2")*,

altsa et produkt af cykliske grupper af orden 2 og 2"~2.

Korollar. Gruppen (Z/n)* er cyklisk, hvis og kun hvisn = q" ellern = 2g” med et ulige
primtal g, ellern = 4.

Bevis. Ifglge Den kinesiske Restklassesatning er gruppen isomorf med produktet af grup-
perne (Z/p¥)* svarende primtalspotenserne i primoplgsningen af n. | tilfeeldene bortset fra
de navnte er der enten mindst to faktorer af denne form (og sa kan gruppen ikke vere cyklisk,
da faktorerne (Z/p")* har lige orden, nar p” > 2) eller der er kun én faktor (Z/2") med
v > 3 (og sa er gruppen ikke cyklisk ifglge det lige viste). a

(2.4) Definition. Af Fermat’s lille Setning falger, nar » er et primtal, at
(a,n)=1 = d"t=1 (mod n). (2.4.1)

/Akvivalent, udtrykt ved eksponenten af (Z/n)*, betyder betingelsen (2.4.1), at A(n) |n — 1.
Ettal » > 1, der er sammensat og opfylder betingelsen (2.4.1) kaldes et Carmichael-tal.
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(2.5) Seetning. Et tal n er et Carmichael-tal, hvis og kun hvisn = p1 - - - p, er et produkt af
(mindst tre) ulige, forskellige primtal p;, som opfylder, at p; — 1 | n — 1.

Bevis. Lad n = 2" p;* - - - p,” vaere primoplgsningen af n, hvor primtallene p; er ulige.
Antag farst, at n er et Carmichael-tal. Hvis n er lige, er n — 1 ulige. Betingelsen (2.4.1)
medfarer derfor, at alle elementer i (Z/n)* har ulige orden. Gruppens orden, dvs ¢(n), ma
derfor veere ulige. Af udregningerne af ¢(n) i (2.1) fremgar, at dette kun kan veere tilfeldet
for n = 2. Da et Carmichael-tal er sammensat, fglger det, at » er ulige.
For 1 < v; kan vi betragte den kanoniske homomorfi,

Z/n)* — @/ pl)*.

Den er surjektiv. Ifglge Den kinesiske Restklassesatning kan vi nemlig, for et givet a primisk
med p;, finde et helt tal x sdledes, at x = a (mod p;") ogx =1 (mod p;]). Restklassen af

x modulo n er da en primisk restklasse, og den afbildes pa restklassen af @ modulo pl‘.‘ ved
homomorfien.

Da n er et Carmichael-tal, har alle elementer pa homomorfiens venstreside en orden, der
er divisor i n — 1. Falgelig har alle elementer pa hgjresiden en orden, der er divisor i n — 1.
Tag 1 := 1. Hgjresiden er da cyklisk, dvs indeholder et element af orden p; — 1. Altsa er
pi — 1divisorin—1. Hvisv; > 2, kunne vi tage u := 2; hgjresiden indeholder sa et element
af orden p;, mensaer p; | n — 1 imodstrid med at p; | n.

Hermed er vist, for primoplgsningen af n, atv = 0Oogatvy = --- = v, = 1, 0og at
pi — 1| n— 1. Antallet r af primfaktorer er mindst 2, da et Carmichael-tal er sammensat.
Hvis r = 2, altsd n = p1p», har vi,

n—1=({p1—Dp2+(p2—-1);

da p; —1|n— 1falgerdet, at py — 1| po — 1 og (tilsvarende) p» — 1| p1 — 1. Derfor er
p1 = p2, en modstrid. Altsd er r > 3.
Antag omvendt, at betingelserne er opfyldt. Da er

(Z/n)* = (Z/pD)* x -+ x (Z/p:)*.

Da p; — 1| n—1,vilden (n — 1)’te potens af et r-s&t pa hgjresiden vere det neutrale
element i produktgruppen. Falgelig er a1 = 1 for alle a pé venstresiden. Altsé er n et
Carmichael-tal. 0

(2.6) Eksempel. Carmichael-tal blev betragtet af Carmichael i 1912. Som vi senere skal se,
spiller tallene en rolle i forbindelse med primtalstestning. Det er fgrst i 1992 blevet bevist, at
der er uendelig mange Carmichael-tal [Alford—Granville-Pomerance].

For et tal med 3 primfaktorer, n = p1p2 p3, har vi

n—1=(p1—Dp2p3+ (p2p3—1).
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Vi har altsd p1 — 1 | n — 1, hvis og kun hvis p; — 1 | p2p3 — 1, og tilsvarende betingelser
med p2 0g p3.

Betragt et Carmichael-tal af formen 3p1 p2, hvor 3 < p1 < p>. Betingelsen for primtallet
3 er altid opfyldt, da p1 p2 — 1 er lige. De gvrige betingelser er

(i) pr—1[3p2—1, (i) po—1|3p1—1

Da p> > p1, folgeraf (ii),at3p1 —1 = po —leller3p1 — 1 = 2(pp — 1). Det forste tilfelde
er udelukket, da po» # 3p1. Altsder 3p; — 1 = 2(po — 1), og dermed er

(iii) 3(p1—1) =2pr — 4

specielter py — 1 | 6p, — 12. At (i) felger, at p; — 1| 6p, — 2. Tilsammen fas, at p; — 1
er divisor i (6p, — 2) — (6p2 — 12) = 10. Yderligere er p; > 3 et primtal, sa derfor er
p1 = 11. Af (iii) fglger nu, at pp = 17. Omvendt er det klart, med p1 = 11 og po = 17, at
betingelserne (i) og (ii) er opfyldt. Talletn = 3- 11 .17 = 561 er altsa et Carmichael tal.

(2.7) Opgaver.
1. Vis, at 561 er det mindste Carmichael-tal.

2. Vis, at et sammensat tal n > 1 er et Carmichael-tal, hvis og kun hvis der for alle hele tal
a gelder a” = a (mod n).

3. Vis, atettal n > 1 er et primtal, hvis og kun hvis der for alle a med 1 < a < n gelder
a"1=1 (mod n).

4. Bestem alle Carmichael-tal af formen 5p4 p2, hvor p1 og p> er primtal.

5. Vis, at (Z/n)* er en 2-gruppe, hvis og kun hvis n = 2"py--- p,, hvor p1,..., p, er
indbyrdes forskellige Fermat-primtal.

6. Gruppen (Z/11%)* er cyklisk af orden 13.310. Vis, at restklassen af 2 er en frembringer.
[Vink: Anvend (2.2)(*) med 1 + kp = 219]
7. Lad p vere et ulige primtal, og lad z veere et helt tal sdledes, at [z],,, dvs z’s restklasse
modulo p, frembringer gruppen (Z/p)*. Betragtde p tal z; := z+ip for0 < i < p; de har
alle den samme restklasse modulo p, men restklasserne [z;] 2 er forskellige.

(i) Vis, at af de p restklasser [z;],2 er der p — 1, som frembringer den cykliske gruppe
(Z/p*)*.

(if) Vis, at hvis restklassen [z] ,» frembringer gruppen (Z/p?)*, s& vil restklassen [z],»
frembringe gruppen (Z/p")* for alle v.

[Vink: Ifglge Fermat findes en fremstilling z?~ = 1 + kp. Vis, at [z],2 frembringer
(Z/ p?)*, hvis og kun hvis p 1 k. Bestem den tilsvarende fremstilling for z;. For at vise (ii)
kan man udnytte kongruensen (1 + kp)P”_l =1+ kp* (mod p*t1), jfr (2.2)(*).]

8. Beskriv for en divisor d i n den naturlige homomorfi (Z/n)* — (Z/d)*. Vis, athomomor-
fien er surjektiv, og bestem ordenen af kernen U (d). Betragt n = 24 og d = 8 og restklassen
b :=[3]s 1 (Z/8)*. Bestem en primisk restklasse i (Z/24)* som ved homomorfien afbildes
pa b. Angiv restklasserne i U (8) og i U (6) (stadig med n = 24).
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9. Vis, for m > 2, at hvis kongruensen x2° = —1 (mod m) kan Igses, s& er 251 divisor
I ¢(m). Vis, at der er uendelig mange primtal p med p = 1 modulo 4. [Vink: Antag, at
P1. ..., pn € givne, og veelg en primdivisor p i 2p1--- p,)® + 1 som p,41.] Hvad sker

modulo 8? — og modulo 16?

10. Vis, atder er uendelig mange primtal p med p = 3 (mod 4). [Vink: Antag, at p1, ..., px
er givne. Vis, attallet4p; - - - px — 1 ma have en primdivisor p med p = 3 (mod 4), og vaelg
sadan en som p,,41.]

11. Vis, at der er uendelig mange primtal p med p = 2 (mod 3). Vis for hvert n > 2, at
der er uendelig mange primtal p med p % 1 (mod n). (Resultatet er i gvrigt en konsekvens
af Dirichlet’s s&tning: I enhver primisk restklasse findes uendelig mange primtal, dvs at for
hvert givet a med (a, n) = 1 er der uendelig mange primtal p med p = a (mod n).)

12. Vis, forn > 1,at 3, )1 a = %n(p(n), hvor summen er over tal a, med 1 < a < n og
primiske med n.

13. For hvilke n er ¢ (n) = 6? Og for hvilke k er p(¢(k)) = 6.

14. Vis, at for p > 2 galder: p er et primtal, hvis og kun hvis p garopi (p — 1! +1
(Wilson’s s&tning).

15. Vis, at for p > 2 geelder: p er et primtal, hvis og kun hvis p | (p — 2)! — 1. For hvilke
p gelder p | 2(p — 3)! +1?

16. Vis, at for a > 3 gaelder: a — 1 0g a + 1 er primtalstvillinger, hvis og kun hvis a2 — 1
garopid(a —2)! +a+ 3.

17. Angiv den fuldsteendige lasning til kongruensen x2 = 1 (mod p"), hvor p er et primtal.
[Vink: Antallet af lgsninger er 2 nar p er ulige, og 4 nar p =2 o0gv > 3.]

18. (Gauss’s generalisering af Wilson’s seetning). Lad w veere produktet af alle naturlige tal
mindre end n og primiske med n. Antag n > 2. Vis, at w = (—1)V/? (mod n), hvor N er
antallet af lgsninger modulo # til kongruensen x2 = 1 (mod n). [Vink: [w] er produktet af
samtlige elementer i gruppen (Z/n)*. Faktorerne a og a~! forekommer i produktet, og de
spiser hinanden, ndr de er forskellige, dvs ndr a? # 1. Tilbage bliver produktet over alle a
med a? = 1. | det sidste produkt forekommer med a ogsé faktoren —a, og den er forskellig
fraa.]

*Vis, at w = —1 (mod n), ndrn = 4 ellern = p" ellern = 2p” (et ulige primtal p), og
at w = 11 alle andre tilfelde.

19. Bestem en frembringer for gruppen (Z/17)*. Og for gruppen (Z/289)*.

20. Bestem for hvert af primtallene p = 17, 19, 23, 29, 31 det mindste naturlige tal z saledes,
at [z], frembringer gruppen (Z/p)*.

21. Bestem for hvert af tallene n = 16, 18, 20, 21, 24, 26, 27, 28, 30 et element af den
maksimale elementorden i (Z/n)*.

22. Lad p < g < r veere ulige primtal. Vis, at tallet n := pgr er et Carmichael-tal, hvis og
kun hvis

O p-1ligr-1, (2 qg-1|pr=1, 0o9@) r-1]pg—1.
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Antag, at (3) er opfyldt. Vis, atsder pg —1=d(r —1)med2<d <p-1og
4 g-1|d(r—-1)—p+1.

Vis, at hvis ogsa (2) er opfyldt, sa er ¢ — 1 divisor i (d + p)(p — 1). Slut heraf, at der for et
givet primtal p kun er endelig mange Carmichael-tal af formen pqgr.

23. Antag om tallet 4, atde tretal p :==6h + 1, q := 12h + 1, 09 r := 18h + 1, alle er
primtal. Vis, at tallet pgr er et Carmichael-tal.
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3. Cirkeldelingspolynomier. Endelige legemer.

(3.1) Definition. Lad n veere et naturligt tal. Et element ¢ i et legeme L kaldes en n’te
enhedsrod, hvis ¢” = 1 (hvor 1 er et-elementet i L). ZAkvivalent er ¢ altsd en n’te enhedsrod,
hvis ¢ er rod i polynomiet X" — 1. Ligningen ¢" = 1 medfgrer gjensynlig, at ¢ # 0, og at ¢
i legemets multiplikative gruppe L* har en orden, der er divisor i n. Hvis ¢ har orden n, dvs
hvis¢” =1o0g ¢/ # 1forl < j < n, kaldes ¢ en primitiv n’te enhedsrod.

Hvis legemet er de komplekse tals legeme C, har polynomiet X" — 1 netop n rgdder. Det
er velkendt, at de komplekse »’te enhedsredder er tallene af formen,

;‘:ez”ia/", hvor 0 <a <n.

Seettes ¢, := exp 27i/n, er det altsa tallene af formen ¢ = ¢,%, altsd potenserne af tallet ¢,,.
De komplekse n’te enhedsradder udger derfor den cykliske gruppe frembragt af den specielle
enhedsrod ¢,. @jensynlig har ¢, orden n. Heraf fglger, at ¢,“ har orden lig med n/(a, n).
Specielt ses, at ¢, har orden n, hvis og kun hvis a er primisk med n. Antallet af primitive
komplekse n’te enhedsradder er altsd ¢(n), hvor ¢ er Euler’s ¢-funktion. | legemet R er de
eneste enhedsrgdder naturligvis 1 og —1 (af ordener 1 og 2).

(3.2) Definition. Polynomiet,

@, :=[Jx -0,
¢

hvor ¢ gennemlgber de ¢ (n) primitive, komplekse n’te enhedsrgdder, kaldes det »’te cirkel-
delingspolynomium. Polynomiet ®,, er gjensynligt et normeret polynomium af grad ¢ ().

(3.3) Szetning. Cirkeldelingspolynomierne ®,, tilfredsstiller ligningerne,
X"—1=]]®a. (3.3.1)
din
hvor produktet pa hajresiden er over alle positive divisorerd in.
Bevis. Polynomiet pa venstresiden af ligningen kan faktoriseres:

X" —1=[]x -9,
§

hvor & gennemlgber de n komplekse redder i polynomiet, dvs de n’te enhedsrgdder. Grup-
peres i produktet faktorerne X — & svarende til at & har en bestemt orden d (nedvendigvis
med d | n), fremkommer polynomiet ®,. Heraf fas den gnskede formel. a

Korollar. Cirkeldelingspolynomiet ®,, har koefficienter i Z.
Bevis. Formlen i Seetningen kan skrives:
X" —1=,M, hvorl,= [] @
d|n,d<n

Heraf ses, at ®,, fremkommer som kvotient, nar polynomiet X" — 1 divideres med polynomiet
I1,,. Polynomiet IT, er gjensynlig normeret. Idet Korollarets pastand vises ved fuldstendig
induktion efter n, kan det antages, at IT,, har hele koefficienter. Heraf fglger, at kvotienten
®,, ogsa har hele koefficienter. i
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(3.4) Eksempel. @jensynlig er

P =X-1, Pp=X+1, &y=X>+1,
P3=X>+X+1 og Pg=X>—X+1.
Ifalge Saetning (3.3), jfr. beviset for Korollaret, fremkommer &,, ved at dividere polynomiet

X" — 1 med produktet af fgrstegradspolynomierne X — &, hvor & er en n’te enhedsrod af
orden strengt mindre end n. Hvis n = p” er en primtalspotens, sa har en n’te enhedsrod &

orden strengt mindre end », netop nar gl’r_l = 1. Folgelig er

r—1

_xP o) L oxr e 4 x4

Specielt fas for et primtal p, at
D, =Xt xPP X 41,
og for potenser af 2:
Oy = X2 +1.

Betragt n = 48. Hvis €% = 1, og & ikke har orden 48, s& har & orden d, hvor d er en &gte
divisor i 48. Enten er altsa d divisor i 24, eller d = 16. Fglgelig er

X48—1 _X24+1_

= = x%_ x8 41
(X24 — 1)Dq5 X8 +1 +

Pyg =

(3.5) Karakteristik. Betragtet vilkarligt legeme L. Den kanoniske ringhomomorfiZ — L er
som bekendt afbildningen k +— k1, der afbilder k pa den k’te (additive) potens af et-elementet

1iL. Fork € Neraltsa
k

——
kl=1+---4+1.

Kernen er et ideal i Z, altsa af formen Zp, hvor p > 0. Tallet p kaldes som bekendt
karakteristikken af L. Karakteristikken kan vere 0, svarende til at homomorfien Z — L er
injektiv; i dette tilfelde kan vi opfatte Z som en delring af L,

7, — L.

Hvis karakteristikken af et legeme ikke er 0, ma den som bekendt veere et primtal. | dette
tilfelde giver Isomorfisaetningen for ringe en naturlig isomorfi mellem kvotienten Z/p og
billedringen. Vi kan altsa opfatte legemet I, = Z/p (med p elementer) som delring af L,

IFI‘,<—>L.

Karakteristik kan som bekendt defineres for en vilkarlig kommutativ ring R. | primtals-
karakteristik geelder fglgende nyttige resultat:
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Freshman’s Dream. Nar karakteristikken af R er et primtal p, sa er, for alle x, y € R,

(x + )P =xP +yP, (xy)? =xPyP, 17 =1, (3.5.1)

De to sidste ligninger er blot almindelige potensregler, den farste fglger ved at anvende
binomialformlen: da p er et primtal, er binomialkoefficienterne (Il’) for 0 < i < p delelige
med p, og leddene (¥)x’y?~" er derfor 0i R.

Et polynomium f i Z[X] giver via den kanoniske homomorfi et polynomium i L[X].
| karakteristik O fremkommer det via inklusionen Z[X] — L[X]. | positiv karakteristik
p reduceres farst koefficienterne i f modulo p; det reducerede polynomium ligger sa i
delringen F,[X] € L[X]. Det farer seedvanligvis ikke til misforstaelser, hvis det reducerede
polynomium ogsa betegnes med £. 1 alle tilfeelde kan vi, for et element & € L, indsatte & i
f, 0g specielt undersgge, om & errod i f.

(3.6) Seetning. Lad p vere karakteristikken af legemet L. Da gelder, for{ € L ogn € N,
at ¢ har ordenn i L*, hvis og kun hvis ®,(¢) = 0 og p ikke garop in.

Bevis. Den sidste betingelse, p 1 n, er naturligvis altid opfyldt, hvis p = 0. Hvis p er et
primtal, og n er ordenen af et element ¢ i L, er den ogsa opfyldt. Antag nemlig, indirekte, at
¢ har orden n, hvor n = dp. Daer

0=¢"—1=¢"-1=(@’-1P,

hvor den sidste ligning falger af (3.5.1). Falgelig er ogsa ¢¢ = 1, i modstrid med at ordenen
n er den mindste positive eksponent med ¢ = 1.

Vi kan altsd, i resten af beviset, antage, at p  n. Af(3.3.1) far vi, eventuelt ved at reducere
koefficienterne, fglgende ligning i L[X]:

x"—1=]]a (3.6.1)
d|n

Af (3.6.1) fglger umiddelbart, at hvis ¢ er rod i ®,,, sder ¢ rodi X" — 1, altsa ¢ = 1, og
omvendt, hvis ¢ = 1, sa er ¢ rod i et af polynomierne ®, for d | n.

Antag, at ¢ har orden n. Daer ¢" = 1, og ¢ er dermed rod i et polynomium &, for d | n.
Specielt er ogsé ¢4 = 1. Da ¢ har orden n, er det udelukket, at d < n. Altsd er ¢ rod i ®,,.

Antag omvendt, at ¢ errod i ®,. Daer " = 1,sd¢’sordenerendivisorein. Da¢cé =1
fas, ved at betragte (3.6.1) for n := e, at ¢ ma vaere rod i et ®,, hvor d | e. Antag, indirekte,
ate < n. Daerd < n, og ¢ er altsa rod i to forskellige faktorer pa hgjresiden af (3.6.1). Vi
far derfor en ligning X —1 = (X — ¢)%g med et polynomium g € L[X]. Ved differentiation
fas ligningen,

nX"t = (X - )28 + (X - 0)g).

Ved indsattelse af ¢ fas n¢”~1 = 0, og videre, ved multiplikation med ¢, f&s nl = 0, i
modstrid med at karakteristikken p ikke var divisor i n. a
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(3.7) Bemarkning. Hvis G er en endelig undergruppe af den multiplikative gruppe L*, sa er
G cyklisk. Dette er velkendt (og vi brugte det i (2.2), hvor vi udnyttede, at den multiplikative
gruppe [ er cyklisk). Alternativt kan vi udnytte Sztningen ovenfor.

Lad n veere ordenen af G. Daer £&" = 1 for alle elementer & € G. Polynomiet X — 1 er

normeret af grad n, og det har n forskellige redder i L, nemlig de n elementer &1, ...,&,1G.
Altsa geelder i L[X] ligningen,
X'—1=(X—-8&) (X —§&). (3.7.1)

Det skal vises, at et af elementerne &; i G har orden n. Hertil bruges Satningen.
Ved differentiation og indsattelse af £; i (3.7.1) fas ligningen,

gt = (&1 - &) (E1 - &)
Hegjresiden er forskellig fra 0. Altsa kan n, som indgar i venstresiden, ikke veere delelig med
karakteristikken af L.

Af (3.7.1) og (3.6.1) sluttes, at hver faktor ®; pa hgjresiden af (3.6.1) ma vere et produkt
af visse af forstegradsfaktorerne X — &; (lige s& mange som graden af ®,). Specielt ma @,
vere et sadant produkt, og heraf fremgar videre, at ®, har en rod &; blandt elementerne §;.
Ifalge Seetningen har &; orden n. Den cykliske undergruppe frembragt af &; har altsa orden
n, og & ma derfor veere en frembringer for G. Altsd er G cyklisk.

(3.8) Seetning. Lad p vere et primtal, primisk med n. Betragt i F,[X] cirkeldelingspo-
lynomiet ®,(X), og i ®, en irreducibel divisor f e F,[X] af grad r. Da er kvotient-
ringen K = F,[X]/(f) et legeme med p" elementer, som omfatter I,, og restklassen
& = (X mod f) er en primtiv n’te enhedsrod i K. Yderligere er r lig med ordenen af
restklassen [p],, i (Z/n)*.

Bevis. Det er en velkendt beskrivelse af en polynomiumskvotient K := F,[X]/(f), at nar f
har grad r, s er E, C K og elementerne i K kan entydigt skrives

o =ag+af +---a, 1671 (3.8.1)

med a; € F,. Der er p muligheder for a;, 0g alts& p” muligheder for «. Derforer |K| = p".
Yderligere er det velkendt, nar f er irreducibel, at hovedidealet ( £) er et maksimalideal, og
at kvotienten K := F,[X]/(f) derfor er et legeme.

Homomorfien F,[X] — E,[X]/(f) er bestemt ved F(X) — F(&). Specielter f(¢) =0,
og ®,,(¢) =0, fordi f er divisori ®,. Af Setning (3.6) fremgar, at £ har orden n i K*.

Den multiplikative gruppe K* har orden p” — 1. Derfor er ordenen n divisor i p” — 1.
Med andre ord er p” = 1 (mod n), eller [p], = 11 (Z/n)*. Restklassen [p], | (Z/n)* har
altsd en orden, som er divisor i . Det pastas, at ordenen ma vare lig med . Antag hertil
for et naturligt tal s, at [p]} = 11 (Z/n)*; det skal vises, at s > r. Af antagelsen falger,
at n er divisor i p* — 1, og derfor er €”’~1 = 1. Folgelig er € = &. Heraf folger videre,
at (€)”" = g, Af Fermat’s lille setning folger, for a F,, at a? = a, 0og s er er ogsa
aP’ = a. Af Freshman’s Dream falger s, at hgjresiden i (3.8.1) ikke a@ndres, nér den oplaftes
til potensen p*. Derfor er «?" = « for alle « € K. Polynomiet X?° — X har derfor de p”
elementer i K som rgdder. Da graden mindst er antallet af rgdder, fglger det, at p* > p’.
Altsa er s > r, som gnsket. i
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(3.9) Korollar. For hver primtalspotens ¢ = p" findes et legeme K med g elementer, fx
bestemt som kvotienten,
K :=E,[X]/(f),

hvor f i F,[X] er en irreducibel divisor i ®,_1. | denne beskrivelse er sideklassen & :=
(X mod f) en frembringer for den cykliske gruppe K*. Yderligere gelder, at alle legemer
med g elementer er isomorfe med K. Mere generelt galder, at hvis L er et legeme med p*
elementer, sa findes en homomorfi K < L, hvis og kun hvisr |s.

Bevis. Med n := p" — 1 er det Klart, at restklassen af p modulo » har orden r i (Z/n)*.
Derfor kan (3.8) anvendes. Det falger, at f har grad r. Derfor er |K| = p”. Yderligere har
g ordenn = p” —1,0gda |[K*| = p” — 1, ma & veere en frembringer for gruppen K *.

Lad nu L veere et legeme med p* elementer. Antag farst, at der findes en homomorfi K —
L. En homomofi mellem legemer er som bekendt altid injektiv (antydet med skrivemaden
K < L), sa vi kan opfatte K som dellegeme af L. Specielt kan L opfattes som vektorrum
over K, idet multiplikation af en vektor u € L med en skalar @ € K blot er produktet ccu i
legemet L. Hvis d er dimensionen af L som vektorrum over K, kan elementerne i L, efter
valg af basis, beskrives ved koordinatseet med d koordinater fra K. Derfor er |L| = |K|¢,
altsd p* = (p”)?. Derfor er r|s.

Antag omvendt, at r |s. Sdern = p” — 1divisori p* — 1. Da L* har orden p* — 1, er
alle p* — 1 elementer i L* rgdder i polynomiet X?°~1 — 1 e L[X]. Polynomiet X?’'~1 —1
er derfor lig med produktet af de p* — 1 faktorer X — « svarende til elementerne o € L*. Pa
den anden side er f divisor i ®,,, som er divisor i X" — 1, som er divisor i xP' -1 _1. Derfor
ma f (efter normering) veere lig med produktet af r af faktorerne X — «. Specielt har £ altsa
enrod i L. Betragt nu ringhomomorfien,

F,[X] — L  bestemtved F(X) — F(a).

Da f(a) = 0, ligger f i kernen, og derfor er hovedidealet ( f) indeholdt i kernen. Kernen
er et &gte ideal, og da hovedidealet er et maksimalideal, ma ringhomomorfiens kerne vaere
lig med hovedidealet (). Isomorfisetningen giver nu en isomorfi af K = F,[X]/(f) pa
billedringen, og dermed den gnskede homomorfi K — L.

| specialtilfeeldet, hvor s = r, dvs hvor L er et legeme med g elementer, ma denne injektive
homomorfi vaere en isomorfi. Alle legemer med g elementer er altsa isomorfe med X . a

(3.10) Korollar. Lad p vere et primtal. For primoplasningen af X P x (fork > 1) i, [X]
geelder da, at primfaktorerne er samtlige (normerede) irreducible polynomier i F,[X] af en
grad, som gar op i k, og hver af faktorerne forekommer preecis én gang.

Bevis. Hvis en primfaktor g indgik to gange, ville vi have en ligning xP X = g%hi F,[X],
og ved differentiation ville vi fa:

—1=gg'h +gh"),

hvilket er en modstrid, da g ikke kan veere konstant.
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Lad f veere et normeret, irreducibelt polynomium i I,[X], og lad r betegne graden af f.

Det skal vises, at

FIXP' X = r|k.
Betragt hertil kvotienten K := F,[X]/(f) og &kvivalensklassen £ := (X mod f). Daer K
et legeme med p” elementer og £ er rod i f. Hvis & # 0, sa ligger £ i gruppen K *, der har
orden p” — 1, 0gséer £? ~1 = 1: specielter £»" — & = 0. Den sidste ligning galder trivielt,
hvis € = 0. Polynomiet X?" — X afbildes altsd i 0 ved homomorfien F(X) — F(&); det
ligger altsa i hovedidealet ( f). Derfor er f divisori X7 — X.

Antag forst, at r|k. Daer p'—1| p*—1. Folgelig er X?'~1—1| x?"~1-1, og ved
multiplikation med X fis X? —X | X?*—X. Da vi har set, at f | X”' —X, folger det, at
f1xP-x.

Antag omvendt, at f | XPk—X, altsa at ng — & = 0. Det skal vises, at r | k. Det er klart,
hvis r = 1, sa vi kan antage, at » > 1. Specieltersa f # X, og derforer & # 0. Dagpk =£,
falger det, at sl’k—l = 1. Lad n vere ordenen af £. Sa er ®,(¢§) = 0, og derfor er f divisor
i ®,. Af Satning (3.8) falger sa, at r er ordenen af restklassen [p], i (Z/n)*. P& den anden
side er n divisor i p¥ —1. Menséer p* =1 (mod n), og derfor et k et multiplum af ordenen
af [p]n, dvs et multiplum af , som gnsket. a

(3.11) Eksempel. For at konstruere et legeme Fig med 2* = 16 elementer, og heri en
frembringer for gruppen F;5, betragtes cirkeldelingspolynomiet ®15. Man finder:
15 10 5
X1 X Xl s T xS x i x x4l
(X5 —1D(X24+X+1) X2+ X+1
Korollar (3.9) forudsiger, at dette polynomium modulo 2, dvs i Fo[ X], er et produkt af irre-
ducible polynomier af grad 4. Det er let at se, at der modulo 2 geelder:

XX+ X4+ X+ X+ Xx+1=X"+ X3+ DX+ X +1).
De to polynomier pa hgjresiden er altsa irreducible i F,[X]. Det sggte legeme kan altsa fx
beskrives som Fig = Fo[X]/(X* + X + 1). Ved denne beskrivelse er restklassen &, af X
modulo (X* + X + 1), en frembringer for den multiplikative gruppe %

Bemark, hvordan man regner i det saledes konstruerede legeme FFi: Elementerne har
formen

P15 =

r=ro+ré + g +rag’,
og de svarer til 4-set (ro, r1, r2, r3) af restklasser modulo 2. Addition af 4-set er blot koor-
dinatvis addition. Multiplikation er bestemt ved ligningen,
=t +1
heraf folger fx, at £° = £ + £2, at 0 = g2 4 £3 ate’ =3+ 4 = €3+ £ 4+ 1, osv.

Det skal understreges, at det i almindelighed er en ikke-triviel opgave at faktorisere cirkel-
delingspolynomierne modulo p. | det simpleste tilfelde, r = 1 (altsd g = p), af (3.9), vides,
at de irreducible divisorer i ®,_1 er farstegradsfaktorer. Det er fgrstegradsfaktorerne X — a,
hvor restklassen a er primitiv rod modulo p, dvs en frembringer for den cykliske gruppe F ¥,
og det er ikke-trivielt at bestemme primitive redder modulo p (nar p > 0).
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(3.12) Eksempel. Betragt g = 49, hvor altsa p = 7. Vi har
Py = X0 — x84 1,

Setningen forudsiger, at dette polynomium modulo 7 er et produkt af (ngdvendigvis 8)
andengradspolynomier.

Et legeme med 49 elementer kan naturligvis konstrueres som en kvotient F7[ X]/(g) for et
vilkérligt irreducibelt andengradspolynomium g. Fx er g = X2 + 1 et s&dant polynomium,
idet polynomiet modulo 7 gjensynlig ikke har redder. Lad i betegne restklassen af X i
kvotientringen L := F7[X]/(X? + 1). Da har elementerne i L formen a +ib, hvor a, b € Fs;
regning foregér ved at udnytte, at i> = —1. Specielt har i orden 4. For at bestemme et
element a + ib af orden 8, lgses ligningen (a + ib)? = i, altsé&

az—b2=0, 2ab = 1;

en lgsning er (a, b) = (2, 2), sa 2 + 2i har orden 8. Et element af orden 16 bestemmes ved
atlgse (c +id)? =2 + 2i, altsd

?—d?*=2, 2cd=2.

En lgsning er (c, d) = (5, 3). Elementet 5 + 3i har altsa orden 16. Endelig, da 2 gjensynlig
har orden 3, falger det, at 2(5 + 3i) = 3 — i har orden 48. Dette element er den ene rod i

f=X?>-6X+10= X’>+ X + 3 € F[X].

Vi kan alts& ogsé opfatte L som kvotienten Fag := Fy[X]/(X% + X + 3): elementerne har
formen a + b&, med a, b € Fy, og regning i Fag er bestemt ved €2 = —3 — £. Elementet &
har orden 48.

(3.13) Korollar. Lad «,(r) betegne antallet af irreducible normerede polynomier af grad r i
F,[X]. Daerp” =3}, da,(d), og falgelig er

1
ap(r) = . ;: P u(d),

hvor v er Mébius-funktionen.

Bevis. Produktet af samtlige irreducible polynomier af grad d | r er ifglge Korollar (3.10) lig
med X?" — X. Den forste anfarte ligning felger nu ved sammenligne graderne, og heraf
fglger den anden ligning ved Mdbius-inversion. a

(3.14) Bemaerkning. Af (3.8) fremgar, hvordan man undersgger, om polynomiet ®,, (frem-
kommet ved at reducere koefficienterne i &, modulo p) er irreducibelt i ,[X], hvor p { n.
Det fremgar mere preacist, hvordan man bestemmer graden af de irreducible faktorer £, der
indgdr i primoplgsningen af ®, € F,[X].
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| primoplagsningen af ®, i F,[X] som produkt af irreducible, normerede polynomier er
faktorerne i gvrigt indbyrdes forskellige. Antag nemlig indirekte, for et irreducibelt poly-
nomium f € F,[X], at £2 er divisor i ®,. Konstruktionen i Satning (3.8) giver et legeme
K 2 F,, hvori f harenrod £&. Da f2 er divisor i ®,, er £ dobbeltrod i ®,. Men det er
i modstrid med, at £ er en primitiv n’te enhedsrod, hvorfor polynomiet @, i K har ¢(n)
forskellige rgdder, nemlig potenserne £¢ med (a, n) = 1.

Det er et fundamentalt resultat i algebraisk talteori, at ®,, altid er irreducibelt i Q[ X].

Betragt hertil i Q[X] en normeret, irreducibel divisor F i ®,. Det skal vises, at F = ®,,.
Da F | ®,, er enhver (kompleks) rod i F ogsarod i ®,, altsd en primitiv n’te enhedsrod. Det
skal altsd omvendt vises, at enhver primitiv n’te enhedsrod er rod i . Ud fra en given primitiv
n’te enhedsrod ¢ fas de gvrige som potenserne ¢4, med a > 1 primisk med n. Eksponenten a
kan skrives som produkt af primtal p med p  n. Det er derfor nok at vise fglgende pastand:

Hvis ¢ errod i F og p er et primtal med p t n, sder ¢? ogsarodi F.

| beviset for pastanden bruges, at ethvert polynomium i Q[X] med ¢ som rod er et multi-
plumaf F. Det falger af at polynomiumsringen Q[ X] er et hovedidealomrade: Polynomierne
i Q[X] med ¢ som rod er et ideal; derfor findes et normeret polynomium Fy saledes, at dette
ideal bestar af samtlige multipla af Fy. Da F(¢) = 0, er F et multiplum af Fp; da F er irre-
ducibel, og altsa kun har trivielle divisorer, er F = Fy. Idealet bestar derfor af alle multipla
af F.

Antag nu, indirekte, at ¢” ikke er rod i F. Polynomiet ®, € Q[X] er et produkt af
irreducible, normerede faktorer, og en af demer F. Da¢? errodi ®,, ma¢? saveererodien
af de andre irreducible faktorer; lad os kalde den G. Fra primoplgsningen i Q[X] af ®,,(X)
far vi sa specielt en faktorisering i Q[ X]:

®, = FGH. *)

Da polynomierne er normerede og venstresiden har hele koefficienter, felger det af et korollar
til Gauss’s Lemma, at F, G, H har koefficienter i Z. Da ¢? errod i G, er ¢ rod i polynomiet
G(XP). Altsa er G(X?) et multiplum af F. Derfor findes en faktorisering G(X?) = QF.
At Q har koefficienter i Z falger fx af Seetningen om division med rest.

Nu reduceres koefficienterne modulo p. Af (*) fas ®, = FG H. Videre er koefficienterne
i G elementer i [F,, og for a € F, gelder a? = a ifglge Fermat’s lille seetning. Derfor
folger det af Freshman’s Dream, at (G(X))” = G(X?). Af QF = G(X?) falger derfor, at
FQ = GP. Vi har altsa fglgende faktoriseringer i E,[X]:

®,=FGH, QF=G’. (**)

Betragt nu i F,[X] en irreducibel, normeret divisor f i F. Af den anden faktorisering falger,
at f er divisor i GP, og heraf fglger, da f er irreducibel, at f er divisor i G. | den farste
faktorisering er f alts& divisor i bde F og G, og derfor er £2 divisor i ®,. Men det er en
modstrid, idet primdivisorerne i primoplgsningen af &, som navnt er indbyrdes forskellige.
Hermed er pastanden ovenfor bevist, og det er godtgjort, at ®,, er irreducibelt i Q[X].
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(3.15) Bemarkning. Cirkeldelingspolynomier har mange anvendelser. Lad os her vise, for
et naturligttal n > 1, at der er uendelig mange primtal p med p = 1 (mod »n). Lad der veere
givet k primtal p1, ..., px. Vi viser, at der eksisterer et primtal p, forskelligt fra de givne,
med p =1 (mod n).

Vi bemarker farst, at for hvert naturligt tal /2 er verdien ®,,(h) et helt tal (fordi ®,, har
hele koefficienter), og nar 4 > 2 er ®, (h) > 1. Mere precist gelder uligheden,

(h —1)*™ < @, (h), ndrh > 1. (3.15.1)

Tallet ®,, (k) er nemlig produktet af faktorerne 2 — & for primitive n’te enhedsrgdder &. For
hver sédan er ogsd & = £~1 en primitiv n’te enhedsrod. ldet (3.15.1) er triviel for n = 2,
antager vin > 2, og sd er € # &. Med h — & forekommer altsd ogs& » — & som faktor, og
produktet af disse to faktorer er positivt. Altsa er ®,, (k) positiv (endda for alle reelle tal A,
narn > 2).

Numerisk er |h — &| lig med afstanden fra / til £. Da & ligger pa enhedscirklen, og & # 1,
er|h —&| > |h — 1. Altsa geelder (3.15.1).

Velg nu, for de givne primtal, 4 := np; - - - px. Tallet ®,(h) er stgrre end 1, sa der findes
et primtal p, med p | ®,,(h). Da @, (h) er divisori A" — 1, er p divisor i k" — 1. Specielt kan
p ikke veere divisor i 4. Altsa er p forskellig fra de givne primtal, og p er ikke divisor i n.
Modulo p er restklassen [1] € [, rod i ®,. Falgelig har [] orden n i gruppen . Altsa er
ndivisori p —1,dvs p =1 (mod n), som gnsket.

Det er en sa&tning af Dirichlet, at der i enhver primisk restklasse findes uendelig mange
primtal, altsa at der for hvert a primisk med » findes uendelig mange primtal p med p = a
(mod n). Ovenstaende viser resultatet for a = 1.

(3.16) Bemarkning. Lad os som yderligere anvendelse vise, at ethvert endeligt skeeviegeme
A er kommutativt [Wedderburn’s Saetning, 1905].

Hertil betragtes centret L i A, bestdende af de elementer « € A, som kommuterer med
alle A € A. @jensynlig er L et kommutativt dellegeme af A. Specielt er elementantallet i L
en primtalspotens g. Som i (3.9) kan vi opfatte A som vektorrum over L. Specielt fglger det,
at elementantallet i A er en potens ¢” af g. Det skal vises, at r = 1.

Den multiplikative gruppe A* har orden ¢" — 1. Det er klart, at L* er centret i gruppen
A*. Klasseligningen har altsa formen,

g —1=q—1+Y  |A*:C*apl, (3.16.1)

hvor C*(«) er centralisatoren i A* af o, 0g summen er over repraesentanter for konjugeret-
Klasser uden for centret. Specielt er hvert led i summen strengt sterre end 1. Centralisatoren
C*(a) bestar af de elementer . € A*, for hvilke Ao = ai. Fagjes hertil nul-elementet,
fremkommer gjensynlig et delskaevlegeme C(«) af A. Da L C C(«), falger det at |C(«)]| er
en potens ¢¢. Altsd er |C*(a)| = ¢¢ — 1.

Klasseformlen giver altsa en ligning af formen,

q"—1
g% -1

qr—lzq—l—l—z



H2

U4

U4

U4

U4
U5

U4

U4
U5

U9

U4

U4
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Hvert led i summen er et helt tal, s g% — 1|¢" — 1. Heraf folger let, at dj |r. Endvidere er
d; en &gte divisor i r, da leddene i summen var stgrre end 1. Det fglger nu af (3.3.1), at tallet
®, (¢) erdivisor i hvert led i summen. Videre er ®,(q) divisoriq” — 1. Af ligningen falger
derfor, at @, (¢) er divisor i ¢ — 1. Vurderingen (3.15.1) giver nu en modstrid, med mindre
r=1

(3.17) Opgaver.
1. Vis, at konstantleddet i ®,,, for n > 1, er lig med 1. Vis, at koefficienterne i ®,, ikke altid
er =1 eller 0. [Vink: bestem nogle koefficienter i ®10s5.]

2. Vis for ¢ € Cog et ulige tal u, at ¢ har orden 2u, hvis og kun hvis —¢ har orden u. Slut
heraf, at ®,,(X) = ®,(—X).

3. For et polynomium f af grad k defineres c(f) := — fr—1, hvor fy_1 er koefficienten til
leddet at naesthgjeste grad. Vis, for normerede polynomier f, g, atc(fg) = c¢(f)+c(g). Vis,
at naesthgjestegradskoefficienten i @, er lig med —u(n), hvor w(n) er Mdbius-funktionen.
[Vink: Brug Opgave Kapl: 1.]

4. Vis formlen @, =[], ,(X"/? — 1)), hvor u er Mébius-funktionen.

5. Det fremgar af Eksempel (3.12), at i F7[X] er f := X? + X + 3 divisor i ®4g. Bestem
kvotienten ®4g/f .

6. Angiv, i F7[X], primoplgsningen af ®4g (eller i hvert fald nogle af primfaktorerne).

7. Diskuter for hvilke n og primtal p { n polynomiet &, er irreducibelt i E,[X]. (Fx: Findes
der for et givet » altid sadanne primtal p? Eventuelt uendelig mange?)

8. Bestem &Pog.

9. Vis, ndr p er et primtal og p 1 n, at ®,,,(X) = ©,(X")/Pn(X).

10. Vis, nér p er et primtal og p 1 n, ati E,[X] er ®,,, = d),’,’_l.

11. Vis, atder for I, [ X] geelder, at brokdelen af irreducible polynomier blandt alle polynomier
af grad n asymptotisk er lig med 1/n.

12. *Vis ,primtalssetningen for F,[X]: Nummerér polynomierne i E,[X], séledes at farst
kommer konstanterne, dernast polynomierne af grad 1, dernast polynomierne af grad 2, osv;
polynomierne af samme grad nummereres tilfeeldigt. Lad 7, (n) veere antallet af irreducible
blandt de farste n polynomier. Da gaelder asymptotisk: 7, (n) ~ Cn/logn, med konstanten
C =log p.
13. Vis, at hvis ¢ — 1 er divisor i g* — 1, sder d|s. [Vink: skrivs = hd +r, med r < d,
og regn modulo g¢ — 1.]
14. Vis, for enhedsradderne ¢s 1= ¢27/° 0g ¢19 := €271/19, at

V5—-1  V10+25 VE+1  V10-245
= l ) 10 = +1 .

4 4 4 4

[Vink: ¢ = ¢serrodi ®s, sd ¢* + ¢34+ ¢2 + ¢+ 1 = 0. Efter division med ¢? fas
0=+ +@+¢H -1 hvoraf ¢ +¢71 = _1%@ Tilsvarende er ¢10 rod i
Pg=X*— X34+ X2 - X +1]

{5
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15. Der er velkendte ,,paene” udtryk for de primitive n’te enhedsredder ¢, forn = 3, 4 og 5.
Ud fraetudtryk ¢, = a+ib (b > 0) far man et udtryk for ¢,,, ved at lgse andengradsligningen
72 = a + ib; det giver

$on =

Vat+b?+a | |[Va?+b?—a l14+a  |/1—a
2 i 2 =V 2 Tz

Bestem herved pane udtryk for ¢g, ¢s, ¢10, C12, {16, £20, C24. Hvorfor kan man ikke tilsvarende
fa et udtryk for ¢9, 0g mere generelt for ¢3,,, ved at bruge, at z = 3, opfylder z3 = a +ib? -
det er jo en simpel trediegradsligning, og Cardano’s formel fortzeller, hvordan sadan en skal
lgses.
16. Vis, ndr p er et primtal og p|m, at @ v, (X) = @, (XP"). Vis,ndr p fnogv > 0, at
Dpon(X) = D (XP") /D (XP"T).
17. Principielt kan n’te enhedrgdder defineres i en vilkarlig (kommutativ) gruppe G: Det er de
elementer g € G, som opfylder, at g” = 1. Lad ag (n) betegne antallet af »’te enhedsradder.
Hvordan bestemmer man antallet af elementer af orden » ud fra funktionen o g?

Hvordan bestemmer man ag (n), nar G er cyklisk? Hvordan bestemmes antallet a x g (n)
for en produktgruppe ud fra g 0g a g ?

18. Lad K vere et endeligt legeme af karakteristik p. Vis, at elementantallet ¢ i K er en
potensg = p” af p. Vis,ata? = « for alle o € K.

19. Lad L veare et legeme af positiv karakteristik p. Afbildningen o (¢§) := €7 er sa en
ringhomomorfio : L — L, og den inducerer en ringhomomorfi L[X] — L[X], hvor billedet
° £ af et polynomium f € L[X] fas ved at anvende o pa koefficienterne i f.

Lad f veere et normeret polynomium med koefficienter i I,. Vis, at hvis f i L har en rod
g,saerogsag” rodi f.

Antag, at f € F,[X] er irreducibelt, med roden § i L, og at f # X (altsa at & # 0). Lad
r veere graden af f og lad n veere ordenen af £. Da gelder som bekendt, at » er ordenen af

restklassen af p modulo n. Vis, at radderne i f er potenserne é7' fori =0, ...,r — 1.

20. Antag, at p = 3 (mod 4) er et primtal. Vis, at legemet 2, med p? elementer, sé kan

defineres som kvotienten I, [X]/(X?%+1). Ideti betegner restklassen af X, har elementerne «
i I, altsé fremstillinger « = a + ib med entydigt bestemte koefficienter a, b € F,. Regning
i F 2 er bestemt ved i2 = —1.

Vis, at o = a + ib er rod i polynomiet (X — a)? + b® € F,[X]. Seet @ :=a — ib. Vis, at
o > a eren ringhomomorfi F,» — .. Vis, ata = o foralle o € F .
21. Legemet [F49 er beskrevet i (3.12): Elementerne har formen a + ib, hvor a, b € 7 og
i = —1. Forelementet & =5+ 3i er£2 =2 +2i,09 &* = i. Specielter £ = —1 og & har
orden 16. Elementet ¢ = 2& = 3 — i har sé orden 48.

Bestem de 8 potenser ¢¢ fora = 1,5, 11, 13, 17, 19, 25, 41, og de 8 normerede anden-
gradspolynomier i IF7[ X], hvori potenserne er rgdder. Hvad kan du sige om disse polynomier
i relation til cirkeldelingspolynomiet @ 4g.
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22. *Lad p veere et ulige primtal. Vis, at der findes en ring med pracis p enheder, hvis og
kun hvis p er et Mersenne-primtal.

23. Vis, at Setning (3.8) geelder, nar T, erstattes med et vilkarligt endeligt legeme L med ¢
elementer: Antag (n,g) = 1. Betragt i L[X] en irreducibel divisor f i ®,. Saer f’s grad
lig med ordenen af [¢], 1 (Z/n)*.

24. Vis, at ®17 er irreducibel i F3[X].
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4. Reciprocitetssaetningen.

(4.1) Definition. Lad p veere et primtal. Et helt tal a kaldes en kvadratisk rest modulo p,
hvis a er primisk med p og kongruensen x2 = a (mod p) har en lgsning. Ofte kaldes a en
kvadratisk ikke-rest, hvis a er primisk med p og kongruensen ikke har lgsninger. Det er klart,
at spgrgsmalet om hvorvidt a er en kvadratisk rest modulo p kun afhanger af a’s restklasse
modulo p: Talleta er kvadratisk rest, netop nar a’s restklasse [a] , i Z/ p tilhgrer delmaengden
af kvadrater pa de primiske restklasser. Tilfeeldet p = 2 er uinteressant. For et ulige primtal
p defineres Legendre-symbolet,

1, hvisa er kvadratisk rest modulo p,
(ﬁ) = { —1, hvisa er kvadratisk ikke-rest modulo p,
P 0, hvispgaropia.
(4.2) Euler’s kriterium. For et ulige primtal p bestemmer Legendre-symbolet (%) en ikke-
triviel homomorfi (Z/ p)* — {%1}. Yderligere galder Euler’s Kriterium:

o = <%) (mod p). (4.2.1)

Bevis. Vi bemarker farst, at de kvadratiske restklasser udgar en undergruppe af index 2
I gruppen (Z/p)* af primiske restklasser; specielt er det netop halvdelen af de primiske
restklasser, der er kvadratiske. De kvadratiske restklasser udger nemlig billedmangden Q
ved afbildningen (Z/p)* — (Z/p)* bestemt ved x — x2. Denne afbildning er gjensynlig
en homomorfi, og dens kerne bestér af de restklasser x modulo p, som opfylder x? = 1. Da p
er et ulige primtal, er denne ligning opfyldt for preecis to restklasser, nemlig 1 og —1. Kernen
er derfor en undergruppe af orden 2. Det fglger, at billedet Q er en undergruppe, hvis orden
er halvdelen af ordenen af (Z/p)*. Men det betyder netop, at Q har index 2.

Da Q er en undergruppe af index 2 i gruppen (Z/p)*, har kvotientgruppen af (Z/p)*
modulo Q orden 2, og den kan derfor identificeres med gruppen {£1}. Den kanoniske
homomorfi pa kvotienten er sa bestemt ved at veerdien pa a er ligmed 1, nar a € Q, og lig
med —1, nar a ligger i den anden sideklasse, dvs i komplementarmangden til Q.

Verdien af Legendre-symbolet (%) afhanger gjensynlig kun af a’s restklasse modulo

p. Det er klart, at (%) som funktion af de primiske restklasser, netop er den kanoniske
homomorfi (Z/p)* — {41}. Specielt er det en surjektiv homomorfi, og altsa ikke-triviel,
dvs ikke konstant lig med 1.

For at eftervise Euler’s Kriterium noterer vi fglgende ligning i F,[X]:
-1 -1
xP1 1= (x"7 —1) (X7 +1).
Ifalge Fermat’s lille Seetning geelder for hvert x # 01 [F,, at xP~1 = 1. Hvert x # 0 er alts3
rod i X?~1 — 1, og dermed ogsé rod i et af de to polynomier pa hgjresiden. Fora € Q er
a = x?,0galtsd aP~D/2 = xP=1 = 1, Hvertaf de (p — 1)/2 elementer a € Q er derfor rod
i den forste faktor. Da graden er (p — 1)/2, kan den farste faktor ikke have yderligere rgdder.

De resterende elementer i (Z/p)*, dvs de kvadratiske ikke-rester, ma derfor vere rgdder i
den anden faktor. Heraf fglger (4.2.1). a
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(4.3) Den generelle Reciprocitetssaetning. Legendre-symbolet har en udvidelse til et symbol
(%) defineret, nar neevneren b enten er ulige og positiv, eller er en diskriminant, dvs et tal
forskelligt fra0 som modulo 4 er kongruent med O eller 1. Symbolet har folgende egenskaber:
(1) Verdien (%) afhanger kun af restklassen af a modulo b. Vardien er 0, hvis a ikke
er primisk med b. Som funktion af tal a, der er primiske med b, er symbolet en homomorfi
(Z/b)* — {£1}.
(2) For en diskriminant D og et ulige positivt tal u geelder reciprocitetsformlen,

5)-0)

Symbolet (%) kaldes Jacobi-symbolet, nar naevneren b er ulige og positiv, og Kronecker-
symbolet, nar navneren er en diskriminant. De tilladte ,naevnere* b kan naturligvis veere
bade positive og ulige, og diskriminanter; det sker preecis, nar b > 00og b = 1 (mod 4). For
sadanne veerdier af b har de to symboler altsa samme verdi, og nar b = p er et primtal med
p =1 (mod 4), s& er begge symboler lig med Legendre-symbolet (%)

For et helt tal » # 0 kaldes en funktion x: Z — C en (restklasse-)karakter (eller en
Dirchlet-karakter) modulo b, hvis der geelder: (i) veaerdien yx (a) afhaenger kun af a’s restklasse
modulo b, (ii) veerdien er 0 netop hvis a ikke er primisk med b, og (iii) x er multiplikativ:
x (a1a2) = x(a1)x(a2). Den sidste betingelse er ensbetydende med at x, som funktion af
de primiske restklasser, er en homomorfi (Z/b)* — C*. Hvis veerdierne kun er 0, 1, og —1,
dvs hvis x (a)? = 1 ndr a er primisk med b, kaldes x en kvadratisk karakter. Egenskaben
(1) udtrykker altsa, at symbolet (%) som funktion af a er en kvadratisk karakter modulo b.

Ofte betragtes restklassekarakterer med verdier i andre legemer end C. For kvadratiske
karakterer er der ingen essentiel forskel, bortset fra at det er uinteressant, hvis legemet har
karakteristik 2.

(4.4) Bemaerkning. Inden vi beviser Den generelle Reciprocitetssatning, vil vi udlede en
reekke konsekvenser, og vi vil vise, at et symbol med egenskaberne (1) og (2) i setningen
er entydigt fastlagt alene ved verdien (3). Med den sidste veerdi lig med +1 bestemmes det
trivielle symbol, med vaerdien —1 bestemmes altsa udvidelsen af Legendre-symbolet. Som
vi skal se, er det nemt ud fra egenskaberne navnt i s@tningen at angive en algoritme, der
beregner det udvidede symbol (%) men det skal understreges, at algoritmen er aldeles uegnet
som definition af symbolet; der er nasten ingen af symbolets egenskaber, der direkte fremgar
af algoritmen. Fx er det ikke muligt ud fra algoritmen at indse for et ulige primtal p, at
det udvidede symbol (%) er lig med Legendre-symbolet. Det udvidede symbol defineres i
Afsnit (4.11), og beviserne for Reciprocitetssatningen gives farst i de fglgende afsnit. De
resultater, vi udleder inden, bygger altsa alene pa antagelsen om, at (%) er et symbol med
Reciprocitetssatningens egenskaber og med vardien (g) =1

Generelt geelder, at (%) = 0, ndr a, b ikke er primiske. Derfor er det nok at betragte
vaerdierne (%), nar a er primisk med 5. Da symbolet er en homomorfi (Z/b)* — {£1},
galder altid, at (4Z) = (%), nar g er et kvadrat (dvs af formen ¢ = ¢?) primisk med b.
Specielt er naturligvis (%) — 1 for ethvert , tilladt“ b.
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For b = 8 far vi, under brug af egenskaberne, (§) = 1 og (§) = (8) = (3) = 1. Da
(%) definerer en homomorfi (Z/8)* — {41}, og restklassen af 1 og 7 ligger i kernen, ma
de to andre restklasser, af 3 og af 5, give samme verdi. Da vi antager, at (3) = —1, gelder

3) = (2) = —1. Med andre ord geelder ligningen (%) = xg(a), hvor xg(a) er homomorfien
(8 8 8
(Z/8)* — {41} bestemt i tabelllen herunder.

all]3 |57
xs| 1 |-1|-1]1

Videre fremhaver vi, at for ulige diskriminanter D gaelder ligningen,

a a
)y =(=). 44.1
(5)- () (41
Ligningen er naturligvis triviel, hvis D er positiv, sa vi antager D < 0. Tallet D er en ulige
diskriminant,sa D = 1 (mod 4). Derforer —D > 0og —D = 3 (mod 4). Vi kan eventuelt

til a leegge et passende multiplum af — D, sé vi kan antage, at a er positivoga = 1 (mod 4).
Herefter er (1) = (5%) = () = (&) = 1, og vi fér den sagte lighed,

a

3_2)_—_1 ﬂ_ﬂ)_i
D) \a) \a a) \a) \-D)
Betragt nu symbolet (%) Hvis b er lige, er veerdien 0. Hvis b er ulige og positiv, har

vi (3) = (&) = (§) = xs(b), som blev bestemt ovenfor. Hvis b er ulige og negativ, er b

nedvendigvis en diskriminant, og derfor er (2) = (IWZI) = xg(|b|) ifelge (4.4.1). Bjensynslig

geelder for alle a, at xg(—a) = xg(a). Derfor gaelder i alle tilfelde, at (%) = xg(b).
Nu er det nemt at se, at falgende algoritme bestemmer symbolet (%) ud fra symbolet (%)

Algoritme. Algoritmen initialiseres med s := 1, a := a og b := b, hvor b enten er en
diskriminant, eller ulige og positiv; registret s indeholder, nar algoritmen stopper, veardien af
symbolet (£).
(0) Hvis a og b begge er lige, sd st s := 0 og STOP.
(1) Hvisb = 1, sa STOP.
(2) Bestem den principale rest r af a ved division med b, altsda = gb +r med 0 < r < |b].
Hvis r = 0, sa sets := 0 og STOP. Ellers s&ttes a := r.
(3) Faktoriser den starste potens af 2: skriva = 2"u, hvor u er ulige (og positiv). Seta := u.
Hvis v er ulige, sé s&t's := s * (3).
(4) Hvisb = 3 (mod 4), sdsetb ;= —b.
(5) Ombyt og gentag: St (a, b) := (b, a), og GOTO (1).

Bemark, at algoritmen, bortset fra seerbehandlingen af primtallet 2, essentielt er Euklid’s
algoritme til bestemmelse af den starste feelles divisor for a og b.
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(4.5) Formler. Symbolet i Reciprocitetssaetningen er ikke-trivielt, og det medferer som
navnt, at (%) ma antage vardien —1. Ifglge udregningen i (4.4) er det &kivivalent med,

at () = —1. Herefter er (%) den ikke-trivielle homomorfi (Z/4)* — {£1}. For ulige,

positive tal u har vi (=2) = (52) = (&), alts&
— 1 hvisu =1 d 4),
B, e
u —4 —1 hvisu =3 (mod 4).
Videre er (2) = () = (¥), og, som vi har set i (4.4),
1, hvisu=+1 (mod 8),
B-0-1 mimme e
u 8 —1, hvisu = +£3 (mod 8).

Endelig fremhaever vi, at for primiske, positive, ulige tal u, v er

(v) { (), nar u ellerver =1 (mod 4),

453
—(%), néruogver =3 (mod 4). (4.5.3)

u

| det farste tilfeelde kan vi nemlig antage, at u = 1 (mod 4), og sa falger resultatet direkte
af (4.3.1). | det andet tilfeelde er u = 3 (mod 4). Felgeliger —u =1 (mod 4), sa —u er en
ulige diskriminant. Af (4.4.1) ses, at (%) = (=), og sa er

() =C)=()-()0)--C)

idet det sidste lighedstegn falger af (4.5.1), da v = 3 (mod 4).
(4.6) Eksempel. Af (4.5.2) fés (%) = 1, (3) = 1, og () = —1; algoritmen giver alts&

5)-(9-(9- ()@) ()
-0-00-()--

Inddrages (4.5.1) fas mere direkte: (%) = (3) = () = -1.

(4.7) Bemarkning. Det skal understreges, at de tre formler i (4.5) er udledt som konsekvenser
af egenskaberne ved det generelle symbol (%) Vi har endnu ikke defineret symbolerne, og altsa
slet ikke bevist formlerne. De tre formler, for ulige primtal u = p og v = ¢, udger Gauss’s
Reciprocitetsformler. De vedrgrer alene Legendre-symbolet, og vi giver et af beviserne for
dem inden vi definerer det generelle symbol; de er essentielle i det farste bevis for Den
generelle Reciprocitetssatning, men ikke i det andet.

2
3
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(4.8) Bemerkning. Det fremgar af (4.2), at for et ulige primtal p er Legendre-symbolet (%) en
ikke-triviel, kvadratisk karakter modulo p. Den betegnes ogsé x ,. Det er i gvrigt den eneste
ikke-trivielle, kvadratiske karakter modulo p. For en kvadratisk karakter x : (Z/p)* — {£1}
er jo x (x2) = x(x)?2 = 1. Kernen for x vil derfor indeholde alle kvadrater. Da kvadraterne
udger en undergruppe af index 2, vil kernen for x altsa enten besta af kvadraterne (og sa er
x = xp) eller den vil vaere hele (Z/p)* (og sé er x = x1 den trivielle karakter modulo p).
Forn = 2 er der kun én kvadratisk karakter modulo 7, idet der kun er én primisk restklasse
modulo 2. For n = 4 har vi to primiske restklasser, nemlig 1 og —1, sa der er én ikke-triviel
karakter. Det er gjensynlig karakteren defineret ved hgjresiden af (4.5.1); vi betegner den
x—4. Forn = 8 er der fire primiske restklasser, 1 og £3. Gruppen (Z/8)* er Klein’s
Vierer-gruppe, idet alle ulige kvadrater modulo 8 er kongruente med 1. Udover den trivielle
karakter x1 er der er altsa 3 ikke-trivielle karakterer modulo 8. Den ene er gjensynlig x _4.
En anden er karakteren defineret ved hgjresiden af (4.5.2); den betegnede vi xg. Den tredie
er herefter produktet x_4 xg, som vi betegner x_g. De fire karakterer er bestemt ved tabellen,

al1|3|5]7
|l | 1|1]1
y_a| 1|11 -1
xs| 1 |—1|-1] 1
xs| 1|1 |-1]-1

(4.9) Gauss’s Lemma. Lad p vere et ulige primtal, og antag, at p ikke gar op i a. Da er

(%) — (=", (4.9.1)

hvor n er antallet af negative blandt de numerisk mindste rester modulo p af tallene xa for
1<x<(p-1/2

Bevis. Tallene xa for 1 < x < (p — 1)/2 er ikke delelige med p, sa deres numerisk mindste
resterertal rmed 1 < |r| < (p—1)/2. Betragttotal x1 ogxo med 1 < x1,x2 < (p—1)/2,
og lad r1 og rp veere de numerisk mindste rester af x1a 0g xoa. Antag, at |r1| = |r2|. Modulo
persd0 =ry +r) = (x1 £ x2)a; da|x1 £ x2| < p — 1, folger det farst, at x; & x» = 0, 0g
dernast, at x1 = x».

De numeriske verdier af de numerisk mindste rester af tallene xaforl <x < (p —1)/2
er altsa forskellige. Derer (p —1)/2 tal og (p — 1)/2 muligheder for de numeriske verdier.
De numeriske vardier ma derfor veere tallene 1, 2, . .., (p — 1)/2. Produktet af de numerisk
mindste rester er derfor 1 -2.--(p — 1)/2 multipliceret med (—1)", hvor n er antallet af
negative faktorer. Modulo p har vi derfor kongruensen,

la-2a---ZFra=(-1"1.2... 5L

og heraf fglger (P~/2 = (—1)". Ligning (4.9.1) falger nu af Euler’s Kriterium (4.2.1). [
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(4.10) Gauss’s Reciprocitetsformler. For ulige primtal p, g gelder folgende formler for
Legendre-symbolet:

-1 - 2 -
(—) = x-a(p) = (-1)"7V, (—) = xs(p) = (~1) V7, (B) = i(ﬁ);
p p q p

fortegnet i den sidste formel er —1, hvis p = g = 3 (mod 4), og ellers +1 (og i avrigt
p—1 g-1

bestemt ved (—1) 2 "2 ).

Bevis. En geometrisk fortolkning af tallet n i Gauss’s Lemma (4.9) fas pa felgende made:
@jensynlig er n antallet af tal x, med 1 < x < (p — 1)/2, for hvilke der findes et tal y med
—(p—1)/2 < xa—yp < —1. Etsadant y er entydigt bestemt. Da p er ulige, er ulighederne
for y enshetydende med at —p/2 < xa — yp < 0. Tallet n er altsa antallet af heltalspar
(x, y) (gitterpunkter), som opfylder ulighederne,

D a a 1
0<x<2, px<y<px—|—2.

Ulighederne bestemmer et parallellogram i planen:

a+1
2

N

og tallet n er altsd antallet af gitterpunkter i det indre af parallellogrammet.
Den sidste reciprocitetsformel er &kvivalent med ligningen,

(B)-cr=

Ifglge Gauss’s Lemmaer venstresiden (—1)" " hvor n er antallet af gitterpunkter i parallello-
grammet ovenfor, med a := ¢, 0g m er antallet af gitterpunkter i et tilsvarende parallellogram.
Spejles dette sidste parallellogram i linien x = y ses, at n + m er antallet af gitterpunkter i
det indre af den markerede figur herunder (da p og ¢ er primiske, er der ingen gitterpunkter
pa linien fra (0, 0) til (p/2, q/2)).

qg+1
2

N[

N
"E
AN
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Det (abne) rektangel bestar af den markerede figur, to trekanter, og et kvadrat med sideleengde
%. | kvadratet findes ingen gitterpunkter. De to trekanter er kongruente, og indeholder derfor
samme antal gitterpunkter. Modulo 2 er antallet, n + m, af gitterpunkter i den markerede
figur altsa lig med antallet af gitterpunkter i det abne rektangel, dvs lig med ”T_l qT_l. Heraf
falger gjensynlig Formel (4.10.1).

Den mellemste reciprocitetsformel er ligningen,
2
~) = xe(p). (4.10.2)

Ifelge Gauss’s Lemma er (%) = (=1)", hvor n er antallet af gitterpunkter i det indre af
parallellogrammet (med a := 2):

| parallellogrammet er der gjensynlig kun gitterpunkter pa linien, hvor y = 1, og antallet er
n =[5]1—[4]. Djensynliger

4h — 2h = 2h, hvis p = 8h + 1,
[p] [p]_ (4h — 1) — (2h — 1) = 2h, hvis p = 8h — 1,
2 41 | @h+1)—2h=2h+1, hvis p = 8h + 3,

(4h—2) — (2h —1)=2h —1, hvisp =8h—3.
Heraf ses, at (—1)" = xg(p), hvormed (4.10.2) er bevist.
Betragt endelig den farste reciprocitetsformel,

<_—1> = x-4(p)- (4.10.3)
P

Da p er ulige, er x_4(p) = (—=1)?~D/2 Formlen folger derfor umiddelbart af Euler’s
Kriterium (4.2.1). Dette kriterium indgik ogsa i beviset for Gauss’s Lemma. Lad os alligevel
bemarke, at Gauss’s Lemma medfarer (4.10.3). Vi har (‘71) = (=1)", hvor n antallet af
gitterpunkter i det indre af parallellogrammet (med a := —1):

Her er der kun gitterpunkter pa linien hvor y = 0, og antallet er n = [g] =(p-—-1)/2
Hermed er Gauss’s reciprocitetsformler bevist. a
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(4.11) Definition. Legendre-symbolet udvides til det generelle symbol ( ) nevnt i Seetning

(4.3) pa felgende made: Jacobi-symbolet (M) = xu(a) (hvor u er ulige og positiv) gives
verdien 0, hvis a, u ikke er primiske. | almindelighed betragtes en ,,primoplgsning* af u:

u = (kvadrat) - p1--- p,, (4.11.1)

med forskellige ulige primtal p;. Nar (a, u) = 1, defineres (%) som produktet af veerdierne
af Legendre-symbolerne ( )

Et tal D kaldes en prlmdlskrlmlnant hvis enten D = p er et primtal kongruent med 1
modulo 4, eller D = — p, hvor p er et primtal kongruent med 3 modulo 4, eller D eretaftallene
—4, 8, —8. For et ulige tal u satter vi u* = (—1)“~Y/2y. De ulige primdiskriminanter er
altsa tallene af formen p*, hvor p er et ulige primtal, og de lige primdiskriminanter er tallene
2*, hvor 2* (aldeles upracist) betegner et af tallene —4, 8, —8.

Kronecker-symbolet (%) = xp(a) (hvor D er en diskriminant) gives verdien 0, hvis a, D
ikke er primiske. For en primdiskriminant p* defineres symbolet ved ligningerne,

a . a . a . a .
(F) — Xp(a)9 (__4) = X_4(Cl), (g) = XS(CZ), (—_8) = X_S(Cl).

| den farste ligning er p et ulige primtal, og x,(a) er Legendre-symbolet. Karaktererne
X—4, X8, X—g €r beskrevet i (4.8) for ulige a; de gives veerdien 0, nar a er lige. Enhver
diskriminant D kan entydigt faktoriseres:

= (kvadrat) - p3 - - - p, (4.11.2)

hvor faktorerne p er forskellige primdiskriminanter og hgjst én er lige. Nér (a, D) = 1,
defineres (7;) som produktet af vaerdierne af symbolerne ().

(4.12) Farste bevis for Den generelle Reciprocitetsseetning. Det skal vises, at det udvi-
dede symbol har egenskaberne (1) og (2) i (4.3). Egenskaben (1) er triviel, idet (%), ud fra
primoplagsningen af b, er defineret som et produkt af karakterer. Betragt Reciprocitetsform-
len (4.3.1). Skriv D som produkt pa formen i (4.11.2), og skriv u som produkt af formen i
(4.11.1). Begge sider af formlen er 0, hvis D og u ikke er primiske, sa vi kan antage, at D og
u er primiske. Under brug af de multiplikative egenskaber ses, at det er nok at vise formlen
nar u = p er et ulige primtal og D = ¢* er en primdiskriminant. Det skal altsa vises, nar p

Denne ligning foelger let af Gauss’s tre Reciprocitetsformler: Med ¢* = —4 er (‘74)

(_71) = x_4(p); med g* = 8er (%) = (%) = xg(p); med ¢g* = —8er (—78) — (—74)(%)

(9(2) = x-a(p)xa(p) = x-s(p). 0g med et ulige primtal ¢ er (2) = (2 2"1) —

G0 = (D DR) 0D = () = xy (). n
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(4.13) Tilfgjelse. Jacobi-symbolet (%) for ulige positive u, er ogsa multiplikativt i u, og der
galder formlerne:

-1 -
(—) = x-4w) = (-2)“ V"%,
u
2 2
(_) — o) = (<1)' *-1/8,
u
U u1

hvor fortegnet i den sidste formel er —1, hvisu1 = up = 3 (mod 4), og ellers +1.
Kronecker-symbolet (%) for diskriminanter D, er ogsa multiplikativt i D, og der galder

formlerne:
-1 1 ndrD >0,
(_JZ{ ST (4.13.1)
D —1 narD < Q.
2 2_ . .
(5) = xg(D) = (—1)(D V78 ndrper ulige, (4.13.2)

(3)-+(3)

hvor fortegnet i den sidste formel er —1, hvis D1 0g D2 begge er negative, og ellers +1.

Bevis. Det fglger umiddelbart af definitionen, at Jacobi-symbolet er multiplikativt i u, og
formlerne for Jacobi-symbolet blev vist i (4.5).
For at vise, at Kronecker-symbolet er multiplikativt,

(DlaDz) - (Dil) (D_2> (4.13.4)

bemaerkes, at oplgsningen (4.11.2) for D1 D, fas udfra de tilsvarende oplgsninger af D1 og
D». Det skal vises, at hver primdiskriminant p*, som forekommer i Dy og/eller D5, bidrager
med samme faktor pa begge sider af (4.13.4). Det er trivielt for en ulige primdiskriminant.
For en lige primdiskriminant reduceres til tilfeeldet, hvor D1 og D, er lige og forskellige
primdiskriminanter. Mulighederen for D1 D5 er sa essentielt falgende:

(—4)-8=(2%)-(=8), (~4)-(-8)=(2%-8, 8-(-8) =42.(—4);

den pastaede ligning (4.13.4) reduceres til definitionen: x_g = x_4xs.

Betragt ligning (4.13.1). Begge sider er multiplikative i D, sa det er nok at vise ligningen,
nar D er en primdiskriminant. Nar D = p = 1 (mod 4), er begge sider 1. NarD = —p = 3
(mod 4), er begge sider lig med —1. Endelig, for en lige primdiskriminant fglger pastanden
afat xg(—=1) =109 x—4(—1) = x_g(=1) = -1
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| (4.13.2) er D en ulige diskriminant. Under brug af (4.4.1) far vi,

(5)-(3)-(3)-(2)-mo-ar

i den sidste ligning er det brugt, at xg(a) = xs(—a) for alle a.

Endelig, i ligning (4.13.3) er begge sider 0, hvis D1 og D; ikke er primiske. Antag altsa,
at D1 og D er primiske. Specielt er sa et af tallene D1 og D, ulige. Af symmetrigrunde kan
vi antage, at D, er ulige. Under brug af (4.4.1) far vi,

()= (o) - (5:)
D; | D2| Dy )
Hvis D5 er positiv, er dette den sggte formel. Hvis D, < 0, er hgjresiden lig med (‘D—Dlz) =

(32)(52), og nu falger den sggte formel af (4.13.1). 0

(4.14) Alternativt bevis. | det foregaende har vi set, hvordan Gauss’s Reciprocitetsform-
ler, der kun vedrgrer Legendre-symbolet (%) naesten umiddelbart medfagrer Den generelle

Reciprocitetssatning (4.3), sa snart det generelle symbol (%) er defineret,

| det falgende giver vi et alternativt bevis for Den generelle Reciprocitetssatning, hvor det
fundamentale skridt er et direkte bevis for fglgende ligning (hvor p er et ulige primtal, og
D er en ,kvadratfri“ diskriminant (dvs af formen D = ¢ ---¢q;, hvor g, ..., g} er parvis
primiske primdiskriminanter):

D
(—) = xp(p); (4.14.1)
p

venstresiden er altsa Legendre-symbolet og hgjresiden er Kronecker-symbolet. Med valgene
D = —4, D = 8,09 D = ¢* med et ulige primtal ¢, felger Gauss’s reciprocitetsformler af
(4.14.1). Det er altsa nok at vise (4.14.1). Beviset bygger pa egenskaber ved Gauss-summer
dannet i endelige legemer.

(4.15) Gauss-summer. Vi betragter et helt generelt ‘setup’: Der er givet et naturligt tal n,
og et legeme L, hvis karakteristik ikke er divisor i n; i den klassiske sitationer L = C, men i
vores anvendelse vil L faktisk veere et endeligt legeme af karakteristik p, hvor p 1 n. Videre
er der givet en generel Dirichlet-karakter (dvs en homomorfi) x: (Z/n)* — L* 0g en n’te
enhedsrod ¢ € L.

Under disse generelle forudsetninger defineres den tilhgrende Gauss-sum t = t(x, ¢)
som summen,

T(x. )= ) x(@z®,
amod*n

hvor notationen indikerer, at index a gennemlgber et repraesentantsystem for de primiske
restklasser modulo n. Gauss-summen t er naturligvis element i det givne legeme L.

For hver divisor d | n har vi en veldefineret homomorfi,

(Z/m)* — (Z/d)", (4.15.1)
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der afbilder restklassen af @ modulo n pa restklassen af @ modulo 4. Homomorfiens kerne
U = U(d) C (Z/n)* bestar af de primiske restklasser af @ modulo n, som opfylder a = 1
(mod d). Det er ikke svert at vise, at homomorfien er surjektiv. De to grupper har ordner
¢(n) 0g ¢(d), s& homomorfiens kerne har orden ¢(n)/¢(d).

Karakteren x : (Z/n)* — L* siges at veere induceret af en karakter modulo d, hvis der
findes en karakter x: (Z/d)* — L* séaledes, at x ([a],) = X ([a]q) for tal a, der er primiske
med n. Fx er den trivielle karakter x1: (Z/n)* — L*, bestemt ved x1(a) = 1 for alle tal a
primiske med n, induceret af en karakter modulo 1. Da homomorfien (Z/n)* — (Z/d)* er
surjektiv, fglger det af Homomorfisatningen, at x induceres af en karakter modulo d, hvis
og kun hvis x (a) = 1 for alle restklasser a € U(d). Karakteren x kaldes primitiv, hvis den
ikke induceres af en karakter modulo 4 med en divisor d < n.

(4.16) Lemma. (1) Antag, at x : (Z/n)* — L* er en Dirichlet-karakter. Da er

, hvis =1 for alle Z/n)*,
Z 1) = { @(n), hvis x(a) a € (Z/n) (4.16.1)
yraoen 0, ellers.
(2) Antag, at¢ € L* har ordenn. Lad h vere et helt tal, og setk := (n, h). Da er
a (n)
Yoo = 2 by =Y u/dyd. (4.16.2)

amod* n ¢(n/k) dlk

Bevis. (1) Den farste ligning geelder for en vilkarlig homomorfi y: G — L*, hvor G er en
endelig kommutativ gruppe:

Y (@)=

{ |G|, hvis x(g) =1foralleg € G,
geG

0, ellers.

Tallet |G| pa hgjresiden skal naturligvis fortolkes som tallet gange et-elementet i legemet; det
er gjensynlig lig med summen pa venstresiden, nar yx er den trivielle homomorfi x (g) = 1
for alle g € G. Hvis yx er ikke-triviel, findes et element gg € G med x(go) # 1. Nar
g gennemlgber G, vil ogsa gog gennemlgbe G, og derfor er Zg x(g) = Zg x(gog) =
x (g0) Zg x(g). Altsder (1 — x(go)) Zg x(g) = 0. | legemet L galder specielt nulreglen.
Folgeliger 3, x(g) = 0.

(2) Enhedsroden ¢ har orden 2, og frembringer derfor i L* en cyklisk undergruppe af orden
n. Heraf falger som bekendt, at ¢” har orden e := n/k, hvor k := (n, h). Nar a gennemlgber
de primiske restklasser modulo n, vil ¢ ¢ gennemlgbe de primitive n’te enhedsradder, og ()¢
vil gennemlgbe de primitive e’te enhedsrgdder, idet hver rammes ¢(n)/¢(e) gange. Derfor
er Y . mod*n cha lig med ¢(n)/@(e) gange summen af de primitive e’te enhedsrgdder; den
sidste sum er som bekendt lig med w(e). Hermed er den farste ligning i (4.16.2) bevist.

Den anden ligning i (4.16.2) er en ligning mellem hele tal. Ligningen geelder for naturlige
tal n, k med k |n. Med n = ek har ligningen felgende form:

gz()p(ek) ue) = Z ;L(e g)d (4.16.3)
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Vi omformer ligningens venstreside (vs) og hgjreside (hs) hver for sig. | argumentet skal vi
gentagne gange udnytte, at i (m) = 0, hvis argumentet m ikke er kvadratfrit, dvs nar m er
deleligt med et kvadrat sterre end 1.

Betragt for de givne tal k, e den naturlige fremstilling af k som et produkt k = ¢’m, bestemt
ved at alle primdivisorer i ¢’ gar op i e og ingen primdivisorer i m gar op i e. Af egenskaben
ved ¢’ falger, at p(ee’) = €’'¢(e), og af egenskaben ved m falger, at m er primisk med e og
med e’. Specielt, da ¢(n) er multiplikativ, fglger det, at p(ek) = @p(ee’'m) = €'p(e)p(m).
Altsa far vi for venstresiden:

_ @ (ek)
p(e)

Pa hgjresiden i (4.16.3) er summen over divisorerne d i k = ¢’m. Da e’, m er primiske, har
divisorerne formen d = bc, hvor b|e’ og c|m. Altsa er

hs = Z,u(e g)d = Z ,u(e%/ %)bc.

d|k ble',c|lm

Vs (e) = e'pmu(e).

Tallet ¢’ /b er divisor i ¢/, og hver primdivisor i e’ er divisor i e. Heraf faglger, at produktet
e(e’/b)(m/c) kun kan veere kvadratfrit, nar » = ¢’. | den sidste sum ovenfor er det altsa kun
leddene svarende til » = ¢/, der kan veere forskellige fra 0. Medtages kun disse led, far vi

forenklingen:
hs = Z,u(e %)e/c = ¢ u(e) Zu(%)c;
clm

clm

det sidste lighedstegn falger af, at .« er multiplikativ og e er primisk med m /c. Det folger af
Mabius’s Inversionsformel, at summen ovenfor er lig med ¢(m). Falgelig er vs = hs, som
gnsket. 0

(4.17) Seetning. Antag, at karakteren y : (Z/n)* — L* er primitiv og at den n’te enhedsrod
¢ € L* er primitiv. Betragt Gauss-summerne t := t(x,¢) 0g t* = t(x %, ¢ 1). Da
gaelder tt* = n.

Bevis. Betragt produktet zt* af de to Gauss-summer. Nar a, b gennemlgber alle par af
primiske restklasser, vil ba, b gennemlgbe de samme par. Derfor kan vi omforme:

¥ = Z X(a)X(b)_lé'“_b: Z X(ab)x(b)_lé'ba_bz Z x(a) Z g_h(a—l).

a,bmod*n a,bmod*n a mod*n bmod*n

Den inderste sum for fast a kan vi beregne ved hjelp af (4.16.2) med 7 :=a — 1. Vi far

Yo e b= N pmydyd.

bmod*n d|n,d|a—1

tth= Y x@ Y u@/d)d.

amod*n dlin,d|a-1

Altsé er
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Vi ombytter summationsraekkefglgen og summerer yderst over d |n og inderst, for fast d,
over de primiske restklasser a modulo n, som opfylder, at d |a — 1, altsdata = 1 (mod d).
Disse restklasser udgar netop kernen U (d) for den naturlige homomorfi (Z/n)* — (Z/d)*.

Derfor far vi:
ttr =" Y x@p@/d)d.

dln acU(d)

For fast d bestemmes summen >, ;4 x (@) ved hjzlp af (4.16.1): Restriktionen af x il
U (d) er en homomorfi U(d) — L*; da x er antaget primitiv, kan restriktionen kun veere
triviel, hvis d = n. Derfor er summen lig med 0 med mindre d = n. | summen ovenfor er der
altsa kun bidrag for d = n; her er U (n) = {1}, og det giver gjensynlig ligningen tt* = n. 1

(4.18) Korollar. Antag under forudsatningerne i (4.17), at karakteren y er kvadratisk, dvs at
x? er konstant 1. Da galder for kvadratet p4 Gauss-summent = t(x, ¢), att? = x(—1)n.

Antag specielt, at x = xp er Kronecker-symbolet harende til en diskriminant D, der
er et produkt af parvis primiske primdiskriminanter, og at L er et legeme, som indeholder
en primitiv n’te enhedsrod ¢, hvor n = |D|. Da galder for kvadratet pa Gauss-summen
T.=1t(xp,¢) €L, att? = D.

Bevis. Da x er kvadratisk, er x(a)~1 = x(a). N&r a gennemlgber de primiske restklasser
modulo , vil —a gennemlgbe de samme restklasser, og x (—a) = x(—1)x (a). Altsa er

™= ) x@i™= Y x(=Dx@¢*=x(-Dr,

a mod*n a mod*n

og dermed er t = x(—1)t*. Af Seetningen fas sd, at 72 = x (—1)tt* = x (—1)n.

Det er let at se, under forudsatningerne om D, at Kronecker-symbolet x p er en primitiv
karakter modulo n = |D|. Videre er xp(—1) = sign D. Dette er indholdet af ligning
(4.13.1); af beviset i (4.13) fremgar, at ligningen alene falger af Euler’s Kriterium (og et blik
pa karaktererne x_4, xs, x_g. Altsd er xp(—1)n = (sign D) |D| = D. Den sidste ligning i
Korollaret er altsa et specialtilfelde af den farste. a

(4.19) Bemarkning. En karakter x er en homomorfi fra en endelig gruppe, sa hver verdi
x (a) er enhedsrod (fordi a har endelig orden).

Betragt det komplekse tilfeelde, altsd L = C. Afz* = 1fglger |z|" = 1, sd hver enhedsrod
har numerisk vaerdi 1. Den inverse til en enhedsrod er altsa det komplekst konjugerede tal.
Det falger specielt, at x ()1 = x(a) 0og ¢ ! = ¢. Gauss-summen t* er alts det komplekst
konjugerede tal 7. Derfor er tv* = |7|?. Under forudseatningerne i (4.17) gelder altsd, at
7] = /n.

For en kvadratisk karakter x gelder, under forudseatningerne i (4.18), at 72 = x(—1)n.
Hvis x(—1) = 1, ma der altsd gelde © = 4./n og hvis x(—1) = —1 ma der gelde
T = +i./n. Fortegnene afhaenger af valget af enhedsrod. For den ,kanoniske* n’te enhedsrod
¢n = e?™/" og Kronecker-karakteren xp harende til en primdiskriminant, kan man vise,
at fortegnet altid er +1. For de lige primdiskrimanenter —4, 8 og —8 er det naturligvis en
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triviel udregning. For en ulige primdiskriminant p* = (—1)?~1/2p er karakteren Legendre-
symbolet x,, og resultatet er ganske dybtliggende:

Jp ndrp=1 (mod 4),

T(Xps §p) = { i/p narp =3 (mod 4).

(4.20) Andet bevis for Reciprocitetssetningen. Som navnti (4.14) er det nok at vise, for et
ulige primtal p og en diskriminant D, der er et produkt af parvis primiske primdiskriminanter,
at xp(p) = (%) Begge sider i ligningen er nul, hvis p| D. Det kan derfor antages, at p 1 D.
Set n ;= |D| og valg et legeme L af karakteristik p som indeholder en primitiv n’te
enhedsrod ¢. Et sidant legeme kan som bekendt konstrueres som en endelig udvidelse af F,,.
Betragt i L Gauss-summen t = t(xp, ), 0g dens kvadrat 2. Af resultatet i (4.18) fas:

2 = D. (4.19.1)
Da p t D,er D # 0ilegemet L; ligningen medfarer derfor specielt, at ¢ # 0.

Betragt pa den anden side den p’te potens t”. Elementet z er en sum i karakteristik p og
xp(a)? = xp(a), da p er ulige. Derfor far vi,

= Y @i =Y xp(P)xp(pa); = xp(p)r.

amod*n amod*n

Da t # 0, kan 7 bortforkortes, sa vi far ligningen
"1 = xp(p). (4.19.2)
Tilsammen far vi i L ligningerne,
pw=b/2 _ (1.2)(17—1)/2 — P71 = xp(p).

Det to yderste sider i ligningerne er hele tal, opfattet i legemet L. Da legemet har karakteristik
p, ma disse tal altsa vaere kongruente modulo p. Via Euler’s Kriterium opnas derfor,

xp(p) = DP~V/% = (g) (mod p).

De to yderste sider i kongruenserne er 41, sa deres differens er numerisk hgjst 2. Da differen-
sen er delelig med det ulige primtal p, ma differensen altsa vaere 0. Derfor gaelder ligningen
xp(p) = (%) som gnsket. 0

(4.21) Bemarkning. Som en anvendelse af reciprocitetssaetningen viser vi fglgende om
Mersenne-tallene M, = 29 — 1.
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Seetning. Lad g vere et ulige primtal. Da er 2q + 1 divisor i M, hvis og kun hvis 2q + 1
er et primtal og g = 3 (mod 4).

Bevis. Seet p :=2¢g + 1. Daer p ulige, p > 3,09 p — 1 = 24.

~kun hvis“: Antag, at p | M, altsé p | 2¢ — 1. Idet vi regner modulo p, er altsé 2¢ = 1.
Folgelig er (—2)7 = —1, og dermed er (—2)2¢ = 1. Den sidste kongruens viser, at modulo
p har —2 en orden, som er divisor i 2¢q, og den farste viser, at orden ikke kan veere ¢. Da ¢
er et primtal, og vi trivielt har (—2)? = 1, folger det, at restklassen af —2 i gruppen (Z/p)*
har orden 2g. Denne gruppe indeholder altsa (mindst) 2g = p — 1 elementer. Restklassen af
0 er derfor den eneste restklasse i Z/ p, som ikke er invertibel. Altsd ma p veere et primtal.
Yderligere falger det af kongruensen (—2)¢ = —1, at —2 ikke kan vere et kvadrat modulo
p. Verdien af Legendre-symbolet (‘72) er altsd —1. Modulo 8 er p derfor kongruent med 5
eller 7. Da p = 2q + 1, med g ulige, fglger det, at ¢ = 3 (mod 4).

Lhvis™: Antag, at p er et primtal og at ¢ = 3 (mod 4). Daer p = 7 (mod 8). Falgelig
er 2 et kvadrat modulo p, altsd 2 = x2 (mod p). Heraf ses, at 2¢ = x?¢ = 1 (mod p).

Folgelig gar p opi 29 — 1. i

Afsaxtningen faglger, at Mersenne-tallene M11, M>3, Mgs, . .. erdelelige med, henholdsvis,
23,47, 167, ... . Det farste sammensatte Mersenne-tal, som ikke star i denne liste er i gvrigt
Mog.

(4.22) Opgaver.

1. Betragt Jacobi-symbolet (%) hvor u er positiv og ulige, og (a, u) = 1. Vis, at hvis kon-

gruensen x% = a (mod u) kan Igses, s& er (¢) = 1. Vis, at det omvendte ikke ngdvendigvis

gealder.

2. Bestem verdierne af (%) for alle diskriminanter D med —20 < D < 20.

3. Indsat resten af veerdierne i nedenstaende tabel over Legendre-symbolet x (a) = (%)

a|1|2|3|4|5]|6]|7]8]9]10]11]12

xof 1 [ 1] [ [ [ [1] [ |

4. Vis pastanden i (4.11) om entydig faktorisering af diskriminanter.

5. Vis, for et ulige primtal p og (a, p) = 1, at a er kvadratisk rest modulo p", hvis og kun
hvis (£) = 1.
p

6. Vis, for et ulige primtal p, formlen ), ("(“T“)) = —1, hvor summen er over restklasser

a primiske med p. [Vink: Med ab =1 (mod p) era(a + 1) = a?(1 + b) ]
7. For hvilke b er (%) den trivielle karakter (Z/b)* — {+1}?

8. Vis, at fglgende algoritme bestemmer symbolet s = (%) uden at faktorisere potenser af 2.
Initialisermed a :=a, b :=b,s:= 1.

(0) Hvis b = 3 (mod 4), sa setb := —b.

(1) Hvisb = 1, sa STOP.

(2) Bestem den principale rest » af a ved division med b, altsaa = gb +r med 0 < r < |b].
Hvis r = 0, sa s&t s := 0 og STOP. Ellers settes a := r.
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(38) Hvisa = 3 (mod 4), sd set a ;= —a. Hvisa = 2 (mod 4): Hvis b > 0, sa sat
a:=a—boghvisb <0,sds®ets:=—-soga:=—-a—Dhb.
(4) Ombyt og gentag: St (a, b) := (b, a), og GOTO (1).

[Vink: Lakke-invarianter (strengt taget for (2)+(3)): ,,b er en diskriminant®, og s - (%)
Vedr (3): Brug, ata > 0, og brug bogens ligninger for Kronecker-symbolet. | de manglende
tilfeelde i1 (3) er a en positiv diskriminant.]

9. For et primtal p s&ttes S(F,) = { (x,y) € F? | x? 4+ y* = 1}; det er ,enhedscirklen*
modulo p. @jensynlig er [S(F2)| = 2. Vis for p > 2, at |S(F,)| = p — (=1)P~Y/2, Hvad
sker der, nér man mere generelt betragter et , keglesnit* ax? 4+ y?> = 1 modulo p, hvor p { a?

[Vink: Punkterne P = (x, y) pa den sadvanlige enhedscirkel S(R), N
fraregnet nordpolen N = (0, 1), parametriseres ved at man lader punktet P
P svare til skeeringspunktet 7 = (¢, 0) mellem linien N P og x-aksen. r

Beskriv parametriseringen, og overvej, hvordan regningerne forlgber,
hvis man i stedet regner modulo p.]

10. Vis, at der er uendelig mange primtal p med p = 3 (mod 8). [Vink: Kig, for givne
ulige p1, ..., pn péen primdivisor p i u? + 2, hvoru := p1 --- p,. Vis, at —2 er et kvadrat
modulo p, og slut at modulo 8 er p = 1 eller p = 3. Det sidste ma indtreeffe for mindst ét p
(ja, hvorfor?); veelg sadan et p som p,41.]

Vis tilsvarende, at der er uendelig mange primtal p med p = 7 (mod 8). Hvad med
p =5 (mod 8)? [Vink: Kig pa primdivisorer i (2u)?+ 1, hvor u er ulige.] Hvadmed p =1
(mod 6)? [Vink: Kig pd (2u)? +3.] Oghvad med p = a (mod 12), fora =5, 7, 11?

11. Hvad betyder ,kubisk karakter“? For hvilke primtal p kunne det veere af interesse at
studere kubiske karakterer modulo p?

12. Lad D veere endiskriminant. Vis, at hvis D eren , kvadratfri diskriminant, altsa et produkt
af parvis primiske primdiskriminanter, sa bestemmer Kronecker-symbolet (%) en primitiv
karakter xp: (Z/D)* — {£1}. Vis omvendt, at hvis Kronecker-symbolet bestemmer en
primitiv karakter, sa er D , kvadratfri*.

13. Lad p veere et ulige primtal. Vis, at for alle v > 1 er der pracis én ikke-triviel kvadratisk
karakter (Z/p')* — {=£1}. Er det karakteren bestemt ved Jacobi-symbolet (ﬁ)?

14. Vis, modulo et primtal p > 3, at summen af de kvadratiske rester er kongruent med O.

15. *Vis, at for hver primdivisor p i Fermattallet F,, = 2" + 1 er p = 1 (mod 2"*?),
[Vink: kig pa ordenen af 2 modulo p; det giver i hvert fald umiddelbart p = 1 (mod 2"+1) ]

16. Vis, at tallet g5 = 2% 4+ 1 for k > 2 er et primtal, hvis og kun hvis 3@—b/2 = _1
(mod g). Hvorfor er det i gvrigt kun tilfeeldet, hvor & er en potens af 2, der er interessant?
[Vink. ,hvis®“: Brug kongruensen til at bestemme ordenen af 3 modulo gy, og videre ordenen
af (Z/qr)*. ,kun hvis“: her er g er primtal, altsa et Fermat-primtal, sa specielt er k lige. Sa
er gjensynlig gx = 1 (mod 4), og gx = 2 (mod 3), og potensen 3@ ~1/2 modulo ¢; kan
bestemmes via ,,Euler” og reciprocitet.]

17. Antag, at n = nyny er produktet af to primiske faktorer n1, ny. Antag, for j = 1, 2,
at ; er en n;’te enhedsrod og at yx; er en karakter modulo n;. Vis, at { = {182 er en
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n’te enhedsrod. Under hvilke omstendigheder bliver ¢ en primitiv n’te enhedsrod? Vis,
at enhver n’te enhedsrod kan skrives pa denne form, ¢ = ¢1¢2, med passende ¢;. Vis, at
X = x1x2, defineret ved x (a) = x1(a)x2(a) nér (a, n) = 1, er en karakter modulo n. Vis
for Gauss-summerne, at t(x, ¢) = t(x1, ¢1)T(x1, £2).

18. Lad x veere en karakter modulo n, og lad ¢ veere en n’te enhedsrod. Vis, nar (b, n) = 1,
at x ()t (x,¢") = t(x, O).

19. Betragt Gauss-summen t = 7(x, ¢), hvor x: (Z/n)* — L* er en karakterog ¢ € L er
en k’te enhedsrod (hvor k |n). Vis, at hvis x induceres af en karakter x: (Z/k)* — L*,saer
t(x, ) = (p(n)/ek))T (X, ¢). Vis, at hvis x ikke er induceret af en karakter modulo &, sa
ert =0.

20. Antag, at ¢ € L* er en primitiv n’te enhedsrod og at x: (Z/n)* — L* er en primitiv
karakter. S&t x*(a) = x(a)~! nér (a,n) = 1, og giv x (a) 0g x *(a) verdien 0, ndr a ikke
er primisk med n. Specielt er s& (n) = > 104 » X (©)x*(c). Desuden er x*(a)t(x,¢) =
t(x, ¢%) for alle a. Betragt Gauss-summerne t = t(x, ¢) og t* = t(x*, ¢~1). Gennemga
de enkelte skridt i falgende udregning (hvor summerne er over alle restklasser modulo »):

PmTT* =Y X (T OX@OT( LT =Y T, )T ¢

c

= > x@x* BT =" x@x ) YT =) x@x*@n = gmn.
a,b c a

a,b,c
Ved division med ¢(n) fas tt* = n. Der er en karakteristisk lille fejl i argumentet. Hvilken?
21. *Antag, at¢ € L* harordenn og at karakteren x : (Z/n)* — L* induceres af en primitiv
karakter modulo f, hvor f |n. Vis, athvisn/f er kvadratfriog (f,n/f) = 1,sdertt* = f.
| alle andre tilfeelde er r = 0. [Vink: reducer til tilfeeldet, hvor f er en primtalspotens.]
22. *Lad &: (Z/n)* — L* vaere en karakter modulo n. Vis, at der findes en divisor f |n
med falgende egenskab: x induceres af en karakter modulo f, og enhver anden divisor d |n
saledes, at x induceres af en karakter modulo d, er et multiplum af . Tallet # kaldes fareren
for x.
23. Bestem de komplekse Gauss-summer t(x, ¢,) (hvor ¢, = e?%i/™), nér (1) n = 4,
X =X-409(@2)n=8, x =yxs 0gndr(3)n =8, x = x-s.
24. Betragt for et ulige primtal p den komplekse Gauss-sum t, = t(x,, ¢p), hvor x, er
Legendre-karakteren og ¢, = e2*/P. Bestem 1, for p = 3,5,7. [Vink: Ifglge resultatet
i noterne er det nok at bestemme fortegnet, men for p = 3 0og p = 5 kan du da beregne
Gauss-summen direkte.]
25. Betragt legemet L = 13 med 11 elementer. Vis, at restklassen af 2 er en frembringer
for gruppen Iy;. Restklassen ¢ := [4] er derfor en primitiv 5’te enhedsrod i F1;. Lad xs
véere Legendre-karakteren modulo 5. Bestem, i [F11, Gauss-summen 7 (xs, ¢). Check lige, at
¢ =5.
26. Betragt et element £ # 0 i legemet L = Fog. Vis, at hvis &% = 1, sd har £ orden 7.
Vzis, at ¢ := [16] har orden 7 i L*. Bestem, i [Fo9, Gauss-summen t(x7, ¢). Check lige, at
¢ = —T1.



us

H3

H3

H4

H4

60 84

27. Vis, at der bestemmes en karakter x : (Z/5)* — C*ved x(1) =1, x(2) =i, x(3) = —i,
x (4) = —1. [Vink: (Z/5)* er cyklisk, frembragt af restklassen af 2.] Bestem Gauss-summen
T = 7(x, ¢5). Check lige, at || = /5.

28. Lad der veere givet et legeme L. Ved en karakter pa G, hvor G er en endelig abelsk
gruppe, forstas en homomorfi x : G — L*. Vis, at karaktererne pa G udggr en kommutativ
gruppe. Vis, at hver veerdi x (g), for g € G, er en enhedsrod i L.

29. *Lad G veere en endelig gruppe og lad / vaere den maksimale elementorden i G. Antag, at
legemet L indeholder en primitiv /’te enhedsrod. Vis, at gruppen af alle karakterer x : G —
L* er isormorf med G. (Isomorfien er ikke kanonisk.) [Vink: Vis farst pastanden for en
cyklisk gruppe; brug struktursatningen i det almindelige tilfalde.]

30. Er karaktererne x12 0g x—12, svarende til Kronecker-symbolerne ({5) og (<%z), primitive
karakterer modulo 12? Vis, at der er 4 karakterer modulo 12. Hvorfor kan de naturligt

betegnes x1, x3, x—4 09 x12?

31. Vis, at restklassen ¢ := [2]13 har orden 12 i ;. Bestem med denne enhedsrod Gauss-
summerne i [F13 svarende til de 4 karakterer (x1, x3, x—4 09 x12) modulo 12.

32. Bestem for n = 5 de komplekse Gauss-summer t (s, ¢5) 09 T(x1, ¢5), hvor xs(a) = (%)

0g x1 er den trivielle karakter modulo 5. Lad x1 0g x2 betegne realdelene af ¢5 og 552. Udtryk

Gauss-summerne ved x1 0g x2, 0g brug resultatet til at bestemme x1 (og dermed ¢s).
Besvar de samme spgrgsmal for n = 12.

33. Legemet 49 er beskrevet i (3.12): Elementerne har formen a + ib, hvor a, b € F; og
i = —1. Vis, at ¢ := 2i er en primitiv 12’te enhedsrod i Fs9. Bestem Gauss-summen
T = t(x12, ¢) (hvor x12(a) er Kronecker-symbolet (%)) og dens kvadrat 72.

34. Legemet Fig er beskrevet i (3.11): Elementerne har formen a + b& + c&2 + d&3, hvor

a,b,c,d € /b og €* = 1+ &. Vis, at ¢ = &2 er en primitiv 5’te enhedsrod. Bestem

Gauss-summen t = t(xs, ¢) (hvor xs(a) er Legendre-symbolet (%)) og dens kvadrat 2.
Kan du, nar du har besvaret opgaven, tilfgje en besvarelse pa én linie?

35. Lad p > 2 veare et primtal. Vis, at hvis [a], frembringer (Z/p)*, sa er (%) = —1.
Vis, at hvis p er et Fermat-primtal, sa geelder ogsa det omvendte. Vis, at hvis p ikke er et
Fermat-primtal, sa findes et tal a saledes, at (%) = —1o0g [a], ikke frembringer (Z/p)*.

36. Tabellen herunder er uddrag af en tabel med sgjler svarende til tallenen = 2, 3, 4, ..., 21.
Under n i farste reekkke star i anden raekke primoplgsningen af M, = 2" — 1, og i tredie
reekke de primtal p, for hvilke restklassen [2], har orden n i (Z/p)*. Forklar, hvordan man
kan fa tredie raekke ud fra tabellens anden raekke.

Kompleter tabellen, sa den indeholder resultaterne for alle n = 2,3,4,...,21. Duma
gerne overspringe de n, for hvilke M, er et Mersenne-primtal. Det er nok, at du anfarer
tabellens tredie reekke.

2 |34 5 6 |...... 11 |...... 21
3|7 [35[31(3%.7]...... 23-89]......

3| 7|53 |...... 23,89 |...... 337
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[Vink: Du behgver i hvert fald ikke at beregne potenser af 2 starre end 219, Ultimativt kan
du faktorisere 2" — 1 ved at bruge, at 2" — 1 = ]_[dm ®,4(2), men du kan samand ngjes med
at bruge, at hvis n = ¢d er sammensat, sd er 2¢ — 1 divisor i 27¢ — 1.]

Bestem det mindste primtal p, for hvilket der geelder, at (%) = —1o0g [2],’s orden er
mindre end p — 1.

37. Hvad er det for en ,,Homomorfisetning®, der omtales i (4.15)?
38. Betragt for a # 0 ligningen (%) = 1 for ulige primtal p med p 1 a. Vis, at hvis ligningen
geelder for alle p, sa er a et kvadrat.

Vis, nar a er en diskriminant, at det er nok at kraeve ligningen opfyldt for alle p < |a|. Vis
i almindelighed, at det er nok at kreeve ligningen opfyldt for p < 4|al|.

39. Vis, at for hvert helt tal a # 0 findes der uendelig mange primtal p > 2 saledes, at a er et
kvadrat modulo p, og, nar a ikke er et kvadrattal, uendelig mange primtal p séaledes, at a er
et ikke-kvadrat modulo p. Du ma gerne bruge Dirichlet’s Satning om primtal i restklasser.

*Vis pastanden uden at bruge Dirichlet’s satning.
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5. Primtalstestning.

(5.1) Setup. 1 det falgende betegner m et ulige tal stgrre end 1. Vi beskriver en raeekke tests
til afgerelse af om m med en given sandsynlighed er et primtal. | praksis er m et tilfeldigt
tal med et stort antal cifre frembragt pa en computer. Hvis m passerer de nedenfor angivne
tests, sa er m med stor sandsynlighed et primtal. Hvis derimod m ikke passerer blot en enkelt
af disse tests, sa er m med sikkerhed ikke et primtal. I praksis vil man altsa efter testningen
enten vide med sikkerhed, at m er et sammensat tal, eller vide med stor sandsynlighed, at m
er et primtal. Det er veerd at bemarke, at en computer saledes ofte ganske let kan bevise, at
et givet stort tal m er sammensat uden at computeren kan finde blot én ikke-triviel divisor i
tallet.

Sandsynligheden for at et tilfeeldigt tal med fx 100 cifre er et primtal er naturligvis ikke stor.
At denne sandsynlighed pa den anden side ikke er forsvindende falger af Primtalssatningen:
Idet 7w (n) betegner antallet af primtal mindre end eller lig med »n geelder for n — oo, at

w(n) 1
n logn

Sandsynligheden for at et tilfeeldigt tal med 100 cifre er et primtal er efter denne approksi-
mation af stgrrelsesordenen (100 log 10)~! ~ 0, 0043. Der findes mange mere kvantitative
vurderinger af sandsynligheden 7z (n) /n. En elementaer vurdering, der geelder for allen > 2,
er Chebyshev’s vurdering:
1/3 w(n) 3
< < .
logn n logn

(5.2) Definition. For hvert naturligt tal » betegnes med psp,,, eller psp, (m), udsagnet:
py" =1 (mod m). (Psp,)

Hvis psp,, er opfyldt for m, siges m at passere testen psp,, eller at veere et basis-b pseudo-
primtal (eller kort: et psp,-tal). (Ofte kreeves yderligere, at m er sammensat, men vi vil
medregne ulige primtal til pseudoprimtallene.) Tilfeeldet » = 1 er naturligvis uinteressant,
idet udsagnet psp, altid er sandt. | forbindelse med testen antager vi altid, at b > 2.

Observation. Tallet m er et primtal, hvis og kun hvis det passerer psp,, for alleb < m.

‘kun hvis’ falger nemlig af Fermat’s , lille” seetning, og “hvis’ er trivielt: af psp, (m) falger
jo specielt at » ma vaere primisk med m, og hvis det er tilfeldet for alle » < m, ma m vere
et primtal.

Tallet m er selvfglgelig et primtal, netop nar ingen af tallene < /m er divisorer i m, sa
den oplagte primtalstest er at prgve med alle tal d < /m, omd gar op i m. De tal m, der skal
primtalstestes, vil ved de praktiske anvendelser vare store, dvs med 100 eller flere cifre. For
et sadant tal er ./m som bekendt stgrre end antallet af atomer her pa jorden. Den oplagte test
er altsa med sikkerhed absolut uanvendelig. Observationen ovenfor, at teste om m passerer
psp, for alle b < m, er om muligt endnu mere uanvendelig.
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Bemerk, at det er den del af udsagnet, der vedrarer . for alle b < m", som ggr udsagnet
uanvendeligt. Et tal med m med 100 cifre fylder blot 100 tegn, og altsa naesten ingen plads
i en computers hukommelse. En computer kan let — og hurtigt — regne med tal af denne
stgrrelsesorden. Heller ikke potensoplgftningen i testen psp, (hvor der skal regnes modulo
m) er afskraekkende, selv om potensen a priori kreever N = m — 1 multiplikationer: det kan
faktisk geres med log, N multiplikationer (hvordan?).

Hvis m passerer psp, for alle tal b, der er primiske med m, vil vi sige, at m er et pseudo-
primtal. Glosen er i og for sig overfladig, thi af definitionen fremgar, at m er et pseudoprim-
tal, hvis og kun hvis m er enten et primtal eller et Carmichael-tal. Af karakteriseringen af
Carmichael-tal i (2.5) fglger derfor, at m er et pseudoprimtal, hvis og kun hvis m er et produkt,
m = p1--- p,, af forskellige ulige primtal p;, som opfylderat p; — 1| m — 1.

(5.3) Seetning. Antag, at m ikke er et pseudoprimtal. Blandt restklasserne b modulo m er
brokdelen af de b, for hvilke m passerer psp,,, hgjst lig med %

Bevis. Det er klart, at hvis m passerer psp,, altsd hvis b1 = 11 Z/m, sa er b en primisk
restklasse. Restklasserne b, for hvilke #™~1 = 1 udger gjensynlig en undergruppe H af
gruppen G = (Z/m)* af alle primiske restklasser. Den sggte brgkdel er |H|/m, som med
sikkerhed er mindre end |H|/|G| = 1/|G:H|. Ifglge antagelsen om m er H er &gte under-
gruppe. Index |G:H| er derfor mindst 2. Brgkdelen er derfor mindre end % a

(5.4) Korollar. Antag, atm er tilfeldigt valgt blandt tallene 1, . .., N, og atm passerer psp,,
for k tilfeldigt valgte veerdier af b. Sandsynligheden for at m ikke er et pseudoprimtal er da
mindre end 2~* log N.

Bevis. Betragt meengden X’ af (k + 1)-s&t (m, b1, ..., by) af tal < N, med diskret sandsyn-
lighedsmal, og heri falgende handelser (delmangder): Z: m er ikke et pseudoprimtal; V: m
passerer psp,, for b = b1, ..., by; P: m er et primtal.

Den sggte sandsynlighed er den relative sandsynlighed P (Z|)). Som bekendt er

PITNY)  PYIDPD

PZ|Y) = =
e P ) P)

| teelleren pé hgjresiden er P(YV|Z) < 27X ifolge setningen, og P(Z) < 1. | n@vneren er
P(Y) > P(P),0g P(P) =n(N)/N. Endeliger N/ (N) ~ log N ifglge Primtalsseetningen
(man kan faktisk vise, at der altid (for N > 17) gaelder N /7 (N) < log N).

Heraf folger vurderingen. [l beviset er der foretaget nogle tilneermelser: tilfeeldige valgte
b < N giver ikke ngdvendigvis tilfeldige restklasser modulo m; og et primtal m vil ikke
passere pspy,, nar b er et multiplum af m. 1 gvrigter selve formuleringen af pastanden tvivisom:
Nar et bestemt m er valgt, giver det ingen mening at tale om sandsynligheden for at m fx
er et primtal. Formuleringen bgr altsa snarere vaere: Sandsynligheden for at den beskrevne
metode resulterer i et ikke-pseudoprimtal ... .] a

(5.5) Bemarkning. Resultatet kan anvendes pa et tilfeeldigt fundet tal m, fx med 100 cifre
(N = 1019) til at fastsl&, enten at m med sikkerhed ikke er et pseudoprimtal eller at m
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med stor sandsynlighed er et pseudoprimtal. Hvis m har passeret psp, for 18 = 10 + 8
tilfaeldigt valgte tal b, er m med 99,9% sandsynlighed et pseudoprimtal (2-1° < 0, 001 og
278.10010og10 < 1). En vasentlig vanskelighed i praksis er naturligvis at frembringe et
tilfeeldigt tal mindre end N.

Tallet 2, der indgar i faktoren % i vurderingen, kan teoretisk erstattes med index af den
undergruppe H, der indgar i beviset for setningen, og det vil ofte veere meget starre end 2.
Det viser sig i praksis ved, at nar man underkaster et stort tal m testen, sa vil det enten blive
afslgret i farste forsgg, at m ikke passerer testen (og sa er m med sikkerhed ikke et primtal),
eller ogsa passerer m testen, sa leenge man gider teste.

| det sakaldte RSA-system, som vi beskriver senere, indgar som et vigtigt element at
producere tal n, der er produkter af to store primtal m1 og m». Det er veerd at bemerke, at af
hensyn til kodning og dekodning behgver det blot at forudsattes, at m1 0g m» er to primiske
pseudoprimtal. Kravet om at m1 og m» skal vaere primtal er saledes et krav, der stilles af
hensyn til kodens sikkerhed.

(5.6) Definition. For hvert naturligt tal b betegnes med e-psp,,, eller e-psp, (), udsagnet:

pm=1/2 — (%) #0 (mod m), (e-psp,)

hvor (%) betegner Jacobi-symbolet. (Den sidste betingelse, at Jacobi-symbolet ikke er 0,

betyder blot, at » og m er primiske.) Hvis e-psp,, er opfyldt for m, siges m at passere testen
e-psp,, eller at veere et basis-b Euler-pseudoprimtal (eller kort: et e-psp,-tal). Vi antager
sedvanligvis, at b > 2.

Hegjresiden i kongruensen i (e-psp,) er +1, nar b er primisk med mz, og O ellers. Falgelig
gelder, ate-psp, = psp,,- Etbasis-b Euler-pseudoprimtal er altsa et basis-b pseudoprimtal.

(5.7) Seetning. Talletm passerer testen e-psp,, for alle alle b, som er primiske med m, hvis og
kun hvis m er et primtal. Antag, at m er tilfeldigt valgt blandt tallene < N, og at m passerer
e-psp,, for k tilfeeldigt valgte vaerdier af b. Sandsynligheden for at m er et primtal er da storre
end1—2"%logN.

Bevis. ,,hvis“ fglger umiddelbart af Euler’s kriterium, (4.7). Antag omvendt, at m er passerer
e-psp, (og dermed psp,) for alle b, der er primiske med m og mindre end m. Da er m
specielt et pseudoprimtal. Antag, indirekte, at m ikke er et primtal. Af Seetning (5.3) felger
sa specielt, at m har formen m = pd, hvor p er et primtal og d er starre end 1 og primisk
med p. Velg et tal g, der er kvadratisk ikke-rest modulo p, altsa med (%) = —1. Ifelge
den kinesiske restklassesatning findes et tal », sdatb =1 (mod d) ogb = g (mod p). Af
definitionen pa Jacobi-symbolet falger let, at (%) = —1. Afe-psp, (m) fas derfor modulo m,
at bm—D/2 = _1. Falgelig gelder denne kongruens ogsd modulo divisoren d i m. Men det
erimodstridmedat b =1 (mod d).

Setningens sidste pastand falger som i beviset for Korollar (5.4), idet meengden af restklas-
ser af de tal b, for hvilke e-psp, geelder, gjensynlig er en undergruppe i gruppen G = (Z/m)*
af primiske restklasser. a
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Den foregaende satning kan anvendes pa det givne (store) tal m til at fastsla, enten at m
ikke er et primtal eller at m med stor sandsynlighed er et primtal. Testen kaldes Soloway—
Strassen’s primtalstest.

(5.8) Definition. Skriv m — 1 pa formen m — 1 = u2*, hvor u er ulige. (Da m er ulige, er
s > 1.) For hvert naturligt tal » betegnes med s-psp,, eller s-psp,,(m) udsagnet (modulo m):

{ Enten: b =1 (mod m) ( )
S-psp,,

Eller: % = —1eller »*2 = —1, eller b*2° = —1, eller ..., b2 " = _1.

Hvis s-psp, er opfyldt for m, siges m at passere s-psp,, eller at vare et basis-b sterkt
pseudoprimtal (eller kort: et s-psp,-tal).

Betingelsen i anden linie er, at der eksisterer et + = 1, ..., s saledes, at ]
(mod m). | praksis udferes testen pa felgende made: Farst dannes xg := b*. Hvis xg =
+1 (mod m), sa geelder s-psp,. Er xo # =1, s& kvadrerer vi successivt: x,41 = x2.
Fremkommer herved et  med 1 < ¢ < s sdledes, at x; = —1 (mod m), s& geelder s-psp,. |

modsat fald er s-psp,, falsk.

Det er let at se, at s-psp, = psp,. Et basis-b sterkt pseudoprimtal er altsa et basis-b
pseudoprimtal.

(5.9) Seetning. Hvism = 3 (mod 4), sd geelder: s-psp, <> e-psp,,.

Bevis. Antag, atm = 3 (mod 4), altsdat m —1 = 2u, hvor u er ulige. Det kan antages, at b er
primisk med m. Ifglge definitionen betyder e-psp,, at b* = (2), og s-psp,, at b* = £1. Det
er sledes klart, at e-psp, = s-psp,. Antag omvendt, at b* = +1. Dam = 3 (mod 4),
geelder ifglge (4.4.1), at (£1) = £1. Af b* = +1 falger derfor, at (2) = b*. Og s er

b b\" b*
(_) - (_) N (_> N bu’
m m m
som gnsket. i

(5.10) Lemma. Antag, at m har primoplesningenm = py* - - - p;’*. Skriv

m—1=u2® o9 p;—1=wu;2%fori =1,... k,

hvor u og u; er ulige. Lad sq betegne det mindste af tallene s; fori =1, ..., k. Da gelder:
Blandt de primiske restklasser b modulo m er brakdelen af de b, for hvilke s-psp, geelder,
givet ved udtrykket,
1 (u, u;) 1
Tl 1 (10

hvor faktoren C = Cy 4, er bestemt ved

co L ({2 1 (1
S\ttt o1 )T T P T
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Yderligere galder, at s-psp, = e-psp,,.

Bevis. Vi betragter gruppen G = (Z/m)* af primiske restklasser, og heri delmangden
K bestaende af b, for hvilke s-psp, galder. Det pastas altsa, at breken |K|/|G| (hvor jo
|G| = ¢(m)) er bestemt ved det anfarte udtryk.

| G (sdvel som i enhver anden kommutativ gruppe) kan hvert element b entydigt skrives
b = ac, hvor a har ulige orden og c’s orden er en potens af 2. Det er let at se, at s-psp,
geelder, hvis og kun hvis fglgende udsagn begge er opfyldt,

a =1, 1)

c=1ellerc?™ = —1for passender =1,...,s. 2)

Elementantallet i delmangden K fas derfor ved at multiplicere antallet af a’er, der opfylder
(1), med antallet af ¢’er, som opfylder (2).

Ifalge Den kinesiske Restklassesatning er G = (Z/m)* lig med produktet af grupperne
G; = (Z/p!")*. Hver restklasse i G definerer alts& en restklasse i hver af grupperne G;,
og hver af ligningerne i (1) og i (2) ensbetydende med at den tilsvarende ligning geelder i
G; fori =1, ..., k. Farst bestemmes derfor for hver af ligningerne antallet af lgsninger til
ligningeni gruppen G;. Dam er ulige, er p; et ulige primtal, og gruppen G; er derfor cyklisk.
Dens orden er ¢(p;") = pf"'_l(p,- -1 = pf"'_lu,-zsi.

Betragt farst ligningen ¢ = 1 i den i’te gruppe G;. Da G; er cyklisk, er antallet af
lasninger lig med den sterste starste feelles divisor for u og ordenen af G;. Her er u ulige og
divisor i m — 1, og p; er divisor i m. Det folger, at den sggte starste feelles divisor er den
starste faelles divisor (u, u;). Af Den kinesiske Restklassesatning fas derfor, at antallet af
lgsninger i G til ligningen, dvs antallet af lgsninger « til ligningen (1), er lig med produktet,

H(u, ;). 1)

Betragt dernest ligningen 2T = 1. Gruppen G; er cyklisk af lige orden. Der er
specielt netop ét element z # 1 af orden 2 i G;, nemlig z = —1. Heraf falger, at A
hvis og kun hvis ¢ i G; har orden lig med 2. Antallet af lgsninger i G; er altsa antallet af
elementer af orden 2¢. Dette antal er 2/ 1, hvis r < s;, 0g 0 ellers. Antallet af Igsninger til
ligningen i G er derfor 0, hvis ¢ > s, og lig med [, 2/~ = 2k=D ellers.

Antallet af de ¢ i G, som tilfredsstiller en af ligningerne i (2), er derfor 1 + »_, 2k(t=1),
hvor der summeres over tal t (med 1 < ¢ < ), som er mindre end eller lig med ethvert s;,
dvs ¢ < sg. Vi viser om lidt, med s > sqo. Derfor er summen over 0 < ¢ < sg, 0g antallet er

- k(t—1) sto -1
1+21:2 =1+ 51 )
=

Som naevnt er antallet af elementer b i G, der opfylder s-psp, (m) lig med produktet af tallene
(1”) og (2°). Den sggte brokdel fas derfor ved at dividere dette produkt med ordenen ¢ (m) af
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G. Djensynlig er

o(m) =] iy 285 = 2k []» i [Tw][]27. (3")
i i i

i

Det er nu klart, at det gnskede udtryk for for brgkdelen fremkommer ved at multiplicere (17)
med (2”) og dividere med (3”). Borset fra den ikke-viste ulighed s > so er Lemma’ets farste
pastand altsa bevist.

For at vise den sidste pastand antages om b, at s-psp, (m) gelder. Det er klart, at b s ma
vere primisk med m. Det skal vises, at fglgende ligning geelder i gruppen G = (Z/m)*:

pm=1/2 _ (ﬁ) (4)

m

Skrives som ovenfor b = ac, er det nok at vise ligningen (4) for b := a og for b := ¢. For
b := a er antagelsen, at (1) er opfyldt, altsd at * = 1. Tallet u var en ulige divisorim — 1, og
derfor divisor i (m — 1)/2. \enstresiden i (4) er derfor 1. Jacobi-symbolet er multiplikativt,
med verdierne £1; ligningen a* = 1 med ulige u medfarer derfor, at (%) = 1. Altsa geelder
(4).

For b := c er antagelsen, at (2) er opfyldt. Hvis ¢ = 1, er (4) trivielt opfyldt, s& vi antager,
atc? ™' = —1foretr med0 < ¢ < s. Vi har endnu ikke bevist uligheden s > sq, 0g betragter
derfor mere generelt et element ¢, der opfylder ligningen 2™ = 1 for et vilkarlig + > 0.
Ligningen er akvivalent med at ¢ har orden 2’ i hver af grupperne G;, sa specielt eksisterer
et sddant element ¢, hvis og kun hvis r < sg. Regn nu modulo 2/+1 og udnyt, at for et ulige
tal v er v2' = 2 (mod 2/*1). Lad [ veere antallet af primtal p; (talt med multiplicitet s ;)
for hvilke r = s; (gjensynliger / = 0, ndr 7 < s0). For disse primtal er p; — 1 = 2'u; = 2',
altsd p; = 1+ 2, og for de gvrige primtal p; gelder p; = 1 (mod 2'+1). Dam = [] p}"
folger det, at

m=[]A+2)=1+12" (mod 2'*1), (5)
J

idet der er [ faktorer i produktet. Dam — 1 = 2°u, ses af (5), at ¢+ < s; specielt, med ¢ := s,
fas uligheden s > s, dvs den sggte ulighed.
Betragt nu de to sider af (4) for b := c. Venstresiden er ¢~1/2_ Af kongruensen (5)

folger, at (m — 1)/2 = 12!~ (mod 2'). Da ¢ " = —1, falger det, at

C(m—l)/z — (_1)] (6)
Betragt dernaest hgjresiden af (4). 1 den cykliske gruppe G; er c af orden 27, sé c er et kvadrat,
hvis og kun hvis ¢ < s;. Altsé er (pL]) = —1, hvis og kun hvis 7 = s;. Da Jacobi-symbolet

er produktet af (pi) over p; med multiplicitet, folger det, at (£) = (—1)'. Af (6) fremgér nu
den sggte ligning. a
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Bemaerkning. Brekerne, der indgar i udtrykket (5.10.1), er stambreker, dvs af formen 1/1,
hvor [ er et naturligt tal. Det ses, at alle disse brgker er lig med 1, hvis og kun hvis m er
kvadratfri, og u; |u 09 s; = sg fori =1, ..., k. Atdet sidst indtreffer betyder, at s;’erne er
ensogat p; —1|m—1fori =1,..., k. Brgkerne er saledes alle lig med 1, hvis og kun hvis
m = p1--- p eretprimtal (k = 1), eller et Carmichael tal (k > 3) hvor alle s;’erne er ens.
Et eksempel pa det sidste er 13 - 37 - 61 = 29.341.

Faktoren C = Cy 4, er mindre end eller lig med 1, da so > 1, og den er kun lig med 1
for k = 1. Fcir hver fast veerdi af k er faktoren starst for so = 1. Disse starste veerdier er
Cr1=1/281,

(5.11) Seetning. Talletm passerer s-psp,, for alle b, som er primiske med m, hvis og kun hvis
m er et primtal. Antag, at m er tilfeldigt valgt blandt tallene < N, og at m passerer s-psp,
for k tilfeldigt valgte vardier af b. Sandsynligheden for at m er et primtal er da sterre end
1—4%logN.

Bevis. Den farste pastand felger umiddelbart af det foregaende Lemma: brgkdelen er lig med
1, hvis og kun hvis m er et primtal (Alternativ: da s-psp, = e-psp, folger pastanden af
Setning (5.7)). Et elementeert bevis for den farste pastand er fglgende:

LNvis“: Antag, at m er et primtal. Lad b veere primisk med n. Det skal vises, at s-psp,, er
sandt. Hvis 5% = 1 (mod m), er dette klart, s det kan antages, at xg := b* # 1. Betragt
kvadraterne x;1 := sz. Forj=0erxo#1,0gfor j=serx,=x =p"2 =p"1=1
ifolge Fermat’s , lille* setning. Der findes derfor en veerdi j < s, sd at x; # 1 og sz =

xj+1 = 1. For denne veerdi er x; = —1, idet kongruensen y? = 1 Kkun har lgsningerne +1,
da m er et primtal.

»Kkun hvis*: Antag omvendt, at m passerer s-psp,, for alle b primiske med m og (indirekte)
ikke er et primtal. Da er m som navnt et pseudoprimtal. Af Setning (5.3) falger derfor
specielt, at m har formen m = pd, hvor p er et ulige primtal og d er starre end 1 og primisk
med p. Veelgettalbmed b =1 (mod d) og b = —1 (mod p). Da u er ulige, gelder de
samme kongruenser for b*. Specielter 5* % +1 (mod m), Dab® = 1 (mod m) (og dermed
p?'" =1 (mod m)), er betingelsen i (5.8) altsa ikke opfyldt, i modstrid med antagelsen.

Setningens sidste pastand falger af, at brakdelen angivet i Lemma’et, nar m ikke er et
primtal, hgjst er 1/4 (Det er ikke helt korrekt, tilfeldet m = 32 = 9 kreever faktisk en
serbehandling, hvor man ma udnytte, at 9 heller ikke passerer s-psp,, nar b = 3, 6). a

Bemarkning. Den foregdende satning kan anvendes pa det givne (store) tal m til at fastsla,
enten at m ikke er et primtal eller at . med stor sandsynlighed er et primtal. Denne test kaldes
ogsa Miller-Rabin’s primtalstest. Som vist i Lemma (5.10) gelder, at s-psp,, = e-psp,,., altsa
at ethvert basis-b steerkt pseudoprimtal er et basis-b Euler-pseudoprimtal. | tilfeldet m = 3
(mod 4) er det endda let, jfr. (5.9), at se, at s-psp,, < €-psp,.

(5.12) Bemearkning. De anfarte primtalstests er sakaldte probabilistiske tests: de viser i
polynomial tid, enten med en vis sandsynlighed, at m er et primtal, eller med sikkerhed, at
m ikke er et primtal. Det er narliggende at overveje, om disse tests ikke kan gares effektive
ved at veelge b’erne systematisk snarere end tilfeldigt. | den forbindelse er det ngdvendigt
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at inddrage den sakaldte generaliserede Riemann-hypotese. Generaliseringer af Riemann’s
zeta-funktion er funktioner af formen,

Lo=Y X

nzl ps

hvor x:Z — {0, +1} er en kvadratisk karakter, dvs x fas ved at udvide en homomorfi
x: (Z/m)* — {1} med vardien 0 pa restklasser, der ikke er primiske med m. Riemann’s
zeta-funktion fremkommer, nar x (n) = 1 for alle n. Den generaliserede Riemann-hypotese
er pastanden om at der ogsa for disse generaliserede ,,zeta-funktioner* gaelder, at nulpunkterne
i den kritiske strimmel har realdel lig med %

Under forudsetning af den generaliserede Riemann-hypotese kan man vise, at Miller—
Rabin testen er deterministisk i polynomial tid. Mere precist kan man under denne forud-
seetning vise, at hvis m passerer s-psp,, for alle b < 2(logm)?, sa er m et primtal.

(5.13) Opgaver.

1. Bestem for de farste primtal p = 3,5,7,...,31ordenenaf 2i (Z/p)*. [Vink: veerdien af
Legendre-symbolet (%) forteeller ganske meget om ordenen.] Angiv det mindste sammensatte
basis-2 pseudoprimtal; — og basis-2 Euler-pseudoprimtal.

2. Lad p veere et ulige primtal. Vis, atm = M, := 2P — 1 er et basis-2 steerkt pseudoprimtal.
Tallet M17 = 2.047 er faktisk det mindste sammensatte basis-2 steerke pseudoprimtal.

3. Antag, at m — 1 = 25u, hvor u er ulige og < 2° + 1. Vis, at hvis der findes et tal b
saledes, at 2 =1 (mod m), sd er m et primtal. [Vink: kongruensen bevares modulo en
primdivisor p i m, og den bestemmer ordenen af restklassen af 5.] Vis omvendt, at hvis m

er et primtal, sa er det , let” at finde et sadant b.

4. For hvilke b er tallet 15 et psp,,-tal? Og for hvilke b er tallet 21 et psp,-tal? Generaliser
til tal af formen 3p, hvor p er et primtal.

5. Antag, at p og ¢ := 2p — 1 er primtal, og st m = pq. Vis, at m er et psp,-tal, hvis og
kun hvis b er primisk med m og en kvadratisk rest modulo ¢. For hvor stor en del af b’erne
(modulo m) sker det?

6. Antag, at m er ulige og sammensat, at p er en primdivisor i m, og at (b, m) = 1.
(1) Vis, at hvis m er et psp,-tal, sa er p"/P=1 =1 (mod p).
(2) Vis, at hvis m = 3p (hvor p > 3), sd er m ikke et psp,-tal for b = 2,5, 7.
(3) Vis, at hvis m = 5p (hvor p > 5), s er m ikke et psp,-tal for b = 2, 3, 7.
(4) Bestem det mindste sammensatte psps-tal.

7. Etat-primtal er et ulige tal m, der passerer falgende test for alle b:

at-pp(m) : m = 3ellerm = 5eller m = 7 eller b er ulige.

Vis, at hvis m ikke er et at-primtal, sa er sandsynligheden for at m passerer testen at-p; mindre
end % Hvad er sandsynligheden for at et tal m, tilfeldigt frembragt med N ciffre, og testet
k gange ,,yes* med at-p, ikke er et at-primtal.
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6. RSA, og andre public key systemer.

(6.1). A skal sende en meddelelse til B. Denne situation forekommer naturligvis utallige
gange i vores dagligdag: vi kommunikerer, vi signalerer, vi meddeler os til hinanden. 1 en
kryptologisk sammenhang er det naturligvis nogle specielle aspekter af situationen, der er
interessante. En del af disse aspekter kan sammenfattes i en reekke nggleord: hemmelighed,
autenticitet/aegthed (integritet og signatur), og simpelhed. Disse aspekter vil vaere hovedem-
net i det falgende. Bemeerk, at meddelelsens indhold overhovedet ikke er medregnet blandt
de interessante.

Hemmelighed er naturligvis gnsket om, at meddelelsen skal kunne sendes uden at udenfor-
staende far information om indholdet. Tank fx pa

en spion, der vil sende meddelelser til udenrigsministeriet,

en repraesentant, der vil sende sine salgstal til hovedkontoret,

en bank, der vil sende kontooplysninger til en kunde,

en dankort-terminal, der skal videregive en transaktions-besked til hovedterminalen,
en student, der vil betale et kab af noter via internettet,

eller et utal af lignende situationer. Ofte vil hemmelighed sgges opnaet ved en kombination
af mange metoder. Man kan bruge usynligt blek. Man kan skjule selve udvekslingen af
meddelelsen (A og B kan mades hemmeligt, eller bruge en hemmelig telefonledning, eller
brevduer, eller ... ). Man kan slgre udvekslingen (A kan hviske til B). Endelig kan man slgre
selve meddelelsen: den kan krypteres, dvs kodes med henblik pa hemmelighedsholdelse. Det
sidste er naturligvis et hovedemne for kryptologi.

Autenticitet (eller gthed) er nggleord for gnsket om at kunne fastsla, at en modtagen meddel-
else er autentisk. Der er forskellige grader vaegt, det kan tilleeges et sadant gnske. Integritet
er i denne forbindelse B’s gnske om vide med sikkerhed, at det modtagne virkelig kom fra
A, og er identisk med det som blev afsendt. B skal altsd kunne overbevises om, at A var
afsenderen, og at ingen udenforstdende har andret, fjernet eller tilfgjet noget. Signatur er
A’s underskrift pa meddelelsen. 1 sin yderste konsekvens er det gnsket om, at det kan fastslas
overfor trediemand, om en meddelelse B har modtaget, faktisk er blevet afsendt af A. Det
er her ikke nok, at B faler sig overbevist om, at A var afsenderen. Det skal ogsa kunne
bevises i en retssal; specielt skal det ogsd kunne udelukkes, at det var B selv, der havde
produceret meddelelsen. @nsket om integritet og/eller signatur er et spargsmal om agthed.
Det er principielt uafhengigt af snsket om hemmelighed. Eksemplerne ovenfor kan illustrere
varierende gnsker om &gthed. Som yderligere eksempel kan anfares en flerbruger-datamat,
hvor den enkelte bruger fastslar sin aegthed ved hjalp af et ‘password’.

Simpelhed er (delvist) selvforklarende: Det skal vaere sa simpelt at kryptere en meddelelse, at
selv en computer kan gare det (i rimelig tid). Hvis det gnskes, skal den retmassige modtager
af en hemmelig meddelelse kunne rekonstruere det originale indhold i rimelig tid.

(6.2). Nar der anvendes kryptering, sender A ikke selve meddelelsen (den sakaldte klartekst)
til B. | stedet sendes en krypteret version, som vi her vil kalde h-teksten (h for ,,hemmelig®).
Det forudsattes, at B ud fra den modtagne h-tekst er i stand til at forstd den information,
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der 1a i klarteksten. Mere pracist forudsattes, at B kan rekonstruere klarteksten, altsa at B
kan dekryptere (dekode, decifrere) h-teksten. En model af denne situation er falgende: ldet
KC betegner maengden af klartekster og # betegner mangden af h-tekster, er kryptering en
transformation, dvs en afbildning,

E K — H,

og dekryptering er en transformation,
D:H— K.

Det forudsattes, at D E er den identiske afbildning pa meaengden af klartekster. Afsendelse af
klarteksten ¢ fra A til B foregar altsa i tre skridt. Farst krypterer A klarteksten  til h-teksten
v = E(t). Dernast sendes h-teksten t fra A til B. Endelig dekrypterer B den modtagne
h-tekst 7 til klarteksten D(t) = DE(¢t) =t.

Vi vil oftest forudseette, at L = #. | praksis er hver klartekst blot en sekvens af tegn, og
h-teksterne antages altsa at vaere (mystisk udseende) sekvenser bestaende af den samme slags
tegn. Vi vil yderligere forudseette, at K er en endelig maengde. Som navnt vil meddelelserne
i praksis veare sekvenser af tegn, og det forudsettes altsa specielt, at hver klartekst har en pa
forhand fastlagt lengde. Starre tekster sendes sa blot ved at sende flere mindre klartekster.
Under disse antagelser fglger det af forudsatningerne, at E og D er bijektive afbildninger,
0g ,.hinandens inverse*.

| praksis kan vi altid teenke pa K som en maengde aftal 1, 2, . . ., n, eller som restklasserne
i Z/n. En tekststreng med & tegn, hvor hvert tegn er et af 256 mulige (i en udvidet ASCII-
kodning), kan identificeres med et tal skrevet i 256-talssystemet. Nar n > 256%, kan sadanne
tekststrenge altsa identificeres med tal i intervallet [0, n — 1], og dermed med restklasser i
Z/n.

(6.3) Eksempel. 1 de helt klassiske krypteringer er K = # blot mangden bestaende af de
26 bogstaver i det engelske(!?) alfabet. Krypteringstransformationen er altsa her en af de
mulige 26! permutationer. Identificeres bogstaverne pa oplagt made med restklasser i Z/26,
kan fx Caesar’s kodning beskrives som permutationen x — x + 3. Herefter krypteres

SEND MORE MONEY til VHQG PRUH PRQHB.

Krypteringer, hvor mangden K er lille, kan ofte brydes. Fx kan man anvende frekvensanalyse:
bogstavet E er det hyppigst forekommende bogstav, sa ud fra h-teksten ovenfor ville man geette
pa, at E — H. Med kendskab til, at krypteringstransformationen er af formen x — x + b, er
koden altsa allerede brudt: b = 3.

(6.4). Med computere kan man let anvende krypteringstransformationer af maengder /C, der
er store. Et eksempel er DES (Data Encryption Standard). Her bestar K af bit-falger af
l&ngde 64; der er altsd 264 | klartekster”. Krypteringstransformationerne, der indgr i DES,
er permutationer af denne mangde. Hver transformation (og dens inverse) bestemmes ved
en nggle. Hver nggle « bestemmer en tilhgrende transformation E, og dens inverse D,. |
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DES er der 2°6 mulige nggler. Permutationerne i DES udger altsd en beskeden brgkdel af
samtlige (264)! mulige permutationer.

Kryptografiske transformationer, der anvendes i praksis, indgar altid i hele familier af
transformationer; de udger, i lighed med DES, et kryptosystem, bestemt ved brugen af et
bestemt princip for kryptering. Dette er bekvemt, hvis flere brugere skal sende meddelser
til hinanden, eller hvis to brugere gnsker at kunne skifte krypterings-transformation med
mellemrum. | en sadan familie af transformationer (og deres inverse) er den enkelte transfor-
mation bestemt ved en sakaldt nggle. Kendskab til ngglen fastleegger altsa den pagealdende
transformation fra familien. | et klassisk krypto-system fastleegger naglen ogsa den inverse
transformation. | et sadant system kommunikerer to brugere ved at aftale hvilken nggle, de
vil benytte. Vanskeligheden er her at hemmeligholde ngglen for uvedkommende.

| praksis vil K vaere stor, fx med 102%° elementer. Her er det ikke sveert at tro pd, at man kan
veelge (simple) krypteringsafbildninger, der undrager sig en analyse, som den der er skitseret
i (6.3). Mere overraskende er maske falgende:

(6.5) Pastand. Der findes (simple) bijektive afbildninger E (af endelige maengder), der har
(simple) inverse afbildninger D, men alligevel er sa komplicerede, at man ikke alene ud fra
kendskab til afbildningen E kan bestemme den inverse afbildning.

Set i et matematisk lys er pastanden forhabentlig rystende. Vi er vant til, at hvis E er en
bijektiv afbildning, sa er den inverse afbildning D jo ,blot* afbildningen E~1. Alligevel vil
vi bygge en hel teori pa eksistensen af sadanne envejs-afbildninger (‘one-way functions’).
Denne teori hviler saledes pa et grundlag, der kan forekomme foruroligende spinkelt.

En envejs-afbildning E kan bruges til hemmelighedsholdelse. Antag, at B er i besiddelse
af afbildningen E og at kun B kender den inverse afbildning D. Afbildningen E kan da gares
offentlig kendt. Herefter kan A meddele klarteksten ¢ til B ved at sende h-teksten t = E(¢).
Da B er den eneste, der kender den inverse afbildning D, er B den eneste, der kan dekryptere
den modtagne h-tekst 7 tilbage til klarteksten D(t) = DE(t) = ¢.

En envejs-afbildning E kan ogsa bruges i forbindelse med a&gthed. Antag her, at A er den
eneste, der kender den inverse afbildning D til E. A’s signatur er sd o = D(s), hvor s er
en simpel tekst, der indeholder fx navn, personnummer, et tidsstempel (dato og klokkeslet)
og lignende. At signaturen o kommer fra A kontrolleres med den offentlige afbildning E
ved, at E(o) = ED(s) = s er denne simple tekst. Og det er kun A, der kan have frembragt
signaturen, idet kun A har kendskab til D.

(6.6). Anvendelsen af envejs-afbildninger i forbindelse med kryptosystemer blev farst fore-
slaet af Diffie og Hellman (1976). Resultatet er et sakaldt public key system. Et ‘public key’
system opfattes nu som et system, hvor der for hver bruger A er en sadan (offentlig kendt)
envejs-afbildning E 4 (fastlagt ved en simpel nggle), og hvor kun brugeren A har kendskab
til den inverse afbildning D 4. Brugeren A kan sa sende klarteksten + hemmeligt til B ved at
sende h-teksten © = Ep(t). ZAgthed opnas ved at A inkluderer sin signatur o4 = D4(sa)
i sin klartekst, altsa ved at A afsender h-teksten Eg(to4) til B. Integritet opnas ved at A i
stedet sender h-teksten T = Eg(tDa(toa)) til B. Afsendelsen er hemmelig, idet kun B kan
dekryptere med sin hemmelige afbildning D til Dg(t) = tD(to4); herved fremkommer
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dels klarteksten ¢, dels h-teksten D 4(to4). Pa denne h-tekst kan B anvende den offentlig
nglge E 4 og derved frembringe klarteksten zs4; herved kan B kontrollere integriteteten (de
to modtagne eksemplarer af ¢ er identiske) og A’s underskrift s 4.

(6.7). 1det fglgende vil vi hovedsagelig betragte et enkelt ‘public key’ system, RSA-systemet
fra 1978. Det er opkaldt efter feedrene Rivest, Shamir og Adleman. Vi vil omtale bade
teoretiske og praktiske spgrgsmal i forbindelse med RSA.

| systemet indgar en beskrivelse af en reekke envejs-afbildninger. De indgaende mangder
er restklasseringe af formen Z/n. Tallet n er i det fglgende et fast, stort (ulige) naturligt tal
(der opfylder en reekke naermere angivne betingelser). Med A(n) betegnes eksponenten for
gruppen (Z/n)*. Nar n er kvadratfri, altsa et produkt n = p1 - - - p, af forskellige primtal p;,
er A(n) det mindste feelles multiplum af tallene p; — 1. Den elementere talteori, der ligger
til grund for systemet, er det efterfalgende resultat.

(6.8) Seetning. Antag, at n er kvadratfri, n = p1 --- p,. For hvert naturligt tal e galder da,
at afbildningen E,: 7Z./n — 7Z/n, bestemt ved

E.:x — x°, (6.8.1)

er bijektiv, hvis og kun hvis e er primisk med hvert af tallene p; — 1. De bijektive afbildninger
af formen (6.8.1) udger en undergruppe £ af permutationsgruppen for Z,/ n.

Antag, atl > 1 er et multiplum af tallene p; — 1. Nar e er primisk med [, er den inverse
afbildning D = E ;1 bestemt ved

D=Egs:y— y', hvord >1opfylder,atde=1 (mod I). (6.8.2)

Yderligere galder, at afbildningen, der til et tal e primisk med [ knytter afbildningen E ., er
en veldefineret, surjektiv gruppehomomorfi (Z/1)* —> E£. Den er en isomorfi, hvis og kun
hvisl = A(n) er det mindste feelles multiplum af tallene p; — 1; specielt har € orden ¢(A(n)).

Bevis. Vi bemarker farst, at under antagelsen om [ geelder, for alle heletal c > 10gk > 0
(og x € 7Z), falgende kongruens:

xtH = x¢ (mod n). *)

Da n er kvadratfri, er kongruensen (*) nemlig opfyldt, hvis den er opfyldt modulo p; for alle
i. Modulo p; er begge sider 0, hvis p; | x (idet eksponenterne er positive). Hvis p; 1 x
benyttes Fermat’s lille s&tning: Modulo p; er x?i~1 = 1, og da [, og dermede ogs k/, er et
multiplum af p; — 1, folger det at x* = 1; altsd er x4 = xcxk = x¢,

Afbildningen E. er naturligvis defineret for alle eksponenter e > 1, og det er klart, at
E.. = E.E, for alle naturlige tal c, e. Af (*) fremgar, at afbildningen E. kun afhanger af
e’s restklasse modulo /.

Antag farst, at e ikke er primisk med hvert af tallene p; —1. Sahar e en (prim-)divisorz > 1
feelles med et af tallene p; — 1. Gruppen (Z/p;)* er cyklisk af orden p; — 1, og indeholder
derfor et element af orden . Specielt findes et helt tal ag séledes, at der modulo p; geelder
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ag #Z 1 0g a’g =1;dah|e, eray = 1. Velgnu, ifglge Den kinesiske Restklassesatning, et
tala meda = ap (Mmod p;j)oga =1 (mod p;) fori # j. Modulon era # 1, mena® = 1,
thi modulo p; er a® = a5 = 1, og modulo p; med i # j er a® = 1¢ = 1. Kongruensen
x¢ = 1 har altsd modulo # de to forskellige lgsninger 1 og a. Afbildningen E. er derfor ikke
injektiv.

@jensynlig er e er primisk med tallene p; — 1, hvis og kun hvis e er primisk med A (), og
det er opfyldt, nar e er primisk med et multiplum [ af A(n). Antag, at e er primisk med /. Da
har kongruensen i (6.8.2) en lgsning d > 1. Det pastas, at E = E, er bijektiv, med D = E,
som den inverse. Det skal altsa vises, at ED = DE er den identiske afbildning af Z/n, altsa
at der for alle hele tal x geelder kongruensen,

x4 =x (mod n).
Ifelge antagelsen findes en ligning de = 1 + ki, ngdvendigvis med k > 0. Den sggte
kongruens falger derfor umiddelbart af (*).

Hermed er sztningens farst pastand bevist. Af det foregdende felger videre, at afbildnin-
gen, der til e > 1 primisk med [/ knytter permutationen E., er en veldefineret homomorfi fra
gruppen (Z/1)* ind i gruppen af alle permutationer af Z/n. Nar! = A(n) er billedemangden
netop &£, sa £ er en undergruppe af permutationsgruppen. Nar A(n) er divisor i /, er hom-
omorfien (Z/1)* — (Z/1(n))* som bekendt surjektiv. Derfor er homomorfien (Z/1)* — &
altid surjektiv.

Antag, at restklassen af e > 1 modulo! ligger i kernen, altsa at kongruensen x¢ = x gelder
modulo n for alle x. Da geelder kongruensen ogsa modulo p; for alle x. Nar x er primisk med
pi, sa folger af x¢ = x (mod p;), at x¢~1 = 1 (mod p;). Da gruppen (Z/ p;)* er cyklisk
af orden p; — 1, felger det, at e — 1 er et multiplum af p; — 1. Altsa er e — 1 et multiplum
af p; — 1 for hvert i, og dermed et multiplum af A(n). Kernen er altsa lig med kernen for
homomorfien (Z/1) — (Z/)(n))*. Kernens orden er derfor ¢ (1) /¢(A(n)), 0g homomorfien
er injektiv, hvis og kun hvis ¢(/) = ¢(A(n). Den sidste ligning, for en lige divisor A(n) i [,
geelder, hvis og kun hvis I/ = A(n). a

(6.9) RSA-transformationerne. En-vejs-afbildningerne i RSA-systemet kan nu beskrives
som fglger: Tallet n veelges som et produkt af to store (forskellige) primtal, n = pg. Saer
[ = A(n) bestemt som

[ := mindste feelles multiplum for p — 1, ¢ — 1. (6.9.1)
Videre bestemmes tallene e og d sterre end 1 saledes, at
de=1 (mod l); (6.9.2)
specielt er sa e (og d) primisk med [. Hertil hgrer afbildningerne,
E:x+—x¢ (modn), og D:y+ y¢ (mod n),

der ifalge (6.8) er permutationer af Z/n, og ,.hinandens inverse”. Permutationerne af denne
form udger en gruppe £ isomorf med (Z/1)*; specielt er antallet af mulige transformationer
lig med ¢(1).
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Afbildningen E er den offentligt kendte krypteringstransformation, og D er den hemmelig
inverse. De to afbildninger kan kort beskrives ved RSA-ngglen (n, e, d). Af denne nggle
er parret (n, ) den offentlige del, som beskriver krypteringstransformationen E: x +— x°.
Tallet 4 er den hemmelige del af ngglen. Det er offentligt kendt, at » er et produkt af to store
primtal, men selve primtallene holdes hemmelige.

Pastanden er nu, at det er muligt at vaelge n, e, d saledes, at krypteringstransformationen
x — x¢ er en envejs-funktion, dvs saledes, at 4 ikke (i praksis) kan bestemmes alene ud fra
(n, e). Bemark, at d umiddelbart kan bestemmes ud fran, e og [ = A(n) ved hjeelp af (6.9.2).
Det er altsa en del af pastanden, at A(n) ikke (i praksis) kan bestemmes ud fra n. Specielt er
det en del af pastanden, at man, pa trods af en viden om, at » er et produkt af to primfaktorer,
ikke kan bestemme disse to faktorer.

Som navnt i (6.9) er afbildningerne E = E, og D = E; ,hinandens inverse®, hvis det
blot forudseettes, at / er et feelles multiplum af p — 1 og ¢ — 1. | forbindelse med RSA kan
det veere naturligt fx at veelge

Il=(p—-1(@-1). (6.9.3)
Det skal understreges, at beskrivelsen i (6.8) af gruppen £ af alle RSA-transformationer, og
specielt at antallet af transformationer er bestemt som ¢ (/) kun geelder, nar [ = ¢(n), dvs nar
[ er bestemt ved 6.9.1.

Antag, mere generelt, at n = pq er et produkt af to primiske faktorer p, g, hvor bade
p 0g g er pseudoprimtal, dvs et primtal eller et Carmichael-tal. Af karakteriseringen af
Carmichael-tal fglger specielt, at n er kvadratfri. Hver primdivisor p; i n divisor i p eller i
g, og sa felger det videre, at p; — 1 divisori p — 1 eller i ¢ — 1. Derfor vil tallet / defineret
ved (6.9.1) (eller ved (6.9.3)) opfylde betingelserne i (6.9), og under de givne forudsatninger
om e og d vil afbildningerne E, og E; veere hinandens inverse. Men det skal understreges,
at hvis en af de to faktorer p, g er et Carmichael-tal (og altsa ikke et primtal), sa vil tallet
defineret ved (6.9.1) saedvanligvis ikke veere lig med A(n).

(6.10) RSA-systemet. RSA-systemet kan nu kort beskrives saledes: Hver bruger A af syste-
met veelger som ovenfor en naggle (n4, ea, ds). Meddelelser til brugeren B krypteres som
angivet i (6.6) ved at bruge krypteringstransformationen E g svarende til den offentlige del
(np, ep) af B’s nggle. Her forudseettes altsa, at de klartekster, der skal sendes til B, bestar af
et (eller flere) tal, der er mindre end n 5 (0g derfor kan opfattes som element i restklasseringen
Z/ng). En afsender A underskriver ved at anvende sin hemmelig dekryptering D 4 pa sin
signatur s 4. En modtager kontrollerer signaturen ved at anvende A’s offentlige kryptering
E 4 pa den modtagne signatur D 4 (s4).

(6.11) Angreb pa RSA. | det fglgende omtales en reekke forhold, der har betydning for sikker-
heden i RSA-systemet. Som navnt er det en forudszetning, at krypteringstransformationerne
i systemet, dvs de bijektive afbildninger af formen

E:x— x° (mod n)

harende til RSA-nggler (n, e, d), er envejs-afbildninger. Det er saledes en ngdvendig forud-
seéetning, at tallenene n er store — sa store, at man ikke ved at tabellegge afbildningen E, eller
ved udtgmmende sggning, kan bestemme den inverse afbildning D: y > y<.
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Hvornar er et tal stort? Det er en god tommelfingerregel, at alle i naturen forekommende
(naturlige) tal (antal) er mindre end 10°°. Universets alder er 108 sec, dets diameter er
10%2 m. Jordens rumfang 102 m®3. Et atom fylder 10739 m3. En gvre graense for antallet
af atomer i universet (i sig selv et ret unaturligt antal) er séledes 1070, | denne forstand er
10°0 altsé et stort tal, og tal med fx det dobbelte antal cifre er endog meget store. Bemark,
at angivelsen af et enkelt bestemt tal af denne starrelsesorden ikke fylder seerlig meget. Fx
er tallet n herunder:

403973053172146480004640109925029870946484075995819629605478298423496995260211882781424365195345494425377235497204137003
et tal med 120 cifre. Vi kan sagtens regne med tal af denne starrelsesorden, fx multiplicere
tallet n ovenfor med sig selv, men vi kan ikke dramme om at fa en computer til at gennemlgbe
alle tallene mindre end n. Sandsynligheden for at et tilfeeldigt tal med 120 cifre netop er tallet
n, er naturligvis forsvindende.

Sikkerheden i en given RSA-nggle (n, e, d) hviler pa pastanden om man ikke alene med
kendskab til den offentlige del (n, ¢) kan bestemme den inverse afbildning D til afbildningen
E: x — x¢ (mod n) — pa trods af en viden om at » er et produkt af to primtal, og pa trods
af en viden om at den inverse afbildning D har formen y — y? med et passende tal d. [Jeg
kan i gvrigt fortelle, at tallet n herover indgar i en RSA-nggle (n, e, d), hvor e er falgende
tal:

242383831903287888002784065955017922567890445597491777763286181173909355814409107124533522394028213426536142542190639885
men jeg raber selvfglgelig ikke mit hemmelige d.]

(6.12). 1 det folgende betragtes en RSA-nggle (n, e, d), med den offentlige del (n, ¢). Det
mest oplagte angreb pa ngglen er naturligvis at forsgge at faktorisere n i de to primfaktorer p
0g g. Hvis fjenden F kender p og ¢, sd kan F umiddelbart beregne ¢(n) = (p — 1)(g — 1)
eller A(n); herefter kan F ud fra e bestemme (et brugbart) d, og dermed den inverse afbildning
D:y > y¢. Vihar altsé:

Angreb. Naglen er brudt, hvis fjenden F kan faktorisere n.

Forholdsregel. Den primare sikkerhed ved RSA-systemet bygger som sagt pa troen pa, at
det er ikke er muligt at faktorisere n, nar de to primfaktorer p og g er store (og passende
valgte). Denne tro hviler pa, at alle kendte metoder til faktorisering har et tidsforbrug, der
vokser eksponentielt med stagrrelsen af det tal », der skal faktoriseres. Troen rokkes ikke af,
at der konstrueres hurtigere computere. Antag, at et givet RSA-system opererer med nggler
af en stgrrelse, som det med dagens hurtigste computere vil tage tusind ar at faktorisere (i
praksis opereres med en endnu starre sikkerhedsmargin). Hvis regnekraften forgges med en
faktor 1010 (det svarer vist til forskellen mellem en kugleramme og en PC), kan disse nggler
brydes pa 3 sekunder. Men en simpel forggelse af ngglelengden til det 10-dobbelte vil gere
ngglerne ubrydelige for de nye computere.

Det bemarkes, at ,,umuligheden® af at faktorisere n ikke alene sikres af, at p og ¢ er store.
Specielle (uheldige) egenskaber ved p og ¢ Vil gare faktorisering mulig i overkommelig tid.
Vi vil senere skitsere nogle fa metoder til faktorisering. Herunder omtales yderligere nogle
forhold i forbindelse med angreb pa RSA.
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Bemeaerkning. Som anfgrt ovenfor afhanger brydningen ved faktorisering af, at F ud fra
primfaktorerne p og ¢ i n umiddelbart kan bestemme ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1). Omvendt, hvis
F kender tallet k = ¢(n),sdern —k = pg — (p —1)(g — 1) = p + g — 1 kendt af F, og
herefter kan p og ¢ umiddelbart bestemmes som radderne i polynomiet X2 — (n —k+1) X +n;
F kan altsa bryde ngglen. For en RSA-nggle svarer faktorisering af » altsa til at bestemme
@(n).

(6.13) Angreb. Hvis fjenden har fundet to tal z og w, s at der modulo n galder: z> = w
0g z # +w, sa kan fjenden faktorisere n.

2

Bevis. Ifaglge forudseetningen geelder, at
n|z®—w? = —wi+w).

Hvert af primtallene p og ¢ gar derfor op i hgjresiden, og dermed i en af faktorerne z — w og
z+w. Hvis p og g begge er divisorer i z — w, sa ville n vaere divisor i z — w, i modstrid med
at z # w. Tilsvarende udelukkes, at bade p og ¢ er divisor i z +w. Preacis ét af primtallene p
0g ¢ er derfor divisor i z — w, og dette primtal ma vere den sterste faelles divisor (z — w, n).
Beregning af denne starste felles divisor giver altsa umiddelbart den ene primfaktor i n. [

Bemeaerkning. Ifglge Den kinesiske Restklassesatning er
Zln=17Z/p x Z/q,

sa restklasser x modulo n svarer til par x = (x1, x2) af restklasser modulo henholdsvis p og
q. Ligningen z2 = w? i Z/n svarer herved til et par af ligninger, z2 = w? fori = 1,2, i
restklasseringene modulo p og g. Heraf falger, at ligningen z2 = w? gaelder, hvis og kun
hvis z = (z1, z2) er et af de 4 par (w1, w2), (—w1, —w2), (—w1, wy) eller (wy, —w»). De 4
par er naturligvis kun forskellige, nar wy # 0 og wy # 0, dvs nar w er en primisk restklasse
modulo n. Restklasserne z og w fra angrebet ma altsa veere primiske restklasser; specielt ses,
at F i stedet for z og w i angrebet kan anvende zw~? og 1.

Forholdsregel. Hvis det er ,,umuligt“ at faktorisere n, ma det jo specielt vaere umuligt at finde
z 0g w med egenskaben i angrebet. Som naevnt i bemarkningen ovenfor er det nok at sikre,
at fjenden ikke kan finde et tal z, som modulo n opfylder, at z # 41 og z? = 1. Det fremgar
ovenfor, at der er precis 2 tal z med denne egenskab, sa det kan i hvert fald udelukkes, at F
finder et sadant z , tilfeldigt". i

(6.14). Specielt i forbindelse med RSA spiller sakaldte probabilistiske algoritmer en rolle.
Det er jo ikke nok at tro pa, at der ikke findes nogen effektiv metode, der med sikkerhed
faktoriserer n. Hvis F har en metode, der med en sandsynlighed pa blot én procent faktoriserer
et naturligt tal af den optraedende starrelsesorden i rimelig tid, s skal det jo nok vise sig, at
den RSA-nggle, som vi har konstrueret, kan brydes af F pa ingen tid.

Angreb. Antag, at F har fundet et tal f > 1 saledes, at der for alle x, der er primiske med n
galder:
x/'=1 (mod n). (6.14.1)



RSA, og andre public key systemer 79

Da kan F med vilkarlig stor sandsynlighed faktorisere n.

Bevis. Tallet £ ma ngdvendigvis veere lige, thi ellers fas en modstrid ved at s&tte x = —1
i (6.14.1). Nu erstattes f med f/2, og det undersgges, om (6.14.1) er opfyldt med den
nye veerdi af eksponenten f. Ved denne undersggelse ma F erklare sig tilfreds med en
sandsynlighed: betingelsen efterpraves med en raekke tilfeeldige vaerdier af x. Det er klart, at
hvis betingelsen ikke er opfyldt for alle x, sa vil den ikke veere opfyldt for mindst halvdelen
af x’erne. Enten findes altsa et x, hvor betingelsen ikke er opfyldt, eller ogsa er betingelsen
opfyldt for s& mange x’er, at den med stor sandsynlighed er opfyldt for alle x.

Hvis betingelsen er opfyldt for den nye veerdi af f gentages proceduren. Efter endelig
mange skridt nas herved en verdi g, for hvilken betingelsen (6.14.1) er opfyldt med ekspo-
nenten f = 2g, men ikke med eksponenten g.

Betragt nu gruppen G := (Z/n)* og den ved x +— x8 bestemte afbildning G — G.
Denne afbildning er klart en homomorfi. Ifglge Den kinesiske Restklassesatning er G =
(Z/p)* x (Z/q)*, og herved svarer elementerne i G, dvs de primiske restklasser x modulo
n, til par x = (x1, x2) af primiske restklasser modulo henholdsvis p og g. Specielt svarer
homomorfien x — x$ til homomorfien,

(x1, x2) > (xf, x5).

Valget af g sikrer, at billedgruppen bestar af mere end (1, 1) og at der for alle (y1, yp) i
billedgruppen gelder, at y = 1 og y5 = 1. Modulo et primtal geelder, at hvis y2 = 1, sd er
y = £1. De mulige par i billedgruppen er derfor (1, 1), (1, —1), (—1,1) og (—1, —1). De
to par (1, 1) og (—1, —1) udger gjensynlig en undergruppe i G, og originalmangden hertil
udger derfor en undergruppe H i G. @jensynlig bestar H af de elementer x i G, for hvilke
x8 = +£1. Undergruppen H er en &gte undergruppe af G. Ifelge antagelsen findes nemlig et
par (x1, x2), sa at billedet (x{, x5 ) ikke er (1, 1). Det kan fx antages, at x{ = —1. Og s er
(x1, 1) et element, der ikke tilhgrer H.

Da H ifglge ovenstaende er en a&gte undergruppe i G, har komplementermangden til H
mindst lige sa mange elementer som H. Fjenden F tager nu modulo » et tilfeldigt tal x, og
betragter z := x%. Modulo n er z2 = 1. Hvis x ikke tilhgrer H, er z = +1, og tallene z og 1
opfylder derfor betingelserne i Angreb (6.13). Da et tilfeeldigt tal x med sandsynlighed % ikke
tilhgrer H, kan F derfor opna en ikke-triviel divisor i » med enhver gnsket sandsynlighed. [

Forholdsregel. Hvis det er ,,umuligt‘ at faktorisere n, ma det jo specielt veere ,,umuligt*
at finde f med egenskaben i angrebet. At f har egenskaben betyder, at hvert element i
gruppen (Z/n)* har en orden, der er divisor i f. Ifglge Den kinesiske Restklassesatning
har vi ligningen (Z/n)* = (Z/p)* x (Z/q)*. De to grupper pa hgjresiden er som bekendt
cykliske grupper af orden p — 1 0g ¢ — 1. Tallet f har derfor egenskaben, hvis og kun hvis
f er delelig med bade p — 1 0g g — 1. Specielt ma f vare et stort tal, sa sandsynligheden
for at F ,tilfeeldigt” finder et sddant £, er forsvindende. 0

Bemeerkning. En narmere analyse af Angreb (6.14) viser, at det ma udelukkes, at F kan
bestemme f, sa at (6.14.1) er opfyldt for bare en ikke-forsvindene brgkdel af x’er. For et
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givet f ses ved brug af Den kinesiske Restklassesetning, at antallet af x’er, der er primiske
med n og opfylder (6.14.1), er bestemt som produktet (f, p — 1)-(f,q — 1). Antallet er
saledes lille, med mindre f er meget speciel (og det er et , tilfeldigt“ tal f ikke).

(6.15) Angreb. Huvis F for et givetn kan bryde en RSA-nagle (n, e) for bare én veerdie > 1
(fx for en verdi af e som F selv har fundet), da kan F med vilkérlig stor sandsynlighed
faktorisere n.

Bevis. At bryde ngglen svarer til at bestemme d, sd at x°? = x (mod ») for alle x. Nar x er
primisk med n falger det, at x°“~1 = 1. Med f := ed — 1 er betingelsen i Angreb (6.14)
derfor opfyldt. i

Forholdsregel. Det falger, at man ikke i et RSA-system kan bruge nggler (n, e, d4) med
samme n til en hel familie af brugere. Enhver bruger ville nemlig sa ud fra sin hemmelig del
af ngglen kunne bryde alle de andre nggler i systemet.

(6.16). Da tallet n er ssmmensat, vil n neppe passere ret mange af de sakaldte primtalstests,
der for et tilfaeldigt (eller maske velvalgt) tal b < n undersgger visse kongruenser modulo 7.
Hvis et sadant b ikke er primisk med n, kan F gjensynlig bestemme p eller ¢ som den starste
feelles divisor for b, n. Det er udelukket, at F tilfeldigt finder et sadant b, idet brgkdelen af
tal b < n, som ikke er primiske med n, er givet ved

n—em) _pg—(p-D@-1 _1 1 1

n pq p a pq’
nar p og g er store, er brgkdelen altsa forsvindende.
Som bekendt har disse tests forskellig styrke. A priori kan fglgende angreb derfor ikke
udelukkes:

Angreb. Antag, at F kan finde et tal b, sdledes at n passerer ,Fermat-testen“ psp, og ikke
Miller-Rabin’s test s-psp,,. Da kan F faktorisere n.

Bevis. Antag, at b opfylder betingelsen i angrebet. Som bekendt betyder psp,,, at

p"1=1 (modn). (6.16.1)
Skriv n — 1 = u2®, hvor u er ulige. At n ikke passerer s-psp, betyder sa, modulo n, at
xo = b* # 1 o9 at kvadraterne x; = sz_l forj =1,...,s —1laldriger = —1. Da

x; = b""1 = 1, kan F derfor bestemme det farste j, for hvilket x; 1 = 1. For z := x; er
z # +1 0g z?> = 1. Betingelserne for Angreb (6.13) er derfor opfyldt, og falgelig kan F
faktorisere n. i

Forholdsregel. Sgrg for, at F slet ikke kan finde et b < n sdledes, at n passerer psp,,. Antallet
af sadanne tal b er, som det let ses, lig med produktet n — 1, p — 1)-(n — 1,9 — 1). Nu
ern—1=pqg—1=gq(p—1 +q — 1, sa den farste faktor er ligmed (¢ — 1, p — 1).
Tilsvarende ses, at den anden faktor er lig med (p — 1, ¢ — 1). Antallet er altsa kvadratet,

(p—1,q-1)7

pa den starste felles divisor for p — 1 0og ¢ — 1. Det gnskede kan derfor opnas ved at sarge
for at denne feelles divisor er lille.
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(6.17) Angreb. Hvis F ved iteration af krypteringstransformationen E': x + x° kan be-
stemme en potens E*, som er den identiske afbildning (dvs opfylder E* (x) = x for alle x),
sd kan F bryde naglen.

Bevis. Af E'~1E = E' = id falger, at dekrypteringstransformationen er D = E'~1. Herved
er ngglen brudt. i

Bemzrkning. Dekrypteringstransformationen D bestemt ved angrebet ovenfor har formen
y — y¢, hvor d = ¢~1. Dette d vil normalt veere betydeligt starre end det d, der harte til
den hemmelige del af ngglen.

Forholdsregel. Krypteringstransformationerne er de bijektive afbildninger E: x +— x¢. De
udger gruppen £. Tallet i fra angrebet (eller rettere sagt det mindste i med egenskaben i
angrebet) er ordenen af transformationen E i gruppen £. Det er saledes ngdvendigt at sikre,
at ,,alle” krypteringstransformationer har ,,stor* orden.

Ifalge Saetning (6.8) er gruppen £ isomorf (Z/1)*, hvor [ er det mindste felles multiplum
af p — 1 0g g — 1. Det skal altsa sikres, at ,,alle“ elementer i gruppen (Z/1)* har stor orden.
Denne gruppe har orden ¢(I). For at sikre, at alle elementer har stor orden er det ifglge
nedenstdende Lemma (6.18) nok at sikre, at gruppens orden indeholder en stor primfaktor .
Hertil er det igen nok at sikre, at falgende betingelse er opfyldt: p — 1 indeholder en stor
primfaktor s saledes at s — 1 indeholder en stor primfaktor ». Antag nemlig, at den sidste
betingelse er opfyldt. Da p — 1 er divisor i /, vil s sd vare divisor i /. Falgelig vil s — 1 veere
divisor i ¢(1). Da r er divisor i s — 1, vil » s vaere (en stor) primdivisor i ¢(I), som pastaet.

(6.18) Lemma. Lad G vere en (endelig) kommutativ gruppe, og lad r vaere en primdivisor
i ordenen af G. Da vil hgjst 1/r af elementerne i G have en orden, som ikke er et multiplum
afr.

Bevis. Af Strukturseetningen for kommutative grupper faglger specielt, at G er et produkt,
G=G xG" (6.18.1)

af undergrupperne G’ og G”, hvor G’ bestar af de elementer i G, hvis orden gar op i en
potens af r, og G” bestar af de elementer, hvis orden er primisk med r. Yderligere er G’ ikke
triviel, idet » var divisor i ordenen af G. Svarende til fremstillingen (6.18.1) bestar G af par
z=(z,7"),hvorz’ € G'ogz” € G”. DeterKklart z = 1, hvis og kun hvis bade z’ og z” har
ordener, der er divisorer i 4. Hvis z’ # 1, sa har z’ en orden, der er en potens af r og starre
end 1; specielt er ordenen sa et multiplum af . Det er saledes kun elementerne af formen
z = (1, "), dvs kun elementerne i G”, hvis orden ikke er delelig med . Brgkdelen af disse
elementer er
IG"l/1G| = 1/IG"|,

som med sikkerhed hgjster 1/r. Hermed er Lemma’et bevist. a

(6.19). Bemerk, at sikkerheden af en given krypteringstransformation E ikke kun afhanger
af atden inverse D = E~! ikke kan bestemmes. Det skal ogsa sikres, at fjenden F ikke udfra
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en eneste funktionsveerdi y = E(x) er i stand til at ,,geette” x. Det sidste kan ssedvanligvis
ikke opfyldes: For en transformation E: x — x¢, der kommer fra en RSA-nggle (n, e, d) er
e ngdvendigvis er ulige, sa for x = 0,1, n — 1 er E(x) = x. Mere pracist gelder den sidste
ligning, nar den geelder modulo hver af de to primfaktorer i n. Den gaelder altsa i hvert fald
for hver af de 3 - 3 = 9 veardier af x, der bade modulo p og modulo ¢ er kongruente med et
af tallene 0, 1, —1. Med henblik pa sikkerheden ma E altsa opfylde, at der kun for meget fa
veerdier af x geelder E(x) = x.

Modulo p gelder kongruensen x¢ = x, hvis og kun hvis enten x = 0 eller x¢~1 = 1.
Antallet af lgsninger til den sidste kongruens modulo p er (e—1, p—1). Kongruensenx ¢ = x
har derfor 1+ (e — 1, p — 1) lgsninger modulo p. Af Den kinesiske Restklassesetning falger
derfor, at antallet af lgsninger til kongruensen x¢ = x modulo n er produktet

[1+ -1 p—D][1+(—-1q9-D]

Dette produkt er altsa antallet af tal (modulo n), der ikke &ndres ved krypteringen. Skaberen
af ngglen bgr naturligvis sikre sig, at dette antal ikke er stort.

(6.20) Bemaerkning. Der findes mange andre foreslaede systemer for udveksling af hem-
melige meddelelser mellem en kreds af brugere. Som navnt indgar i systemerne en mangde
af transformationer Ex (og deres inverse D), som afhanger af en nggle «. Mangden af
nggler « skal naturligvis veere (overordentlig) stor.

| Diffie og Hellman’s foreslaede system foregar udveksling af meddelelser mellem A og
B ved at de sammen bestemmer den nggle « = « (A, B), der skal benyttes. Efter at ngglen «
er bestemt, saledes at kun A og B kender den, krypterer A med E, og B dekrypterer med D;
efter ngglebestemmelsen anvendes altsa en klassisk kryptering. Nglgebestemmelsen kan fx
forega som falger: Antag, at de mulige nggler svarer til tal x < p, hvor p er et meget stort
primtal. Regn modulo p, og velg en tilfeldig restklasse g. ldeelt er g en frembringer for
den cykliske gruppe (Z/p)*; det er i hvert fald et krav, at g har stor orden i denne gruppe.
Tallene p og g er offentlige. Videre veelger hver bruger A et tilfeeldigt tal v4, og offentligger
tallet 14 := g"4. Det er det diskrete log-problem, at ,,ingen* udfra potensen gV er i stand til at
bestemme eksponenten v. Ngglen, der skal benyttes ved kommunikation mellem to brugere
A og B er herefter tallet « = g"4”5. Dette tal kan de begge beregne: Dax = (g"4)" = h,”*,
kan B beregne tallet ud fra det oftentlige tal 44 og sin egen hemmelige eksponent vg, 0og A
kan tilsvarende beregne tallet som k = (hg)"4.

Den offentlige del af Diffie—-Hellman’s nggleudvekslingssystem indgar ogsa i det sakaldte
ElGamal-system. Klarteksten ¢ sendes hemmeligt til B som h-teksten (k, 7), hvork = g% og
T = thg, og « er en af afsenderen tilfeeldigt valgt eksponent. Den fgrste del af h-teksten er
,haglen k, som kun modtageren B kan lukke teksten op med: Hun kender sin egen eksponent
vg, 0g fra den modtagne nggle k kan hun (uden at kende «) beregne k" = g*"# = hj og
derefter dekryptere: tk™"8 = thjh,* =1t.

(6.21) Bemearkning. | Massey—Omura systemet veelger hver bruger hemmeligt sin egen
nggle. ZAkvivalent har hver bruger A altsa et par af transformationer (E 4, D4), som begge
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holdes hemmelige. Det forudseettes, at brugerne i systemet har den samme mangde K = H,
og at alle transformationerne i systemet kommuterer.

Nar A skal meddele klarteksten ¢ til B, sender han E 4(¢). Denne h-tekst er volopyk for
B, som returnerer h-teksten E g (E 4(t)) til A. Herpa anvender A dekrypteringsafbildningen
D 4. Resultatet er h-teksten D4 EgEA(t) = Epg(t) (som er volapyk for A). Denne h-tekst
sender A til B, som nu kan dekryptere: DgEp(t) =t.

Bemark, at denne kommunikation ma sikres med signatur. Hvis fjenden F opsnapper
den farste meddelelse E 4(¢), kan han give sig ud for B og returnere ErE 4(z) til A; herpa
returnerer A troskyldigt h-teksten D4 ErEA(t) = Er(t), Som opshappes af F, der nu kan
dekryptere med Dp.

(6.22) Bemaerkning. Pastanden om, at krypteringsafbildningerne i RSA-systemet er envejs-
afbildninger, bygger pa, at man formoder, at faktorisering er et , svart“ problem. Vurderinger
af sadanne formodninger hgrer hjemme i kompleksitetsteori. Her kender man en raekke
problemer, som regnes for notorisk svaere, de sakaldte ,,NP-harde“ problemer. Lgsningen af
bare ét NP-hardt problem vil samtidig give en lgsning pa en lang reekke andre problemer i
praktisk anvendelse af computere pa komplekse data. Et eksempel pa et NP-hardt problem
er ‘knapsack’ (rygsaek-problemet): Der er givet et st af positive tal v; (rumfang) for i =

1,...,k og et positivt tal V (rygsekkens rumfang). Bestem, om muligt, en delmangde 7
af tallene 1, ..., k séledes, at V.= Y ,_, v;. En lgsning kan angives ved en falge af bits
(t1,...,t) (dvsz; = Oeller; = 1) med V = Zle t;v;. At bestemme lgsningen ved at

preve med samtlige bit-falger er naturligvis umuligt, hvis & er stor.

Imidlertid er knapsack-problemet trivielt, hvis fglgen (v;) vokser med i sa hurtigt, at der
for hvert geelder, at v; > > ;_; vj. Hvis problemet her har en Igsning, bestemmes den af en
simpel algoritme: bestem det starste i for hvilket V > v; (hvis et sadant findes), og pak dette
v; ned i rygsaekken; gentag, hvis V > v;, processen med V :=V — v;.

Denne observation indgar i Merkle-Hellman systemet (1978): | systemet har alle brugere
den samme mangde K af klartekster, der er k-bit tal. Elementantalleti K er alts& 2%, hvor 2X er
stor (fx k = 600). Hver bruger A vaelger en falge af hele tal (v1, . . ., v), der vokser sa hurtigt
som beskrevet ovenfor, og et tal m > Zf.‘zl v;, 0g et paraftal a, b medab =1 (mod m). A
holder felgen (v;) og tallene m, a, b hemmelige, men offentligger falgen (w;) bestemt ved
w; = av;. Ud fra den offentlige falge (w;) krypteres til A med fglgende afbildning:

k
t=(1,... 4 — W:Ztiwi.
izl

Brugeren A modtager tallet W og kan dekryptere: ved multiplikation modulo m af W med
b fremkommer tallet V = Zle t;v;; det er det trivielle knapsack-problem, hvorfra A kan
genfinde klarteksten ¢. Fjenden F, der ikke kender b, skal derimod lgse det mere generelle
knapsack-problem: at bestemme r ud fra W = Zle tw;.

Det skal understreges, at fijendens problem naturligvis ikke er det helt generelle knapsack-
problem (tallene w; fremkom jo pa speciel made af tallene v;). Det blev bevist af Shamir i
1982, at fjenden faktisk har en algoritme, der kan bryde koden.
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(6.23) Diskret logaritme. Problemet vedrgrende diskret logaritme kan betragtes i en vilkarlig
kommutativ (lad og sige additivt skrevet) gruppe E. Betragt ligningen,

Q=xP, (*)

hvor P, Q € E og x € Z. Ligningen udtrykker, at Q er den x’te (additive) potens af P. Det
antages, at P og Q er givne, og at ordenen n af P er kendt; tallet x er sa entydigt bestemt
modulo n. Problemet (DL-problemet) bestar i at bestemme ,.eksponenten x, eller lidt mere
pracist, at angive en metode til (hurtigt) at bestemme x. Svaerhedsgraden afhanger naturligvis
af hvordan elementerne i gruppen G er reprasenteret. Fx er problemet helt trivielt, hvis
gruppen er den additive gruppe Z/n (hvis elementer repraesenteres ved restklasser modulo
n): Er P = [a] og Q = [b], sa siger ligningen (*) blot at » = xa (mod n), og denne
kongruens lgses let ved hjeelp af Euklid’s algoritme.

Polig-Hellman’s metode. Polig og Hellmann observerede, at hvis en metode til at lgse
DL-problemet for en given gruppe E er kendt for elementer P af primtalsorden, s kan den
anvendes til at angive en metode for elementer P af vilkarlig orden n. Det antages her, at
primfaktorerne i n er kendte.

Dette indses saledes: Vi antager, at (*) er opfyldt, og skal bestemme x. Betragt en
primdivisor p i n. Lad os sige, at p gar pracis v gange op i n. Ifglge Den kinesiske
Restklassesatning er det nok for hver sadan primdivisor p at bestemme et helt tal m saledes,
at

x=m (mod p").

Viviser, induktivtfori =0, 1, ..., v, atvikan bestemme et helt tal m ;, som lgser kongruensen
x =m; (mod p).

For i = 0 kan vi bruge et V|IkarI|gt tal som mg, fx mo = 0. Antag nu, fori < v, at m;
er bestemt med x = m; (mod p'), altsd at x = m; + yp'. Dai < v, er pi+1 divisor i n,
saviharn =n'p ’+1 Saettes P’ := n'p’ P, folger det, at P’ har orden p. Set nu videre
Q' =n'(Q —m;)P. Daer

Q/ =n'(xP —m;P) = n/ypiP = yP/.

Da P’ har orden p, kan vi ud fra denne ligning ifglge antagelsen bestemme y modulo p, lad
ossige y = k + zp. Indsattelse giver nu x = m; + (k +zp)p' = m; +kp' + zp' 1, og sd er

x=m; +kp' (mod pitY).

Vi kan altsa bruge m; + kp' som m; 1.

(6.24) Opgaver.

1. Antag, for et givet e > 1, at x — x¢ er bijektiv modulo n. Vis, at n ma vere kvadratfri.
2. Vis, modulo 95, at afbildningen x — x ' er bijektiv, og angiv den inverse.

3. Hvorfor star der, i kommentaren til simpelhed, at modtageren skal kunne dekode, ,,hvis
det gnskes*?



H4

U9

H4

us
us

RSA, og andre public key systemer 85

4. Min offentlige RSA-nggle er (33, 7). Restklasserne 0, ..., 32 modulo 33 fortolkes som
de 29 danske bogstaver efterfulgt af de 4 specialtegn: “.”, *,”, “I’, “?”. En student sender mig
h-teksten ‘APFL@E’. Hvad var klarteksten?

5. Vis, at restklassen g := [2]19 er en frembringer for (Z/19)*. Bestem x saledes, at
[B8lio = &*.

6. Antag, atn = pq er produkt af to primiske pseudoprimtal p, ¢g. Lad / betegne det mindste
feelles multiplumaf p — 1 0g g — 1. Vis, at x — x€ er en bijektiv afbildning Z/n — Z/n,
hvis (e,l) = 1. Vis, at ,kun hvis* ikke gelder generelt. [Vink: Prgv med det mindste
Carmichael-tal som p og et passende primtal som ¢.]

7. Lad &, betegne gruppen af de permutationer af Z/n, der er af formen x — x¢. Antag, at
n = 17 - 19. Bestem gruppen &,. Vis, at den maksimale orden af en permutation i &, er 12.
Hvilken orden har permutationen x +— x°.

8. Afhvilke grunde er RSA baseret pan = 31-61endarligide? Og hvad med n = 257-163?

9. Herunder er en tabel over logaritmen med grundtal 2 for 7Z/19. Hvad betyder det?
1|23 |4|5]|6|7]8]|9]|10[11]12]13]14|15|16]17]18
0|1[13|2]16]|14]|6 |3 |8 [17|12]15]|5 |7 [11|4 [10] 9
Brug tabellen til at markere, i gverste raekke, frembringerne for (Z/19)*, og de kvadratiske

rester i (Z/19)*. Brug tabellen til at bestemme de inverse til restklasserne af 4 og af 6. Las

kongruensen 6(4x + 3)°> = 8 (mod 19).

10. Er det diskrete logaritme-problem (se (6.23)) trivielt, hvis gruppen E er gruppen C,, af
n’te enhedsrgdder i C?

11. Antag, at n er kvadratfri. Lad &£ vere gruppen af permutationer af Z/n af formen
E. : x — x°. Antag, at/ er et multiplum af A(n). Vis, at homomorfien (Z/1)* — &, bestemt
ved e — E,, er surjektiv. Vis, at den kun er injektiv hvis I = A(n). [Vink: brug, ndrd | I,
at (Z/1)* — (Z/d)* altid er surjektiv. Tilfeldet, hvor (Z/1)* — (Z/d)* og d < [, kan jo
forekomme, sa du ma ogsa indse, at det ikke forekommer i anvendelsen pa opgaven.]




86

87



Lidt om faktorisering af store tal 87

7. Lidt om faktorisering af store tal.

(7.1). Som tidligere navnt bestar det mest oplagt angreb pa en RSA-nggle med den offentlige
del (n, e) i at prove et faktorisere n. Sikkerheden i RSA-systemet bygger pa en tro pa, at
det er vanskeligt at faktorisere et tal », der er et produkt af to store primfaktorer. Bemaerk,
at en primtalstestning af » formodentlig hurtigt vil dbenbare, at » er ssmmensat, men testen
forteeller intet om divisorerne.

| det fglgende vil vi om tallet n blot forudsette, at » er ulige og sammensat.

(7.2) Den kanoniske metode. Den oplagte algoritme, der faktoriserer n, er den kanoniske:
Prgv med tallene ¢ = 2,3, 4,5, ... om g er divisor i n. Algoritmen stopper med en divisor
g, der er den mindste ikke-trivielle divisor i n. Med store- O-notationen fra Kapitel 1 har hver
division et tidsforbrug p& O (log? n). | denne vurdering af tidsforbruget er den indgéende
konstant uafhaengig af », men den afhaenger naturligvis af den computer, der udfarer regnin-
gerne. Den mindste ikke-trivielle divisor ¢ kan hgjst vaere /n, sa algoritmen stopper efter
hajst \/n skridt. Det totale tidsforbrug kan derfor vurderes til O (\/nlog?n). (Vi behgver
naturligvis kun at preve med ulige tal g, og kan altsa i stedet vurdere antallet af skridt med
%ﬁ, men den konstante faktor % er uinteressant i store-O-notationen.) Med N := logn
betegner vi starrelsen af tallet n; det er essentielt antallet af cifre i n. Som funktion af tallet
n og af starrelsen af n kan tidsforbruget altsa vurderes som

O(/nlog?n) = 0(eV/2N?);

det vokser altsa eksponentielt med starrelsen N.

| forbindelse med brydning af en RSA-nggle, er faktoriseringen fuldfart: divisoren ¢ er
et primtal og den anden primdivisor i n er p = n/q. | almindelighed leverer algoritmen
primoplgsningen af n efter hgjst N gentagelser.

(7.3) Fermat’s metode. | en faktorisering n = pg (med g < p) er p og g begge ulige.
Specieltharvi p = s +r0gq = s —t med hele tal s og ¢, nemligmed s = (p + ¢)/2 0g
t = (p —q)/2. At faktorisere n = pg svarer altsa til at skrive n som differensen n = s2 — 2
mellem to kvadrater, eller — a&kvivalent — at bestemme s > /n séledes, at k = s® — n er et
kvadrat. Det er ideen i Fermat’s simple algoritme: Start med s := so := det mindste hele tal
starre end /n. Undersgg om k := s? —n er et kvadrat, og fortset med s := sg+1, so+2, . ..
indtil svareter ja. Lidt mere algoritmisk: Setk := k+2s+1,s := s+1, indtil k er et kvadrat.
NAr algoritmen stopper, er k = 12, og n = s — 2. Tidsforbruget til at bestemme +/k kan
vurderes til O (log® k). Antallet af skridter s —so+1. Herers = (p+¢)/20gso > /n > q.
Altsders —so+1 < s —q = (p — q)/2. Antallet af skridt kan altsa vurderes opad ved den
halve differens (p — ¢)/2, og algoritmen er kun effektiv, nar differensen p — g er lille®. |
almindelighed kan denne differens kun vurderes ved O (n), og algoritmens tidsforbrug altsa
ved O (n log® n), altsé klart dérligere end den kanoniske algoritme.

| forbindelse med RSA-systemet er p og g primtal med samme antal cifre. Altsa er p
0g ¢, og dermed p — ¢, med tilnaermelse /n. Skridtantallet kan altsa vurderes ved O (y/n),
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og keretiden ved O (/nlog® n); her er metoden altsd sammenlignelig med den kanoniske
metode.

En forfining af metoden er baseret pa felgende observation: hvis differensen ap — bq er
lille (og lige) for passende sma tal a, b, sa vil den simple algoritme ovenfor, anvendt pa tallet
abn, stoppe med en fremstilling abn = s2 — 12, og heraf fas faktoriseringen abn = (ap)(bq),
som ogsa bestemmer p, ¢. Den forfinede algoritme forsgger at anvende den simple algoritme
pa cn med sma verdierafc =1,2, 3, ....

(7.4) Eksempel. Forn = 583 = 11-53ers = 32 ogt = 21. Den simple algoritme giver
so = 25; den kraever altsd s — so + 1 = 8 skridt (og kendskab til kvadrattallene mindre end
(n/2)?).

Anvend i stedet den simple algoritme pa 52 = 2.915. Her er 5n = 55.53, altsa s = 54 og
t = 1. Algoritmen stopper altsa efter farste skridt, med fremstillingen 5n = 542 — 1.

(7.5) Probabilistiske metoder. Specielt i forbindelse med brydning af en RSA-nggle spiller
probabilistiske algoritmer eller Monte Carlo metoder en vigtig rolle. For at haevde, at en
RSA-nggle (n, e) ikke kan brydes, er det jo ngdvendigt at sikre, at fjenden ikke blot med den
mindste positive sandsynlighed kan faktorisere n. Det er altsa en forudsetning for RSA, at
ogsa probabilistiske metoder vil have en karetid, der vokser eksponentielt med N.

| det fglgende skitserer vi en enkelt algoritme, der med positiv sandsynlighed faktoriserer
n hurtigere end den kanoniske metode.

Det er gjensynlig nok at angive en algoritme, der bestemmer en ikke-triviel divisor i n
(ikke ngdvendigvis den mindste). Betragt modulo n en faglge af tal xg, x1, . ... Hvis falgen er
lang nok (fx har mere end n elementer), sa optraeder der med sikkerhed en gentagelse i falgen,
dvs der findes et index / > 0 og hertil et j < [, sa at der modulo n gelder kongruensen,

X E)Cj. (*)

Den samme foalge kan betragtes modulo en egte divisor ¢ i n. Hvis kongruensen (*) geelder
modulo 7, sa gelder den ogsa modulo ¢. Pa den anden side ma det forventes, at hvis den
betragtede falge er blot , tilfeldig“ og ¢ ,,meget mindre* end », sa vil den ferste gentagelse
i falgen modulo ¢ med stor sandsynlighed indtraeffe inden den farste gentagelse modulo .
For den farste gentagelse modulo g er kongruensen (*) altsa opfyldt modulo ¢, men ikke
modulo n. Den starste faelles divisor (x; — x;, n) er derfor en &gte divisor i n, og starre end
1, idet den er et multiplum af ¢g. Hermed er bestemt en ikke-triviel divisor i n.

Antag nu, at vi frembringer en fglge xo, x1, . . ., x; af tilfeeldige tal modulo n. Lad os farst
skenne over hvor mange elementer, der skal medtages i fglgen far vi kan forvente, at der
indtraeffer en gentagelse modulo g, hvor ¢ er en (ukendt) divisor i n. Modulo g er der g/*1
felger med [ + 1 elementer. Afdisse er g(¢ — 1) - - - (¢ — [) uden gentagelser. Af alle falger
modulo ¢ vil fglgerne uden gentagelser derfor udgere brgkdelen ¢ bestemt ved

Qlc

_alg—1)- (q—n ’
g -le-
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Forl > gerc=0. Antag! < ¢q. Som bekendt geelder for 0 < x < 1,atlog(1 — x) < —x.
Logaritmen af brgkdelen ¢ kan derfor vurderes:

! ! 2
v v —1+1 -
loge = E logl — —) < E (——) = < .

Lad nu e > 0 veere givet. Af vurderingerne ovenfor fremgar, at ¢ < ¢. altsa logc < loge,
ndr blot —?/2q < loge, dvs ndr ! > I.(q), hvor

le(q) = /2qlog(1/e). (7.5.1)

Heraf fas:

Observation. Hvis > I.(q), sa vil en tilfzldig falge xo, ..., x; med sandsynlighed starre
end 1 — ¢ indeholde en gentagelse modulo q.

Denne observation er baggrund for falgende algoritme: Frembring modulo » en falge
x0, X1, X2, ... af tilfeeldige tal. Bestem i det /’te skridt den starste feelles divisor (x; — x;, n)
foralle j =0,...,1 — 1. Nar der herved fremkommer en falles divisor g, der er starre end
1, stoppes algoritmen. Som tidligere navnt vil denne starste falles divisor, nar algoritmen
stopper, med stor sandsynlighed veere en agte divisor i n. Udregningerne ovenfor viser, at
for et givet ¢ kan algoritmen med sandsynlighed starre end 1 — ¢ forventes at stoppe efter
et antal skridt, der er mindre eller lig med [.(¢g) (hvor ¢ er en ukendt divisor i n). Vi kan

vurdere ¢ opad ved /n, og altsd /. (¢) ved \/2log(1/¢) 3/n. Med sandsynlighed 1 — ¢ kan
algoritmen altsa forventes at stoppe efter et skridtantal /, der hgjst er konstanten /2 log(1/¢)

ganget med
Vn.

| praksis kan algoritmen ikke anvendes. Der er dels et pladsproblem, idet der i det /’te
skridt skal bestemmes den starste feelles divisor (x; — x;, n) for alle j < [, hvilket kreever,
at alle x;’erne gemmes under forlgbet. Men farst og fremmest er problemet, at antallet af
beregninger vokser med /: i det /’skridt skal der foretages / beregninger af en starste feelles
divisor. For antallet af beregninger af starste faelles divisor efter  skridt fas derfor vurderingen
1+24---4+({(—-1) =1(-1)/2, som kan vurderes opad ved l§/2, og altsa ved en konstant
gange (4/n)> = /n. ldet hver beregning af starste falles divisor har et tidsforbrug pa
O (log® n), far vi et skan over algoritmens tidsforbrug pa

O(Vnlog®n) = 0(eN/?N3).

Algoritmen kan altsa kun vurderes som darligere end den kanoniske algoritme.

(7.6). Overvejelserne ovenfor er imidlertid grundlag for en forbedret algoritme, den sakaldte
Monte Carlo metode eller Pollard’s p-metode. Det antages her, at fglgen xg, x1, ... frem-
bringes af et fast polynomium f med hele koefficienter (polynomiet f = X2 + 1 er i denne
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sammenhzang det foretrukne) saledes: xq settes til et tilfeeldigt tal (i denne sammenhang
ser det ud til, at xo := 2 faktisk er tilstreekkeligt tilfeeldigt), og modulo n defineres induktivt
xi+1 ‘= f(x;). Det antages nu, at fglgen modulo den ukendte divisor ¢ er ,tilstreekkelig*
tilfeeldig. Overvejelserne ovenfor viser derfor, at falgen modulo ¢ med sandsynlighed 1 — ¢
efter et antal skridt /o < I.(g) indeholder en gentagelse modulo g. Der findes altsa et jo < Io
saledes, at den starste feelles divisor (x;, — xj,, n) er starre end 1. Og med stor sandsynlighed
er denne starste felles divisor en ikke-triviel divisor i n.

Nu er fglgen naturligvis slet ikke tilfeldig modulo g. Da f er et polynomium, faglger
nemlig af x;, = xj,, at f(x;,) = f(xj,), altsd at x,41 = xj,+1, 0g videre (induktivt), at
Xig+k = Xjo+k for k > 0. Efter den farste gentagelse (modulo g) i skridt nummer [q er der
altsa en gentagelse i hvert eneste skridt.

Heraf ses imidlertid, at der modulo ¢ findes en gentagelse x; = x;, hvor j har formen
j = 2" — 1. Mere precist kan vi, ud fra den ferste gentagelse x;, = Xjo, Velge h > 0, sd
2h=1 < 1o < 2". Da jy < lp, er jo < 2" —1, altsd jo + k = 2" — 1 med passende k > 0; med
l=1Ip+kogj=2"—1falgersd, atx; = x;. Med dette valgerk = 2" —1 — jo < 2" —1,
&l =1Ip+k < 2" 42" —1 = 2"+t _ 1, Gentagelsen kommer alts& med et index j af
formen 2" — 1, ogmed et/ < 2/+1 — 1.

| stedet for i hvert skridt / at undersgge for alle j < / om x; er en gentagelse af x;, er
det altsd nok at undersgge for hvert / om x; er en gentagelse af x,._4, hvor & er bestemt
ved 2" — 1 <[ < 2"*1 — 1. De I bestemmelser af en starste falles divisor i det I’te skridt
kan altsd erstattes af en enkelt, og af x;’erne for j < [ behgver vi kun at gemme x:_1.
Prisen er naturligvis, at vi sa ikke finder den farste gentagelse. Prisen er imidlertid moderat.
Det fremgar nemlig af udregningerne ovenfor, at hvis den ferste gentagelse /o forekommer
efter hgjst [, skridt, sa vil algoritmen, med k defineret ovenfor, afslare en gentagelse efter et
skridtantal 7, hvor I = lg + k <lg+2" —1 =1y +2:2"1 < 3lp, alts& [ < 3l,(q).

Pollard’s p-algoritme. Input: et ulige, sammensat tal n. Registre: x, 1,y, q. Output: nar
algoritmen stopper, vil q indeholde en divisor g > 1 i tallet n. Med stor sandsynlighed er g
en agte divisor i n. [Bruger funktioner sfd og f(x) = x% + 1]

pl Initialisering: Setl < 0 og X < 2.

p2 lteration: Satl < | + 1. Hvis | har formen 2", sattesy <« x.
p3 Anvend f: Sztx < f(x) (mod n).

p4 Beregning af starste feelles divisor: Seetq <« sfd(x — vy, n).
05 Stoptest: Hvisq > 1, sd STOP, ellers GOTO p2.

Antages, at den frembragte falge x; er tilstreekkelig tilfeeldig, sa felger det af overvejelserne
ovenfor, at algoritmen virker, og at antallet / af skridt med sandsynlighed 1 — ¢ hgjster 3/.(q),
hvor I, (q) er bestemt ved (7.5.1). Vi kan vurdere ¢ < /n, og kan altsa vurdere karetiden
som

0(Ynlog®n) = 0(N/*N?).

(7.7) Bemarkning. En folge x; bestemt rekursivt ved en ligning x;11 = f(x;), hvor
f:Z/n — Z/n er en afbildning, er naturligvis ikke tilfeldig: Felgens bane har et udse-
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ende, der kan sammenlignes med det graeske bogstav p. Pointen ved at vaelge f som et
polynomium er, at falgen modulo den ukendte divisor g sa igen er rekursiv.

(7.8) Opgaver.

1. Implementer Pollard’s algoritme i et program (Pascal eller C eller ... ), der som input
skal have to (prim)tal p1, p2, som beregner n = p1 p2, 0g som output leverer divisoren g i n,
samt skridtantallet. Hvorfor stopper det? Hvad sker, nar p; = 23, p» = 29?

2. ,Rent Monte Carlo* er det naturligvis, for et givet (sammensat, ulige) n, at undersgge,
gentagne gange, om et tilfeeldigt valgt g < n erdivisor i n. Giv en vurdering af det skridt-antal,
der er ngdvendigt for at denne algoritme med sandsynlighed mindst % finder en ikke-triviel
divisor i n. [Vink: I > (3 log2)n]

3. Lad n (ulige, sammensat) veere givet. | stedet for at undersgge, gentagne gange, om det

tilfeeldigt valgte g er divisor i n, kan man spgrge, om ¢ har en ikke-triviel divisor feelles med
n. Giver det en forbedring af det forventede skridt-antal?
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8. Lidt om Mdobius-funktionen.

(8.1). For to funktioner «, B: N — C (altsd komplekse talfalger) defineres foldningen o * B
som funktionen,

(@ B)(n) = an/d)B), (8.1.1)

d|n

hvor summen er over alle (positive) divisorer i n. Lidt mere symmetrisk kan foldningen af « og
B bestemmes ved (« * 8)(n) = )_,,_, a(d)B(e), hvor der summeres over alle fremstillinger
n = de af n som et produkt af to (positive) faktorer. Det er let at se, at maengden af alle
funktioner N — C med saedvanlig sum af funktioner som addition og med foldning som
multiplikation er en kommutativ ring. Vi betegner den D¢. Nul-elementet er den konstante
funktion 0, og et-elementet er funktion 15 defineret ved

1 narn =1,

o) = { 0 ellers.

Det er umiddelbart klart, at ved udelukkende at betragte reelle (eller rationale eller heltallige)
funktioner fremkommer tilsvarende en ring Dy (eller Dg eller Dy).

Det kan af og til veere bekvemt at betragte fglger i en vilkarlig kommutativ ring R, altsa
funktioner N — R. Disse funktioner udger, med saedvanlig sum af funktioner som addition
og med foldningen (8.1.1) som multiplikation, en kommutativ ring. Vi betegner den Dg. |
det folgende betragtes denne generelle situation.

Bemark, at den konstante funktion 1 (bestemt ved 1(n) = 1) ikke er et-elementet i ringen
D. Foldning med 1 knytter til hver funktion « funktionen,

(1% a)(n) = Za(a’).

d|n

Fx kan funktionen t (n), defineret som antallet af divisorer i n, beskrives ved t(n) = de 1.
Vi har altsa
T=1x1.

Tilsvarende kan funktionen o (n), bestemt som summen af divisorerne i n, beskrives ved
o(n) =Y 4, d; Vi har altsd
o=1x%u,

hvor «(n) = n er den kanoniske afbildning.
(8.2) Multiplikative funktioner. En funktion «: N — R kaldes multiplikativ, hvis

a(l)=1 og a(mn) =a(m)a(n), hvis (m,n) = 1.

Den sidste ligning forudsettes altsa kun, nar n og m er primiske. Hvis den gelder for alle
n, m Siges o 0gsa at veere steerkt multiplikativ.
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Fx er funktionerne 1p, ¢ og 1 sterkt multiplikative. Funktionen t(n) er ikke sterkt
multiplikativ; fx er 7(2 - 2) = t(4) = 3 forskellig fra t(2)t(2) = 2 -2 = 4. Men den er
multiplikativ: fx er det umiddelbart at indse, at nér n er primoplest, n = p;* --- p,", sd er
t(n) = (v1+1)--- (v, + 1), 0g heraf falger multiplikativiteten. Alternativt: Divisorerne i et
produkt nm, hvor n og m er primiske, er netop produkterne de, hvor d | n 0g e | m; antallet
af divisorer i nm er derfor t(n)t(m).

(8.3) Seéetning. En funktion o.: N — R er invertibel i ringen D, hvis og kun hvis o (1) er
invertibel i R. De multiplikative funktioner o N — R udger en undergruppe i gruppen D j
af invertible elementer i Dg.

Bevis. En funktion « er invertibel, hvis og kun hvis der findes en funktion &€ sd o * £ = 1p,
dvs ¢(1)£(1) = 1 og Zdln a(n/d)é(d) = 0forn > 1. Den farste ligning kan opfyldes, hvis
og kun hvis a(1) er invertibel i R. Den anden ligning kan omformes:

aDEm =~ Y a/did). (8.3.1)

dln,d<n

Ligningen fastleegger gjensynlig, nar (1) er invertibel, verdierne &(n) rekursivt. Heraf
folger den farste pastand.

Antag nu, at n og m er primiske. Divisorerne i nm kan da entydigt skrives de, hvor d | n
og e | m. Nar o og B er multiplikative, far vi derfor, at

(xp)(nm) = ) a(nm/de)p(de)

din, elm

=Y am/d)B(d) ) _aim/e)B(e) = (a * B)(n)(a x B)(m).

d|n elm

Heraf folger, at delmaengden af multiplikative funktioner er stabil under foldning. At den
ogsa er stabil under dannelse af invers faglger tilsvarende af den rekursive bestemmelse (8.3.1)
af den inverse. Trivielt indeholder delmangden et-elementet 1. Altsa er delmangden en
undergruppe af D5. a

(8.4) Mdbius-funktionen. Den inverse, med hensyn til folding, af den konstante funktion 1,
kaldes Mobius-funktionen. Den er altsa bestemt ved 1 x . = 1p, altsa ved ligningerne:

u =1, og » u(d) =0, ndrn>1.

dln
Eksplicit er u(n) bestemt ved udtrykket:
1 narn =1,
uwm) =13 (=1)" narn = p1--- p, er kvadratfri,

0 ellers.
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For at eftervise dette, lader vi p veere funktionen bestemt ved udtrykket. Vi skal sa vise, for
n > 1, at summen de wu(d) er lig med 0. Betragt primoplgsningen n = le ... pyr. Det
er kun de kvadratfri divisorer d, der bidrager til summen, og de kvadratfri divisorer svarer til
delmangder af de » primdivisorer i n. Der er (Z) kvadratfri divisorer d med s faktorer, og her
er u(d) = (—1). Altsa far vi (som gnsket):

. r s ro__
> @) :Z<S)(—1> =1-1" =0

d|n s=0

Mobius’s Inversionsformel. For funktioner y(n) og W (n) er folgende betingelser ensbety-
dende:

1) ¥(n) = de v (d) forallen.

(2) v(n) = Zdln w(n/d)¥(d) foralle n.
Bevis. (1) siger nemlig,at W = 1% 0g (2), at ¥ = u * . a
(8.5) Eksempel. For t(n) har vi t(n) = de 1, og dermed, for alle n,

1=> t(n/d)u(d). (8.5.1)
d|n
Euler’s o-funktion er bestemt ved ¢ (n) = >, ;—1 1, hvorsummeneroverk =1,...,n.

Ethvert k = 1, ..., n har formen k = Id, hvor d = (k,n) og [ er primisk med n/d. Vi har

altsa i
n=y 1= %" 1= ¢/d).
k=1

d|n (k,n)=d d|n
Akvivalenter : = 1 % ¢ og dermed ¢ = ¢ x u. Det falger, at ¢ er multiplikativ, og at

p(n) =Y _(n/d)u(d). (8.5.2)

d|n

Specielt far vi for en primtalspotens p", at

o(p”) =p" —p" L.

(8.6) Eksempel. Betragt funktionen A (n) bestemt ved

log p narn eren primtalspotens p” (v > 0),

Alm) = { 0 ellers.

Her finder vi
> A = logn, (8.6.1)

d|n
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thi ndr n er primoplagst, n = py* - - - p;”, er det kun divisorer af formen d = p, der bidrager
til summen pa venstresiden, og de bidrager med

> “vilog pi =log(p;* - - pyr) = logn.

1

Af (8.6.1) og Inversionsformlen fglger, at

D _log(n/d)u(d) = An). (86.2)

d|n

/kvivalent kan ligningen skrives:

> w() logd = —A(n), (8.6.3)
dn

idet log(n/d) = logn — logd og (logn) de u(d) = 0 for alle n (for n > 1 ifglge (8.4) og
forn = 1, fordi log1 = 0).

(8.7) Dirichlet-raekker. Til hver funktion (talfelge) «: N — C knyttes den uendelige raekke
af komplekse funktioner, Dirichlet-raekken for o,

o0

La(s) =Y o)

né

n=1

Multiplikation af det d’te led i reekken L, med det e’te led i rekken Lg (for endnu en fglge
B) giver (a(d)/d*)(B(e)/e®) = a(d)B(e)/(de)’. Summen af disse produkter, for de = n,
er gjensynlig det n’te led i reekken for o % 8. Specielt falger det, at hvis reekkerne L (s)
og Lg(s) er absolut konvergente for en given verdi af s € C, sa er rekken L. (s) absolut
konvergent, og

La*ﬂ(s) = Ly (s) Lﬂ(s)-

Trivielt svarer sum af faglger til ledvis addition af de tilhgrende raekker. Sum og foldning
af falger svarer altsa naturligt til sum og produkt af de tilhgrende reekker (og trivielt svarer
nul-elementet 0 og et-elementet 15 i D til reekkerne 0 og 1). Ringen D¢ kaldes derfor ogsa
ringen af formelle Dirichlet-raekker.

Dirichlet-reekken L1(s), svarende til den konstante fglge 1, er gjensynlig Riemann’s ¢-
funktion,

() =Las) =) n~".

Det falger af integralkriteriet, at reekken for ¢ (s) er absolut konvergent i halvplanen Re s > 1.
Af samme grund er reekken L, (s) absolut konvergent i ssmme omréade. Ligningen1xp = 1p
i Dc giver altsd, for Res > 1, at £(s)L,(s) = 1. Med andre ord er ¢ (s) # 0 og

1 ,
0] = Zn umn=>. (8.7.1)
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Tilsvarende fglgeraf 1 « 1 = r, at

()= t(mn~’, (8.7.2)

ogaflxt=o0 0g(*x u = ¢ falger, for Res > 2,

()5 —1) = Zo(n)n“", s —1)/¢(s) = Zga(n)n_s. (8.7.3)

Differentiation af Dirichlet-reekken L (s) giver Dirichlet-rekken Ly (s)" = Ly (s), hvor
falgen o’ er bestemt ved o’ (n) = —(logn)a(n). Specielt, med « := 1, fglger det af (8.6.2),
at

¢'(5)/c(s) ==Y Amn".

(8.8) Eksempel. Ligningen (8.1.1), der bestemmer foldningen « * v, giver mening, nar
a: N — Z har heltalsvaerdier og v : N — G har veerdier i en kommutativ (additivt skrevet)
gruppe G. Som fer geelder ,,associativiteten (o x ) * ¥ = a % (B x ), 09 1p * ¥ = .
Specielt falger Mobius’s Inversionsformel for afbildninger W, ¢ : N — G med verdier i
gruppen G. Huvis gruppen G er multiplikativt skrevet, skal Inversionsformlen naturligvis
tilsvarende skrives multiplikativt.

Heltalspolynomierne udgar et integritetsomrade Z[X], og det ligger i brgklegemet Q(X).
Specielt ligger heltalspolynomier forskellige fra 0 i den multiplikative gruppe Q(X)*. Af-
bildningen n — X™ — 1 har altsa veerdier i denne gruppe. Som bekendt geelder ligningen,

X" 1= HCDd,
d|n

hvor &, er det d’te cirkeldelingspolynomium. Ved Mdbius-inversion fas derfor ligningen,

@, = [ (x4 — pr@. (8.8.1)
d|n

Fx, for n = 48 er de kvadratfri divisorer 1, 2, 3, 6, og vi far:

_xX®-nxt-1n  x*41

— 16 8
T XEonamo1 - xep1 X Xt

Dyg

(8.9) Eksempel. Lad p veare et primtal, og betragt polynomiet X?" — X i F,[X]. Som
bekendt galder, at i primoplgsningen af dette polynomium indgar pracis de irreducible (nor-
merede) polynomier af grad, der er divisor i , og hvert sddant forekommer med multiplicitet
1. Idet «p(n) er antallet af normerede, irreducible polynomier af grad n i E,[X] fas, ved
sammenligning af graderne,

pl = Zdozp(d).

din
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Ved Mobius-inversion falger det, at na, (n) = de P4 u(d), altsd,

1
ap(n) =~ %u(d)p"/d. (8.9.1)

(8.10) Summer. Ved vurderinger afensum >, .« (k) kan man af og til med fordel inddrage
foldning, idet der gjensynlig geelder ligningen,

Daxp)k) =Y adpk/d) = ad) Y B
k<x k<x dlk d<x g<x/d

I summerne her og i det falgende er det underforstaet, at summationsindex er et naturligt tal;
grenserne for summationen kan veere bestemt ved reelle (oftest positive reelle) tal.
Som eksempel betragtes summen >, -y ¢ (k). Vi har ¢ = w * ¢ ifglge (8.5.2). Altsa er

Y etry=> u@d Y q. (1)

k<N d<N g<N/d

Den indre sum kan umiddelbart summeres: Vi har 2 Zq@ g = |x] + |x]2. Derforer

2) . a =S +x% hvor S@) 1= L) = (x = La]) (x + Lx). 2)

| udtrykket for funktionen S (x) ligger faktoren x — | x | mellemQ0og 1. Herafses, at|S(x)| < x.
Af (1) og (2) fas felgende ligning:

2) o0 = SN/ Y (N /D). 3)

Seetning. Lad py betegne sandsynligheden for at et tilfeldigt udtrukket par (k, 1) af tal
mellem 1 og N er primisk. Da gelder for alle N vurderingen,
6 2+ log N

—( <= (8.10.1)

‘PN T2
Bevis. Betragt primiske par (k, [) udtaget fra intervallet. Med k > [ er antallet Zng k),
og antallet af alle primiske par er derfor 2 Zng ¢(k) — 1; sandsynligheden py fas heraf
ved at dividere med antallet N2 af alle par. Altsd er N%py = 23",y ¢(k) — 1. Videre
geelder som bekendt, at ¢(2) = Y d~? = 72/6; heraf folger, at N2 - 6/7% = N?/¢(2) =
>, u(d)(N/d)?. Af (3) far vi derfor ligningen,

N2(py = 6/7%) = (=14 X n@SWN/d) = 3 pd N /d)?. 0

d<N d>N
Som navnt er |S(x)| < x. Det d’te led i den farste sum pa hgjresiden er altsa numerisk
hgjst N/d. Da S(N) = N, bevares denne vurdering, hvis vi lader —1 indga i det farste
led. Numerisk er parentesen pa hgjresiden af (4) altsa hgjst >,y N/d < N(1 +logN),
hvor uligheden fas ved vurdere de@, 1/d opad med le(l/t) dt = log N. Tilsvarende er
det andet led i (4) numerisk hgjst lig med N, idet uligheden féas ved at vurdere >",_ 5 1/d?

opad ved [ (1/t?)dt = 1/N. Ved addition og divsion med N2 fremkommer den pastaede
ulighed (8.10.1). a
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(8.11) Opgaver.
1. Vis fglgende uligheder (den forste kun for n > 1):

2 < 1(n) < 2/n, n <o) < 2nn,
Jn/2 <o) <n, n?/2 < em)om) < n’.

[Vink til 3. ulighed: ¢(n)/+/n er multiplikativ. Vurder for en primtalspotens: ¢(p")/p"/? =
(p—1)p"? 1 >1 ndrv > 2eller p > 3. (Det kan forbedres til ¢(n) > /n, nérn # 2, 6.)

Vink til 4. ulighed: ¢(n)o(n) er multiplikativ, og for en primtalspotens p" finder vi
umiddelbart, at ¢ (p")o (p*) = (p* — p* " H (" = 1/(p = 1) = p*@A - 1/p**h). For
n=p'--p’ fdsaltsd

p(n)o(n) = nz(l — l/p‘1’1+l) e (1- 1/pvr+1)'

r

Produktet af parenteserne pa hgjresiden er hgjst 1, og sterre end eller lig med

1

A=1/p)) - A-1/p) > []1-1/¢% =3

q=2

en sidste ligning er jo triviel, ikke?) Du kan ogsa vurdere ned ved ¢(2) ™t = 6/7%.
(Den sidste ligni jo triviel, ikke?) Du k avurd dved c(2)~1 = 6/72]

2. Vis, at udtrykket i formlen (8.9.1) for «,,(n) er positivt for alle n, 0gsd ndr p > 2 ikke er
et primtal.

3. Bestem gransevaerdien lim ay /N2, hvor ay er antallet af Farey-brgker af orden N. (Farey-
brokerne af orden N er brgkerne i intervallet mellem 0 og 1 med navner hgjst N, altsa
mengden af brgker af formena/s, hvor0 <a <s < N.)

4. Vis, at de w(d)?/o(d) = n/em). [Vink: brug, at begge sider er multiplikative.]
5. Vis Brauer—Rademacher’s identitet:
,

d r
o) Y @) =m0 > dn().

d|r, (d,n)=1 d|(n,r)

6. *Antag, at o: N — R er multiplikativ og monoton. Vis, at sa er « en potensfunktion,
a(n) = n€.

7. Betragt antallet af Igsninger til den diofantiske ligning x2 4+ y? = k (dvs lgsninger med
x,y € Z). Det er velkendt, at antallet kan bestemmes ud fra primoplgsningen af k. Mere
pracist: Antag, atk = 2/g;* g/ pi" -+ ps*, hvor ¢; = 3 (mod 4) og p; =1 (mod 4).
Da er antallet af lgsninger lig med 4V (k), hvor V(k) = (m1 + 1)---(ms + 1) hvis alle
eksponenterne n1,...,n, er lige, og V(k) = 0 ellers. Vis, at V(k) = Zd|kx(d), hvor

x(d) = 0 hvis d er lige, og x (d) = (—1)“@~D/2 hvis d er ulige. [Vink: x er multiplikativ.]



100 88

8. Vis,at) ., V(k) = >, x(d)|n/d]. Vis,at4} , ., V(k) + 1er lig med antallet af
gitterpunkter i cirkelskiven bestemt ved x? + y? < n. Udled, at Y, x(d)|n/d]| ~ Zn.
Vis herved formlen 1 — § + 1 — ... = Z.

9. Vis uligheden ¢(n)/n > 1/log,n for alle n > 6. [Vink: Fra primoplgsningen n =
piteopr fas n)/n = (1 —1/p1)--- (1 —1/p,). Vurder falgen py, ..., p, nedad ved
2,3,...,r + 1. Det folger, at (n)/n > ]‘[f:zl(l — 1/i). Produktet kan udregnes: det har
veerdien 1/(r + 1). Altsd er p(n)/n > 1/(r +1). Vurder nu r + 1 opad: Da p;" > 2,
er 1 < log, p;". Derfor er r < log,n, og hvis p;" > 4 for bare et i, f&s vurderingen
r + 1 < log, n. Den ekstra forudsaetning er opfyldt, nar » ikke er et af tallene 1, 2, 3, 6.] Er
uligheden ¢(n)/n > 1/ log, n opfyldt for n = 3?

10. *Vis, at udtrykket i formlen (8.9.1) for o, (n) er et helt tal for alle n, ndr p er et vilkarligt
naturligt tal. [Vink: Erstat p med a i summen pa hgjresiden. Det skal sa vises, at der modulo

n geelder fglgende kongruens:
> uda"? =o0.

d|n

Brug hertil den kinesiske restklassesatning, og regn modulo en given primtalspotens ¢V i
primoplasningen af n. Lad D vare mangden af kvadratfri divisorer d i n, der er primiske
med g. De resterende kvadratfri divisorer har sa formen d’ = qd med d € D. Reducer til at
vise, at a4 — a"/? = 0ford € D. Vis og brug hertil, at 57" — 59"~ = 0 for alle b.]

11. *Vis, at udtrykket i formlen (8.9.1) for «,(n) er positivt for alle n, ndr p > 1 er et reelt
tal.
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9. Funktionalligningen for zeta-funktionen.

(9.1) Setup. Riemann’s ¢-funktion er funktionen ¢ (s), defineret for Re s > 1 som summen,

1
(=) —. (9.1.1)

hvor summen er over n = 1,2, ..., 0g n® = ¢*!°99” Rakken har i omrddet Res > o,
hvor o > 1, den konvergente majorantreekke Y n~?. Funktionen ¢ (s) er altsa en holomorf
funktion i halvplanen Re s > 1.

| det falgende indgar ogsa gamma-funktionen I"(s), defineret for Re s > 0 ved integralet,

o0
T(s) = / e dr. (9.1.2)
0
Ved partiel integration er det let at vise funktionalligningen,
(s +1) =sI(s). (9.1.3)

Trivielt er I'(1) = 1, og af funktionalligningen fas I'(k) = (k — )! fork =1,2,.... Ved
gentagen anvendelse af ligningen (9.1.3), pa formen I'(s) = %F(s + 1), udvides gamma-
funktionen umiddelbart til en meromorf funktion defineret i hele den komplekse plan. Den
udvidede funktion har poler af orden 1 i tallene 0, —1, —2, ..., og er holomorf i alle andre
punkter.

Endvidere indgar potensfunktionen z*, defineret for z # 0 og alle komplekse tal s via den
komplekse logaritme:

s & logz

2= s(log |z|+iargz) —

=e FARCALEES (9.1.4)

Som funktion af z # 0 er z* en flertydig funktion: argumentet arg z har flere mulige verdier
(der afviger med et heltalsmultiplum af 277), og tilsvarende har z* flere determinationer. Nar
z ligger i et omrade, der ikke indeholder negative reelle tal, er det naturligt at lade z* betegne
hoveddeterminationen, defineret ved at argumentet er valgt med —7 < argz < 7. Nar z er
negativ reel, z = —z hvor r > 0, er der i hvert fald to lige gode muligheder:

tseirrs
(1)’ = {

tSe—lTTS .

Den farste mulighed veelges naturligt, nar —¢ opfattes som et randpunkt for den gvre halvplan
(Zm z > 0), den anden, nar —¢ opfattes som et randpunkt for den nedre halvplan.
Af definitionen far vi umiddelbart for modulus:

|ZS| — |Z|’Rese—2msargz < |Z|Resen|2ms|
hvor ulighedstegnet gelder under forudsatning af at determinationen er hoveddeterminatio-
nen.

Nar eksponenten s er et helt tal, forsvinder flertydigheden: z* er den s&dvanlige potens af
z i gruppen C*. Vi definerer ikke z* for z = 0.



102 89

(9.2) Riemann’s kurveintegral. Udgangspunktet for Riemann’s elementare overvejelser er
funktionen I (s), for komplekse veerdier af s, bestemt ved udtrykket,

1 = —. 9.21
() 2wi J_ o e =1 2 ( )

Polerne for integranden er nulpunkterne for e~ — 1, altsa tallene 27 ki for k € Z. | kurve-
integralet 55__;0 0g mere generelt, i 55__15, hvor R er positiv reel eller oo, integreres der langs
en kurve, der lgber langs den negative halvakse fra —R til —e, dernast en gang rundt langs
cirklen med radius ¢ i den sedvanlige omlgbsretning, og endelig tilbage langs den negative
halvakse fra —e til —R, altsa

f_:e B /_;8+/|Z|=8+/_;R~ 9.2.2)

Radius ¢ er valgt sa lille, at cirklen kun indeholder polen z = 0 for integranden.

Bemark, at (en del af) integrationsvejen forlgber langs den negative halvakse, altsa netop
gennem de punkter, hvor z* har 2 determinationer. Det skal altsa yderligere praciseres, at
ved gennemlgbet fra — R til —e opfattes de gennemlgbne punkter som randpunkter for den
nedre halvplan, ved tilbagelgbet fra —e til —R opfattes punkterne som randpunkter for den
gvre halvplan:

2mi
* =
o —27i
| det farste kurveintegral pa hgjresiden af (9.2.2), hvor z = —¢, er altsé z* = ¢ ~/™%, og i

det tredie kurveintegral er z¥ = r%¢/™*, altsé

/—8 Zs dz /s Z‘se—irrs dt /«—oo ZS dz /oo tseirrs dt
e i=1 7z J =1 t’ e e“—=1z J, e—-11¢"

Sl de to bidrag sammen, og brug at sinw = (¢!* — e~"*)/2i. Herved far vi ligningen,

sinws [ 5 dt 1 ¥ dz
1 = — 4+ — — . 9.2.3
() b4 /8 el —1 1t * 2mi Jigj=e e =1 2 ( )

(9.3) Seetning. Der gelder falgende to ligninger:

(i) 1(s) =

Sir;rmr(s)“”’ (i) 1() =220 sin - ¢A - ).

den farste for Re s > 1, den anden for Res < 0.
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Bevis. Med substitutionen nt for ¢ i (9.1.2) fas, nar Re s > 0,

N Al dt
[(s) =n’ / te™ " —
0 t

Divider med n* og dan summen forn = 1,2,.... Da}_ . e = 1/(e' — 1) folger det
let, nar Res > 1, at
) foo s o
N S) = —.
¢ o e —11

Betragt pa den anden side ligningen (9.2.3). Nar Re s > 1 kan det uendelige integral integre-
res heltind i 0, og kurveintegralet langs cirklen konvergerer mod 0 for ¢ — 0; sammenligning
med (1) giver derfor den gnskede ligning (i).

For at vise den anden ligning betragtes omradet D, der fremkommer ved at fjerne, fra
cirkelskiven med centrum 0 og radius R, en lille cirkelskive med radius ¢ og den negative
reelle halvakse. Randen af Dy er dels cirklen med radius R, dels en kurve, der lgber farst
fra —R til —e, dernaest rundt i negativ omlgbsretning langs cirklen med radius &, og endelig
tilbage fra —e til —R.

*10mi

Bemeerk, at den sidste del af randen gennemlgbes modsat den retning, der tilsvarende defi-
nerede kurveintegralet ¢ ~. Vi har altsa Jopg = Jz=r — ¢ X

Vi anvender Cauchy’s Integralsatning pé& funktionen f(z) = z°~1/(e=% — 1) i omradet
Dp. Polerne er tallene a = 2rki for k € Z. Radius velges, sa cirklen med radius R ikke
gar gennem nogen pol; mere precist veelges R = (2N + 1)z, hvor N er et naturligt tal. Af
Integralsaetningen falger, at

1 1 (R
Py fRdz—o— j£_R f@dz= ) Res— f(2), )

2mi Jiz =g 4cDr

hvor summen er over alle poler a i omradet D, altsa tallene a = £27ni for1 < n < N.
Funktionen 1/(e~% — 1) har for z = 0 — og derfor ogsa for z = 27 ni — en simpel pol med
residuet —1. Multiplikation med z°~ giver f(z). | polerne a = 4+2mni er |a| = 27n 0g
arga = +m /2, sa residuerne er

_as—l — _(Znn)s—le:l:(s—l)in/Z.
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Her er e$—Din/2 — oism/2 i oq ¢~ —Din/2 — o=ism/2 /(_j) ‘med summen 2 sin s /2. Hoj-
residen i (2) er derfor summen,

—2sin(sm/2) Y (mn)*. 3)

1<n<N

Pa venstresiden af (2) konvergerer det andet integral, for R — oo, mod f__;o f(z)dz. Pa
cirklen, i det farste integral, er z = Re'® for —m < v < 7. Altsé er dz/z = idv. Videre er
|z5| < RRe¢semITmsl Endelig, da R har formen (2N + 1), skeerer cirklen med radius R den
imaginere akse midt mellem to nulpunkter for naevneren e ~% — 1, og det fglger, at naevneren
er begraenset vaek fra 0. Vi far heraf en vurdering opad for integralet rundt langs cirklen af
formen en konstant gange R™*¢%. Antag, at Res < 0. Det falger, at det farste integral i (2)
konvergerer mod O for R — oo, altsa for N — co. Af (2) og (3) fas derfor ligningen,

—I(s) = —2@2n)* tsin(rs/2) Y n*
n=1

og dermed den gnskede ligning (9.3)(ii). a

(9.4) Funktionalligningen. Funktionen I (s) er holomorf i hele den komplekse plan. Som
navnt er gamma-funktionen meromorf i hele den komplekse plan. En vilkarlig af de to
ligninger (9.3)(i) eller (ii) fastleegger derfor funktionen ¢ (s) som en meromorf funktion i hele
den komplekse plan, og begge ligninger geelder for alle s. At de to hgjre-sider er ens for alle s
er funktionalligningen for ¢ (s). Dasinzs = 2sin(rs/2) cos(wrs/2), kan funktionalligningen
skrives:

c(Q—s) =275 cos(rrs/2)T () (s). (9.4.1)

Ligningen, anvendt med s := 1 — s, udtrykker ¢ (s) ved ¢(1 — s). Indsettes dette udtryk pa
hgjresiden af (9.4.1), fas felgende velkendte(?) ligning for gamma-funktionen,
L)L —s)=m/sin(rs). (9.4.2)

Hgjresiden har ingen nulpunkter, og simple poler i de hele tal. Pa venstresiden har I'(s)
simple poler i 0, =1, —2, ... og I'(1 — s) har (derfor) simple poleri 1,2,.... Af lignin-
gen falger derfor, at I'(s) ikke har nulpunkter. ZEkvivalent har I'(s) ! simple nulpunkter i
0, -1, —2,..., 09 ingen poler. Af (9.4.2) falger, at (9.3)(i) alternativt kan skrives,

I(s) =

: 9.4.3
Fa O (9.4.3)
(9.5) Specielle veerdier. Verdien I (s) kan umiddelbart bestemmes, nar argumentet s er et
helt tal. Antag nemlig, ats = k € Z. Daer z* holomorf i hele den komplekse plan. Fglgelig
er de to uendelige integraler i (9.2.2) modsatte, og det midterste integral er integralet rundt
langs en (lille) cirkel af en meromorf funktion. Altsa er

I(k) = Res,—o ¥ 1/(e7% = 1).
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Verdien kan udtrykkes ved Bernoulli-tallene By, der bestemmes ved raeekkeudviklingen,

ez_l_Z—z :

hvor B, = 0 for n < 0. Det falger, at z*"1/(e™2 — 1) = 3, (=1)""1(B,/n")z*¥*"~2, og
specielt er

1(k) = (-1 (1 i

hvor hgjresiden naturligviser 0, nark > 1. Nar k erulige, k = 1—2n, ersin(zk/2) = (—-1)",
sa (9.3)(ii) giver ligningen,

£(@2n) = (=1 trEr)?n 2 9.5.1

(n)()()z(z), (9.5.1)
Specielter £(0) = 2, 0g ¢(—2n) = 0forn > 1. Forn > 1er (9.5.1) klassiske verdier af
reekken (9.1.1).

Alternativt kan vi direkte bruge (9.4.3):
B
(_1)k k+1 _
k+1! Tk*k+1

Fork > 0erI'(k + 1) = k!, og det falger, at

§(=k). (9.5.2)

1h\k k+1
¢(=k) = ( )k+1 (9.5.3)

De ulige Bernoulli-tal er By = —% 0g Boiy1 = 0 for k > 0. Af (9.5.3) falger altsa igen, at
£(0)=—3,09¢(—2k)=0fork=1,2,....

Bemark, at ligning (9.4.3) ikke giver information om verdierne ¢ (k) fork = 1,2, ...,
idetviherhar1l/I'(1 —k) =0.
(9.6) Bemarkning. Funktionen I (s) pa venstresiden af ligning (9.4.3) er holomorfi hele den
komplekse plan; faktoren I'(1—s) ~* p& hgjresiden er ligeledes holomorf. Af ligningen falger
derfor, at ¢ (s) er holomorf pa nar eventuelt i nulpunkterne for I'(1 — s) 1. Disse nulpunkter
er, ifglge (9.1), s = 1,2, ..., og de er simple nulpunkter. Da I (s) ogsa har nulpunkter for
s =2,3,...,er¢(s) altsd ogsa holomorf i disse punkter. Tilbager bliver punktet s = 1. Her
har I'(1 — s)~ et simpelt nulpunkt, og 7(1) = 1; punktet s = 1 er alts& en simpel pol for
(s).
(9.7) Opgaver.
1. Vis, at I (s) er holomorf i hele den komplekse plan, og uafhaengig af valget af .

Vis, at I'(3) = /7.

Vis, at Res;—1 ¢(s) = 1.

Bestem vardierne ¢(2) og ¢ (4).

Vis, at £ (s) er reel for alle reelle veerdier af s # 1.

6. For gamma-funktionen gealder I'(s) = I'(s/2)I'((s + 1)/2))2°~1/ /7 ("Fordoblings-
formlen™). Brug fordoblingsformlen til at vise, at funktionalligningen for zeta-funktionen
kan udtrykkes sddan: Med Z(s) := 7 ~/?I"(s/2)¢ (s) geelder: Z(1 —s) = Z(s).

a > w
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10. Nogle diofantiske ligninger.

(10.1). | dette kapitel betragtes nogle diofantiske ligninger, specielt nogle af de ligninger, der
kan behandles via kvadratiske talringe. Ligningerne har faet deres tilnavn efter matematikeren
Diofant, der levede i Alexandria ca 200-284. Han interesserede sig for rationale lgsninger til
visse lineere ligninger. | forbindelse med de diofantiske ligninger omtalt her vil vi imidlertid
underforsta, at det er ligninger, hvortil man sgger heltalslgsninger, — i hvert fald hvis intet
andet er naevnt. At lgse den diofantiske ligning gar principielt ud pa falgende: (1) afger, om
ligningen har (heltals)lgsninger); (2) (hvis den har lgsninger) afger, hvor mange lgsninger
den har; (3) hvis den kun har endelig mange Igsninger, sa bestem dem alle sammen; (4) hvis
den har uendelig mange lgsninger, sa beskriv dem (sig noget begavet om dem!).

De mest beramte diofantiske ligninger indgar i falgende resultat:

Fermat’s store Saetning. For hver eksponentn > 2 har den diofantiske ligning,

n

x"+y"=7", medx,y,z>0, (10.1.1)

ingen lgsninger.

Det generelle resultat, for alle n > 2, blev bevist af Andrew Wiles i 1995.

Enhvert naturligt tal » > 2 er deleligt enten med 4 eller med et ulige primtal p. Det faglger
let, at for at indse det generelle resultat er det nok at vise, at ligningen ikke har lgsninger,
narn = 4 og nar n = p er et ulige primtal. Vi viser umuligheden for n = 4, essentielt med
Fermat’s bevis, og for n = 3.

Yderligere behandler vi nogle diofantiske ligninger af formen y2 = x2 + k, og vi slutter
kapitlet af med nogle ligninger af formen x? — bxy + cy? = +p.

For n = 2 har den diofantiske ligning (10.1.1) som bekendt mange lgsninger. Det forste
resultat herunder kan opfattes som en parmeterfremstilling af lgsningerne.

(10.2) Pytagoreiske tripler. Lasningerne til den diofantiske ligning,

x2+y>=z% med (x,y)=1, x,y,z>0, yerlige,
er netop talszttene (x, y, z) med falgende fremstillinger:

x=a2—b2, y = 2ab, z:a2+b2, hvor 0 <b < a, (a,b) =1 o0gab er lige.

Parret (a, b) er entydigt bestemt ved (x, y, z).

Bevis. Antag, at (x, y, z) opfylder betingelserne. Af ligningen falger, at en feelles divisor i
x, z 0gsa er divisor i y. Derforer (x,z) =109 (y,z) =1. Dayerligeog (x,y) =1,erx
og z ulige. Skriv nu ligningen pa formen,

y2 = (2 —x)(z +x). (10.2.1)
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Et tal 4 > 1, der er divisor i begge faktorer z — x og z + x pa hgjresiden, er ogsa divisor
I summen 2z og i differensen 2x; da (x,z) = 1, erd = 2. Omvendt er 2 divisor i begge
faktorer, da x og z begge er ulige. Divideres begge faktorer med 2, bliver de primiske, og
deres produkt bliver (y/2)?, altsa et kvadrat. Af Aritmetikkens Fundamentalsatning falger
sa, at hver af de dividerede faktorer ma vere et kvadrat, og vi far fremstillinger:

z—x=2b2, z+x=2a2, y2=4a2b2, hvor (a,b) =1, 090 < b < a,

hvoraf
x=a2—b2, y = 2ab, 7 = a® + b2.

Og et af tallene a og b er lige, da x er ulige. Omvendt er det klart, at betingelserne pa a, b
medfarer betingelserne pa x, y, z, 0g at (a, b) er entydigt bestemt. a

Vi vil referere til resultatet som , Pytagoras”. Bemeerk, at det er enten a eller b, der er lige,
og at fremstillingen af x ikke er symmetrisk i a, b. Hvis man fx gnsker, at a skal veere lige,
kan man i stedet kreeve +x = a? — b?, og sé kun a, b > 0.

(10.3) Seetning. (Fermat) Den diofantiske ligning,

x2+y4 =z4, x,y,z>0, (0)
har ingen lasninger. Specielt galder, at ligningen x* + y* = z*, altsd Fermat’s ligning
(10.1.1) med n = 4, ikke har positive heltalslgsninger.

Bevis. Den anden pastand er en konsekvens af den farste, thi hvis (x, y, z) lgser den anden
ligning, vil (x2, y, z) lase den farste.

Den farste pastand vises ved ‘descente infinie’, der essentielt er fuldsteendig induktion:
Vi antager, at ligningen (0) har en lgsning (x, y, z). Vi viser, at vi hetil kan bestemme en ny
lgsning (x’, y’, /) med kravet z’ < z. Denne bestemmelse ville sa kunne gentages, men det
er naturligvis umuligt vedvarende at opfylde kravet, nar tallene z skal vaere positive.

Bestemmelsen af den nye lgsning sker i en reekke skridt:

1. Vikan antage, at (y, z) = 1. Set hertil 4 := (y, z). Det folger sa af ligningen, at d* | x?,
og dermed at @2 | x. Derforer (x', y', z') := (x/d?, y/d, z/d) ogsd en lgsning, og hvisd > 1
erz7 <z.

2. Da (y, z) = 1 falger det umiddelbart af ligningen, at (x, y) = 1 og (x, z) = 1. Tallene
x, v, z er altsa parvis primiske.

3. Potenserne y* og z* er specielt kvadrater, sa vi kan anvende ,,Pytagoras”. Specielt er enten
x eller y lige.
Antag farst, at x er lige. Da findes primiske a, » > 0 med

x = 2ab, y2 :az—bz, 22 =a® + b2,
Multiplicer de to sidste ligninger med hinanden. Det giver (yz)? = a* — b%, altsé

(v2)? +b* = a*.
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Denne ligning har den gnskede form, med z’ = a, og og da a? < z2 er z/ < z, som gnsket.

4. Antag dernast, at y (og dermed y?) er lige. S& findes primiske a, b > 0, med a lige,
saledes, at
+x = a? —b2, y2 = 2ab, % = a® + b2,

Af den anden ligning ses, at 2ab er et kvadrat, og af aritmetikkens fundamentalsatning felger
sd, idet (a, b)) = 1 0g a er lige, at b er et kvadrat og at a er 2 gange et kvadrat. | stedet for at
indfare nye symboler, erstatter vi b med b2 og a med 2a?, og far s (bl.a.) ligningen,

22 =44 +b*. (10.3.1)

Igen er 4a* og b* specielt kvadrater, s& vi kan anvende Pytagoras. Der findes altsd ¢ > d > 0,
(b,c) =1,sa
b2 =% — a’2, 242 = 2cd, z= c? +d?.

Af den anden ligning falger, at bdde ¢ og d er kvadrater. Erstatter vi ¢ med ¢2 og d med d?,
bliver den farste ligning til b2 = ¢* — d* og den sidste til z = ¢* + d*, altsé

b? + d* = ¢, (0)
og z = c¢* 4+ d*. Ligningen (0') har den gnskede form, med z’ := ¢, og da ¢ < ¢* < z, er det
gnskede opnaet. i

(10.4) Seetning. Folgende tre diofantiske ligninger har ingen lasninger med x, y, z > 0:

D x*+y'=22 Q) x*+4t=72 3 xZ4+ayt =4

Bevis. Betragt ligningen (1) og reesonner som i beviset for Seetning (10.3). 1 ,,descente infinie*-
delen antages (1) med (x, y) = 1. Pytagoras giver, idet vi kan antage, at y er lige:

x2=a2—b2, y2=2ab, z=a2+b2,

hvor (a, b) = 1 og en af a, b er lige. Det ma veere b, der er lige, thi ellers geelder modulo 4,
atb? = 10g a® = 0, hvoraf modstriden x? = a® — b?> = —1. Af den midterste ligning falger
s&, at b = 2¢? 0g a = d?, og indsettelse i den farste ligning giver x? = d* — 4¢*, altsé

2 4 4c* = a*, )

Igen anvendes Pytagoras: x = e — f2, 2c? = 2ef, d? = e* + f2. Af den midterste ligning
folger, at bade e og f er kvadrater, og s& kan vi i den sidste ligning erstatte e og f med e og
f2. Ligningen bliver s4 til

64 + f4 — dZ’ (1/)
som har den gnskede form, med z’ := d < d? = a < a® < z, som gnsket.

Betragt nu ligningen (2). Den har sammen form som (2’) herover, og vi har lige vist,
hvordan en sadan ligning ville give en ligning af formen (1), og altsa en modstrid. Tilsvarende
er ligningen (3) af formen i (10.3.1), og i beviset for Setning (10.3) s vi, hvordan en sadan
ligning giver en ligning af formen (10.3)(0), og altsa en modstrid. a
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(10.5) Pastand. Den diofantiske ligning,

x> +y*=274 med x,y,z>0, (10.5.1)

har ingen lgsninger.

Bevis. Beviset for pastanden er ved ‘descente infinie’, essentielt som det foregaende bevis.
Antag, at (x, v, z) er en lgsning. Vi bestemmer en ny lgsning («, v, w) med w < z.

1. Det kan antages, at (y, z) = 1. Heraf falger videre, at ogsa (x, z) = 1.

2. Tallene x, y, z er alle ulige. Det indses ved at reducere ligningen modulo 4.

3. Omskriv ligningen til falgende:

4 y2 4 x\2 y2 —x\2
¢ = ( 2 ) + ( 2 ) '
Da (v, z) = 1, er de to kvadrater pa hgjresiden primiske. Et af dem ma veere lige; idet vi et
gjeblik tillader x at vaere negativ, kan vi eventuelt erstatte x med —x og antage, at (y2 — x)/2
er lige. Nu kan (10.2) anvendes. Det falger, at der findes fremstillinger (y? +x)/2 = a? —b?,
(y2 — x)/2 = 2ab, z2 = a® + b%, med (a, b) = 1 0og ab lige. Ved subtraktion og addition
fas ligningerne:

x=a2—b2—2ab, y2=a2—b2—|—2ab, 22 =a® + b2,

4. Tallet b mé veere lige. Vi har nemlig y? + 2b? = (a + b)?, som kan betragtes modulo 4.
Tallet y er ulige og hvis ogsa b var ulige, ville y2 + 2% veere kongruent med 3, i modstrid
med at kvadratet (« + b)? ma vere kongruent med O eller 1.

5. 1 ligningen z2 = a? + b2 fra (3) er b lige og (a, b) = 1. Altsé findes fremstillinger,
a=c?—d? b=2cd, z=c*+d? med(c,d) =1o0gcd lige. (10.5.2)
6. Ligningen y? = a? — b? + 2ab fra (3) kan skrives
2b° =(@+b—y)a+b+y). *)

Her er (a, b) = 1, 0g da b er lige, er a + b ulige. Yderligere er a + b og y primiske, thi et
primtal p, der er divisor i 4+ b og i y, ma vare ulige, og divisor i 262 og dermed i b; men p
kan ikke bade gadopia +bogi b, da (a, b) = 1.

De to faktorer pa hgjresiden af (*) har altsa 2 som starste falles divisor. Da venstresiden
er delelig med 8, ma en af de to faktorer veere delelig 4 og den anden med 2 og ikke med 4.
Idet vi et gjeblik tillader y at veere negativ, og eventuelt erstatter y med —y, kan vi antage,
at det er den anden faktor, der er delelig med 4. Nu falger det af (*), og Aritmetikkens
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Fundamentalsatning, at vi har fremstillingera +b —y =2f%, a +b+y =4g% b = 2fg,
hvor (f, g) = 1 0g f er ulige. Addition og subtraktion giver ligningerne,

a+b=2g>+ %2, y=2¢>2—f%, b=2fg, med fuligeog (f,g)=1. (10.5.3)

7. Af de to udtryk for b, i (10.5.2) og (10.5.3), falger specielt, at fg = cd. Da (f,g) =1
og (c,d) = 1, falger det af Aritmetikkens Fundamentalsetning, at der findes tal v, w, s, ¢
saledes, at

f=vt, g=ws, c=wt, d=vs, med(w,w)=109(,1t) =1

8. Af (10.5.2) og (10.5.3) fas to udtryk for a + b, og det giver ligningen ¢ — d? + 2cd =
2g2 + 12, altsd 2g%2 + d% — 2¢d + f? — ¢? = 0. Indsattelse heri af ligningerne fra (7) giver
ligningen:

(2w? 4+ v?)s? — 2vwst + (v2 — w2 = 0. (10.5.4)

Det er en andengradsligning i s, ¢, homogen af grad 2, med diskriminanten,
4v?w? — 4(2w2 + v2)(1)2 — w2) = 4(2w4 — v4).

Da andengradsligningen har heltalslgsninger, ma diskriminanten vere et kvadrat. Derfor
findes et helt tal » med 2w* — v* = u?, altsé

u? + vt = 2w,

Efter et eventuelt fortegnsskift, kan det antages at u, v, w > 0. Altsa er (u, v, w) en lgsning
(10.5.1). Afrw = ¢ < ¢? < ¢? + d? = z folger w < z. Den nye lgsning (u, v, w) har altsa
mindre trediekoordinat, som gnsket. a

(10.6) Ak og ve. Opdagede du, at der er noget helt galt med Pastand (10.5)? Det er jo aldeles
trivielt, at (x, y, z) = (1,1, 1) leser ligningen! Hvor i ,beviset* gar det galt? Vis, at man
ved hjelp af ,,beviset” kan bestemme uendelig mange lgsninger til ligningen, ja faktisk alle
lasningerne.

Svar. Det er lidt problematisk, at ,,beviset” gar ud fra at de indgaende starrelser er positive.
Det kan repareres, hvis nogle stgrrelser undervejs bliver negative, men den egentlige fejl sker
fraskridt (3), hvor det antages, at begge kvadrater er forskellige fra 0. Det kan ikke udelukkes,
at y2 —x = 0, altsd at b = 0. Det sker pracis, nér y2 = x. Da (x, y) = 1, er det alts4,
nar x = y = 1. Det er derfor pracis i lgsningen (x, y, z) = (1, 1, 1), at argumentet bryder
sammen.

Men det betyder pa den anden side, at man ud fra enhver anden lgsning efter endelig mange
skridt kommer til Igsningen (1, 1, 1). Og faktisk kan proceduren ggres konstruktiv: Ud fra en
lgsning (u, v, w), med positive og parvis primiske u, v, w, kan man essentielt rekonstruere
(x, y, z) saledes:
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Den homogene andengradsligning (10.5.4), for givne (u, v, w), havde diskriminanten
4u? = (2u)?. De 4 lgsninger (s, r) med (s, r) = 1 svarer til de to uforkortelige braker s /¢,
bestemt ved den seedvanlig lgsningsformel,

vw tu

= ———"——=
s/ v2 4 2uw?

(nemlig med (s, 7) ogsa (—s, —t)). Pa hgjresiden er tlleren lige og navneren ulige; da
(s,t) = 1, folger det, at s er lige og ¢ er ulige. Herefter bestemmes f, g, ¢, d som i (7), og
videre, fra (10.5.2) og (10.5.3),

a = w?t? — v2s2, b =2vwst, a+b= 2w?s? + v2t2,
7 = w2 + v2s2, y = 2w?s? — 122,

Endelig var x bestemt i (3) som x = a? — b% — 2ab = 2a? — (a + b)?; med de fundne udtryk
for a 0g a + b kan det skrives x = 2(w?r2 — v252)2 — 2w?s? 4 v2:2)2. Under brug af at
2w* — v* = u? er det let at reducere udtrykket:

X = uz(t4 — 2s4) — 8v2v2s?t2

Ud fra lgsningen (u, v, w) = (1, 1, 1) fas s/t = 2/3 (idet den anden lgsning s /¢ = 0 ikke
kan bruges), og altsa (s, t) = (2, 3). Det giver lgsningen (239, 1, 13). Ud fra denne lgsning
som (u, v, w) fass/t = —2/3eller s/t = 84/113. De to veerdier af (s, #) giver, henholdsvis,
de nye lgsninger:

(x,y,z) = (2750251, 1343, 1525), og (x,y,z) = (??,2372159, 2165017).

Du ma selv bestemme det manglende tal x i det sidste koordinatsat.

(10.7) Seetning. Den diofantiske ligning,
x34+y3 =25 med x,y,z#0, (10.7.1)

har ingen lasninger.

| beviset skal vi bruge, at med en 3’die enhedsrod p = —% + 5+/3, hvor sd p% + p +1 =0,
kan vi faktorisere ligningens venstreside: for vilkarlige komplekse tal x, y geelder ligningen,

B4y = (4 )+ py)(x + p2y). (10.7.2)

Ligningen er nemlig trivielt opfyldt for y = 0; for y # 0 fas (10.7.2) ud fra ligningen
X3 —1=(X—-1)(X — p)(X — p?) ved at indsette X = —x/y og multiplicere med —y?3.

Desuden skal vi i beviset udfare regninger i den kvadratiske talring R := Z[p]. Vi beviser
Seetning (10.7) ved at vise, at (10.7.1) ikke har lgsninger med x, y, z € Z[p].
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Lad os minde om, at R = Z[p] er delringen af C bestaende af alle komplekse tal af formen
a + bp, hvor a, b € Z. Det er velkendt, at R er et hovedidealomrade (et PID); specielt er R
en faktoriel ring (et UFD). Den 6°te enhedesrod ¢ := 1 + p tilhgrer R, og enhederne i R er
de 6 potenser ¢* fori =0, ...,5:

R': ®=1 ¢=1+p, ¢2=p, =-1 '=-p-1 F=—p.

AfbildningenN: R — R defineresved N(«) = ||? (kvadratet p& modulusaf «). (Den kaldes
med en klassisk sprogbrug for normen, selv om den jo ikke er en norm i vektorrumsforstand.)
Afbildningen er gjensynlig multiplikativ, med positive verdier nar o # 0. Videre har den
som bekendt heltalsveerdier for « € R; specielter || > 1 foralle o # 01 R. Det fglger, og
vi bruger det gentagne gange herunder, at hvis § er divisor i « (i ringen R), og o # 0, sa er
|8] < |a]. (Hvis lighed gaelder i denne ulighed, er § endda en triviel divisor i «, dvs o = &8,
hvor ¢ er en af de 6 enheder.)

| det fglgende betragtes tallet 7 :==1—p = 5 — ’f 3€R.

Normen af 7 er N(wr) = nT = 3, 0g normen er altsa specielt et (seedvanligt) primtal.
Heraf fglger som bekendt, at 7z er et primelementi R. @jensynliger 7 = 2+ p. Udregningen
T=2+p= 14 p)(1A—p) = ¢m viser, at det konjugerede tal 7= er associeret med r; tallet
3 har i R primoplgsningen,

—1=¢ 0 1 2 3

1W

Vi vil flere gange bruge falgende resultat:

Lemma. Hvisa € Rogm ta, sdera® = +1 (mod %).

Bevis. Hertil bemaerkes farst, at hovedidealet R3 i R bestar af alle tal af formen 3a + 3bp,
hvor a, b € Z. Modulo R3 er hvert tal « € R derfor kongruent med et tal af formen a + bp,
hvor 0 < a, b < 3. Der er 3 muligheder for a og 3 muligheder for b, og altsa 9 sideklasser
modulo R3. Af ligningen 3 = n7 fremgar specielt, at Rz C R3. Derfor er antallet af
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sideklasser modulo Rz en &gte divisori 9. Nu fglger det nemt, at antallet ma veere 3. Ringen
R /R har derfor 3 elementer, og sa ma den vere isomorf med legemet Z/Z3. Specielt er
hvert tal i R modulo Rz kongruent med et af de 3 tal 0 og +1. Desuden fglger det, lige som
i Fermat’s lille Satning, at for hvert 8 € R er 2 = B (mod Rx).

Antag nu, at 7 { . Sd er o = +1 (mod ), sa vi kan skrive « = +1 + 87 med 8 € R.
Binomialformlen og ligningen 3 = ¢ 2 giver, at

o = +1+38m £3p%7% + 373 = £1 + 73(¢B + ¢%n + B3).

| parentesen pé hgjresiden er 7 divisor i +¢8%x; yderligere er x divisor i 8 — (¢8)% =
¢B + 3. Derfor er parentesen delelig med 7. Med faktoren 72 foran parentesen falger det,
ato = +1 (mod %), som péstaet. 0

Antag nu, at (10.7.1) har en lgsning med x, y, z € R. Vi vil fare dette til en modstrid. For
det farste falger det klart af ligningen, at hvis to af tallene x, y, z i R har en feelles primfaktor,
sa vil dette primelement ogsa veere divisor i det tredie af tallene. Vi kan derfor, efter at have
divideret x, y, z med eventuelle feelles primfaktorer antage, at x, y, z er parvis primiske.

Vi noterer dernast, at et af tallene x, y, z ma veere deleligt med . | modsat fald falger
det nemlig af Lemmaet, at modulo 7 er hver af potenserne x3, y3, og z® kongruent med
+1; af ligningen folger derfor, modulo 74, at med passende fortegnsvalg er £1+1F1 = 0.
Verdien af £1 + 1 1 er &1 eller £3; specielt er veerdien ikke 0. Derfor er

E S ESESES I

men det er en modstrid, thi venstresiden er 3% = 81, og hgjresiden er hgjst (1 + 1+ 1)% = 9.
| lzsningen er altsa tallene x, y, z parvis primiske og ét af dem er deleligt med 7. Vi kan
antage, at 7 | z, thi hvis fx 7 | x, s er antagelserne opfyldt for (z, —y, x), som gjensynlig ogsa
lgser ligningen.
Vi kan alts& om Igsningen (x, y, z) € R® antage, at (10.7.1) galder, og desuden, at tallene
er parvis primiske, altsa at (x, y) = 1, og at 7 |z. Modstriden er nu en konsekvens af det
fglgende resultat.

(10.8) Lemma. For hver enhed ¢ i R = Z[p] har ligningen, for elementer x, y, z € R,
x4y =¢z2, medxyz#0, (x,y)=1, ogn|z, (10.8.1)

ingen lgsninger.

Bevis. | beviset betegner vi, for hvert tal @ = 0 i R, med v(«) det antal gange = forekommer
i primoplgsningen af «. Beviset er ved ,,descente infinie* efter n := v(z): Vi antager, at der
et givet en (teenkt) lgsning (x, y, z) til (10.8.1) (med et givet ), og konstruerer en ny Igsning
(x’,y', Z) til en ligning af formen (10.8.1) (evt. med et andet £) og med v(z") < v(z).

Vi bemarker farst, at der ma geelde 72 |z, altsd at n > 2. Venstresiden i (10.8.1) er nemlig
kongruent modulo 7* med £1 4 1 og hgjresiden er kongruent med 0 modulo 7 3. Altsé er
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+1+1 delelig med 7 3. Det falger, som ovenfor, at +1+1 = 0. Derfor er venstrsiden delelig
med 7*. Altsé er z3 delelig med 74, og s& m& z veere delelig med 7 2.
Nu anvender vi faktoriseringen (10.7.2), her med x, y, z € R, og far ligningen,

(@ + 0+ py)x +p%y) =x> + 33 = e, (10.8.2)

Primoplgsning af venstresiden fas ved at primoplgse de tre parenteser, og primoplsgsning af
hgjresiden fas ved at primoplgse z. | primoplgsningen ma altsa alle primfaktorer forekommer
med eksponent delelig med 3, og alle primfaktorerne er primfatorer i z. For at bestemme
eventuelle primfaktorer, der er felles for to af parenteserne, betragtes differenserne:

x+y)—G&+py)=>0A-p)y=my,
(x+y)—(x+0%y) =L+ p)L —p)y = ¢my,
(x 4+ py) — (x + p%y) = p(L — p)y = pry.

Her er p og ¢ enheder og 7= 1 y. Primfaktorerne i parenteserne er divisorer i z, og specielt
ikke divisorer i y. Heraf ses, at det eneste primelement, der kan ga op i to af parenteserne, er
7. Desuden ses, at primelementet 7, som jo gar op i z og derfor gar op i parenteserne, ma ga
op i alle tre, preaecis 1 gang i to af parenteserne og derfor 3n — 2 gange i den tredie.

Der er symmetri mellem de tre parenteser, idet vi i ligningen kan erstatte y med py eller
med p2y. Derfor kan vi antage, at det er den 3’die parentes x + p2y, der er delelig med
732, Ved at sammenligne primoplasningerne pa de to sider af (10.8.2) ses nu, at bortset
fra multiplikation med faktoren 7z og en eventuel enhed er hver af de tre parenteser en tredie
potens, af parvis primiske tal i R. Med enheder ¢; € R* og elementer x’, y’,z’ # 0i R har
vi altsa ligninger af falgende form:

3

x+y=emx'3, x+4py=emny3 x+p%y=en3, (10.8.3)

hvor (x’, y') = 1. Desuden er |7/, idet v(rz’3) = 3n — 2 giver v(z) = n — 1, og vi har
vist,atn > 2.

Multiplicer den farste ligning i (10.8.3) med 1, den anden ligning med p, og den tredie med
p?, og l&eg sammen. P& venstresiden bliver resultatet 0, fordi 1 + p + p2 = 0. P& hgjresiden
er hvert led deleligt med ; dividerer hgjresiden med . Resultatet bliver en ligning, med

nye enheder ¢/,

0=e1x'3 +e2y3 + 6375

Efter eventuel division med 1 kan det antages, at e = 1. Flyt s& leddet med z’2 over pa den
anden side af lighedstegnet. Resultatet bliver en ligning af formen,

x'3 4 epyd =75 (10.8.4)

Her er 7 divisor i z/, men ikke i x” og y’. Som ovenfor falger det, at +1 4 ¢, = 0, altsa at
g = *1. Erstattes om ngdvendigt y’ med —y’, kan vi i (10.8.4) antage, at e, = 1. Ligningen
har sa form som den i (10.8.1). Vi har set, at (x’,y’) = 1, og at 7 |z’. Altsa opfylder
(x’, y’, Z) betingelserne i (10.8.1), med enheden ¢’ i stedet for . Yderligere sa vi undervejs,
atv(z) =v(z) — 1.

Hermed er den lovede nye lgsning konstrueret. a
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(10.9) Seetning. Falgende diofantiske ligning har ingen lasnininger:

v =x347. (10.9.1)

Bevis. Ligningen kan ogsa skrive sadan:
V24 1=x34+8=(x+2)(x% —2x +4). (10.9.2)

Pastanden vises ved en kongruensbetragtning: Antag, at (x, y) legser (10.9.1), og betragt
ligningen modulo 4. Ventresiden er kongruent med 0 eller 1 modul 4. Hvis x er lige, sa er
hgjresiden kongruent med 3, og hvis x = 3 (mod 4), sd er x3 = x = 3, og hgjresiden er
kongruent med 3 + 7 = 2, igen i modstrid med ligningen. Altsd er x = 1 (mod 4).

Dax =1 (mod 4), er faktoren x + 2 pa hgjresiden af (10.9.2) kongruent med 3 modulo
4. Derfor har x + 2 en primfaktor p med p = 3 (mod 4). Da p er divisor i venstresiden, er
y? = —1 (mod p). Derfor er (‘71) = 1, og sa falger det af Reciprocitetssatningen, at p = 1
(mod 4), i modstrid med at p var valgt med p = 3 (mod 4). a

(10.10) Seetning. Af de to diofantiske ligninger (med y > 0),
@ y=x>-2, by y?>=x3—4, (10.10.1)

har (a) kun lgsningen (x, y) = (3, 5) og (b) kun de to lasninger (x, y) = (2, 2) og (5, 11).

Bevis. (a) Vi bemarker farst, at i en heltalslgsning (x, y) til (10.10.1)(a) ma x vere ulige,
thi hvis x er lige, vil ogsa y veere lige; modulo 4 er sa venstresiden kongruent med 0 og
hgjresiden kongruent med 2.

| resten af beviset for (a) udnytter vi den kvadratiske talring R := Z[i /2], bestdende af
tal af formen a + bi~/2 med a, b € Z. Det er velkendt, at R er et PID. Enhederne +1 er de
eneste enheder i R. Normen er bestemt ved N(a + bi~/2) = a® + 2b?. Ligningen kan skrives
y2 4+ 2 =x3, altsd N(y 4+ i+/2) = x3. | R kan vi faktorisere:

(v +iv2)(y —iv2) = y2 +2 =45, (10.10.2)

og visammenligner primoplasningerne af ligningens to sider. De to parenteser pa venstresiden
er primiske. Antag nemlig, at 8 er divisor i begge tallene y4i+/2. Daer § divisor i differensen
2i+/2, og heraf falger, at normen af § er divisor i normen af 2i v/2, altsé at N(8) er divisor i 8.
P& den anden side var 8 divisor i y +i+/2, og heraf fglger, at normen af § er divisor i normen
af y +i+/2. Den sidste norm er, ifglge ligningen (10.10.2), lig med x 3. Altsa er N(8) divisor
bade i 8 og i det ulige tal x3. Falgelig er N(§) = 1. Altsd er § = +1 en enhed i R. Derfor er
de to parenteser primiske.

I ligningen (10.10.2) er hgjresiden en 3’die potens. Af entydigheden af primoplgsningerne
folger derfor, at hver af de to parenteser er en 3°die potens i R. Specielt er y +i+/2 en tredie
potens. Med tal u, v € Z har vi altsa en ligning,

y4iv2 = (u+viv2)>.
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Brug binomialformlen pa ligningens hgjreside, og sammenlign koefficienterne til 1 og til i /2
pa ligningens to sider. Det giver to ligninger,

y = ud — 6uv? = u(u2 — 6v2), og 1= —20°% + 3uPv = v(3u2 — 2v2).

Af ligningen 1 = v(3u? — 2v?) i Z folger, at begge faktorer ma veare +1. Faorst fas altsd
v = %1, og dernaest 3u? — 2 = +1. Her er 3u? — 2 = —1 udelukket, og falgelig er v = +1
0g3u? —2=1,dvsu = +1. Nufés y = £(1 — 6), altsd y = +5. Da y > 0, folger det, at
y =5, 00 sderx® =524 2, dvsx = 3, som pastaet.
Beviset for (b) er tilsvarende, men udnytter Gauss’s talring Z[i]. Ogsa Z[i] er som bekendt
i PID, med enhederne {1, +i}. | Z[i] er tallet 2 specielt: Det har primoplgsningen 2 =
(1+i)(1—1i) = (—i)(1+1i)?, og det er enheden —i, gange kvadratet pd primelementet 1 + .
Ligningen kan skrives,
(y+2i)(y — 2i) = y> + 4 = x°. (10.10.3)

De to faktorer pa venstresiden er konjugerede. En felles divisor for de to faktorer ma ogsa
vere divisor i differensen, dvs i 22;; en felles divisor mé altsd vaere en potens af 1 + i (med
eksponent hgjst 4). Det falger nu, at det eneste primelement (bortset fra associering), der
kan veere divisor i begge faktorer, er 1 4+ i, og 1 + i forekommer med samme eksponent i
primoplgsningen af de to faktorer.

Da hgjresiden er et tredie potens falger det, at bortset fra en enhed er begge faktorer pa
venstresiden trediepotenser. Da gruppen af enheder har orden 4, primisk med 3, er hver enhed
en tredie potens (det checkes naturligvis ogsa let direkte for hver af de 4 enheder). Derfor er
hver faktor pa venstresiden en trediepotens. Der findes altsa en ligning, med u, v € Z,

y+2i = u+iv)d
Sammenligning af koefficienterne til 1 og til i giver:
y = ud — 3uv? = u(u2 — 3v2), 2 =3ulv— 3= ('E’>u2 — vz)v.

Entydighed af (seedvanlig) primoplgsning giver, i den sidste ligning, at begge faktorer pa
hgjresiden er £1 eller £2.

Hvis v = 41, md den anden faktor vaere +2, dvs 3u? — 1 = +2; heraf fas u?> = 1 (idet
3u? = —1 kan forkastes). Ogsdery =4(1—3),dvsy =20g (x, y) = (2, 2).

Hvis v = 42, m& den anden faktor veere +1, dvs 3u? — 4 = +1; heraf fis u? = 1 (idet
3u? = 5 kan forkastes). Og séer y = +(1 — 12), dvs y = 11 0g (x, y) = (5, 11). a

(10.11). Betragt en kvadratisk talring Z[&], hvor det irrationale tal & er rod i andengrads-
polynomiet X? 4+ bX + ¢ med hele koefficienter b, ¢; antagelsen om at & er irrational, er
akvivalent med at diskriminanten D := b2 — 4c ikke er et kvadrat. Lad videre p vere et
(sdvanligt) primtal.
Som bekendt gelder da, at p er reducibel i Z[£], hvis og kun fglgende diofantiske ligning
har lgsninger:
x2 —bxy +cy? = +p, (10.11.1)
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og p er ikke et primelement, hvis og kun hvis fglgende kongruens har lgsninger:
2 —bz4+c=0 (mod p). (10.11.2)

Den velkendte konsekvens er, at hvis ligningen har lgsninger, sa har kongruensen lgsninger,
og hvis ringen er UFD, sa geelder , hvis og kun hvis®.

Det er let at undersgge kongruensen: Hvis p = 2 har kongruensen lgsninger, hvis og kun
hvis b eller ¢ er lige. Antag, at p er ulige. Sé er 2 invertibel i F,; modulo p kan vi derfor
omskrive kongruensen til fglgende ligning i I,

(z— 5)2 — (5)2 +c=0, eller (2z—b)*>=D.

| F, har den sidste ligning gjensynlig én lgsning, hvis p|D. Hvis p { D, har den sidste
ligning, og altsa kongruensen (10.11.2), lgsninger, hvis og kun hvis (%) =1

Seetning. Antag, at den kvadratisk talring Z[£] er et UFD. Da har den diofantiske ligning
(10.11.1) med et ulige primtal p lasninger, hvis og kun hvis p| D eller (%) =1. Den sidste

betingelse er opfyldt, hvis og kun hvis (%) = 1, og specielt gelder, at eventuel losbarhed af
ligningen kun afhaenger af restklassen af p modulo D.

Bevis. Den farste del af pastanden er vist ovenfor, den sidste del falger umiddelbart af Reci-
procitetssatningen. 0

(10.12) Bemarkning. Lgsninger (x, y) til ligningen x? — bxy + cy? = =+p svarer til
fremstillinger p = £nn/, hvor 7 = x + y&€. Da p er et primtal, ma en sadan fremstilling
ngdvendigvis veare en primoplgsning i Z[£] af tallet p. Ligningen har altsa i almindelighed
flere lgsninger, svarende til at man i primoplgsningen kan ombytte = og =’ og multiplicere
7 med en enhed (og 7/ med den konjugerede enhed) i Z[£]. Enhederne i Z[&] bestemmes
som bekendt ved at lgse den diofantiske ligning,

u? — buv + cv® = +1; (10.12.1)

heltalslgsninger (u, v) svarer til enheder ¢ = u + vé € Z[£].

Ligningen (10.11.1) er i en vis forstand to ligninger, nemlig én ligning, hvor hgjresiden er
+p og én, hvor hgjresiden er —p; at (10.11.1) geelder, betyder at en af disse to ligninger er
opfyldt. Tilsvarende svarer (10.12.1) til to ligninger.

| det imaginere tilfelde, dvs hvis D < 0, er x2 — bxy + cy? = N(x + y&) altid positiv.
| dette tilfeelde svarer (10.11.1) altsa til ligningen med hgjresiden +p, og (10.12.1) er kun
interessant med hgjresiden +1. Yderligere er der kun 9 veerdier af diskriminanten D for
hvilke talringen Z[£] er et UFD, nemlig fglgende:

_3’ _45 _7a _8’ _11, _19, _43, _67, —163,

og det er altsa kun for disse 9 veardier af D, at se&tningen kan anvendes. For D = —3 bestar
enhederne af de 6. enhedesrgdder, for D = —4 er det de 4. enhedsrgdder, og for D < —4 er
der kun de trivielle enhedsrgdder +1.
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Fx folger det, svarende til D = —8, at de ulige primtal af formen p = x2 + 2y? netop er
de primtal p, for hvilke (_LS) =1, dvs at p er kongruent med 1 eller 3 modulo 8.

Og svarende til D = —19 falger det: primtallene af formen p = x2 — xy + 5y? er netop
primtallene p for hvilke (£) = 1 (samt19 =12 —1.2+5-2).

| det reelle tilfeelde, altsa hvis D > 0, er det mere kompliceret: Afdeto ligningeri(10.11.1)
kan den ene, eller den anden, eller begge, vaere opfyldt. Ligningen (10.12.1), til bestemmelse
af enhederne i Z[&], kaldes Pell’s ligning. Med hgjresiden +1 er det den egentlige Pell’ske
ligning; med hgjresiden —1 kaldes ligningen ogsa den ikke-Pell’ske ligning. Man kan vise,
at den egentlige Pell’ske ligning altid har uendelig mange lgsninger og at den ikke-Pell’ske
ligning hare enten ingen eller uendelig mange lgsninger.

Hvis den ikke-Pell’ske ligning, dvs (10.12.1) med hgjresiden —1, har lgsninger, sa geelder,
at hvis en af ligningerne i (10.12.1) har lgsninger, s har de begge lgsninger. Hvis derimod
den ikke-Pell’ske ligning ikke har lgsninger, sa er det hgjst en af ligningerne i (10.11.1), der
kan lgses.

Man ved ikke, om der er uendelig mange positive verdier af D for hvilke ringen Z[£]
er UFD. Det er ikke svart at vise, at hvis Z[£] er et UFD, sa ma D vere kvadratfri som
diskriminant. De farste kvadratfri diskriminanter er fglgende:

5,8,12,13,17, 21, 24, 28, 29, 33, 37, 40, 41, 44, 53, 56, 57, 60, 61, . ..

og af dem er det kun talringene svarende til D = 40 og D = 60, der ikke er UFD.

Fx ses, svarende til D = 8, at den ikke-Pell’ske ligning x? — 2y%2 = —1 har lgsninger, fx
(x,y) = (1, 1). Heraf fglger, at de ulige primtal p, der kan skrives p& formen p = x? — 2y?
netop er de primtal p, for hvilke (§) = 1, dvs at p = 41 (mod 8), og det er de samme
primtal, der kan skrives p& formen p = —x? + 2y?.

Og svarende til D = 12 fas: Den ikke-Pell’ske ligning x2 —3y? = —1 har ingen lgsninger.
En af ligningeren x2 — 3y? = +p (og ikke begge) har lgsninger, hvis og kun hvis (1—”2) =1
(eller p = 2, 3).

(10.13) Opgaver.
1. Bestem den manglende koordinat x i lgsningen angivet i (10.5).

2. Marker pa figuren i (10.6) punkterne svarende til primelementer associerede med 7.

3. Vis for en enhed ¢ i Z[p], at ligningen x2 + y® = ¢¢2 med x, y, z # 0 ikke har lgsninger
i Z[pl].
4. Vis, for et primtal p, at (%) =1, hvisog kun hvis p = +1 (mod 12). Bestem de farste 8

primtal p, der kan skrives pa formen p = +(x? — 3y?). Ser du mgnsteret pa fortegnet? Kan
du bevise, at det forholder sig sadan?

5. Antag, at p er et primtal med p = 5 (mod 8). Vis, at den kvadratiske talring Z[./2p]
ikke er et UFD. [Vink: kongruensen x2 — 2p = 0 (mod p) har lgsninger (nemlig x = 0),
men (regn modulo 8) ligningen x? — 2py? = =+ p har ingen lgsninger.]
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6. Antag, at p og g er ulige primtalmedg =1 (mod 4) og (g) = —1. Vis, at den kvadratiske
talring Z[/pq] ikke er et UFD. [Vink: Se pa ligningen x2 — pgy? = £ p og pa kongruensen
x2 — pgy? = 4+ p modulo p og modulo g.]

7. *Bestem alle positive rationale lgsninger (x, y) til ligningen x” = y~*.
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11. L-rekker.

(11.1). 1 det folgende betragtes et fast naturligttal N > 1, og komplekse funktioner (talfalger)
¥ : N — C, der er periodiske med perioden N, dvs ¥ (n + N) = v (n) for alle n. Det er ofte
bekvemt at bruge periodiciteten til at udvide definitionsmangden fra N til Z. Alternativt kan
Y opfattes som en funktion v : Z/N — C. Bemerk specielt, at 1/ (0) = ¥ (N) = ¥ (—N).
| det falgende skrives v_ og v for funktionerne bestemt ved

N

N
o) =v(—n), gm) =) Y@ "N =3 "y,
a=1

a=1

hvor ¢ = ¢?7i/N er den kanoniske primitive N’te enhedsrod. @jensynlig er (y_)" = v_, og
¥(0) = Yoy v(@.

Den transformerede funktion Fy = v kan opfattes som den diskrete Fourier-transfor-
mation af v. (Andre valg af Fv kunne vare y_ eller vy /+/N, eller ... .) Deter ikke svert
at vise ,,Omvendingsformlen,

v "= Ny_. (11.1.2)

(11.2) L-reekker. Funktionen v (n) er specielt begraenset, sa den tilhgrende L-reekke,

Ly(s) = AN (11.2.1)

n;l ns

fremstiller, ligesom Riemann’s ¢-funktion, en holomorf funktion i halvplanen, hvor %is > 1.
Vi vil ogsa betragte fglgende sum:

Ly (s) 1= Ly (s) + €™ Ly _(s). (11.2.2)

Med valget (—n)* := e~"Sn* for n > 0 er leddet ¢’ Ly, (s) pa hgjresiden, for 9is > 1, lig
med summen Y~ -, ¥ (—n)/(—n)*, og altsd

LE(s) = ;} WT) L M > 1 (11.2.3)

hvor summen er over alle hele tal m # 0. Afhangigheden af valget forsvinder naturligvis,
nérs € Z; herer Ly, (s) = Ly (s) + (=1)°Ly._(s).

| studiet af L-raeekkerne indgar desuden falgende funktion 7, (s), hvor s € C er vilkarlig:

1 [ et dz
1 = S —. 11.24
v (o) = f_m ;W)em_lz - (11.2.4)

Polerne for integranden er nulpunkterne for neevneren, altsa tallene ¢ = 2zik/N for k € Z.
Integrationsvejen er den, der er beskrevet i (9.2), rundt om den negative reelle halvakse.
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Radius ¢ > 0 er valgt sa lille, at kun polen z = 0 falder inde i cirklen med radius e. Under
gennemlgbet af halvaksen fra —oo til —e opfattes z = —r som randpunkt for den nedre
halvplan, z° = S e~™*, og p& gennemlgbet fra —e til —oo opfattes z = —¢ som randpunkt
for den gvre halvplan. z° = /™55, Specielt er z* numerisk begranset af en konstant gange
L hvertledera > 1,58 €93 /(eN? — 1) = e /(1 — e~ V') < Ce™". Heraf ses, ganske
som for Riemann’s ¢ -funktion, at 7, (s) definerer en holomorf funktion i hele den komplekse
plan.

Visatter fy (z) := ) _, ¥(a)e*, hvor summen her og i det felgende er overa =1, ..., N.
Integranden i I (s) er fw(s)z“'—l/(e]\’Z —1). Som i (9.2.3) kan vi omforme, for alle s € C:

Iw(s):S"]% OOMtsﬂJr—_l/ fy@ dz

—, 11.2.5
e 1— e Nt 1 2mi lz]=¢ €NZ—1Z d ( )
hvor kurveintegralet er langs cirklen med centrum 0 og (lille) radius ¢.
(11.3) Seetning. I halvplanen is > 1 galder falgende ligninger:

sinms
Iw (S) =

S TELy (). Ly(s) =TA=)Iy (). (11.3.1)

Ligningen bestemmer udvidelsen af L, (s) til en meromorf funktion i hele C, holomorf pa
neer eventuelt (afhangigt af ) en pol fors = 1.

Bevis. Beviset for den farste ligning, for s > 1, er helt parallelt med beviset for den farste
ligning i Seetning (9.3): Af ligningen for I"-funktionen,

o dt
[(s) = / tse_tT, Ns > 0,
0

fas for n > 1 ved substitution af  med nt, og multiplikation med  (n)n =%, at

¥ (n)

nS

o0 dt
C(s) = / Y(n)te ™ — Ns > 0. (11.3.2)
0

For Ms > 1 kan leddende summeres. Venstresiden bliver L., (s)I"(s) og hgjresiden bliver
(majoriseret konvergens) til integralet af summen. Raekken 2@1 Y (n)e " er essentielt en
sum af N kvotientraekker:

N

N —at —
e = 3T p@e e = Y par o = 1

n>1 a=1k>0

Summation af leddene i (11.3.2) giver derfor ligningen,

® fy=n di

T > L (11.3.3)
—e

Ly(s)I'(s) = A
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Sammenlign med (11.2.5) for ¢ — 0: Nar %is > 1, folger det, at det andet integral, kurve-
integralet langs cirklen, gar mod 0. Det farste integral konvergerer mod integralet i (11.3.3).
Heraf fglger den farste ligning i (11.3.1).

Den anden ligning i (11.3.1) er blot en omskrivning af den farste, idet I'(s)I'(1 — 5) =
m/sings, jfr (9.4.2). Ligningen bestemmer udvidelsen af L (s) til hele C. Da Iy (s) er
holomorf, er polerne for L, (s) blandt polerne for I'(1 —s), dvs blandt tallenes = 1,2, 3, ...,
men da Ly (s) er holomorf for %s > 1, star kun s = 1 tilbage som eventuel pol.

Gamma-funktionen I'(s) har i s = 0 en simpel pol med residuum 1, s& I'(1 — s) har i
s = 1 en simpel pol med residuum —1. Funktionen 7y (s) er specielt holomorf for s = 1.
Altsd er s = 1 en simpel pol for Ly, (s) med residuet — I, (1). Specielt er Ly (s) holomorf

for alle s, hvis I, (1) = 0. i
(11.4) Funktionalligningen. For alle komplekse tal s galder de to ligninger:
2mi S
Lyl —s)=T®IlyL—s)., LE@) = <T) I, (1—s). (11.4.1)
Specielt gelder funktionalligningen,
l 27Tl - +
Ly(l—s) = Nr(s)(7> LE(s). (11.4.2)

Bevis. Integranden i kurveintegraleti 7, (s) er funktionen z“'_lfw (z)/(eN?—1), med fv (@) =
Zé\’zl ¥ (a)e?. Naevneren eV — 1 er periodisk med perioden 27i /N. og z = 0 er et simpelt
nulpunkt: eN? —1 = Nz 4 ... Derfor har (V2 — 1)~1 for z = 0, og derfor ogsa for de
gvrige poler z = ¢ = 2wik/N med k € Z, en simpel pol med residuet 1/N. Som i beviset
for (9.3) falger det sa af Residuesatningen, for Rs < 0, at

s—1 1
Iy(s) =) Res.— % == pIN () (11.4.3)

c#0 c#0
hvor summen er over alle poler ¢ # 0, dvs ¢ = +27n/N forn € N.

For b = 2win/N er er gjensynlig fy, (b)) = ¥ (n) 0g fy(—=b) = ¥ (—n) = V_(n).
Videre er arg(—i) = arg(i) — =, og alts& (—i)* = ¢~'%i*. Derfor er b* = (27i/N)*n® 0g
(=b)* = e~ '™ (2mi /N)*n®. Polerne £b bidrager altsa til summen i (11.4.3) med fglgende:

; . s— n ir(l—s -
b fy (B) + (=0t fy (—b) = (2mi/N)’ 1(% + 74 >%)
Indseettelse i udtrykket (11.4.3) giver derfor fglgende ligning, farst for is < 0, og dernast
for alle s, da begge sider er meromorfe i hele C:

Iy(s) = %(zm /N)S—1L§(1 —5). (11.4.4)

Den farste ligning i (11.4.1) fas umiddelbart af (11.3.1) ved at erstatte s med 1 —s. Tilsva-
rende kan vi erstatte s med 1 — s i (11.4.4). Af de to ligninger fremgar funktionalligningen
(11.4.2) umiddelbart.

Som naevnt geelder omvendingsformlen v~ "= N _. Den anden ligning i (11.4.1) frem-
kommer derfor af (11.4.4), n&r v erstattes med v/_ og s erstattes med 1 — s. a
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(11.5) Lige og ulige. Ligningerne forenkles, hvis yr er lige, dvs y— = v, eller ulige, dvs
Y_ = —. Vihar 14" = /75/2(e175/2 4 o=175/2) = 245 cos(ms /2); hvis ¥ er lige far vi
altsa L?;(s) = (L+ €™ )Ly (s) = 2i* cos(ms/2) Ly (s). Nar y er ulige far vi en tilsvarende
ligning ved at udnytte, at 1 — ¢S = —2i i* sin(zs/2). lalt fis, ndr v er hhv lige og ulige, at

L3 (s) = 2i* cos(ms /)Ly (s), hhv  Ly(s)=—2ii’sin(rs/2)Ly(s).  (115.1)

Nar v er lige giver indsettelse i den anden ligning i (11.4.1) og i ligningen (11.4.2), at

cos %Lv,(s) - %(%)slﬁl(l —9), (11.5.2%)
Ly(l—s)= %F@)(%ﬂ)_s c0S ?Lﬁ(s), (11.5.31)

N\3 /s 1 N\ /1-5
(;) F(E)Lv,(s) - ﬁ<?) F(T)Ld;u—s). (11.5.4%)

Ligning (11.5.4™) fas af (11.5.3™) ved at erstatte s med 1 — s og udnytte egenskaber ved
I"-funktionen. Tilsvarende fas, nar vy er ulige:

sin ?Lw(s) - %(%’)S%a—s}, (11.5.27)
Ly(l—s)= %r(s)(%”)_s sin %L@(s), (11.5.3")

s 1-s
(G5 me = 5 () T . ase)

(11.7) Generaliserede Bernoulli-tal. Antag, at s er et helt tal. Sa er z* holomorf for z #£ 0,
og integranden i 7y, (s) er en meromorf funktion, holomorf pa nar eventuelt i nulpunkterne for
eN?—1. Specielt vil de to kurveintegraler langs den negative reelle akse ophave hinanden, og
—1(s) er 1/27i multipliceret med kurveintegralet langs den lille cirkel omkring 0. Produktet
er som bekendt residuet for z = 0 af integranden, altsa

flﬁ (Z) s—1

=0
eNz —1

—1Iy(s) = Res; (11.7.1)

Folgelig geelder, at —1Iy, (s) er koefficienten til z=* i Laurent-reekken omkring z = 0 for

funktionen £02)
. W < e
m@:wh_—;wm

1 eNe —1°

az

Naevneren ¢V — 1 har et simpelt nulpunkt for z = 0, sa By (z) har hgjst en simpel pol for
z = 0. Produktet zBy (z) har altsa ingen pol, dvs raekken er en potensrakke. Koefficienterne
er essentielt de generaliserede Bernoulli-tal By (), der defineres ved raekkeudviklingen,

N az 1 k
Br@) =Y V@ = 2 Y B (11.7.2)
a=1 )

Nz _1
e 1 250
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Bemaerk, at By (y)/k! for k > 0 er koefficienten til z¥=1 i reekken for By (z), og at denne
koefficient er 0 for k < 0. Af (11.7.1) fas derfor ligningen for alle hele tal k:

{ —Bi(¥)/k! ndrk >0,
0

lyd =k = ellers

(11.7.3)

| anvendelserne skal vi ogsa bruge Bernoulli-tallene Bk(lﬁ) 0g Bk(lﬁ_) for de transformerede
funktioner. Raekken 51& (z) bestemmes ved en simpel summation:

Nz

[0 =D b = 1S wor e = S pioic'e ¢ ——

hvor vi har udnyttet, at ¢V = 1. Da By (z) = fy (2)/(eN? — 1), far vi

B gbez
By () = ;w(b)—bez —

- (11.7.4)
Da cotw = —i + 2ie?" /(e?™ — 1), er cot(5 + Z2) = —i + 2izbei?/(¢Pe’” — 1), altsd
D wbycot(s+ 22y =—i Y yb) + 2iB; (iz). (11.7.5)
b b

Vi indfgrer nu de transformerede Bernoulli-tal A () ved rekkeudviklingen af frembringer-
funktionen ay, (z):

b —b
ay () = Z ‘”li,) cot =27 _ = ZAk(W) . (11.7.6)
b k>0

| punktet z = O er det kun leddet % cot &, for b = N, der bidrager med en pol. Polen er
simpel, med residuum 1, sa Ag(y) = ¥ (0).

(11.8) Formler. For frembringerfunktionerne oy, (z) 0g By (z) geelder ligningerne:

ay_(2) = —ay(—=2), PBy_(2) = —PBy(=2) +v¥(0), (11.8.1)
og for koefficienterne:
AcWo) = (DM (), Br(yo) = (—D*Be(y) fork # 1, (11.8.2)
09 B1(¥—) = —B1(¥) + ¥ (0).
Videre er
oy () = IO + Lp; (WZ) %%(%) + 190 = By (2). (11.8.3)

Specielt gelder for koefficienterne,
Av@) = (BYBu(o) fork #1, og A1(y) = Z9(O) + 2Bi(J-).  (11.84)

Bevis. De farste to ligninger mellem frembringerfunktionerne falger let af definitionerne.
Den tredie ligning mellem frembringerfunktioner fas efter division med N af (11.7.5) med
z 1= 2z/N og ¥ = y_. Den sidste ligning falger nu ved at erstatte 1 med v og udnytte
omvendingsformlen (11.1.1). a
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(11.9) Hovedresultat (specielle veerdier). For hele tal k gaelder ligningerne:

B
Lyl—k) =— "lsp)

fork>1, Ly(k)=-—

27wiNk Br(Y_
( ’”) V) k>0, (11.9.1)
N !

ogL (k) = 0 fork < 0. Alternativt, fork > 0,

Lk k(lﬂ)

Ly (k) = fork#1,  Ly(1)=-mAiy) - FI ).
Bevis. Den farste ligning i (11.4.1), Ly, (1 —s) = ['(s)Iy (1 — s) giver ingen information nar
s = k < 0, idet I"(s) har poler for disse veerdier af s. Fork > lerI'(k) = (k — 1)! og
verdien af I, (1 — k) fremgar af (11.7.3). Heraf fremgdr den forste ligning i (11.9.1).

Den anden ligning i (11.4.1) giver tilsvarende den anden ligning i (11.9.1). De alternative
udtryk felger af formel (11.8.4). a

(11.10) Bestemmelse af Bernoulli-tal. Ligningen By (z)(eV* — 1) = fy(z) bestemmer
Bernoulli-tallene rekursivt: Hgjresiden er fy, (x) = ) ¥ (a)e®* = 2@0 S, (¥)z" /n!, hvor
(for fast N) S, (¢) = >_ ¥ (a)a", forn =0, 1, .... Venstresiden er produktet af z8, (z) og
(eV* —1)/z = N Y ;5o N'/(I + D)z'/11. Altsa fés ligningerne,

1 N 1
S =N (,) N+ D) = — P (” : )Bk(wv"—k.
=0

Fxer So(¥) = NBo(¥) 0g S1 = 3 Bo(¥)N? + B1(¥)N, dvs

1 1 1
Bo) =+ ) V@, Biy)==) v@a—3) v,

De oprindelige Bernoulli-tal By, Euler-tallene E; og Euler’s zigzag-tal (up/down-tal) A,
er bestemt ved frembringerfunktionerne,

PO =g =20 i €= zz+1—2

k>0 k>0

1+4sinz ZAk i

@) = COSz

k>0

@jensynlig er B(z) + 3 = 3(e* + 1)/(e* — 1) en ulige funktion af z, s& zB(z) + % er en
lige funktion. Heraf ses, at By = —% og at de gvrige ,,ulige” Bernoullli-tal By;,1 alle er 0.
Yderligere ses, at B(iz) + 3 = 5 cot §, hvoraf (2iz)B(2iz) + (2iz)/2 = zcot z. Indseettelse
af 2iz i zB(z) + 5 giver altsa z cot z, hvoraf reekkeudviklingen,

k
Z
zcotz = k>;1ge(_l)k/22k3kﬁ (11.10.1)
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Tilsvarende ses, at €(z) er en lige funktion, sa de ulige Euler-tal E;1 er alle 0. Yderligere
ere(iz) = 1/ cosz, savi far rekkeudviklingen,

k
— =y (—l)k/ZEk%. (11.10.2)
k>0 lige :

Som bekendt (se nedenfor) er tanz = cotz — 2 cot2z. Af (11.10.1) far vi derfor raekkeud-
viklingen,

k
dtanz= Y (~DMFIFQRE 1B (11.10.3)
k>2 lige k!

Bernoulli- og Euler-tal kan udtrykkes ved zigzag-tallene: Af a(z) = 1/ cosz + tanz, hvor
de to led er hhv lige og ulige funktioner, falger, at de lige koefficienter A,; er bestemt ved
fremstillingen (11.10.2) af 1/ cos z, dvs ved Euler-tallene, og de ulige koefficienter A1
er bestemt ved fremstillingen (11.10.3) af tan z, dvs ved Bernoulli-tallene. Mere precist fas
ligningerne:

L Y oA < tnz= Y A <
- = k77> — k77>
C0sz k>0 lige k! k>1 ulige k!
. B .
Ap = (=DM2E,, klige,  Ag = (—1)*—D/2pk+1 (k41 _ 1)ﬁ, k ulige,
) —1)k/2_lk ]
Er = (—=1)*? A, klige, B=(—A_, k > 2 lige.
k= (=D A g KT Rk — ) k-t g

(11.11). Tily = 1 (N = 1), svarer frembringerfunktionerne 81 = e¢*/(e*—1) 0g @1 = cot z.
Bemerk, at B; ikke har samme konstantled som B: Vi har B1(z) = 1 + B(z). Heraf ses, at
Bi(1) = By fork #10g Bi(1) =1+ By = 3.

Videre er za1(z) = zcot z en lige funktion. Med ulige index har vi altsd Ay41(1) = 0,
0g Az (1) bestemmes af (11.10.1): Vi har Az (1) = (—1)K/225 By nér k > 0 er lige.

I en del af de folgende bestemmelser er det bekvemt at udnytte, at frembringerfunktionerne
er logarimisk afledede af paene funktioner. Lad V f(z) betegne den logaritmisk afledede af
f(z2), altsa

V@) =4log f(z) = f'(2)/f(2)

Fxer
cotz =Vsinz, —tanz=Vcosz, —a(z) =V —sinz);

den sidste formel fglger af at «(z) = (1 + sinz)/cosz = cosz/(1 — sinz). Af ligningen
sin 2z = 2sin z cos z fas ved logaritmisk afledning, at 2 cot 2z = cot z — tan z, og dermed er
tan z = cot z — 2 cot 2z, som blev udnyttet ovenfor.
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(11.12) Eksempel. Lad v,y Vveere den karakteristiske funktion for a (mod N); veerdien
Va/n(n) eraltsd 1 hvisn = a (mod N), og 0 ellers. Fx finder vi, for N = 2, at 1,2 =
cot(z/2 — m/2) = —3 tanz/2. Af ligningerne i (11.10) folger s4, at

kAg_1z* —kAr1 ,
za1/2(z) = — Z T dvs Ax(Yr12) = T k> 2lige,  (11.12.1)
k>2 lige :

0g Ax(Yr1/2) = 0 ellers. For yrp /5 far vi tilsvarende /2 = % cot z/2, altsa ifglge (11.10),

—kAp_1 ZF —kAk-1

za/2(z) = 1+ Z e > VS A (Y22) = m

, , k> 2lige, (11.12.2)
LT 252 = 1) k!

samt Ag(¥2/2) = 109 A (¥2/2) = O alle andre k € Z.

For N = 4 finder vi a1/4(z) = %cot(z — r)/4. Af ligningen cos2v = 2sin?v — 1 fas

2sin’(z — )/4 = 1 — sinz/2, som giver 2% cot(z —m)/4 = —%a(z/Z), hvoraf
. kAj_
a1/4(z) = —%a(z/Z), altsa Ag(Y1/4) = —2k—k+11 forallek > 1,

0g Ax(Y1/4) = 0fork <O0.

Bemerk, at 1&1/4 = Y3/4. Veerdierne Ay (¥3/4) fas derfor af vaerdierne ovenfor ved
hjeelp af (11.8.3). Videre er ap/4(z) = % Cot(z — 27)/4 = — % tanz/4, som bestemmes af
(11.10.3), 09 g/4 = % cot z/4 som bestemmes (11.10.4). Funktionerne za2/4(z) 09 zog/4(2)
er gjensynlig lige, s& Ax(¥2/4) = Ax(Yo/4) = 0, ndr k er ulige. Videre er Ag(y0/4) = 1, 0g
Ao(Yr2/4) = 0. | alt fas falgende verdier:

kAr_1 —kAr_1
b A = —’
" k(Vosa) D

kAg-1 _1kAr—1
Arys) = =g A = GV foralle k.

Ar(Y2/4) = — 11123

For at bestemme Bernoulli-tallene By (v1,4) udnyttes omformningen,

4 2 202 2
et -1 e24l  e2—1 -1 %1

altsd 4B1/4(2) + €(z) = 2B(z) — 2B(2z). Da B(z) — B(2z) er ulige, far vi, for k > 0,

A —2HB klige,

11.12.4
—3kE 1, k ulige. ( )

B (Y1/4) = {
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Specielt er Bo(y1/4) = %, og udtrykt ved up/down-tallene Ay, fas, fra (11.10.3) og (11.10.2)

(_l)k/Z(l_Zkfl) kA k > 2 I.
Y 7.V = 2 1ige,

By = | 2T : (11.12.5)
_%(_1)(/(_1)/2]{14]{_1, k>1 Ulige.

Vi kan ogsé bestemme 81/4(z) ud fra (11.8.). @jensynlig er vr1,4(n) = i", altsd 14 =
Y174 — Y24 — iV3/4 + Yoya, hvoraf
1/—id\k, ,
B (Yr1/4) = Z<T> (lAk(W1/4) — Ax(Y2/4) — 1 Ak (Y3/8) + Ak(lﬂ4/4)>,

som (forhabentlig?) stemmer med (11.12.5) og (11.12.3).

(11.13) Eksempel. Med N = 109y = yr1/1€r L/1(s) = ¢(s) 09 Lli/l(s) = (14€5)¢(s).
Nar k& > 0 er lige er BiY1/1) = By, fork = ler Bi(Y1/1) = —B1 = % og for andre k er

Bi(y1/1) = 0. Den farste ligning i (11.9.1) giver sd ¢(0) = —% og for k > 2 de velkendte

formler,

“Bi/k k=2 lige,
c(l—k) = { / 198 (11.13.1)
0 k > 3 ulige.

Nulpunkterne ¢ (m) = 0 for m lige og negativ er de trivielle nulpunkter for ¢ (s). Betragt den
anden ligning i (11.9.1) for Lli/l(k) = (1 + ™) ¢ (k). For ulige k er faktoren 1 + /™% lig
med nul. For k = 1 har vi Lit/l(l) = —im hvilket modsvarer, ati s = 1 har ¢(s) en pol og
1+ ¢ etnulpunkt: ¢(14+s5) =s 14+ 091476+ =1 — ¢ = _jgs+.... For
de gvrige ulige verdier af k fas Lit/l(k) = 0, som ikke giver information om ¢ (k). Antag

er lige, og altsd 1 + ¢/™F = 2. For k < 0 genfinder vi de trivelle nulpunkter for ¢ (s), og for
k > 0 far vi de Klassiske veerdier ¢ (k) = —3(—1)%/2(2)* B/ k! (k lige). Specielt genfindes

vaerdien ¢(0) = —%. For positive k£ kan vaerdien skrives:
(—D¥271(27m)* By mf A1 .
k) = = , k> 2lige. 11.13.2
2 2% 20F —D(k — 1! 19¢ (1113.2)

(11.14) Eksempel. Med N =4 og lad y/ = 1,4 fas, ndr s > 1,

1 1 1 1
Ly/a(s) = Z —=—+=++
n>1n=1 (mod 4) "

og med konventionen (—n)* = e~i"n* er

1 1 1 1 1
+ _ —
Lig)= Y  —= STy s Tyt

m=1 (mod 4) m
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hvor summationen i den sidste sum er over hele tal m.
Af (11.9) og udregningerne i (11.12) fas, ndr k > lerhel,at L1/4(1—k) = —Bi(Y1/4)/k;
specielter L1/4(0) = —%. Videre har vi Lit/4(k) =0fork <0, 0qgfork > 2,
1 (-DF 1 —DF 1 IV
Fx TEm T Tt T g o

der normalt skrives som to ligninger,

Li)yk) =

1 1 1 1 kA1 _ i

b b+ 4o=——"""  hvisk > 2erlige, 11.14.1
rrtx et K (k — 1)1 ge. )
1 1 1 1 7k Ar_q

4. hvisk > 2 erulige. (11.14.2)

FOFETEOwT T g
Af den farste ligning, for k > 2 lige, genfindes resultatet om ¢ (k) fra (11.13): For fis > 1

er
1 1 _ 1
= > =+ Y ==+ Y =,
n>1lige n>1 ulige n n>1 ulige n
og dermed (1 —27%)¢(s) = ), ulige”_s = Ly2(s) foralle s. Nars = k > 2 er hel og
lige, er L12(k) = Lit/4(k), og altsd z (k) = (1 — Z_k)_lLitM(k). Altsd er (11.13.2) ogsd en
konsekvens af (11.14.1).

(11.15) Dirichlet-karakterer. Betragt en kompleks Dirichlet-karakter modulo N, altsa en
gruppehomomorfi x: (Z/N)* — C*. Nar N er fast, kan vi opfatte ¥ som en periodisk
afbildning x : Z/N — C, idet veerdien x (a) sattes til 0, nar a ikke er primisk med N.
@jensynlig gaelder x_(n) = x(—n) = x(—1)x(n), og x (—1) = £1. Heraf ses, at enten
er x lige, nemlig nar x (—1) = 1, eller ogsa er x ulige, nemlig nar x (—1) = —1.
For en Dirichlet-karakter x, som funktion med periode N, fas for den transformerede:

) =) x(@¢™ =rt(x. "),

hvor z(x, ¢") er Gauss-summen svarende til den N’te enhedsrod ¢". Betragt specielt Gauss-
summen t(x) = (x, ¢) svarende til ¢ = ¢2"/N . Hvis n er primisk med N, s& er

XMRM) = x(an:™ =t(x),

hvoraf ved multiplikation med ¥ (n),
X(n) = ()% (n), nér (n, N) =1; (11.15.1)

vardien ¥ (n) = x*(n) = x(n)~! er veerdien af den konjugerede karakter.

Antag, at x er en primitiv karakter. Sa falger det, som tidligere navnt, at nar n ikke er
primisk med N. sa er Gauss-summen x (n) = t(x, ¢") lig med 0, altsd x (n) = 0. Ogsa
hgjresiden i (11.15.1) er 0, idet vaerdien ¥ (n) jo er 0, nar n ikke er primisk med N. Med
andre ord:
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Seetning. Hvis x er en primitiv karakter modulo N, sa er x (n) = t(x)x (n) for alle n.

For L-rekken hgrende til en primitiv Dirichlet-karakter far funktionalligningerne derfor
falgende form: Nar x er henholdvis lige, dvs x (—1) = 1, og ulige, dvs x (—1) = —1, geelder

G- 2@ (P wsey
=15 () T e s

(11.16) Opgaver. ‘
1. For fast N (og ¢ = ¢?*/N) betegnes med v,,n den karakteristiske funktion for a, dvs
vardien ¥,y (n) er 1, ndrn = a (mod N), og O ellers. Videre sattes e,(n) = ¢*". Vis, at

@/\N =&, 00 &, = NY_a/n = N(Ya/n)—. Slut heraf omvendingsformlen: "= Ny/_.
2. En funktion v : Z — C med periode N har naturligvis ogsa periode dN for d > 1. Vis,
at By (z) er uafheaengig af valget af periode, dvs ikke afhaenger af d.

3. Benyt formlen X — 1 = [[?Z5(X — ¢%74i/4) til at vise multiplikationsformlen for sinus,

altsd sindz = (—2)¢~* []9Z5 sin(z — <. Udled heraf formlen for cotdz, og slut, at ay (z)
er uafhaengig af valget af periode N for .

4. Vis, hvordan fordoblingsformlenT' (s /2)T (s +1) /2) = 2175 /7 T'(s) og spejlingsformlen
['(s)I'(1—s) = 7/ sinzs giver omforningen af funktionalligningen, nar v er lige eller ulige.

5. Vis, at zigzag-tallene Ay er positive hele tal. [Vink: Brug, at @« = o + t, hvor o (z) =
1/cosz 0g 7(z) = tanz opfylder o’ = ot 0g v/ = o2, til at vurdere «® (0).]

6. Vis, at a(z) = o/(z) cos z, 0g brug potensraekkeudviklinger for «(z) og cos z til at udlede
rekursionsformlen (hvor Ag = 1):

A —A+kA kA —|—kA +
k+1 = Ak o ) k=1 4 ) k-3 6 ) k=5

Check fglgende tabel:
kJo|1]2]3|4]5]6]| 7 | 8 | 9 | 10 | 1
AkHl\l\1\2\5\24\61\24-17\1385\28-31\50521\29-691
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A. Appendix: Lgse ender.

(A.1). | dette appendix giver vi et bevis for Bertrand’s Postulat, nevnt i Kapitel 1. Som
naevnt falger Postulatet af en tilstreekkelig ngjagtig vurdering af primtalsfunktionen 7 (x). |
forbindelse med primtallenes fordeling er der en reekke andre funktioner, der spiller en vigtig
rolle, bl.a. fglgende:

9(x)=) logp o9 Y(x)= ) logp.

P<sx prsx

Den farste sum er over alle primtal p < x, den anden over alle primtalspotenser p™ < x. |
den farste sum er antallet af led lig med 7 (x), og hvert led er hgjst lig med log x. Altsa er
?(x) < m(x)logx. Vurderinger af 7 (x) medfarer altsa vurderinger af ¢ (x), og omvendt.
Det er ikke sa dybtliggende at vise, at

w(x)logx ~ P (x) ~ ¥(x).

Primtalssatningen er altsa &kvivalent med enhver af relationerne ¥ (x) ~ x og ¥ (x) ~ x.
Af vurderingen i Kapitel 1 folger, at ¢ (n) < 3n for alle n > 1. Den efterfalgende vurdering
er lidt bedre; vi vil bruge den i beviset for Bertrand’s Postulat.

(A.2) Seetning. Forallen > 1 erv(n) < (2log2)n.

Bevis. Beviset, ganske parallelt til beviset for (1.5), forlgber ved fuldsteendig induktion efter
n. Uligheden er trivielt opfyldt for n = 1.

Lad der nu veere givetenveerdin > 1, ogantag, at uligheden gelder for alle mindre verdier.
Stk := [(n +1)/2]. Specieltersan/2 < k < (n + 1)/2. Betragt binomialkoefficienten,

b= n )_ nn—1)---(k+1)
. (n—k Cm—kmn—-k—=1)----2-1°

Dak + 1 > n — k, er faktorerne i teelleren er stgrre end faktorerne i nevneren. Specielt kan
primtallene blandt faktorerne i teelleren ikke forkortes med faktorer fra naevneren. Derfor er
b delelig med produktet af disse primtal, og felgelig er log » mindst lig med logaritmen til
produktet, dvs mindst lig med > log p, hvor summen er over primtallene p med k < p < n.
Den sidste sum er gjensynlig lig med o (n) — o (k). Altsa er

?(n) — v (k) < logb.

Videre er b, som en binomialkoefficienterne (’}) for n > 1, hgjst lig med 2"~1. Under brug
af induktionsforudsaetningen far vi derfor, at

P (n) = O (n) — 0 k) + 9 (k) < log2"~ ! + (2log2)k
<(m—1Dlog2+ (2log2)(n +1)/2 = (2log 2)n,

som gnsket. I
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(A.3) Bertand’s Postulat. For ethvertn > 1 findes et primtal p medn < p < 2n.

Bevis. Uligheden p < 2n ma naturligvis vaere skarp, med mindre n = 1 0g p = 2.

Af postulatet fremgar specielt, at hvis p; er det k’te primtal, sd er pxr1 < 2py. Den
sidste pastand er faktisk akvivalent med Bertrand’s postulat. Mere generelt er det let at se, at
hvis g1, g2, g3, . .. er en voksende falge af primtal, der opfylder ulighederne gx+1 < 2¢g; for
k=1,...,1—1,sagelder Bertrand’s Postulat for alle » med ¢1/2 < n < ¢g;. Djensynlig er
uligheden gx11 < 2q; opfyldt for det k’te primtal i falgen,

3,5,7,13, 23,43, 83, 163, 317, 631.

Derfor geelder Bertrand’s postulat for alle n < 631.
Nu vises pastanden med et indirekte bevis. Antag, at der for et naturligt tal n ikke findes
primtal p med n < p < 2n. Specielt er sd n > 631. Betragt binomialkoefficienten,

- (2n> _@n@n-1---(n+1)
N N nn—1---21 '

n

Lad p vere en primdivisor i b, og lad p"» veere den potens, der indgar i primoplgsningen af b.
Af antagelsen folger, at ingen af faktorerne i telleren er primtal. Derfor er p < n. Yderligere
er p < %n Et primtal ¢ med %n < g < n forekommer nemlig én gang blandt faktorerne
i na@vneren, og i teelleren gar ¢ kun op i faktoren 2g. De to forekomster af ¢ forkortes mod
hinanden; derfor er b ikke delelig med g.

Altsder p < %n for enhver primfaktor p i b. Af (A.2) felger derfor:

Y logp < > logp=v(5n) < (3log2)n. (A.3.1)

plb p<in

Da p'r |b, folger det af (1.6), at p*» < 2n. Hvisv, > 2, sd er p% < 2n, og derfor er
p < «/2n; specielt er der hgjst «/2n primdivisorer p i b med v, > 2, og for hver af dem er
v, log p < log(2n). Derfor far vi vurderingen,

Z v, log p < ~/2nlog(2n).

p |hv Vp>2
Af denne vurdering og (A.3.1) fas:

logb= > logp+ Y  v,logp < (3log2)n + v/2nlog(2n). (A3.2)

plb,vp=1 plb,vp>2

Pa den anden side giver binomialformlen:

2n 2n 2n
22n _ 9
+(1)+(2>+ +(2n—1)’
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hvor de to yderste binomialkoefficienter er slaet sammen til 1 + 1 = 2. Der er 2n led pa
hgjesiden, og b er det starste. Derfor er 22" < (2n)b, og alts&

(2log2)n < log(2n) + log b. (A.3.3)
Af (A.3.2) og (A.3.3) falger:
(2log2)n — log(2n) < logh < (§log2)n + +/2n log(2n). (A.3.4)
Den opnaede ulighed kan omskrives til (% log2)n < (14 +/2n) log(2n), eller

1+ +/2n log(2n)
Vi o 2n

De to bragker pd hgjresiden er aftagende som funktioner af n (den sidste for 2z > ¢2). Vardien
pa hgjresiden, for n > 631, er derfor mindre end veerdien for n = 512 = 2°. Altsé er

$log2 < (A.3.5)

142% 10l0g2 45
o5 5 = 1024 log 2.

slog2 <

Men den ulighed er gjensynlig gal. Hermed er den sggte modstrid opnaet, hvormed Bertrand’s

Postulat er bevist. 0
(A.4) Seetning. For alle naturlige taln > 7 er (log2)n < ¥ (n). Akvivalent, hvis LCM(n)
betegner det mindste faelles multiplum af alle tallene 1, 2, . .., n, s er

2" <LCM®m) forn>1T1. (A4.2)

Bevis. (Efter [Nair].) Det mindste feelles multiplum LCM(n) er gjensynlig lig med produktet
af primtalspotenserne p* < n med, for hvert primtal p, den sterst mulige eksponent k.
Alternativt er LCM(n) lig med produktet af primfaktorer p, hvor hver faktor p medtages
én gang for hver potens p™ med p™ < n. Med den alternative beskrivelse er det klart, at
log LCM(n) = v (n). Derfor er de to anferte uligheder &kvivalente.

Beviset for den sidste ulighed tager udgangspunkt i falgende formel, for 1 < k < n:

"X_:k(_l)r(n—k> 11
r=0 r I’—I—k_k(n)'

k

For at vise formlen bemarkes, at begge formlens sider er lig med det bestemte integral
I .= 01 xk=1(1 — x)"kdx: Atintegralet er lig med venstresiden fs ved at anvende bino-
mialformlen pa faktoren (1 — x)"~* og s& integrere de fremkomne potenser x’. At integralet
er lig med hgjresiden ses ved gentagne partielle integrationer: integrer potensen x' og diffe-
rentier potensen (1 — x)/.
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For at vise den anfarte ulighed bemazrkes, at alle nsvnerne r +k pa venstresiden er mindre
end eller lig med n. Derfor er alle nevnerne r + k divisorer i LCM(n). Multipliceres med
LCM(n), fas altsa et helt tal ud fra venstresiden, og derfor ogsa ud fra hgjresiden. Det sidste
betyder, at navneren pa hgjresiden er divisor i LCM(n), altsa

k(Z) ’ LCM(n). (A4.2)
Relationen (A.4.2) medfarer falgende to relationer, for k > 1:
2k 2k
k( ] ) ‘ LCM(2k+1) og (2k+ 1)(k ) ‘ LCM(2k + 1). (A4.3)

Den farste relation i (A.4.3) fas nemlig ved at anvende (A.4.2) med n := 2k og udnytte,
at LCM(2k)| LCM(2k + 1). Den anden relation i (A.4.3) fas ved at anvende (A.4.2) med
n =2k +1ogk:=k+1;udnyt at (k + D(357) = @k + 1 (3).

| de to relationer i (A.4.3) er de to faktorer k og 2k + 1 primiske. De to relationer medfarer
derfor fglgende:

k(2k + 1) <2kk ) ( LCM(2k + 1). (A.4.4)

@jensynlig er 2% = Y. (2."). | summen er der 2k + 1 binomialkoefficienter (Zlk) fori =

l 1
0,..., 2k ogaf demer (%) den sterste. Derfor er 22 < (2k 4 1)(%). Relationen i (A.4.4)
medfarer derfor uligheden,

k2% < LCM(2k + 1). (A.4.5)

Heraf ses, for k > 2, at 22t1 < LCM(2k + 1); uligheden (A.4.1) galder derfor, ndr n er
ulige og n > 5. Videre er LCM(2k + 1) < LCM(2k + 2), sa af (A.4.5) falger, for k > 4, at
22k+2 < LCM(2k + 2); uligheden (A.4.1) gelder derfor, nar n er lige og n > 10. | omrédet
n > 7 mangler altsa kun uligheden for n = 8. Her finder vi:

28 =23.2.22.22<2%.3.5.7=LCM(9),

hvormed ogsa den manglende ulighed er eftervist. a

(A.5) Opgaver.

1 Vis,aty(x) =Y, |logx/log p] log p, og at ¢ (x) < 7 (x) log x.

2. Gelder uligheden 2" < LCM(n) for n = 6? Vis, at uligheden 7 (n) > (log2)n/logn
geaelder for naturlige tal n > 4.

3. Brug Lemma (1.6) til at vise, at enhver binomialkoefficient (Z) er divisor i LCM(n), og
giv herved et simpelt bevis for (den svagere ulighed) 2" < (n + 1) LCM(n).
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4. Vis falgende skeerpede form af Bertrand’s postulat: For alle n > 4 findes et primtal p med
n < p < 2n — 2. [Vink: Kig pa beviset i (A.3). For at vise den skaerpede form for , sma“
veerdier af n kraeves en fglge ¢; af primtal med ¢; 1 < 2¢; — 2. En sadan falge er

5,7,11,19, 31, 59, 113, 223, 443, 883.

Det fremgar, at den skeaerpede form geelder for n < 882. | et modeksempel ma der altsa geelde
n > 882, og specielt, at n > 2°.

Kig nu pa de falgende argumenter i beviset for (A.3). De fleste er uzndrede, men i teelleren
pa b kan det forekomme, at n + 1 er et primtal. Det medfgrer, at man til hgjresiden i (A.3.1)
ma leegge leddet log(n + 1). Det samme led skal herefter leegges til pa hgjresiden i (A.3.2) og
(A.3.4), og til hgjresiden i (A.3.5) ma man laegge brgken (log(n + 1))/(2n). Ogsa den sidste
brok er aftagende som funktion af n. Vurder den opad ved verdien i 2°, som kan vurderes
videre: (log(2° + 1))/21° < (log219)/210 = (10/1024) log2. Med dette ekstra bidrag fas
den afsluttende ulighed 3 log2 < 2 log 2; og det er stadig er en modstrid.]
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