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Flere reelle variable 1972-73 Differentiabilitet 

DIFFERENTIABILITET. 

k:
O.l. I det følgende vil vi betragte talrummene fR for 

,_ IR~
forskellige dimensionstal ~ vil her spille to 

roller, som vi dog ikke vil holde skarpt adskilte: Dels 

som metrisk rum, med den metrik, der udspringer af max-normen; 

!Rk:
i denne rolle vil elementerne i blive kaldt punkter 

og vi kan tale om åbne mængder, kontinuerte afbildninger 

o.s.v. Dels som vektorrum over ~ ; i denne rolle vil ele

rnl<. 
menterne i ·~ blive kaldt vektorer og vi kan tale om 

basis, lineære afbildninger o.s.v. 

Elementerne i IR)<. (i begge roller) er talsæt. Vi vil normalt 

skrive disse talsæt som søjler. Et talsæt v-E IRk har k 
koordinater, som vi sædvanligvis betegner 1.11, · · · , -rr'<

altså 

[Bemærk, at vi ikke sætter under talsæt.] 

Af typografiske grunde vil vi lejlighedsvis skrive en funk

tionsværdi f (1r) udførligt som t (?J:t, · .. , ~), 

Lad os minde om, at de lineære afbildninger: rR lt --7 JR t 

er af formen: v-~ Av med en entydigt bestemt (Cx k.)

matrix A , kaldet den lineære afbildnings koeffecientmatrix. 

Specielt er linearformerne: IR!(,-- IR af formen--r 

v- = ( ~) 1---7 «1 "'i -1- + «._1rk, hvor "'• , .. ae k kaldeso o o o , 
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linearformens koefficienter. 

[Bemærk, at vi ikke sætter under matricer. I matrix-pro

duktet A1r opfattes 1r som en søjlematrix med k elemen

ter; Av- er altså en søjlematrix med ~ elementer, d.v.s. 

element i fR -t ] For den transponerede til en matrix A 

benyttes betegnelsen AT . For en vektor "'r = (ti<) € IRk 

betegner v- T alt så rækklematricen v-r= (1r.r , ... , v-Jc.). 

0.2. Vi skal i det følgende betragte afbildninger definerede 

o " l. JRkpa åbne mængder L.lL... (En del kan dog uden videre 

udstrækkes til afbildninger, der er definerede på et interval 

mk ). oi 1~ Er der givet en aben mængde har vi 

specielt de k koordinatfunktioner på J2. 

) 
. i=1,···Jk) 

der er afbildninger: J1 ~ ~. De kaldes koordinaterne på Jl. 

en given sammenhæng vil vi ofte navngive disse koordinater, 

altså ofre betegnelser for disse k afbildninger. Vi vil 

således skrive "Lad være koordinaterne på 

11 i betydningen: er den ved de

finerede afbildning Xi J2 ~ fR f, -=- 1, · · · , k 

På en given åben mængde ...n._ i TR2.. betegnes koordinaterne 

ofte også x og y At x er koordinaten på en 

cåben mængde J2 IR betyder, at X er inklusionsafbild

ningen: J2. ~ JR. 
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1.1 Lad os først betragte en reel funktion f på et in

terval 1 S IR , altså en afbildning t: 1 -7 IR . Funk

tionen j siges som bekendt at være differentiabel i punktet 

Gt€ 1 med differentialkvot'ienten O( , hvis den ved 

l(t)- t(tt) 
t- Gt 

definerede funktion har grænseværdien o< for t ~ C\. • 

Dette betyder altså, at funktionen 

t(t)- l(a,) 
~0'1" t '=f Q

t-a.t t-? 

tor t ==a., 

er kontinuert i Q og det er igen ensbetydende med, at 

funktionen 

Htl - t (a.) - O( (t -ct) 
~OY t :fa_ 

lt- a/e.(t} 
o .f!or t= ll 

i~ 
er kontinuert. Differentiabiliteten kan altså udtrykkes ved, 

at vi har en fremstilling 

t(t) = f (a} t O< (t-tt) + e.(t) lt -a. l, 

hvor funktionen E.: 1 ~TR.. er kontinuert i et med vær

dien E.(ct} = O 
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- .. ---- ,._---------------- -- ... 
e.Ct) It-a./ 

f.(a.) t-« (t-a.) 

_________,.,____...______ ~ - --~ 

ct t 

"Nær" punktet Cl vil funktionen f altså "ligge tæt ved" 

den affine funktion t ~ f(tt) t tX (t- a.) i den for-

stand, at differensen er af formen E(t) ft- lt l med en 

funktion E : 1 ~ IR kontinuert i et- med værdien 

E (et} ~ 0 · 

Differentialkvotienten i et betegnes også D.f (a) eller t {a). 

1.2. Lad os dernæst betragte en reel funktion f på en '· 

åben mængde t!2_s;; rRk. og et punkt Cl€ J2 . Det er
' 

nærliggende at generalisere ovenstående ved at betragte 

} 's restriktion til linierne gennem Hvis 'Ir E 1R. k 

er en vektor og ~ E rR. er et reelt tal, kan vi betragte 

vektoren ~v- (multiplikation af vektoren 1)- med 

skalaren ~ ). Linierne gennem Q er punktmængderne af 

formen hvor er en 
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vektor, kaldet en retning for linien. Da ~ er en åben 

mængde, er funktionen 

defineret i en omegn af 0 E fR. Vi siger, at er 

retningsdifferentiabel i retningen v i punktet et 

hvis funktionen 

er differentiabel i O . Differentialkvotienten af denne 

funktion i O kaldes da f 's afledede i retningen v

(i punktet Cl ) og betegnes 

IR ~t-
' l 
l 

o 

l 
l 
r 

Specielt kan vi betragte en af de k basisretninger 
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Funktionen kan udførligt skrives 

~ ~ t (a..,, 42 , • · • , ai + ~ , · • · , c:t 1< ) • 

Vi siger, at den fremkommer ved at variere den i -te varia

bel og holde de øvrige fast. Hvis + er retningsdifferen

tiabel i hver af de k basisretninger, siger vi, at f. er 

partielt differentiabel i punktet . De afledede af t 
i basisretningerne kaldes også +•s partielle afledede 

i punktet ~ , og betegnes 'Dd! (a.) 1 • • • ' Dl<. t (a_) , alt så 

• Er ~ partielt differentiabel 

i ethvert punkt i Jr.L , kan vi opfatte de partielle af

ledede som k funktioner :01 .f. , · · · 1 Ditt : Jl. ~ fR. 

Vi siger, at ~it fås ved at differentiere m.h.t. den i-te 

variab.el. 

1.3. Eksempel. Den ved definerede 

funktion t : JR2.-+ JR er partielt differentiabel med de 

partielle afledede bestemt ved 

1.4. Har man i en given sammenhæng navngivet koordinaterne 

på den åbne mængde J2.. ~ fRk. er det ofte hensigtsmæssigt, 

at lade disse navne indgå i betegnelserne for de partielle 

afledede. Er således x1 J ••• , Xk. koordinaterne på ~ , 

skriver vi 
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])i .f. (a.) -- ~(a.) = t l (a,)
oxt, X·1. 

o.f.
og 

'Dit - - }_t - tX·' • 
1.oXi ox·t 

11 11 11[Bemærk, at d læses som cl 11. J 
Vi siger også, at ~ fås ved at differentiere m.h.t. )(( 

~)(i 

Koordinaterne selv, altså de k frmktioner 

x
1 

, . . . , xk. : ..n_ -+ IR , er partielt differentiable med de 

partielle afledede 

t.= r. 

1.5. Eksempel. Lad x,y være koordinaterne på lR 2.. 

Frmktionen i det foregående eksempel kan skrives t = xz y+ y 3, 

og vi finder !f= 2xy ~ = x2. + .3y2.oy .bx ' 

1.6. Det ovenfor skitserede differentiabilitetsbegreb er på 

mange måder utilstrækkeligt. Det viser sig hensigtsmæssigt 

i stedet at generalisere begrebet "ligger tæt ved en affin 

frmktion". 

Lad J2. ~ fRI( være en åben mængde og betragt et prmkt 

Q. E J2 To frmktioner t, 9 : J2. ~ fR siges at have 

kontakt af 1)1; -te orden ( ~ ~ f ) i prmktet 

hvis vi for differensen har en fremstilling 
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t(tJ- g(t) - E(t) flt-Q.f{~, 

med en frmktion E.: S2. ~ rR der er kontinuert i Q,
' 

med værdien t(O.):: o . For M.= 1 siger vi blot, at 

og har kontakt i a, Dette er stærkere end atl- 9 
o for t ~ a.f(t) - ~ (t) ~ 

t 

1.7. 

Bemærkning. Gyldigheden af for t==a.,. betyder 

blot, at t (a.) = 9(4.) Det ses, at .f.. Øg 9 har 

kontakt af n-te orden i Q , netop hvis ~ (lt) - 9 (a..) 

og vi har en fremstilling for alle t -=f. Cl med 

en funktion som opfylder E. (t) -? O 

for t~ Q, 

1.8. Bemærkning. I en situation, hvor man vil rmdersøge 

en afbildning f. i omegnen af et prmkt a e J2.. vil man 
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ofte i stedet betragte afbildningen 11. ~ ; (a.+ k.) Da 

J2. er åben, er også mængden l~ E fRk { a+ h E J2 ] 

er defineret i en omegn af 

0 E fRk Det ses, at t og 9 : ,J2 ~ TR. har kontakt 

af ll1t -te orden i a. , hvis og krm hvis vi har fremstilling 

åben, så 

t(a.t "-) 

med en reel filllktion E.. 1 kontinuert i O med værdien 

E (o) = O 

l. 9. En filllktion 9 ~ t= ~ (b + oc1 t1 + ... + «k tk' kaldes(t) 
en affin filllktion på J2. . Frmktionen er altså af9 
formen (konstant) + (lineær afbildning) . Det ses, at 

9 : t.f)_ -+ fR er en affin filllktion, netop hvis grafen 

~ = f (t, 9 (t}) E fRk+f l t 6 ,.Q J er indeholdt i 

en hyperplan i fR k+! 

-
-- - - -
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er 

en åben mængde, kaldes differentiabel i punktet Q E J2_ 

hvis den har kontakt med en affin funktion i Q . Hvis 

er en affin funktion, 

hvor1.10. En afbildning 

9 
finder vi 9 (Q+ h. ) = (b + 0(1 a1 + · · · + «~~:.ak. -+ or1 kf + · · · + «1t hk::::

9 ( t:t) + «1 h1 + · · · + O{k. hk Hvis f. har kontakt med 

9 i et, har vi q(tt) = t(a.) altså 9 (t:t+ h,)= 

t (a) + «1111+ · · · r «k hk , og vi ser, at t er differentiabel i 

punktet Cl. , hvis og kun hvis der findes o< 1 , . . . , ork. t- 1R 
1 

så at vi har en fremstilling 

(*) f(Ct+h.) f (Q,} = or1h1 r · ·· + ockkk-+ c(k.)//-ft-11. 

for alle h i en omegn af 0€ rRk med en funktion 

kontinuert i O med værdien E (o) = OE ' 
Funktionen h.~ Llf(Jt) = f (a+ h.) - ~ (tt) kaldes 

funktionstilvæksten ud fra ~ Idet afbildningen 

er en lineær funktion, kan differen

tiabiliteten også udtrykkes ved at sige, at funktionstil

væksten d t har kontakt med en lineær funktion i O 

Antag nu, at .f. : J2_ ~ IR er differentiabel i punktet 

altså at der findes en fremstilling 

Vi udleder en række konsekvenser: 

1.11. Funktionen f er kontinuert i ~ Der gælder 

endda, at der findes en omegn u = { t l l( t-~ Il < p } c Jl 
og en konstant l< )" O så at l f (t;) - f (a.) l ~ k Il t- a.. l/ 

for t E U ,thi. da e er kontinuert i o med 

værdien E(O) =- O , findes p "7 O , så at Q+k,E J2 og 
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!E(ft.)l ~ 1 , når 11 {, 11 < p Vi finder derfor 

lllt(k-)/ = /~t('t + · · · + O(kh,K + E (k-) Il kil / ~ [ ll(t l+···+ /cxk./ + 1 J /1hl/J 

som viser den ønskede ulighed med k = /0(" f+··· + lork./ + 1. 

1.12. Funktionen ~ er retningsdifferentiabel i enhver 

retning 1i::: eJ E fR k i punktet a., med den retnings

afledede 

thi for hvert tilstrækkelig tæt ved O finder vi 

hvoraf påstanden fremgår, idet 

nuert i D E IR med værdien 

~ ~ 

o. 
E. (~:Ir) /f v-l/ er konti

1.13. Specielt følger det, at tallene 

tydigt bestemte, idet der gælder 

or1 , · ·· 1 ock er en-

J 

t- har således i a. kontakt med netop en affin funktion, 

nemlig med funktionen t ~ t(ll) + «1 (t1- a.1) t-··· + tX1c. (tic.- Qk.). 

1.14. 

form 

Den ved 
k

rR ~ fR 
h. ~ t11 1 h1 +··· + D(k.hl( bestemte linear-

1~r~k~~ 
kaldes differentialet af f V og betegnes 

altså 
1;::...d_t_a._(k.-)_::_])._t-{a.-)-k_+_·_··_-+_D_k_t_(tt-)k-k--,·1 

1 1 



Flere reelle variable 1972-73 Differentiabilitet 12 

1.15. Bemærkning. Opspaltningen (*) har altså formen 

L1f( h)= dt'L(h)+E(h-)flki(.For at vise, at en given funktion 

t: tf')_~ fR. er differentiabel i a.. med differentialet 

f , hvor ep : fR)t-+ rR er en given linearform, skal 

man altså vise, at funktionen 

formen E.(~){f~/1 med en funktion c , så at 

e(h}-~ o for h,~ o. 

1.16. Koordinaterne x1 J ••• J xk på ti2 er i ethvert 

punkt Q € Jl. differentiable med differentialer 

(dxi) t{, fR.k ~ fR. bestemt ved 

(cL:ri )a. ( k) = ki > ~ = (~:J E 1R k. 

Vi har således dta, (l-L) = !}, (n) h1 -r···+ {!"(a) k.k

~!(a.) (clx1)(Å(k) -r ... +- ~(a.) (axJo..(~) , og denne 

ligning kan med de sædvanlige kompositioner for linearformer 

skrives 

1.17. En konstant funktion t= e er åbenbart differentia-

bel i Q. med differentialet dfQ. = o Hvis 

+ og 9 er differentiable i Q , er også funktionerne 

t+g, fg og (den sidste er kun defineret, hvis 

9(t) f o for alle t E J2. ) differentiable med diffe

rentialer bestemt ved 

cl{f+9)a. = cl/o.. 1- ~a_ ) 
da9)a. = g(ct)dt

4 
+ f la.> c{Ja. 

g(Q.) cltec..- .f{a)dg4a(!) _ L et' _ 
~ ()._ - g(ct} fec. 

9(ct)2. 
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Vi udelader beviserne, der er analoge med de tilsvarende udsagn 

for funktioner på et interval. 

1.18. For en reel funktion t på et interval og 

et tal Q. E 1 (altså tilfældet k = 1 er 

c:lfa.(k.) =:D.f(tt) h
1 

h. e rR.. Den (ene) partielle afledede er alt så den 

sædvanlige afledede ~;(Q) = .f'CQ) Hvis X er koordi

naten på 1 , har vi dxa.(k) ::: k 

For alle hf o har vi altså 

.f' (a.) 

I denne forstand er differentialkvotienten t'(aJ altså 

en kvotient af differentialerne dta.. og olxo,_ . Vi bruger 

også betegnelsen t 1(Q) = ~~(a). 

1.19. Funktionen kaldes differentiabel i J2 , 
hvis den er differentiabel i ethvert punkt af ~ • En sådan 

funktion er altså kontinuert, og har partielle afledede, der 

er funktioner J>1 f, ... , J>K t : all -4- JR. I ethvert punkt 

a. E S2.. har vi en linearform d. fa.. : rRI<--+ TR. Familien 

af alle disse linearformer kaldes differentialet af ; 

og betegnes cl f , altså 

dt 

1.20. Vi kan på oplagt måde indføre kompositioner for familier 

( lftt) O.. E Jl af linearformer 
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Hvis og er to sådanne 

familier, sætter vi 

[altså for hvert 

a.. E Jl.... addition af de to linearformer ep lt og 'tf'et. J 
Hvis ep = (cpa )Q€ J1 er en sådan familie, og ~ er et 

reelt tal, sætter vi 

~Cf' = (~ft:t.)QEJl. [altså for hvert 

QE J]_ multiplikation af linearformen ~~ med skalaren 

A~ fR ] 

Det ses let, at familierne med disse to kompositioner 

udgør et vektorrum over fR . 
Mere generelt, hvis er en sådan familie 

og '3 : J2.. _..,. IR er en funktion, sætter vi 

9f == (q(a.)cpa.)a.eJl ~ltså forhvert ct€J2. 

multiplikation af linearformen r~ med skalaren 

g(a.) E fR J 
Med disse kompositioner kan ligningerne 

simpelt skrivesr------------------------------

og for differentiable funktioner f- og ~ dl. ~ IR får 

vi ligningerne 
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d (tg) = t clq t 9 cif 

q (t) == t d f - ~~ dq 

(den sidste for så vidt q (t) j o for alle t € JL ) . 

1.21. Eksempel. Lad X1 JXL være koordinaterne på mængden 

tiL= [t= (i:)E TR'Z. { tz. f O J . Funktionen X~: JL ~ fR. opfylder 

Xz (t) "= tz. f O for alle t E ...f2.. Lad os vise, at 

funktionen i ;J2 ~ fR er differentiabel med differentialet 
z. 

Vi skal vise, at der i ethvert punkt a = (::J E J2... gælder 

d (X1 ) = n.t (rLx1 )o. - Qf 0u'z.) a. 
)(l. Cl. a. l. 

l. 

altså for ethvert h= (~~)E fRl 

d (~:)q (h-) 

Vi betragter derfor differensen 

og finder herfor udtrykket 

Q~hf- a1 hL (af h1.- Qz lt1) lt~ 
-

) 

der for hvert Cl € JL er af formen e(-lt,)/1-&t./1' hvor 

c(h..) ~ o for ~-? o. 
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2. Kontinuert differentiable funktioner. ==================================== 

2 .l. For en åben mængde JL S fRk gælder følgende vigtige 

sætning: 

Hvis en funktion t : J2 ~ IR er partielt differentia

bel i ethvert punkt i ~ , og hvis de partielle afledede 

er kontinuerte funktioner, da er 

-f differentiabel. 

Bevis. Vi betragter et punkt Q€ ~ og vælger en omegn 

u= !t€ rRk Ilt -a,l/ ~p} c J)_. For en vektor 

h_ = (l~) med 11 k /1 ~p betragtes punkterne 

(o) Q(f) . . . Q, (k) hvorQ l ) 

(11 u
Vi har a (o) = Ct , a, (k) = a -t h, , og c:t E > '}=01 1,···,k. 

Ved anvendelse af middelværdisætningen for funktioner af en 

variabel finder vi 

f(ct+k)- f.{ll) 

3~1 [ +(o.Ctl) - HQ. 1}-1)) J 
~~ ])1 { o (l)) {l ) 

hvor ~(J) er et punkt på liniestykket, der forbinder 
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cr-t)
a, og et 

P) 
Vi har 1/ h. U ' og 

altså ~(J) -7 Q når da funktionen ))l f er 

kontinuert i a, , kan vi derfor skrive ])1 f ( ~ (jl) = 

J 
k 

hvor c.(1)(k)-7 O for h~ o, 

Indsættes dette, får vi 

k 
og da restleddet 2_ E(1)(k) ~ er af formen E (1-t-) li~ l/ ,

J=1 1 
med E (h.-)~ O for k~ O er f- differentiabel i Q. o 
2. 2. Eksempel. Lad X) Y være 

a

koordinaterne pa 
ml.
'"' 

Funktionen X y har de partielle afledede a(~y) 
~x 

= y 
J 

o(xy) 
~, 

= X 
' som er kontinuerte. Følgelig er xy diffe

rentiabel (hvad der naturligvis også let vises direkte) med 

differentialet d{xy) = ~ctx +x~. 

2.3. Udfra klassen ~ 0 {J2) af kontinuerte funktioner på 

den åbne mængde J2. f; fRk defineres illduktivt (for M. -q 1) klassEn 

~~{J2) af ~ gange kontinuert differentiable funktioner,' 

som de funktioner der har partielle afledede 

"'i'\ p """.p ø""-'{rl).Jl1 r l · · · , .vk. t- : J2.. ~ lR som tilhører klassen ~ UL 

Funktionerne t: ..n._~ JR i klassen ~ 1 {,.Q) af kontinuert 

differentiable funktioner er altså differentiable ifølge den 

viste sætning, og specielt altså kontinuerte. Det følger, at 

vi har 
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Fællesmængden af klasserne er klassen ~ 
00

(Jl.) af 

vilkårligt ofte differentiable funktioner på JL 

I stedet for at sige, at funktionen f:~~ fR. 

ligger i klassen ~'(JL) siger vi også at t- er af klasse 

~'"' eller at er en ~'11\.. -funktion.f 

2.4. Sætning. For en funktion f: JL~ IR af klasse 
~~~~~~~~-----=~~~--~-=~~~-----

gælder 

Bevis. Vi skal vise, at der gælder J)iDa-f(a..) == ])a-1>-it (a.) 

i et hvert punkt et€ tll. . For at bestemme ])i ])rf· {a.) og 

behøver vi kun at se på funktionen 

For at vise identiteten, kan vi derfor indskrænke os til til

fældet k.= 2. (og i =: 1, ( = ~ ) . 

Vi betragter nu en omegn _ - { t l Ut- o._ /l~ f~ S J2.., 
og vi sætter 

Nu betragtes først funktionen 

Da gælder . Funktionen 9 er diffe

rentiabel med den afledede t1 ~ 9' (ti) = :D1 t (ti /~·J. t p) - ]) t (tull.z)
1 

Ifølge middelværdisætningen findes derfor 

et tal ~ 1 med 
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altså så at 

For dette betragtes funktionen tz 1---+ ]) ~ ( ~ t2. )~1 1 1 1 

Denne funktion er differentiabel 

med den afledede: t-2. ~ ::D~J)1 f ( l1 >t2....). Ifølge middel

værdisætningen findes derfor et tal ~ 2. med D.2.. $ ~z ~ Q.2 +p, 
så at J>1 ~(! 1 ,az+p) -]),f(f1/J.t) - J>.tJ>1f(!1,!2.)p 
Vi har altså 

med 

På tilsvarende måde ses, at der findes tal ~~ og 

så at vi også har 

s = ])1 ])2. t ( ~f l 'tlt. ) p2
• 

Det følger, at J>1])2. f ( ?f 1 , ~2.) = J>2.'])1 .f (! 11 ~z) ... Specielt 

har vi altså set, at der i omegnen .::.. = {t l lit- ct./1 ~p J 

findes to punkter ~ = ( ~: ) og '1 = (~: ) så at 

])1 ])2. t ('i) = ])2. ])1 t (~). 
Lader vi nu p _,.. O og udnytter vi kontinuiteten af 

])1'Dz. f- og :Dz.. J)1 +- i punktet Cl , ser vi, at ::D1])z. t (a.)= ')z.1J f(cV.
1

D 

2. 5. For en funktion t: ,fl_ ~ JR. af klasse ~'111., kan vi 

betragte partielle afledede af ~-te orden af formen 

])· ... J>· J). f 
"'""' f,~ 1.1 ) 

hvor vi først har differentieret m.h.t. den t 1 -te variabel, 
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dernæst m.h.t. den t2. -te o.s.v. Hvis x1 ) ... ) xk er 

koordinaterne på Jr.l bruges også betegnelserne 

Af sætningen følger, at denne partielle afledede ikke af

hænger af rækkefølgen af differentiationerne, men kun af det 

antal gange, der er differentieret m.h.t. 

o.s.v. Differentieres der p1 gange m.h.t. x1 1 P2. gange 

m.h.t. x2. o. s. v. (alt så p1 i" · · · -1 p)(, = ~ )J bruges 

betegnelsen 

Ud fra punktet ~ E Jrl defineres differentialet 

af M-te orden, ...J""'P •• TRk ______""__ TRI.Æ t ----.... som funktionen 
a.. 

her har vi benyttet, at antallet af talsæt 

hvilke 
Pr af tallene er 1 

Pk af tallene er k 

er lig med IYI ! 

P1 1 · · · P~t! 

i 
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er et homogent "t-te grads polynomium.Det ses, at 

2.6. Udtryk, hvori der indgår anledede af højere orden, 

kompliceres ofte af de mange :indices. En hensigtsmæssig beteg

nelsesform fås ved at indføre multiindices. Et multiindex er 

et sæt f -= ( P1 , · · · ' Pk ) af hele tal ~ O (altså et ele

rN k.ment i ) .o 

For et multiindex 'P = ( p1 J ••• 1 pk ) definerer vi 

lp l - P1 + ... + Pk 

p! = P1 ! · · · Pk 1 

{p (~1) k= ..f..,ft · · . k:k) for en vektor h, :: ~l< E tR . 
P1 ]) Ptt t1t~ ::: '])1 · · · k. 1 for en funktion tE ~lpl(tll) 

(altså for en funktion t: ..Q ~ fR der er p1 t- · · · + Pk 

gange kontinuert differentiabel). Med disse betegnelser kan 

skrivevi, for en funktion 

~ ])P.P ( ) {,P h. € 1RkL. pJ 
l 

~ Q } )

lp/= M. 

hvor der summeres over alle multiindices p = ( p1 1 • · ·, Pk..) 

med l P l = P1 + · · · -t Ptt = ll1 · 

3.1. Inden vi videreudvikler teorien for differentiable funk

tioner, vil vi generalisere begreberne til vektorfunktioner. 
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Lad stadig J2 være en åben mængde i 
k

TR . En afbild

ning t : J2. ~ rR {. er - som alle afbildninger ind i tR-e 

- af formen 

Funktionerne 

~= 1>·", f . De kaldes afbildningens koordinatfunktioner, 

og vi skriver også 

(~J. 
Afbildninger ind i TR. .f. (for et eller andet -t ) vil vi 

kalde vektorfunktioner eller vektorafbildninger. 

3.2. To vektorafbildninger .f.J3 : Jl-7 rRt: siges at have kon

takt af orden (ttt,~1) i punktet Q E SL , hvis vi 
--~-------------

for differensen har en fremstilling 

(Æ) t(t)- q(t) E (t) Il t - a. l/ "1.) t e ti2 

hvor vektorafbildningen er kontinuert i 

ct, med værdien E (a.) = O. 

Fremstillingen er ensbetydende med de -t fremstillinger 

for koordinatfunktionerne' og da c(t) -'> o for t ~ a.> 

hvis og kun hvis vi har for t ~ a. , 1 = 1> • • • 1 -f J 

har vektorafbildningerne kontakt af ~M,..-te orden 

i a. , hvis og kun hvis koordinatfunktionerne 
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har kontakt af Mt-te orden i a. 1 1 == 1J • • • , -e· 

3. 3. En vektorafbildning 9 : Jl ~ IR -e , hvor J1. s rRk 

er en åben mængde, af formen 9 (t) = At + (b , hvor A e:e 

en (i: x k ) -matrix og ~ E IR -e J kaldes en affin afbild

ning. 9 er altså af formen (lineær afbildning) + (konstant 

afbildning) . 

O('·.k )Hvis kan afbildningen udførligt
• J 

O(tk 

skrives 

Hvis A1 J .•• J A'< er matricens søjler (altså Ai ~ (J:,) ) , 
skriver vi A :::: (A1 1 • • • J Ak ) , og afbildningen kan skrives 

Det ses, at en vektorafbildning ~ : S2.. ~ IRt 
er affin, hvis 

og kun hvis alle koordinatfunktionerne 9
3 

: J2 ~ rR er 

affine funktioner. 

-e k3.4. En vektorafbildning f : J2. ~ rR , hvor ,fl_ C: IR er 

en åben mængde, kaldes differentiabel i punktet. Q E ~ , 

hvis den har kontakt med en affin afbildning i punktet ~ 

alt så hvis og kun hvis der findes en ( {x k) -matrix 

så at vi har en fremstilling 
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for alle h., i en omegn af O E IRk , med en vektorafbild

ning E. , der er kontinuert i O med værdien c (o)= O . 

Fremstillingen (*) kan også skrives 

og den er ensbetydende med fremstillingerne 

for de -f, koordinatfunktioner f1 > · • • , tf. 

Heraf følger straks: Vektorafbildningen 

differentiabel i Q hvis og kun hvis alle koordinatfunk

tionerne t1 : z.Q ~ JR er differentiable i a.. . Antag nu, 

at vektorafbildningen t: & ~ IR-t er differentiabel i punktet 

QE J2. , altså at der findes en fremstilling (:f() 

Vi udleder en række konsekvenser. 

3. 5. .f. er kontinuert i Cl • Der gælder endda, at der 

findes en omegn U = t t l 11 t -a. /l ~ p J S J2.. og en konstant 

k >O så at //.flt)- .f(a.)/1 ~ k l/t-a 11 , når t E ltl 
thi vi har en sådan ulighed for hver af koordinatfunktionerne 

t- og dermed også for 1/ 'f (t}- f(a.) 1/ = tmfCI>< l t1 (t)- t-r (aJ J. 

3. 6. Matricen A er entydigt bestemt, thi af fremstillingen 

C* )a følger, at elementerne 0(~1 l ... J O(}k i den 1-te 

række er de partielle afledede '])1 ~1 (a) > · • • ' ])Kt{ {a.) af den 

'}-te koordinatfunktion t(' : JL.~IR . + har således 

er 

1 
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i punktet Q kontakt med netop en affin afbildning. Matricen A 
kaldes funktionalmatricen eller Jacobi-matricen (efter O.G.J. 

Jacobi 1804-51), og betegnes ])f (a) . Vi har altså 

J) -t (a.) == ( 1>1f(<>-l 1H~1<>-l • • • '1>.}[ (a.) ) 

J>1 t-e (a.) J>z. te (a-1 · · · ])K 1-e (aJ 

Søjlerne A1 1 • · • 1 Al{ i matricen A :::: J>~ (a_) kaldes de parti

elle afledede af f i punktet ~ , og betegnes 

:Dr~ (Q) .•. , 1>1<. t (a.) , al t så 
1 

Den ved { ~ A"t bestemte lineære afbildning : fRk.---+ 1R t 

kaldes differentialet af ~ i og betegnes dta... 

Vi har altså 

3.7. Vi fremhæver to specialtilfælde. 

Tilfældet -E= 1 er det tidligere betragtede tilfælde, hvor 

t: J2. ~ fR er en reel funktion på den åbne mængde JL S rR.k. 

Her finder vi 

I tilfældet ~::::: 1 , hvor J2 <; 1R er et interval og 

er en vektorafbildning t :· & ~ IR t, findert= (t] 
vi derimod 
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Vi skriver ofte f 1(Q) = ]) ~ (0") i dette tilfælde. 

IR3 

f 
) 

3.8. Hvis X1>···JXk er koordinaterne på tiL , bruges også 

betegnelserne ~(a.) = J>i f (a_). 
For funktionalmatricen skrives også 

3. 9. Hvis -e= k- , er funktionalmatricen ])f(a.) kvadratisk, 

og vi kan betragte determinanten d.et1>t(a.) E rR, som kaldes 

funktionaldeterminanten eller Jacobi-determinanten. 

3 .lO. Vektorafbildningen t: t-0. ~ IR-t, hvor J2 C: 1R k 

er en åben mængde, kaldes differentiabel, hvis den er diffe

rentiabel i ethvert punkt i Jl . For en sådan afbildning kan 
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kan vi definere differentialet cl t som familien ( dtct.) Q.E Jl_ 

af lineære afbildninger IR k ~ IR -e, . For hvert a.. E SL 

har vi afbildningens funktionalmatrix ]).f.(a") i punktet Q . 

Ved t 's funktionalmatrix, "D~ , forstås den matrixfunktion, 

der er bestemt ved Q~ :D .f. (a.) (en matrixfunktion er en matrix, 

hvis elementer er reelle funktioner). I funktionalmatrioen 

står funktionen :Di t-r i den -;}-te række og i den 

i -te søjle. Vi kan altså skrive (~• 
• 

.... ~ 
a~, axK. 

• .
Ø'fe 

•• l O-fr 
ax1 oxK. 

Tilsvarende skrives for de partielle afledede 

()x,(])':~1 
i.J - 1, ... } k..- .])i f  (

~ 

t3t-eJ>i f.c 
())('f, 

Hvis er koordinaterne på skrives funktio-YtJ"·,Y-e 
]) t = d ( f1 l ... l ·h) 0 (y1, · · · , Ye )

nalmatricen også , idet
?J (X~' . .. ,)(k) ~(Xt>···,XK) 

afbildningen f er underforstået ved den sidste skrive

måde. 

· b t t b d rl - TRk) - - IR! og vektoro4 • l. V1 e rag er a ne mæng er ~L~ ~ 
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afbildninger t : SJ. 4- rR. e, 9 ~ - ~ IRP. Hvis t (Jl) c -=-) 
kan vi opfatte .f- som en afbildning ~ : ti2. ~ :=::. , og den 

sammensatte afbildning go t er en vektorafbildning gof: ,Il___". IR~ 

Hvis f er differentiabel i punktet a E JL og 8 er 

differentiabel i billedpunktet b = t (a..) E - da er 9 o .f 
differentiabel i Q med funktionalmatricen 

Sætningen (eller formlen) kaldes kædereglen. Da produktet 

af de to matricer svarer til sammensætning af de tilhørende 

lineære afbildninger, udtrykker formlen, at 

differentialet d (~o~ )Q fRI<, ~ fRP er den sammensatte 

lineære afbildning cL9 b o d fll. 

Bevis. For ~ i en omegn af O i rRk har vi 

med en vektorafbildning E , kontinuert i O med værdien 

E. (o) -= O For -t;"' i en omegn af O i fR-e har vi 

med en vektorafbildning 
l

E. , kontinuert i o med værdien 

E' (o) = O . 

For alle ~ i en passende omegn af O i nRk har vi 

endvidere en vurdering 11 d~ ( ·tU 11 ~ k 1/ ~ 1/. Heraf følger, 

at vi kan skrive 
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med en vektorafbildning E" , k ont'1nuert 1. o med værdien 

E." (o)-= 0 . Indsættes ~~ =f(ath,)- b = ll~({.) = J>f(a.}{ +S({)[{{l( i 

(~ 1 ), får vi derfor fremstillingen 

11 
og her er funktionen -ft ~ :D9 (b) E(~)+ c ( {) kontinuert 

i O med værdien O D 
er et interval, 

er += (~t) en vektorafbildning : J2.. ~ fR f og 9 : =:: ~ fR 

er en reel funktion på ~ • Den sammensatte afbildning go~ 

er da en reel funktion : J2.. ~ lR Kædereglen 

udsiger her, at 

4.2. Hvis R.= p= 1 og 

4.3. Hvis afbildningerne f og q er differentiable, er 

også den sammensatte afbildning 9of differentiabel, og vi har 

Her er ~q)o f den matrixfunktion, der fremkommer ved at 

sammensætte hver af funktionerne i matrixfunktionen ~9 med 

funktionen t . 
Sammenligner vi søjlerne får vi kædereglen for de par

tielle afledede 
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altså 

4. 4. Hvis )(1 ) ... l xk. er koordinaterne på J2. og Y1J· ..,yt er 

koordinaterne på ::::. , finder vi y1o~ = .f.( . Kædereglen 

kan altså skrives 

Denne formel huskes ofte på formen 
~ ~ -

la~ dZ. d!J1 dZ. ayt
\- - + ... +· ox·(, - oy1 oXt, oy-e axi . 

dZ
Vi siger, at fås ved at differentiere gennem

aXi Y1 , · · · ' Y.e · 

En vektorafbildning t~ JL~ IR-t er en t :_afbildning 

(0% ),( eller af klasse b hvis dens koordinatfunktioner 

· · · , t-e : J2. ~ fR er ~~-funktioner. Af kædereglen følger,t1 , 

~~ ~k-at en sammensætning af to b -afbildninger igen er en & . 

afbildning. I forbindelse med 1.17 har vi derfor:.Klassen af 

~~-afbildninger er lukket overfor addition, multiplikation, 

division og sammensætning. 

4. 6. Eksempel. Lad j være et interval, og lad t1. og 

t2. : 1 ~ rR. være differentiable funktioner. Vektorafbild

ningen } = (f:J :'1 ~}}R 2.. er da differentiabel med funk

tianalmatricen :Df = (f: Lad X1 ,X2.. være koordinaterne 



Flere reelle variable 1972-73 Differentiabilitet 31 

på fR2. . Funktionen m = x1'Xz. er som vist i 2. 2 differen

tiabel med funktionalmatricen ( X2., X1 ) • Den sammensatte 

funktion rm, o f = t1 tz.: 1~ 1R er alt så differentiabel 

med differentialkvotienten (= funktionalmatricen) 

r") c:_ IR k . Lad P r. fR5.1. Vi betragter en åben mængde t.J.L j: LJL-'>

være en ~11t..-funktion, lad a... være et punkt i Jl. og lad 

11
.R -- ~t.... være en vektor, så at liniestykket st et t- 1\"·~ p l O~ ~ (' J~ (:.·~) 
ligger helt i J2 . 

Ved 1. ~ Q+~ ti- defineres så en afbildning : [o, 1] ~ t..I2_) 

der klart er en ~~-afbildning. Den sammensatte afbildning 

er altså en «?tJt.,-funktion på [0,1] . Ved brug af kædereg

len fås 

'Dg (A) 
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Ved anvendelse af Taylors formel med Lagrange's rest-

led på funktionen 9 fås 

for et tal et ]o) 1 [ . Ved indsættelse fås Taylors formel 

med restled for en ~""-funktion f 

Af kontinuiteten af de afledede J).._ ... ]) f af ,..,__te 
(f1 ~""' 

orden i Q følger, at vi har 

hvor E.(t)~O for -ti-"0 • Dette giver Taylors grænse

formel for cg""'-funktionen .f. 

5.2. Med de tidligere indførte betegnelser har vi 
. l 

c{~{ '(t) = L ; Jl+(a.) {P. 
Q_ lpl=i p. 
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Formlen med restled kan altså skrives 

t (ct+{) = L_ "h Jl~(aJ~P + L. [f(llf (Q t et) {P, 
lpl<:~ lp/=w.. 

og grænseformlen kan skrives 
~--------------------------------------------, 

{(a+{) = 

5. 3. Bemærkning. Funktionen t ~ L f, J)Pf- (et) (t- a.) P 
lpl~~ . 

er et ~-te grads polynomium. Grænseformlen udsiger, at 

funktionen f har kontakt af f\IV-te orden i punktet Q. med 

dette polynomium. 

5 • 4. For t1t1 :::. 1 får vi 

k 

t (Q + ' ) - t (Q ) - 2_ J);} ~ (Q + 9{) {K , 9 E ] o, 1 [ , 
j=1 

der kaldes middelværdisætningen for ~1
-funktionen f . 

5.5. Taylors formel med restled kan ikke uden videre over

føres til en vektorafbildning .f-= (~) . Vi kan opskrive 

formlen for hver af koordinatfunktionerne t1 ) . . . , f -f. , men 

får i almindelighed forskelligt e i restleddet for de for

skellige funktioner. Derimod kan grænseformlen umiddelbart 

overføres til vektorafbildninger. 
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6. Graf af en funktion af flere variable.===================================== 

6.1. For en funktion , hvor er en 

åben mængde, kan vi betragte grafen 

1som når f er kontinuert, er en hyperflade i fRkt • 

Hvis X1 > .. ·,Xk})! er koordinaterne på lR k+ 1 
siger vi, 

at ~~ er hyperfladen bestemt ved 

ligningen y= f.[x1J ••• ,XK) eller blot ~ = f Hvis 

to sådanne funktioner l,' : ,_Q_~ fR har kontakt af 1'111-te 

orden i punktet Ct.E J2.. , siger vi også, at de tilsvarende 

hyperflader har røring af M... -te orden i punktet ( t:t 1 f(a..)). 

Taylors grænseformel for en e~funktion t: ...Q~ fR 

udsiger, at grafen for f i punktet (Q, f(Q_)) har røring 

af %-te orden med grafen for funktionen 

t~ L: 
(Pf~ ~ 

~ J)P~(et) (t -a,)T~, 

der er et polynomium af grad ~ /l.t_,. 

For M= 1 fås hyperplanen med ligningen 

Y= t(ct) + o?(QJ (x1-a) + • ·· + o.J.(a.) (-r -ttk)
ox1 f .,xK k. ) 

som kaldes tangenthyperplanen for grafen ~f i punktet 

(a_, t (a_)) • For 11:::: 9.., fås kvadrikken med ligningen 
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y 

denne kvadrik er en paroboloide og kaldes den oskulerende 

paraboloide for grafen ~t i punktet (a., f(a_)) • 

7. Igt~grg1_~Q~_fgg~!!Qg_gf_~g-~grg~~t~r_Qg_gf_gr~g~~rg~. 

7.l. Betragt en åben mængde tfl~ rR 
2, 

og en kontinuert funk

tion f : J2 ~ rR • Ved 

defineres da en reel funktion I på den, åbenbart åbne, 

c ro3 to (is~) E ro 3mængde - ·~ , der bes ar af alle tripler "' 

for hvilke liniestykket med endepunkter og 

ligger helt i J2. 
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Funktionen I : :=: ~ fR. er kontinuert. Thi for et givet 
~'UU.t,S~t;.Qt) 

~2. E ...::::.. kan vi finde et!\afsluttet interval R S Jl ,(
( t1)således at det til svarende liniestykke ligger i det 

indre af R . For alle numerisk tilstrækkelig små reelle tal 

vil det så gælde, at og at det~+~E::.,{f J {2. ;k r·J t·J 
tilsvarende linestykke ligger i R og vi har

' 

De to første led på højre side er numerisk højst lig med 

henholdsvis M l { 1 l og M 1-t;z. l , hvor M er supremum 

af funktionen l~ f på den kompakte mængde R . Denne kom

pakthed medfører også, at funktionen ~ er ligeligt konti

nuert på R , og heraf kan man som bekendt slutte, at funk

tionen S ~ ~"2:f('z;,s)d'(;' er kontinuert. Vi har derfor 
Qf 

yderligere, at I(a1,az,b+~)-I(Q A,t,b) ~ O for ~~O ,1 
og dermed alt i alt, at hele højre side konvergerer mod O for 

(f)~ (g), 
Lad os nu yderligere antage, at funktionen f: J2 ~ fR er 

partielt differentiabel: med en kontinuert afledet ])2 f . 
Heraf følger som bekendt, at funktionen s~ )tL'f(r,s) c(;r;- er 

t tt 
differentiabel med den afledede S~ ~t:D2.f(~,s) ol..-,;- , altså 

at J[ er partielt differentiabel m.h.t. den 3. variabel, 
f tz. 

med ])3 I ( t 1,t2.,s ) =- Jt])z.~(t",~)d-r;-. 
1 

Ifølge det foregående (anvendt på D~ f ) er denne funktion 
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kontinuerti ~.Det er klart, at J[ er partielt differentiabel 

m.h.t. de to første variable, med de afledede 

som er kontinuerte funktioner på Da de partielle afledede 

således er kontinuerte funktioner, er I:~~~~ en diffe

rentiabel funktion. 

Hvis x1>'X2. 1'J er koordinaterne på , udtrykkes resul

tatet som følger: Hvis funktionen f er kontinuert, med en 

kontinuert partiel afledet J>.z. f , da er funktionen 

I = iX:z. f("r,y) dT 
------~~1-----------

kontinuert differentiabel med de partielle afledede 

oi P( ) di JXz. - - r x~ ,y , :D. f (r y) cJr 
oX.z.-2.----~o...y_ .....x1 2. ' • 

7. 2. Lad nu 1 S fR. være et interval, og lad cp1 1 fz. : 1 ~ rR. 

være differentiable funktioner, således at (~~~) € ~ 
for alle S E j Vektorafbildningen S 1 .s > (iz.l~~J er 

da differentiabel, og af kædereglen følger, at den sammensatte 

funktion 

er differentiabel med differentialkvotienten 

l fz(S) 
s ~ - t(cp1(s), s) cp1 (s) + .f(~(s) ,s) <p/(s)+ l'D:z.~('r;1 s) clr. 

Cf>t (s) 
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IMPLICIT GIVNE FUNKTIONER 

l. Implicit givne funktioner 

o Ktp
l. 1. Vi betragter en aben mængde Jl ~ rR . Vi betegner koordi

fRI<+f . . . 
naterne på J2. med X1 J ···J XK. J Y1 > • • • ' Yp . ldentlflceres med 

IRP . IR!<tpproduktmængden IRk x . Et punkt l er altså af formen (t,s), 

k. rnPhvor te IR 1 SE 11"\. 

(O 1 . 
Vi betragter endvidere f> co -funktloner t'f 1••• 1tf' : J2. __",. rR. , og 

lØsningsmængden 

Med ])x t og .::Dyt betegnes funktionalmatricerne for t'- m.h.t. 

og m.h.t. }'1 , .. • 1 Yr , altså 

De p funktioner kan sammenfattes til vektorafbildningen 

t~ (tJ:.Q~n<~ og F kan beskrives ved 

F= i(t,s)e J2/ f(t,s.)=-o1. 
nt 

l 

l 
l t"., l 

~ t1.f,

( O.Xr dXk .- .. 
~ ~ 
øx1. ~xk. 

~ ... a-r1 
~Y1 c) Yr 

~ ... ~ 
0Yt dYr 
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Dyf er al t så en (kvadratisk) (p x p) -matrixfunktion. 

Funktionalmatricen for f kan skrives 

Tit - (::Dxf>])yf). 

l. 2. Sætning. For ethvert punkt (to, So) E F , hvori funktionalma

tricen ])yf er regulær, findes en omegn J::: Ux V S J2.. bestemt ved af

sluttede kugler 

U= t t l 11 t- to 1/ ~ p } 
1 

V =- tS ! Il S -So li ~ eJ J1 

således, at :Dyf er regulær i ethvert punkt (t,s)€ 'J , og således at 

Fnj er grafen af en ~1 -vektorafbildning 
9: U~ V, 

d.v.s. mængden af lØsninger (t,s)E '1 til ligningen f(t,s)= O er 

netop mængden af punkter (t,9 (t)) J tE lL . Funktionalmatricen ])g 

bestemmes i hvert punkt te U ved ligningen. 

'Dx f ( t 1 9lt")) + ::Oy f (t ,9 (t)) J)9 (t ) = O. 

Man siger, at vektorafbildningen g er implicit givet ved lignin

gen f(t,s)=O. 

Implicit givne funktioner har man betragtet siden differential

regningens begyndelse, men ovenstående sætning er fØrst formuleret 

slutning af 18-hundredtallet bl.a. af R.Gpsckitz (l88o) og ~Pea-
... 

no (1884); det her givne bevis skyldes E.Goursat (l9o3). 

Bevis. For hvert f>D,~'O kan vi betragte den tilhØrende omegn 

1=UX'V, hvor lL-=tt/Ht-toll~pl, V= [s!lls-soii,(JJ. Vi vil vise, 

at f og~ kan vælges, således at sætningens konklusion er rigtig. 

CD Da n er åben' kan vi vælge .P og (j' ' så at '1 <,;. til. 

® Regularitet af ]\f(t,s) er ensbetydende med, at clet Dyf(t,s) /=O, 
Da (t, s) 1-+ c{et1>yt (t,s) er kontinuert, og da 'Dyt (t01S0 ) er forudsat 

regulær, kan vi antage, at f og <J er valgt så små, at 'Dyt (t1s) er 
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regulær for alle (t,s) E J. 

@ Til afkortning betegnes matricen 'Dyf(t0 ,S0 ) med ~ . f;; er 

altså en regulær matrix. Den inverse matrix ~-t skriver vi ud

fØrligt r: _ -::: ( ~H •. ' ~1 p)1 
D OP1 • • • Opp . 

Nu betragtes afbildningen T=y-~- 1 f, altså den ved 

T: (t s) t----7 s- ~- 1 f(t,s)
1

bestemte afbil:~:,:)~: Jl(T,\t~;J ~df(T)ig~ s(kf.~~~: ~~par) (vt~t,s) ) 
Tp.(t1s) sp iP1. · · [PP fp.(t

1
s) • 

Vi bemærker, at T(t,s) =s er ensbetydende med, at t(t,s) = O , al t så 

ensbetydende med, at (t,s )e F . 

Det ses, at vektorafbildnin.~~~)er t( 
1

; •~~ ~a)t ( ~11 ... ~1p) (::.1 ••• ~) 
.,.... T -==- ( !~ t)yp • • • - • . • .Yr 
..Vy d: :l = : . . . . 6: ~t 

Te. •.. Be_ o ... ~ ~p1 .. ·~r. ~y ··· .,.:;r
oy, t)Yr o t (ilrr 

eller med matrix-notation 
-1 p

'DyT = t - f;; 'Dy j • 

Specielt har vi altså ])YT(to,so ) = f-~ 
-t 
~ = O. Funktionerne ~ er 

"YJ 
altså alle O i punktet (t01 S0 ). 

For to punkter (t, s), ( t 1s-!c) E J kan vi for hver af koordinatfunk

t ionerne ~ ifØlge middelværdisætningen skrive 

*) aT, (s _ s* ) ...... + aTiT~ (t,s ) - T; (t ,s = 1 •1 . . ~Yt ~Yr 

de afledede aT en:· er taget i ethvor ~ ) .•. , _J:. punkt på liniestykket
Y1 ayr 

der forbinder (t,s) og (t,s*). 

Sætter vi M= ~QX s~ / ØTi (t s)/, får vi altså for hvert i vurderingen 
... , å' tt,s)e1 ;:,yj 1

}Ti(tls)-Ti(t1s*)\ ~ t>M lls-s:f</1, 
og dermed 

\1 T (t 1s) - T (t 1s*) li ~ pM 11 S -s* 1/ . 

1 
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Da alle funktionerne C!"fi er kontinuerte i (t01 s0 ) med værdien O, 
~YJ 

kan vi antage, at p og O"" er valgt så små, at vi har M~ ip ; Vl har 

da vurderingen 
(t ,s) , ( t , s*) E "J ·11 T(t 1s) -T(t,s1t) 1/ ~t IIs-s* I/> 

(g) Funktionen t ~T (t,S0 ) er kontinuert i t 
0 

med værdien S 0 • I 

stedet for at gØrep mindre kan vi derfor antage, at 

!l T (t, 50 ) - S0 11 ~ t ~ , t E U. 

For (t 1s) E J har vi derfor 

Il T(t,s)- S0 11 ~ I!T(t,s)- T(t,S0 ) l! t I!T(t,so)- So 1/ 

~ t 1/ S -So 11 + {: ~ 
~ .L a- -t j_ ~ = <1.

2. 2.. 

@ For hvert tE U. betragtes afbildningen S 1-+ T(t, s) . Af ® fØlger, 

at dette er en afbildning :V--'> V, og af® fØlger, at denne afbild

ning er en kontraktion med kontraktionskonstant t· Da V som af

sluttet delmængde af det fuldstændige metriske rum ~ 
P 

selv er et 

fuldstændigt metrisk rum, fØlger det af fixpunktsætningen for kon

traktioner i et fuldstændigt metrisk rum, at afbildningen har netop 

et fixpunkt. Til det givne te(,.{, findes altså netop et se V, således 

at T(t,s) = S , al t så således, at (t,s) E F . Betegnes dette fix

punkt q(t) , er Fn'J altså grafen {Ct,~(t)j tE u.J for afbildningen 

c;,: u~v. 

For hvert teU kan fixpunktet 9~) bestemmes ved iterationsmeto

den, idet V l begynder med et punkt i V , f.eks. 5 0 , og successivt 

bestemmer 

talfØlgen c~lk (t)) vil da konvergere mod fixpunktet ~(t) . 

Nærmere bestemt har vi ifØlge beviset for fixpunktsætningen 
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Den sidste vurdering gælder for ethvert tE~ . Heraf ses, at fØl

gen af afbildninger (~M) konvergerer uniformt mod afbildningen 9· 

Det er klart, a t alle afbildningerne g 11 ~2.., ·.. er kontinuerte. 

FØlgelig er også afbildningen g:V~V kontinuert. 

~Indtil nu har vi af forudsætningerne om f kun benyttet, at t 
er kontinuert og har kontinuerte partielle afledede m.h.t. 

Idet vi y

derligere benytter, at f har kontinuerte partielle afledede m.h.t. 

1 x1 , ... , Xk , vil vi vise, at 9 er en t -afbildning, og at funktio

nalmatricen bestemmes ved den i sætningen angivne formel. 

Hertil betragtes et punkt Q€ U, og en vektor k€ fRk., således at 

også a+ h.€ Ll. Vi betragter tilvæksten Ag (-~J= 9(q t h)- 9(l.l), al t så 

(udfØrligt skrevet) 

l\.9! ({) ) ( 9t (o.+ !t.!- ~dtt}) 
L\.g({)= : ::: :( 

ll9p(~) ~p(Ct+!t,)-gp(o_) • 

Sættes b= 9 (a.), har vi b+ L\9 (I.L) = 9 (q~h.). Punkterne (Q., lo) og 

(ct+k, b+6.9 (k.)) tilhØrer begge F , så vi har f (0. 
1 
b) = O, 

.f(<Hh., b+ll.g(-t~J)=OJ og dermed specielt t-i;(Q+h,b+Ag(tU)- fi (o.,h) =O 

for hver af koordinatfunktionerne f i, i = f 1 ···,p. Ved anvendelse 

af middelværdisætningen får vi for hver koordinatfunktion en lig

nlng 

hvor de afledede er taget i et punkt af liniestykket fra (~ 1 b) til 

(Qth,b+Aq(~)). Disse p ligninger kan på matrixform skrives 
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dti
hvor ~(t) og r(~) er matricer, hvis elementer er de afledede ~ ,

oX11 

oti taget i punkter på liniestykket fra (ct,b) t il (a. t'} b t .1.9 (-t:.l ) . 
~Y} 

Da 9 er kontinuert, vil (a. t h, b t Ag(~))~ (a,b) for k~ O . Heraf 

fØlger, at 

Da matricen ])yf(ct,6) er regulær, fØlger det, at også matricen 

r('t) er regulær for alle tilstrækkelig små 1/~// . For sådanne h. 

kan 

For 

matrixligningen skrives 

ll g ({) -

t? O konvergerer 

- r (t.r 1 B (~) {. 
lr(tf 'B(i:.) mod r(o) 

-1 'B(o) = 'Dyf(ct,b) -1.Dxf(a.,h} 

matrixfunktionen r(or~(o) - r(t;.r1'B ("t,) konvergerer alle funktio

nerne derfor mod O for { -+0. Vi kan derfor s kr i ve 

[ rcor''B(o) - rc-~r''B (~)] { = E. ({) 11 ~u ' hvor vektorafbildningen 

E({)~ O for {~o. Ved indsættelse fås heraf 

L\g({) = -r(o)-1'B(o){ +E.(~) u-e.u, 
og Vl ser, at 9 er differentiabel i Q,med funktionalmatricen 

Dg(ct)- - r(o)-1'B(o) == - 'Dyt(ct,br 1J>xf(ct,b). D 

1.3. Ligningen kan skrives ('Dxf- (t 1 g(t l) ])y.f'(t,~(tl) (~(t))= O,1 

Vi ser, at det er den ligning, der fremkommer ved at anvende kæde

regelen på den sammensatte afbildning t~ (t 1 ~(t)) ~ t(t,~(t)) og 

udnytte, at denne afbildning er O-afbildningen. Denne metode til 

bestemmelse af de afledede kaldes implicit differentiation. 

1.4. Skrives ligningen 

])g (t) = -"Dy f (t,9(t))-
1 
])x f Ct,~(t)), 

ses ved udregning af hØjre side, at hver partiel afledet 

kan fremstilles ved en brØk, hvis nævner er determinanten 

at·
altså et polynomium i de afledede ~ , og hvis tæller er et poly

~Yt 
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· l· dti og of~ l · det t · f t age t · C!t.Jt 9(t)\Jnoml um - - , sam llge a ledede er l 
oXv dYa-

1

'k 

Ved induktion sluttes heraf, at hvis t er af klasse ~ , er også 
'Il. 

~ af klasse ~ . Beregningen af de hØjere partielle afledede sker 

lettest ved fortsat implicit differentiation. 

2. Tilfældet k=1 1 p=1 

rR 2.
I dette tilfælde er J2 en åben mængde i og f: JL~ fR er en 

~ 1-funktion. F er lØsningsmængden 

F = t (t,s) E J2. J f(t,s) = D L 
til ligningen f.= D. Vi får: For ethvert punkt (to 1S0 )E F, i hvil

ket S0 }jo, findes en omegn 1= [t0-p,t0t,r]x[s0 -~1 S0tcr] S J2.,::(t01 

hvori q]f:O, således at Fn:J er grafen for en ~1-funktion 
oy 

g: [t0-p,t0+p] ~ [s0 -<1"1 S0 +!r], hvis afledede bestemmes af ligningen 

~ (t l q[t)) t ~~ (t,~ (t)) C} ((t) == o l 

eller ~ (t,9(t)) 
g'(t) = 

~t (t,~ (t)) 
Hvis fE cg"'(Jl), gælder 9E cg~ ( [ t - p t t p J).

0 1 0 

Idet vi for ~=1 kort skriver 

el1er 9'= ., 

får vi for 1)1 = 2. 

d2.t + d2.t f+ ( dr.t -+tf ø.') Q,' -t c},f. ,, 
i}x2. dXoy l} cx()y byz. 0 l r3y '} = D) 

hvoraf l}ll (t) kan findes udtrykt ved o.f. ~.f. o~-? C>Z..f. az.f taget i 
i)X' ay ' ()x z. 1()xoy 'o yz. 

punktet (t 1 ~(t)) . 
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3. Glatte punktmængder i !R.k 

========================= 

3 .l. Vi betragter en punktmængde F S ~~ Mængden F siges at væ

re glat i punktet Q€ F , hvis der findes en åben omegn U af n og 

antal, J a f k d.lnat x1 , • • • , xk , sao at den ved de d koet e-t, , oor erne 

ordinater bestemte afbildning : !Rk.-? IR~ afbilder Fn U. :Q;U§!i:Li-Y:t 
~ 

på en ~Q§!..l mængde U~ IR~ således at den inverse afbildning : U~ FnU. 

er en ~1-vektorafbildning. Vi siger, at et sæt af d af koordi

naterne med denne egenskab er parametre på F i omegnen af Q. 

Ved eventuelt at arnnummerere koordinaterne kan vi opnå, at de 

d parametre er de a fØrste koordinater x1 , ••• ) Xc(, . Hvis vi iden

t . f. IRit md IRk-e!l lcerer talrummet med produktmængden ,~ x , kan hvert 

k. "'-) ..... ol - k-ct
element tE IR skrives t=l.t,t , hvor tE lR, tErR. , og afbild

k ol. ,.._) ,....
ningen : IR~ IR er netop projektionsafbildningen: (t,t ~ t . At 

denne afbildning afbilder Fn U g~j ~!5t~Y:t. på den åbne mængde U~ fR~ 

betyder, at vi har 

Fn U.-= i Ct,9(t)) l tG U} 
..... k-ct 

'Vmed en funktion 9: U 4 IR . Den inverse afbildning til: F n U~ U 

er afbildningen t~ (t, 9(t)) , og den er af klasse 
1:1 , 
(D 1 •netop hvls 

ø1.9 er af klasse b Vi ser således, at F er glat i Q, hvis og 

kun hvis F i en omegn af ~ er grafen for en ~ 1-afbildning 
,.., k-ol "' t{9: U 4 IR , hvor Us;fR er en åben mængde. 

3. 2. En vektor 'trE lRk kaldes en tangentvektor til F i a., hvis der 

ø• Fofindes en ~-kurve pa , hvis tangentvektor i punktet ~ er vek

toren v--. Mere præ ist: tangentvektorerne til F i t:t. er vekto

rerne af formen llcr(o), hvor cr:J~F er en cgf_afbildning på et inter

val ':1 , der indeholder O , således at <f(O) :::: q_, 
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IR".. 

o 

3.3. Sætning. Lad F være glat i punktet QEF, beskrevet i en om

1 "' k-d et-.J 

egn af Cl som grafen for en t -vektorafbildning q: U ~ fR. , U~ rR . 

Lad a være det til a. svarende punkt i U (altså a.= (a} a)) , og 

lad A være funktionalmatricen ])9 (tt) Tangentvektorerne til F 
.V 

Q er netop vektorerne af formen (4;) l 
v-e rR. et . 

Bevis. Lad f: j4f være en ~1 -kurve pao F, med f(o)==a.. For alle 

" i en omegn af O har V l da cp(A)e Fn U, og vi kan al t så s kr i ve 
1<p(~)= («f(~)J g(f(~)) for sådanne ~, med en <e -afbildning f Af kæ

deregelen fØlger nu, at 
])f (o) ) 

])~(o) = ( ~) ])cp(o) - ( A])~(o) J 

som er af formen (;v) med .V:= 'D f (o) E IR~ 

Omvendt finder vi, ligeledes ved benyttelse af kæderegelen, at 

enhver vektor af den angivne form er tangentvektor, nemlig tan

gentvektor til kurven J.~ (å:t~V.J 9 (atA1r)). O 

3. 4. Mængden af tangentvektorer i punktet a, til en mængde F C rR~ 
der er glat i et , kaldes tangentrummet til F i a.. og betegnes TI:\. F. 

Af sætningen fØlger, at tangentrummet ~F er et underrum i lRk , 

l 
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thi TQ.F er billedrummet ved den lineære afbildning V:~ (:v-) af 

~~~ ~~. Da denne lineære afbildning er injektiv, har vi 

dim T.Q. F = c(·) 

heraf ses, at antallet, d , af parametre kun afhænger af F og~. 

Dimensionen, d , af tangentrummet,T~F, kaldes dimensionen af F i 

punktet o.. . Det fØlger umiddelbart af definitionen, at hvis 

mængden F er glat i punktet Q , er den også glat i en omegn af 

o... med samme dimension. 

3. 5. En mængde FS rR.k, der er glat i punktet Q., af dimension c{. , 

kan vi i omegnen af punktet ~ beskrive som lØsningsmængde for 

k-d ligninger givet ved ~1 -funktioner, idet 

F f'\ u. = t Ct l t ) l t - 9 (t) = o }. 

Omvendt gælder fØlgende vigtige sætning: 

Lad f: J2. ~ IRP være en f€ 1-afbildning defineret på en åben mængde 

J2.~ rRk og betragt lØsningsmængden 

F= {tE Jl..! f(t) = O}. 

Lad Q være et punkt i F. Hvis funktionalmatricen D.f har konstant 

rang r- i en omegn af ct , er F glat i punktet a. af dimension k-1. 

T' F · · · .... P ,Tangent rummet l~t er kernen for den llneære afblldlng ~--rq,: rR~t....,. IRcl 

al t så bestemt som mængden { "11'€ !Rk., 1 'Df{ll) 1r = O}. Hvis r s Øj ler i 

matricen ]f(~), svarende til~ af koordinaterne, er lineært uaf

hængige, kan de Øvrige k-~ koordinater benyttes som parametre på 

F i en omegn af et. • 

Bevis. Vi sætter &~k-~ og betragter 1 lineært uafhængige sØjler 

i matricen Df(Q), Ved om nØdvendigt at arnnummerere koordinater

ne kan vi antage, at disse sØjler er de ~ sidste sØjler. Idet 

koordinaterne på Jl betegnes x1 J···> X'o(. >y17 ••• , yt-' antager vi al t så, 
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at sØjlerne ~t (Q), · · · > ~~Y. ( lt) er lineært uafhængige.
oy1 .,.. 

Vi betragter fØrst tilfældet f-~~e! I dette tilfælde er matri

cen Dyf(a.)-== ( u 
1 

(a.), ···> ~.,.(a.)) kvadratisk og regulær. Skriver 

vi Q:::: ( 
""'-)a, a, , Nhvor o, E c{rR , a. E IR"" , kan vi ifØlge sætning 1.2 finde 

en omegn :J == Wx V af et, bestemt ved afsluttede kugler 

W== tt jllt-0.1/~pJ og V= {t lUt-O. li~ o-J, således at matricen ]\f er 

regulær i ethvert punkt af ~ , og således at 

F n <j= t(t,9(t)) /'te W} 

med en ~ 
1 
-vektorafbildning c;}: W4 V. Da 9 er kontinuert, kan vi 

finde en åben kugle ·u= {t!Ut-O:II<p}, så at llg(t'J-all<u- for alle 
.... "J 

t E Lt. I den åbne omegn U= ~x tt lllt-tiii<I7"J af a. har vi derfor 

Ff)f.t = [(t,~ct)) l tE fL} 
l01 ..., ". 

med en "'-vektorafbildning 9: U ~ rR . Endvidere er funktional

matricen A·=<Dg (li) bestemt ved ligningen l>xt (a.) f J>yt (a.] A = O, der 

også kan skrives 'Dt (a.) (:) = O. 

Det fØlger nu, at x1>• •• 1 Xo(, er parametre på F i omegnen U. af o.. , 

og at vektorerne 'Ir€ IR~ der tilfredsstiller ligningen 'Df(a.)v =O, 

netop er vektorerne af formen (I:v-) == (~)V1 :;;€ IR~ al t så netop 

tangentvektorerne til F i punktet a. . 

Dernæst betragter vi tilfældet ~-~J~: Vi kan blandt de p ræk

ker i l>yf~) udtage r lineært uafhængige rækker, svarende til r 

af de p koordinatfunktioner f1 ,. •• 1 tp . Ved om nØdvendigt at om

nummere koordinaterne på Rp kan vi antage, at disse rækker er 

de -t fØrste rækker, svarende til koordinatfunktionerne t1 1 ••• 1 t.,- . 
~ (fi> •• . ) t.,- ) (Q'

Matricen 1 er altså regulær. Vi betragter nu den 
C> ( Yt , • • • , Y.,. ) 

ved f = (1) b e s t~mt e vektorafbildning ; : Jl.-'> IR.,. og lØsningsmængden 

F :::: tt E J2 \ f (t1= o L 
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1\ 
Det er klart, at FS F. IfØlge det allerede behandlede tilfælde er 

" "' -
mængden F glat i punktet Q : Vi kan finde en åben omegn U= U>eU. af 

Q, således at matricen (}(.f., ... ,.f'l'") er regulær . 
1 ethvert punkt af 

o(y,, ... , Y+) 

Vt , og sålede s at 

F " u = 1(t ) q(t ) l t E uJ 
Iil1 . . ~ IR-rmed en ~ -afblldnlng g:~~ . Matricen Df har i omegnen af ~ 

den konstante rang~. Ved om fornØdent at erstatte U med en min

dre omegn af a. kan vi antage, at matricen "Dt har rang r i ethvert 

punkt af U, og vi kan yderligere antage, at~ er sammenhængende. 

I ethvert punkt af U er rækkerne Dy~,···,~yf~ lineært uafhængige, 

og fØlgelig er også de "stØrre" rækker "Dt1 , •. · , ]).f.7 lineært uaf

hængige. Da rangen er r, slutter vi, at i hvert punkt b:U. gæl

der, at hver af de Øvrige rækker 'Df}(t} , j= rt1 7 • • • 1 p, er en linear

kornbination af rækkerne :D{1(t) > • •• > 1>t,... (t) 
Vi vil nu vise, at vi har 

1\ 
Ff'\U= F()\A, 

N ~ 

D e t e r n o k a t v i s e , a t fl- Ct 
1 
9(t) ) =- O , ~ =- i+ 1, • • · 1 P > f o r a l l e t € U. 

Vi betragter funktionerne 

:f! : t ~ ta- (t, ~ Ct)) , ~ = 11 • •• , -r-, 'f+ 1, ... >J~. 
1 ~ 

Disse funktioner er t'€ -funktioner: U~ (R, og deres funktionalrna
<"" N 

trix i punktet te~ er ifØlge kæderegelen givet ved 

:Df',Cn = :ot} et. }ct1) (~ttl). 
For :JEf1,···,r} er + O-funktionen; vi Ønsker at vi:=:;e, at vi også 

~ 
6 

~ N 

har f~::: D for j::: r+ 11 • • ·, p . For et sådant 3- og et punkt t € IL er 

])fa- (t, q(t'}) en linearkombination af rækkerne 

'Df (t 9(t}) > • • • J>.fr (t,~ (t)) . FØlgelig er også J> 4(t) en line7 

arkombination af ])~(t)> • ·· > J>f,...(t) , og vi har derfor 'Df~ (t):: O. 
1 7

N N 

Da U er sammenhængende, fØlger heraf, at f( er konstant, og da 
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.f
~ 

(n)= f~ (t:t) -;: O, slutter vi endelig, at 
~ 

ta-= O.
1 1\ 

Det fØlger heraf, at ~F =~F. Da hver række i J)f (a) er en li

nearkombination af rækkerne D f1(a.) ···,])for (cd, er ligningerne1 
1\ 

1)~ (a.) 1r= O og 'Dt (a.)1T =O ensbetydende. FØlgelig har tangentrummet 

~F den angivne form. O 

3. 6. Lad mængden F es;; rR
k. 

være glat i punktet Q . Tangentrummet 

tænkes ofte "afsat ud fra punktet a.". Herved fremkommer sideunder

rummet a. -rTo._ F ~ { 'Ir€ rRK l v-- a. E Ta.Fl Dette sideunderrum kaldes ofte 

også for tangentrummet til F i (). . Det ses, at hvis F er beskre

vet ved en ligning 

. F = t t E J2. \ f (t) = O ~ 
1 

r
hvor f:Jl~ ~ har funktionalmatrix af konstant rang l omegnen af 

punktet Q , er sideunderrummet QTTa,F bestemt ved ligningen 

'Df(lt) (x-a.)= O, altså QtTa.F = {tE !Rk. l :Df(tt) (t-a.)= D J. 

3. 7. En delmængde F af rR.k, der i hvert punkt er glat af dimensio

nen k-1 , kaldes en glat hyperflade i fRk . 

Lad f: JL ~ IR. være en ~~funktion på den åbne ·mængde JLS IRk og be

tragt lØsningsmængden 

F = tte Jl \ f (t} = o} 

Af 3.5. fØlger, at i omegnen af et punkt Cl€ F, hvori 

:Df (o.) = (~(a.), ... ) E:t(oJ) -:f: (ol"··,o~ er F en glat hyperflade. Hvis den 

af
afledede Øxi m.h.t. den i-te koordinat er :/=0, kan de Øvrige ko

ordinater bruges som parametre. Tangenthyperplanen til F i ~,af-

sat ud fra Q , er givet ved ligningen 
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4. Niveauflader. Gradientfelt. 
===~==================:::: 

4 .l. ForlØbet af 

skueliggØres ofte 

en ~ 1-funktion f 

ved at betragte niveauhyperfladerne 

på en åben mængde J2 

for 

i rRk 

f , 

an

d. 

v.s. punktmængderne 

for forskellige værdier af c. E fR. For k=- 2, resp. ko.= 3 , får vi 

niveaukurver, resp. niveauflader. Ved at anvende (3.7.) på funk-

t ionerne f- c, hvor C. E rR, får vi : 

For ethvert punkt Q E J2., i hvilket ( C).t(o_) ... Øf(o.)) __L ( OJ • • • > O )
1~x, ) oxK. L. ' 

er den gennem Q gående niveauhyperflade i en omegn af a... en glat 

hyperflade, hvis tangenthyperplan har ligningen 

af(a.) (xf-ct1)+ ... +- of(a.) (xh:-a.k)- o. 
oXf oXk 

Hvis den afledede ~.r;;) m.h.t. en variabel er ;f= O, kan de Øvrige 

bruges som parametre i en omegn af Ov • 

1 .
4. 2. For en ~ -funktlon f-: Jl~IR kaldes vektorfunktionen 

gradienten af f og betegnes tytMl ~ . Det ses, at 

den transponerede til funktionalmatricen Df . Idet man for hvert 

tE J2 tænker sig vektoren (~'l tUt f) (t) E fRK afsat ud fra t , fås 

gradientfeltet for funktionen f. Det ses, at i punkter Q , hvori 

(gl!Atelf) (et) f O , er gradienten vinkelret på den gennem ~ gående 

niveauhyperflade. 

gradienten er 
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Alternativt bevis for sætningen om implicit givne funktioner. 

Vi skriver x = (x1, ... ,xk) og y = (y1, ... ,yp) i stedet for 

henholdsvis t og s. For ethvert punkt a af et talrum :IRn 

og ethvert tal r > o betegnes med B (a) den afsluttede 11 kugle 11 

r 

Br(a) ={z E :JRn l 11 z-all< r} , 

idet den benyttede norm er max-normen. 

Givet er altså en åben mængde ~c :JRk+p og en c1-afbildning 

. f: ~ ~ ]Rp Med betegnelsen 

F= {(x,y) E~ l f(x,y) =O}, 

skal det vises, at hvis (x ,y ) E F, og hvis D f(x ,y ) er 
o o y o o 

regulær, findes p > O, a > O med 

J := B (x ) x B (y ) c ~ 
p o a o 

så at D f er regulær i ethvert punkt (x,y) E J, og så at 
y 

1F n J er grafen for en c -afbildning 

g : B (x ) ~ B (y )
p o a o 

Når fØrst dette er bevist, fremkommer ligningen 

til bestemmelse af Dg ved implicit differentiation af identiteten 

ligesom i § 1 1.3 ved anvendelse af kædereglen på den sammensatte 
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afbildning x 1~ (x,g(x)) ~ f(x,g(x)) =O. 

A. Tilfældet p= 1. 

Her er altså ~ en åben delmængde af :ffik+ 1 = :ffik x :ffi . 

Koordinaterne på ~ betegnes med (x
1 

, ... ,xk,y), og det givne 

punkt af F hedder 

(x ,y ) = (x 1 , ... ,x k'y )o o o o o 

IfØlge forudsætning er 1x1-matricen Dyf(x ,y ) regulær, altså 
0 0 

tallet D f(x ,y)* O. Ved at erstatte den givne c 1-funktion y o o 

f: ~ ~ :ffi med en passende konstant gange f kan vi opnå at 

D f(x ,y ) 1 ,
y o o 

og herved sker jo ingen ændring i lØsningsmængden 

F= {(x,y) E Q l f(x,y) =O} • 

Da D f er kontinuert og =1 i (x y ) og da Q er 
y o' o ' 

åben, findes så at 

D f(x,y) >O f o r (x , y) E J . 
y 

Specielt er y~ f(x,y) strengt voksende i intervallet 

B (y ) = [y -a,y +a] for ethvert fast x E B (x ) • Derfor er 
a o o o p o 

f(x ,y +a) > O,
0 0 

2°) Da f er kontinuert i Q, specielt i punkterne (x
0 

,y
0 

±a), 

kan vi ved at erstatte det under 1°) valgte p med et passende 

mindre tal, der fortsat betegnes med p, opnå at 
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f(x,y +a) > O, for x E B (x ) • o p o 

For ethvert x E B 
p 

(xo ) er (som nævnt under 1°) den kontinuerte 

funktion y~ f(x,y) strengt voksende i intervallet 

[y
0 
-a, y

0 
+a], og da den har forskelligt fortegn i intervallets 

endepunkter, antager den værdien O i netop et punkt y = g(x) af 

dette interval. Herved er da defineret en funktion 

g: B (x ) ~ B (y )
p o a o 

således at F n J netop er grafen for g. Da (x ,y ) E F, gælo o 

der y = g(x ). Tilbage står at vise: 
0 0 

g E c1 (B (x)). FØrst vises, at g er differentiabel i p o 

ethvert punkt a E B 
p 

(xo ) • Hertil betragtes et vilkårligt punkt 

a+h E B (x ) , og vi sætter 
p o 

b= g(a), åg(h) = g(a+h) - g(a) . 

Så er f(a,b) =O og f(a+h), b+åg(h)) = f(a+h), g(a+h)) =o~ 

IfØlge middelværdisætningen (se Differentiabilitet § 5.4, side 33) 

fås derfor 

( 2) O= f(a+h, b+åg(h)) - f(a,b) 

k 
= L D f ( l; , n ) · h . + D f ( l; , n ) · åg (h) , 

i=1 xi 1 Y 

hvor (l;,n) afhænger af h og ligger på linjestykket med ende

punkter (a,b) og (a+h, b+åg(h)), hvilket linjestykke er inde

holdt i den konvekse mængde J = B (x ) x B (y ) • Da D f =l= O 
p o a o y 

i J ifØlge 1°), fås af (2) ved division med D f(t;,n)
y 
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(3) Llg(h) 

Nu er D f og D f kontinuerte og D f =l= O i den kompakte mæng
x y y 

de J, og der findes derfor en konstant M så at der for alle 

i= 1, ... ,k gælder 

ID fi/ID fl <M i J. x. y
l 

Men så viser (3), at lllg(h) l < Mkll hil~ O for h~ O, altså 

at g er kontinuert i a . Når h ~ O vil derfor 

(a+h, b+Llg(h)) ~ (a,b), og derfor vil også (~,n) ~ (a,b). 

FØlgelig kan (3) omskrives til 

k Dx.f(a,b) k 
Llg(h) =-L ~~f -L E. (h)h.

1~(--b~)- h. 
i=1 DY a, 1 i=1 1 1 

-1 k 
hvor hvert Ei(h) ~O for h~ O, og derfor 11 hil L E. (h)h. ~ 0 

. 1 l ll= 
for h~ O. Dette viser, at g er differentiabel i a med de 

partielle afledede 

D f(a,g(a))x. 
l

( 4) D.g(a) = -,-----;--:-:-- a E B (x )
l Dy f (~,g (a)) p o 

(hvor vi har indsat b= g(a)) i overensstemmelse med (1)). Dette 

udtryk viser samtidig, at hvert Dig er kontinuert i Bp(x ),
0 

1altså at g E C (B (x ) ) • 
p o 

B. Tilfældet p> 1. 

Her benyttes induktion efter p. Vi antager altså, at sæt

ningen gælder alment med p-1 i stedet for p. Da matricen 
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er regulær, er mindst et af elementerne D f . ( x , y ) i s ids te 
yp ]_ o o 

sØjle forskelligt fra o . Efter en arnnummerering af ligningerne 

f (x,y) = O, ... ,f (x,y) =O kan vi antage, at1 p 

(5) D f (x ,y)= 1, 
yp p o o 

fordi vi også kan erstatte f med en konstant gange f , al t
p :fJ 

sanooen uden at ændre på lØsningsmængden F. 

Nu kan det under A beviste anvendes på funktionen 

= f (x,Y;y )
p p 

hvor vi skriver 

Specielt kan det givne punkt (x y ) E F også betegneso' o 

(x ,y ;y p)' idet y j betyder j'te koordinat af y , og
0 0 0 0 0 

"'Y = (y y _ 1). - Således eksisterer (ifØlge A) a,~ > O o o1, ... , o,p . 

med 

samt en c1-funktion 

således, at den sidste af de givne ligninger, nemlig 
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inden for Ba(x ,y ) x B~(y ) er ensbetydende med 
0 0 ~-' op 

fordi f (x "'y ·y ) = O Ved imp o' or op . 

plicit differentiation fås for den partielle afledede af ~ 

m.h.t. y j ( j = 1 ' ... ' p-1 ) 

( 6) = - D f (x y )y. p o' o 
J 

ifØlge (4) og (5) . (Tilsvarende for D ~(x ,y).)
x. o o 

l 

Herefter er hele det givne ligningssystem 

f (x, y) = (f (x, y), ... , fp (x, y)) = O1 

{ f i (x,Y;<p(x,Y)) ~ O (i= 1, ... ,p-1) l 

(7) 
~(x,y) = y • 

p 

Ven~;.tresiderne 

(8) 

i de fØrste p-1 ligninger i (7) er åbenbart c1-funktioner defi

"' () ......,
nerede i B (x "'y ) specielt i det indre Q := B (x ,y ) , som 

a o' o ' a o o 

er en åben mængde indeholdende (x , y ) . I dette punkt (x ,y )
o o 0 0 

er de nævnte p-1 ligninger f. (x , y ) = O alle opfyldt, fordi 
l o o 

(x ,y ) E F • 
o o 
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Vi viser nedenfor, at funktionalmatricen D"'f(x ,y ) er 
y o o 

regulær. Når det er godtgjort, fØlger det af induktionsantagelsen, 

"' "' at der findes p,a > O med 

~ o ~ ~ 

B"-'(X ) x B~(y ) c B (x ,y ) (= Q)
p o v o a o o 

og en c1-afbildning således, at de fØrste 

p-1 ligninger i (7) inden for BP(x
0 

) x B0 (y0 
) tilsammen er ens

betydende med 

Specielt er y = g(x ), fordi fi(x ,y ) = fi(x0 ,y0 ;~(x0 ,y0 ) = 
0 0 0 0 

f. (x ,y)"= O for i< p. Og herefter bliver (7) (og derigennem
l o o 

også det oprindeligt givne ligningssystem f = O) inden for 

ensbetydende med 

hvor g åbenbart er en c1-afbildning af B"' (x ) ind i 
p o 

Vil man desuden opnå, at V (fra sætningens 

formulering) bliver en "kugleomegn" Ba(y ) af y = (Y ,yp )
0 0 0 0 

behøver man blot at vælge a = min(o,~) og derpå vælge p > O 

"'så lille at P < P og at g(B (x ) ) c B (y ) , hvilket er muligt,
p o a o 

da g er kontinuert i x med billedet g(x ) = y • 
0 0 0 

Det henstår således blot at eftervise, at D,._,f(x ,y ) er 
y o o 

regulær. Ved differentiation af (8) under benyttelse af kæderege

len ses, at elementet på plads (i,j) i denne (p-1) x (p-1) matrix 
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er 

D 1. (x ,y ) =D f.(x ,y)+ D f.(x .y) ·D (J)(X ,y)y. J. o o yj J. o o yp J. o o yj o o
J 

( 9) 

hvor i, j= 1, ... ,p-1, og hvor vi har indsat (6). Hvis vi nu i 

den givne regulære matrix 

D f(x ,y)
y o o 

multiplicerer den sidste række 

(D f (x ,y), ... ,D f (x ,y), 1)
y1 p o o yp-1 p o o 

(jvfr. (5)) med D f. (x ,y) for et i< p og trækker resultatet 
yp J. o o 

fra den i'te række, så fås ifØlge (9} den nye i'te række 

Ved disse rækkeoperationer (udført for i= 1,2, ... ,p-1) over

fØres Dyf(x ,y ) således i en matrix af formen 
0 0 

o . 
. 

Dvf"(x , y ) . 
y . o o . 

. 

. 
o 

* .. . . • . • 1 

hvilket viser, at er regulær, fordi den har samme 

determinant som ovenstående og dermed som clen Sjivne regulære matrix 

D f(x ,y ) . -Dermed er sætningen bevist. y o o 
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TilfØjelse til §2 (side 7) 

3I dette tilfælde er n en åben mængde i JR , og f: n -+ JR 

er en given c1-funktion. F er lØsningsmængden 

F={(x,y,z) Enlf(x,y,z) =O} 

til ligningen f= O. Lad (x0 ~y0 ,z 0 ) E F være et givet punkt af 

lØsningsrnængden, så at gradienten 

()f ()f ()f)
grad f = ( Clx' ay' az 

er *(0,0,0) i (x0 ,y0 ,z ). For eksempel kan vi antage, at0

Så findes ifØlge sætningen om implicit givne funktioner en (gerne 

åben) omegn u af (xo 'Yo) i JR
2 og en omegn ] z0 -cr, z +cr[0

z 
af z o i JR med 

J := Ux]z0 -cr,z +cr[ c n0

s a o at 

D f i J z * o 

l 

l 

______l : l :----')o~·.og s a o at F n J er grafen 
l l l : :! 
\_----u~-~ -.-(x;.yl~for en c1-funktion 

x 

hvis partielle afledede bestemmes ved implicit differentiation af 

identiteten f(x,y,g(x,y)) = 0: 
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ag(x,y) = Dxf(x,y,g(x,y)) + Dzf(x,y,g(x,y)) ax O 

ag(x,y)
Dyf(x,y,g(x,y)) + Dzf(x,y,g(x,y)) ay =O, 

altså 

D f D f 
ag = x ag = _L_ 
ax D f ' a y D f ' z z 

hvor der på hØjre-siderne skal indsættes (x,y,g(x,y)). 

Således er F n J en flade (= 2-dimensional glat punktmængde) 

hvis tangentplan i et punkt (a,b,c) E F n J har ligningen 

(se Differentiabilitet, side 34): 

z - c = 
D f(a,b,c)x 
D f(a,b,c)z 

(x-a) -
D f(a,b,c) 
~y~~~--~
D f(a,b,c)z 

(y-b) ' 

eller på symmetrisk form (uafhængig af, at det netop var D f som z 

D f(a,b,c) ·(x-a) + D f(a,b,c) ·(y-b) + D f(a,b,c) • (z-c) = O. x y z 

Ligningen udtrykker, at vektoren (x-a,y-b,z-c) skal være vinkel

ret på gradienten til f i (a,b,c) : 

(grad f) (a,b,c) = (Dxf(a,b,c), Dyf(a,b,c), Dzf(a,b,c) ), 

der således er en normalvektor (*(0,0,0)) til tangentplanen i 

(a,b,c) og dermed (definitionsmæssigt) til fladen F i dette 

punkt. 

Analogt gælder for øvrigt i tilfældet k = p = 1 (se §2) , 

[hvor ~ er en åben mængde i f: ~ -+ lR en C
1-funktion, 

og hvor grad f = (3f/ax, af/ay) * (0,0) i et givet punkt (xo,yo) 

af lØsningsmængden F til ligningen f(x,y) =O] at F bliver 

en kurve, hvis tangent i et punkt (a,b) E F har ligningen 
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D f(a,b)·(x-a) +D f(a,b).(y-b) =O;
x y 

og grad f (a,b) bliver en normalvektor til kurven i dette punkt. 

3Også her er n en åben mængde i JR ; men nu er der givet 

et par f= (f ,f 2) af c1 -funktioner i n. Hertil svarer løs
1

ningsmængden 

F= { (x,y,z) E n l f (x,y,z) = f (x,y,z) =O}
1 2 

til ligningen f= O. Lad (x0 ,y0 ,z ) E F være et givet punkt0

af F hvori funktionalmatricen 

har rangen 2, altså hvori rækkerne grad f og grad er lineært
1 

f 2 

uafhængige, hvilket også kan udtrykkes ved 

Vi kan for eksempel antage, at 

Dyf1 Dzf1 
( 1 o) * o 

Dyf 2 Dzf2 

i (x
0

, y 
0

, z ) , altså at grad f1 x grad f2 i dette punkt ikke er
0

vinkelret på x-aksen (nemlig ikke har x-koordinaten o) . Så findes 

der ifØlge sætningen om implicit givne funktioner en åben omegn 
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]xo -p' xo +p [ af i JR. og en åben omegn V af i 

JR med 

så at (10) også gælder i J 
1 

og så at ligningsparret f (x,y,z) = 
1 

f (x,y,z) =O inden for J er ensbetydende med et ligningspar af
2 

formen 

y = g(x), z = h(x), 

hvor g og h er c1-funktioner i intervallet ]x0-p, x 0+p[, og 

hvor (g,h) afbilder dette interval ind i V. 

Differentialkvotienterne g' og h' bestemmes simplest ved 

implicit differentiation af identititerne 

f (x,g(x) ,h(x)) = f (x,g(x) ,h(x)) =O
1 2 

således: 

Dxf1 + Dyf1 • g' (x) + Dzf · h' (x) = O1 

Dxf 2 + Dyf 2 · g' (x) + Dzf 2 • h' (x) = O, 

hvor de partielle afledede af f og f skal tages i (x,g(x) ,h(x)).
1 2 

Determinanten til dette lineære ligningspar med de to ubekendte 

g' (x) og h' (x) er jo * O, fordi (10) gælder i J. Ved løs

ning fås 
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g l (x) = h 1 (x) = 

igen med indsættelse af y = g (x) , z = h (x) . 

Således er F n J en kurve i m?, hvis tangent i et kurve

punkt (x, g (x) ,h (x)) har retningen ( 1 f g 1 (x) , h 1 (x) ) , eller (på 

syrruuetrisk form) den dermed proportionale vektor 

)' 

stadig med indsættelse af (x,g(x) ,h(x)). 

Kurven F er efter sin definition skæringskurven mellem de 

to flader med ligningen henholdsvis f (x,y,z) =O og
1 

f 2 (x,y,z) =O: 

Tangen ten til F i et punkt (x, y, z) = (x, g (x) , h (x)) af F n J er 

tilsvarende skæringslinjen mellem tangentplanerne til F og
1 

F 2 

i dette punkt; thi tangenten til F har jo retningen grad f )(grad f 2 ,
1

som er vinkelret på grad f og grad f 2 , altså vinkelret på nor
1 

malretningen til tangentplanen til F , henh. F 2 , i punktet. Så
1 

ledes har tangenten til F retning som skæringslinjen mellem de 

to tangentplaner og er derfor netop sarrunenfaldende med denne, da 

både tangenten og skæringslinjen går gennem det betragtede punkt. 

Den her foreliggende tilfØjelse til §2 belyser samtidig ind

holdet af §3 (Glatte punktmængder i Æk) i hovedtilfældet r = p 

i sætningen på side 10. 
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OMVENDT AFBILDNING 

l. Det almene tilfælde 
=================== 

- k.l.l. Vi betragter en åben mængde ..::.. G fR samt endnu et "eksemplar" 

af IRk og en ~1 -afbildning ep:.:=: 4 IR~ I produktrummet IR\.-.=::. ~ fR2k 

med koordinaterne X1>'""Jxk.>Y1>""''yk... betragtes grafen 

F = t ( cp(s), s) \ S E :=: J 
for vektorafbildningen ep . Ved 

.f (t 1 s ) = t - ep (s) 

bestemmes en vektorafbildning t: IR~::- -7 IR~ og vi har 

:Dxf = E" , 

Endvidere gælder 

Af sætningen om implicit givne funktioner fØlger derfor: 

For ethvert punkt SGE ::::: , hvori funktionalmatricen J)cp (so) er 

regulær' findes en omegn "J ::::u)(v~ IRK)(" :=: af punktet (to/SO) = l rp(so) J So) 

bestemt ved afsluttede kugler 

IL -== f t /l! t- to l!~ p ~ V= t S l l! s - S0 !l ~ rr } > 

således at ~f er regulær i ethvert punkt SE V og således at 

F 'Jn er fgra en f or en 
ø1 . . 
b -afblldnlng 

'tf : u ~ v, 
d. v. s. mængden af punkter (<p(s),s) i Ux V er netop mængden af 

punkter (t,y{t)) , t E U . Funktionalmatricen J>-y..(t) bestemmes ved 

ligningen 
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l. 2. Spe c i el t ser vi, at billedmængden <p (:::) indeholder en omegn 

af billedpunktet to = '!'(So) , thi Lt er j o en sådan omegn. Heraf 

fØlger: 

l. 3. Korollar. Hvis Dcp er regulær i ethvert punkt se..:., er bil

ledmængden 2 ( :=) åben i fRk . 

1.4. Vender vi tilbage til situationen i sætningen, kan vi yderli

gere bemærke fØlgende: Sættes W=={seVI Cf(s)E: Ltj , er W en af

sluttet omegn af S0 • Sætningen udsiger, at restriktionen af f til 

W er en bijektiv afbildning: W~ IL , og at den inverse afbild-

Formlen for funktionalmatricen ka!n ud
' 

trykkes ved at sige, at matricerne llcp og 1>"f' i sammenhØrende 

punkter s== 'lf'(t) E W, t= <p(s)E l.l er hinandens inverse. 
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Af korollaret fØlger, at billedet, <p('N°) , af det indre af W 

er indeholdt i det indre af U, og [idet resultatet anvendes på 

afbildningen 1{': U-?W J at billedet, 1f'(U0
) , af det indre af L{., er 

indeholdt i det indre af VV. Heraf sluttes, at der må gælde 

Cf(Wo)= U-o og <Jf(Uo) = wo 

l. 5. Af særlig interesse er det tilfælde, hvor ep:~ ~fRk er inj ek

tiv og 'Dcp er regulær i ethvert punkt s E ::... • Da er <p en bijektiv 

afbildning af - på en åben mængde J1_ i TR\ og den omvendte afbild

ning q>1=1f : J2. ~ :=: er en ~~funktion, med funktionalmatricen 

JJ~f') = tnr r~ f -1 Afbildningerne f og~ giver nu en bijektiv 
1ro1 n ro afbildning mellem ~-funktioner ne påuL og ~-funktionerne på~. 

Hvis x1 , ···J Xk er koordinaterne på J2, og y11 •• ·, 'Yk er koordina

terne på -=, og f:JL~IR er en ~ 1-funktion på J2., bruger man ofte 

betegnelsen ·HYn ... , yk.) (eller simpel t hen igen f- ) for den til f 
1 

svarende ~-funktion f G ep : - ~ IR. 

Funktionerne y1J· •• J yk , opfattet som funktioner på J2.. (al t så funk

tionerne yo1.f= tf1, .. 'l Y~c.o1f = 'ifkJ, kaldes krumlinede koordinater
1
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bruges betegnelserne 

I tilfældet, hvor <p:=. -7 J2. op

fylder, at 'D ep er regulær i hvert punkt af :=: (men hvor f ikke nØd

vendigvis er injektiv), kan ovenstående anvendes i omegnen af et

hvert punkt af ~ . 

1.6. Polære koordinater i planen. Lad x,y betegne koordinaterne 

o 1R2. · TR'l.. . tpa , og lad os l endnu et eksemplar af betegne koordlna erne 

-r, v-- . Ved 

. f . . m'L 1R2. øoo f .deflneres da en a b1ldn1ng ep: Il\~ , der klart er en fO -a blld

ning. ep har funktionalmatricen 

]) _ o(xly) 
<p - Cl(r,1r) 

og Jacobi-determinanten 

Funktionalmatricen er al t så regulær i alle punkter, hvori ,Y=/= O. 

Normalt opereres kun i den (åbne) halvplan, hvori ~~O. Det ses 

let, at f afbilder denne halvplan på den udprikkede plan IR2. \ {o}. 

Til hvert punkt (%~)f (~) findes al t så et punkt ( ~) med f 
0 

1>D og 

åbne omegne Lt af (t) , W af ( ~) , således at ep afbilder W bi

j ektivt på u og således' at den inverse afbildning 'tf= cp-1: l{,~ wer 

(O «> •
b Denne inverse afbildning har funktionalmatricen 

C>(r,v-) ~ (X1 y) J-1 
[o(X, y) o(~,'V") 

(~1r SU.1r ) 

-l..,.. SW'Ir "i- ~'lr 

( /x4y• {~+Y')
-Y 
X z.+ yz.. )(2.-l-y2.. 
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l 
l 
l 
l~ 
~~---------"T" 

ll 

w : 
l 

J'o 

.(~) 

2. Volumenforhold 
============== 

injektiv; 

• o - fRI( ID i • •2 .l. Vl betragter en aben mængde ..:: S og en G -afb1ldn1ng 

ep: ::: 4- IRk, således at ])ep er regulær i ethvert punkt af .:=:. f er 

da en bijektiv afbildning af -= på den åbne mængde : S IRK , og 

"' -1 ~ - (D 1den inverse afbildning cp=cp : ::. 4 .::.. er ligeledes en o -afbildning. 

Endvidere betragter vi et punkt sE=: med billedpunkteto 

Lad 1J:j 1 • • • 1 vi<. være et sæt af lineært uafhængige vektorer. Med 

P betegner vi det parallellotop, der har kanter parallelle med 

'tl1 , ... , '!Tk og midtpunkt i punktet S 0 ; "'P er al t så punktmængden 

P = { sc.+ ~ 1 '1lf + • · • t ~k. v-K. l - t ~ ~i ~ f , i c: 1J ... ) k } . 

For hvert reel t tal <f"> O betegner vi med 'P(r) det parallellotop, 

der fremkommer ved at multiplicere ~ med faktoren ~ ud fra midt

punktet , altsåS 0 

1'(1'") = {s0 +Ai~+ .. ·t~k'ITK \-f~ ~i~ f, i=1>"'JkJ. 
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Vi har "P("t) ~ .::. , når .., er tilstrækkelig lille. 

Lad A være funktionalmatricen A= Dcp (so). Vi sætter 
~ ~

"'i= A-v;, 
7 

••• 1 'll"k = A'11'k., og betegner med 
~ 

P og 
~ 

P (r) de ud fra disse 

vektorer på tilsvarende måde dannede parallellotope.r med midtpunkt 
...J 

i So • IfØlge definitionen af differentiabilitet har f i punktet 

5
0 

kontakt med den affine afbildning: SI---?-S0 t-A(s-sJ, d.v.s. vi har 

en fremstilling 

hvor e(s)- O for s- s 0 • Den affi.ne afbildning afbilder parallello

tapet P(r) på parallellotopet P(rt) . Af fremstillingen følger nu, 

at vi til hvert € >O kan finde 8>O , således at 

Den inverse afbildning f:: fl har i punktet s<) kontakt med den 

inverse affine afbildning. Det følger derfor tilsvarende, at vi 

"' til hvert E>O kan bestemme d 70, således at 

"" cp-1 (~(·d) S "P ('i" t E ·t-) for aJle 1" <o. 

Af disse overvej el ser fØlger: Til hvert c "70 findes et 6 :>O , såle

des at 
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Polytopet P har volumen \fo-t('p) = ld.tt('ll:t,···,v-k,)} , og polytopet 

'P(.,...) har volumen \irre ('P(r)) = 'tk Vo-t ('p) Endvidere finder vi 

\to! (.P) = l tU (A'Iru ... >Av-'<-) l =- ! d.UA tW; (v-1) ... ,1rK.} J= /tUtA l 'M(P), 

og Vof(p(.,-)) :::: \tU:tA/ VuC(P(·r}). 

Idet vi antager, at billedmængden ep ('P(•r)) kan tilskrives et volu

men, får vi 

og dermed for volumenforholdet 

(~)\MAi~ vcre ('f ('P(r))) ~ (1tt:)~t / rhiA /. 
vo--e ( 'P(r)) 

Det fØlger heraf, at 

Vo-C (<f('P(r))) y---.:;.. o. ~ /ctet A/ tor

Vo-C ('P(·d) 

Den numeriske værdi I~AI af funktionaldeterminanten 

oleJA =cUt Dlp(So) kaldes derfor afbildningens volumenforhold i punk

tet So . 



Flere reelle variable 1972-73 Omvendt afbildning 8 

2. 2. Hvis er sammenhængende, har den kontinuerte funktion 

Ml><p konstant fortegn i .::.. Vi siger, at 'f er orienteringsbeva

rende eller orienteringsvendende, eftersom funktionaldeterminanten 

d.tt:Dcp er positiv eller negativ. 

3. Sætningen om det åbne billede 
============================= 

3 .l. Sætning. Lad~~rRk være en åben mængde, og lad f:Jl-7-IRP væ

w1 f . . re en b -a blldnlng. Hvis funktionalmatricen Df(Q) i et punkt 

QEJ1 har rang p, da vil billedmængden f(Jl) indeholde en omegn af 

billedpunktet t (n.) . 

Bevis. Vi skriver f-~ (t) . Funktionalmatrioen Dj' har da de p 

rækker :Df1, • •• ) Dfr . Da ~Df(a.) = p , kan vi udtage en regulær 

(pxp)- delmatrix af :O.f.(a..) , som altså må bestå af p sØjler. Ved 

eventuelt at arnordne koordinaterne på ~k kan vi opnå, at disse p 

sØjler er de p fØrste sØjler ])1-f(o..)J · • "> ])pt(a..) . Vi antager altså, 

at matricen 

er regulær. 

Vi identificerer talrummet IRk med produktrummet IRpx !Rk.-p. Et-
k ".,. -) ..... p - k-p

hvert punkt tE 1R er da af formen t= (t 1 t , hvor tE IR 1 
, t E- IR . 

Specielt skriver vi L\-~ (0:, 0.), hvor a~ (t) E IRr, a:~ (1J E !Rk-~ 

Betragt nu mængden 

J)_ = t t E IR r /(t1Q, ) E Jlf . 
ov .v "" J2. er da en åben mængde i IR.p , vi har ~EJl,og afbildningen 

f: Jl. ~ IRP defineret ved f(b) ~ t(t 1ti) er sammensat af afbildningen 
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f og afbildningen 6t- (t,ii) af Ji .-:,JL. Vi har f (3: J= t (l1) , og funk

tionalmatricen for f i et er :OJ(O:) = ('D1 f(ct) ···,'1>pf-(Q)). Da denne1 

matrix er regulær, vil, ifØlge l. 2., billedmængden f(Jl) indeholde 

en omegn af billedpunktet f(å,) = f(o.). Da ·Ht!l) 2 f(Jl) , vil også 

f(Jl) indeholde en sådan omegn. [J "' . rRf 
IRP ~ 

l 

flt) 

l 
l 

3. 2. Korollar. Hvis matricenDt har rang f' i ethvert punkt i J2, 

er billedmængden "f(Jl) åben i fR.P . 
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l Flere reelle variable 1972-73 Ekstremuro 

EKSTREMUM 

l. Minimum og maks:imum 

IRx.Lad F være en delmængde af En reel funktion t:F~IR si

ges at have (globalt) minimum, resp. (globalt) maksimum, i punktet 

Q,E: f, såfremt f(t) ?- Ha.) , resp. t(t) ~ f(Q) , for alle t€ F , al t så 

hvis f(lL) er mindsteværdi, resp. stØrsteværdi, for f . Funktionen 

f:F~~ siges at have lokalt minimum, resp. lokalt maksimum, i 

punktet a.E F , hvis der findes en omegn af et , således at funktionens 

restriktion til denne omegn har minimum, resp. maksimum, i a.. . Det

te betyder al t så, a t der findes et tal p"? O, så at f(t) ;r ~(Q) , 

resp. f(t) ~ ~(et) , for alle t€ F, for hvilke 1/t-al/<p. Som fælles

betegnelse for minimum og maksimum bruges ekstremum. 

2. NØdvendig betingelse for lokalt ekstremum. Stationære punkter. 
=============================================================== 

1
2 .l. For en t -funktion f på et åbent interval 1 gælder som be

kendt f1(t:t) = O i ethvert ekstremurospunkt t:tE: 1. For funktioner af 

flere variable har vi fØlgende 

1
Sætning. Hvis en t -funktion f:Jl~!R på en åben mængde JlS fRI( har 

lokalt ekstremuro i punktet o., , er d.fa. =O. Anderledes udtrykt: 

])1 f(a) =O, ... , J>k. t(a.) == O. 

Bevis. For et tal (E f11... , k J betragtes funktionen ~ ~ .f.(a..t~e<t) 
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Denne funktion er en ~~funktion defineret i et åbent interval om

kring OE IR, og den har lokalt ekstremum i O . FØlgelig er dens 

differentialkvotient O i O , d. v. s. l>a:Htt) = O . 

Et punkt Q€ Jl med egenskaben df = O kaldes et stat ionært punkt
11 

for funktionen t . 
Sætningen udsiger altså, at en nØdvendig betingelse for, at 

funktionen t har lokal t ekstremum i punktet Q.. , er, at a., er et 

stationært punkt for f. At Q er stationært punkt for f , er ens

' . TRk+-1 ( . x y)betydende med, at f s graf 1 med koord1naterne x1, • ··, k 1 

punktet (Q 1 f(Ql) har en tangenthyperplan med ligningen y = t(a) 

("vandret" tangenthyperplan). 

2. 
2. 2. Eksempel. For J1 =!R med koordinaterne x, y betragtes 

funktionerne 

De har alle O som det eneste stationære punkt. Dette punkt er lo

kalt (endda globalt) minimumspunkt for , lokalt (endda globalt)t 1 

maksimumspunkt for f.2. , men ikke lokalt ekstremurospunkt for t3 . 

ger dens mindste og stØrste værdi på den kompakte mængde 

j= [o,1] x [-1, 1] . Et punkt Q€ 1, hvori en af disse to ekstremums

værdier antages, må enten ligge i det indre af' og altså være lo

kalt ekstremurospunkt for f eller ligge på randen af '. De statio

nære punkter for f bestemmes af ligningerne 
~.f! 2. ~ = 2.xy t- y -t 2.x + y = o 

:t = x2. + 2.x y + x = a , 

der har lØsningerne (~), (~), (-
11), (~

1

~3 ), af hvilke kun ( 1/3 )
-2/3 
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ligger i det indre af ~ . Her finder vi værdien 

t ( Y3 , - o/.3 ) = ~~ . 

Vi sØger dernæst mindste og stØrste værdi for f på randen af :J . 

Vi finder 

f(x,-i)-1, 

t (x, 1) = 2x2 f 2.x + 1 , som på [011] har mindsteværdien t( o,f)= 1 og 

stØrsteværdien f(1,1) = 5. 

f(o,y) == 1 

f(1,y)= y2-t-2y+2.., som på [-1,1] har mindsteværdien f(t 1-f)= 1 og 

stØrsteværdien f(1,1) = 5, 

Ved sammenligning af disse funktionsværdier ses, at mindsteværdien 

af f på 1 er ~l. , og at (-;~) er det eneste punkt i '1, hvori'J...'f ..,. 

denne værdi antages, og at stØrsteværdien af ~ i j er 5, og at 

(~) er det eneste punkt i j, hvori denne værdi antages. 

)(2. 2. 
2. 4. Eksempel. Funktionen f= lo9 (1+ X2 +y 2 ) - 2:. -Y 

Ved lØsning af ligningerne 

2.XM - -x== o ) 
~= 

ox 1+x2 tyz. oy 

finder V l de stationære punkter (g) J(~)) (""d) , hvori funktions

værdierne er 

f(o,o)= o 

Af sædvanlige overvejelser vedrØrende funktioner af en variabel 

ses, at funktionen .f(x o) = ~ (uxz.) -f Xl. har lokalt minimum i O,1

og at funktionen f(o,y) .... ~(Hy2) -Y2.. har lokalt maksimum i punk

tet O FØlgelig har t hverken lokalt maksimum eller lokalt mini

mum i punktet (~). 
Da ~~ ~{1+Xz.+yz.)-f(x2+yz), og da funktionen tl-7~(ftt}-it 

går imod -CiO for t~ roo , ser man, at f må have en stØrsteværdi. 
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Denne må antages i et lokalt ekstremumspunkt, og den må altså være 

3. Nærmere undersØgelse af stationære punkter. Tilstrækkelige be
============================================================== 
tingelser for lokalt ekstremum 
============================== 

3 .l. Hvis en ~:_funktion f på et åbent interval js IR har lt som 

stationært punkt, er a. lokal t minimumspunkt, hvis f 11 (ct) > O , og lo

. f11 (n}< O .kalt makimumspunkt, hvis ~ 

For en ~2.- funktion .f på en åben mængde J2.. S IRk indfØres matricen 

H' = (])1~.1+ ··· J>k.:D1.f) =. (ti#x1 • • • d~~!x, ) 
"t "t! ~!1 

:J)11),J 'Dk.J>,J O~dXI(. • • . dXI(M$C. 

H.f er en matrixfunktion; dens værdi i punktet QEJL er (kxk:.) -ma

tricen 

Matricen Hf(~) er symmetrisk; den tilhØrende kvadratiske form på 

fRk er 
k, 

{. ~ {.T H.f(Q) ~ = L ])1-])j .f.(tt){i {3 j 
i}j =i 

al t så netop differentialet af 2. orden d.2.to... . 

3. 2. Sætning. For en rg2._funktion .f:JL~1R på en åben mængde J2.~ IR~ 
der har punktet ttE J2 som stationært punkt, betragtes den kvadra

tiske form 

Da gælder: 

(1) Hvis formen er positiv definit (d.v.s. er>O for alle ti::/:0 ), 
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har .f lokal t minimum i Q . 

(2.) Hvis formen er negativ definit (d.v.s. er ..;O for alle ~=FD ), 

har f lokalt maksimum i ~ . 

(3) Hvis formen antager en positiv, resp. negativ, værdi, har+ 

ikke maksimum, resp. minimum, i punktet a., . 

Bevis. IfØlge forudsætningen har vi d.fct = O • Endvidere er 

cl 2f~({)= {TH~, hvor vi for kortheds skyld betegner matricen 

Ht~) med H. Taylors grænseformel giver derfor 

hvor E-({)-7 O for {~O. 

(1) Formen antages positiv definit. Lad c betegne dens infimum 

på mængden t"t e 1Rk. l fl~ Il= f J. Da denne mængde er kompakt, og da for-

men er en kontinuert funktion, der er >O på mængden, er e ~O. 

For hvert ~e; fR har vi (~{)r;, (:A~} = ~2. { r:H {..,, og vi slutter, at der 

gælder 

for cd/e 

og dermed 

Bestemmes nu en omegn U= t t l llt-t:tO <p l SJ]., således at 

når 1/{,11 <f, har vi 

.f.(t) ~ f(a.) t ~ l!t-o..//2. tor tE lL. 

t har altså lokalt minimum i Q, og der gælder endda den skarpe 

ulighed 

f(tl > Ha.) tOY t E U1 t T lt • 

~) Formen antages negativ definit. På analog måde som under 0)
J 
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eller ved at betragte -.f i stedet for f , ses, at t har lokalt 

maksimum i Q. Der findes endda en omegn U= {t/ llt-o.~.-.p J~ J2, så

ledes at t(t)< f(a..) for alle t€UJt:fct. 

k 
(3) Lad ~€~ være en vektor, hvori formen antager en positiv vær

di C, altså vTHv- =C ;;.-O. For numerisk små værdier af A har vi 

da a..t~u€Jl og 

t (O. t~1r) = t (Q) t f?? c + E Ut 1r) /l'tr 1/2. ~ 2.. 

For tilstrækkelig små numeriske værdier af ~f O har vi derfor 

f (a.+ "'Ir) /' f(tt) . 

Der sluttes tilsvarende, hvis formen antager en negativ værdi. [J 

3.3. Eksempel. Funktionen t= (X2 -X/)(xz.-X/): fR'l.~ fR har (g) som 

stationært punkt. For enhver ret linie gennem OOhar restriktionen 

af t til linien lokalt minimum i(~. Men f har ikke lokalt mini

mum i (g}. 

3.4. Bemærkning. Det karakteristiske polynomium pH(t)= t:Ut(H-tE') 

for den symmetriske matrix H== lt·f(a) har som bekendt lutter reelle 

rØdder. Vi minder om, at den tilhØrende kvadratiske form er posi

tiv definit (resp. negativ definit), hvis og kun hvis alle de ka

rakteristiske rØdder er positive (resp. negative). Endvidere an

tager formen en positiv (resp. negativ) værdi, hvis og kun hvis der 

findes en positiv (resp. negativ) rod i PH(t) . 

d~3 . 5 . Eksempel. For k= '2. benyttes ofte betegnelserne -;;:p'bX1 
()~ Cl1.t øtf. a-z.+ 

---r :: s ~2.= t. Vi ser, at ll er stationærtdX2.. = cy, ~x z.- ' - ' l ~XidXz XL 

punkt, hvis og kun hvis p= o' ty= o. I et sådant punkt betragtes 
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matricen H= (; ~). Vi finder det H= -rt-s'l = produktet af de to 

karakteristiske rØdder, T'T" H= 'f+t =summen af de to karakteristiske 

rØdder. Vi får således 

.. Lokalt minimum 

(2.) cl.tt H,. OJ T-r H < O : Lokal t maksimum 

Ikke lokalt ekstremum. 

4. Ekstremuro under bibetingelser 
============================= 

4.l. På en mængde J2.s fR
k, 

tænkes givet p funktioner 

tu···,fp : '-'L -4- IR . For givne tal Cp···, Cp€ fR betragtes punktmæng

den 

Lad t0:J2~1R være endnu en funktion. Vi siger, at f
0 

har lokalt 

minimum, resp. lokalt maksimum, i et punkt aeJ2 under bibetingel

serne tf= Ci, ···,~P= ef , hvis O..€ F, og hvis restriktionen af f0 

til F har lokalt minimum, resp. maksimum, i a. Ekstremuro benyttes 

som fælles betegnelse for maksimum og minimum. 

4.2. Vi vil indskrænke os til at udlede en nØdvendig betingelse 

for lokalt ekstremuro under bibetingelser: 

Sætning. Hvis ,J2 <;;fRker en åben mængde og foJf, ... , tp tilhØrer 

C& (J2.) , og to har lokalt ekstremuro i Q€J2 under bibetingelserne 

tt =ef , ••• , tp = c", , da gælder i ll , at 

Hvis p=O (altså ingen bibetingelser), er 

( o~o ~) . . . ri.
OXf 1 "') o'Xk- , og Ullgheden er den l sætnlng 2 .l fundne nY-'dven

1
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dige betingelse d. (~o)a.= O. 

Bevis. Da matricen har pt 1 rækker, er dens rang i hvert f'ald 

~ pt1. Vi antager nu, at rangen er pt1, og vi fØrer dette 

til en modstrid. 

Betragt en omegn U~ltE<IRKIIIt-al/<pl s;J2, Ved f~ (f:Jbestermnes da 

en vektorafbildning t: U ---7 IR.p+f, hvis funktionalmatrix 'Dt i punktet 

Q har rang pt1 . IfØlge sætningen om åbent billede (Omvendt af

bildning, 3.1.) vil billedmængden f(U) derfor indeholde en omegn 

af billedpunktet f(<t) ~ c~;a)) . Specielt vil der i en sådan omegn. 

findes såvel punkter (iJ ;~d s ;, f,(a.), som punkter (!J med 

S <. t (a.). I U findes derfor såvel punkter t med t (t)= S > ta (a.)J
0 0 

.f-t (t)= el> ... , tp (t) = Cp J som punkter t med t0 (t) = S < to (a.) J 

f, (t)= c, J ... J tp (t) = <!p. 

Vi slutter heraf, at der i enhver omegn af~ findes såvel punk

ter tE F med tc;.(t) :> to (a,) som punkter te F med fo (t)< fo (o.), O 

4. 3. Eksempel. For vilkårlige t 11 ••• ) tk e fR.+ gælder uligheden mel

lem det geometriske og det aritmetiske middeltal 

Multipliceres tallene ... 1 ti<. med samme tal ~e IR+ , multiplicet 0 

res de to sider i uligheden med~. Det er således nok at vise 

uligheden under antagelsen t1t- ... + t ~c_= k; uligheden siger da, at 

tt ... t k: ~ 1 . 

Lad X1>'" ,xk være koordinaterne på den åbne mængde 

{t E fRk l tf/' D7 • • • , t k./' O } , 

Vi Ønsker at undersØge funktionen te= x1 ... )(K. på delmængden F gi
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vet ved ligningen tf= x1t··· r Xk.. = k . Funktionen to antager en 

stØrste værdi på denne mængde (dette ses ved at udvide funktionen 

kontinuert til den stØrre kompakte mængde {t E IR k./ tf?- o,··· 1 tk. ~O, 

tf t · • · t- tK = k } ) . 

denne stØrsteværdi antages. Vi har 

( xz. •.. xk. •• : • Xt••·XI<-f) 

o(x, , ... 1 xk- ) 1 ~ J 

og da a er lokalt ekstrenum for to under bibetingelsen t1 = k ' har 

vi i punktet Q. 

(\··<t· "• .~. ··-· ) 1 )IL~ . . . ~ 

hvoraf Qf == • •· = Q~. Da Q. skal opfylde bibetingelsen, slutter Vl 

videre, at t:t 1=. ·· = Q.k.. = 1 , og dermed, at stØrsteværdien er 1• ·· 1 = 1. 

. o IR'2..4 . 4 . Eksempel. Lad x,y være koordlnaterne pa og betragt del

mængden E bestemt ved uligheden X 2+ y2. ~ 1. Lad t0 være funktio

nen ·t0 = X2- 2. y2 . Vi Ønsker at bestemme billedmængden t0 ( E) . 

Da t0 : fR2._,.. rR. er kontinuert, og da E er kompakt og sammenhæn

gende, er f(E) et begrænset, afsluttet interval. Lad a.e E være e t 
o 

punkt, hvori en ekstremurosværdi antages. Hvis Q. er et indre punkt 

af E , er Q stationært punkt for fo ; fØlgelig gælder i punktet 

a, , at 

"Dfo = (Ve,- l.fy) = (o,o), 

hvoraf Q'"" (g). Hvis Q er et randpunkt·~ har to lokal t ekstremuro 

i r.t under bibetingelsen X 2+yz.= 1; fØlgelig gælde!' i ll , at 

"t:t O(~o' f i) ::=. /!.. ( 2.X - 4y ) 1 
""t! iY(X,'f) ~ 2.x 2y ~ ' 

al t så at xy:::: O. Da a. også skal opfylde bibetingelsen x 2+ y2.= 1 , 

slutter vi, at Cl må være et af punkterne (~), (-
01) (b), (eJ). Sam

1 
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menlignes funktionsværdierne i de 5 punkter, ser vi, at t (E)=o 

[-2,1]. 

5. Lagrange'ske multiplikatorer 
============================ 

Betingelsen er ensbetydende med, at ma

tricens p+1 rækker er lineært afhængige, altså ensbetydende med, 

at der findes et talsæt ("(),,. 1 , ••• ,~p) f (o,o, ... ,o), således at 

~o J) t0 (tt) + · .. + ~p "Dtp (tt) = O. 

Det te betyder, at funktionen f= ~o to+···+ ~p fp opfylder 'Dt (a.) = O, 

altså at a er stationært punkt for funktionen f, Vi ser således: 

Hvis J2~ fRk er åben og funktionerne to·1 ft 1 .. • , te tilhØrer 

~ 1 (J2.) og to har lokalt ekstremum i punktet a.EJ2. under bibetingel

serne t1 =e1, .•. , fr= l!.p , da findes et talsæt (~01 ~.,, .•.,~p)f: (o,o, ... ~o), 

således at Q er stationært punkt for funktionen 

t= ~otot~1ft-t-•··i"~pfp• 
HjælpestØrrelserne ?t 0 ,;\0 .. .,~p kaldes Lagrange 'ske multiplikatorer. 
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~ 
l. Angiv en funktion 

~9: IR - fR. , der er kontinuert, 

differentiabel i 1R2.\ {o} og retningsdifferentiabel i en

hvert retning 1r i punktet O med den afledede ])~ ~ (o) = o, 

men som ikke er differentiabel i punktet O 

2. Svarende til en åben mængde ,.f2_ ~ IR k defineres Laplace 

operatoren ll = ~t!2. : ff;2..(.I2.) ~ ~0(tfl.) ved 

Hvis Xt, ... , xk er koordinaterne på J2, skrives ogs a o 

;l or.. 
+- ... +l1 = i))c-2. ox :L . 

l k. 

Vis, at Laplace operatoren ~ er invariant overfor ortogonalt 

koordinatskrift. Hermed menes: Hvis A E e(R, 1R) er en ortogo

nal matrix og ~E IRk er en vektor, og hvis den ortogonale 

transformation 

t E J2.. 

afbilder J2_ på den åbne mængde Ji c fRk, da gælder for 

enhver funktion 9 E ~:Z.(Q) , at 

(~J29 )o r 

3. En afbildning kaldes bilineær, hvis 

1°) For hver vektor en lineær 

afbildning : JRCf ~ fR. f og 2°) For hver vektor v- E fR'Y 

en lineær afbildning : fR P ~ TR -t 

Produktmængden rRP x IRq.- identificeres med talrummet 
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•· Vis, at vektorafbildningen er 

differentiabel, og at differentialet i punldet (a., b) E fR f'x lRt:t 

er bestemt ved 

4. Lad J S" fR være et interval, og lad t og q : j ~ IR 3 

være differentiable afbildninger. Med t x 9 b e

tegnes afbildningen t ~ f{t)x q(t) (vektorproduktet af 

vektorerne t(t)) tj(t) E fR3 ). Vis, at t x g er diffe

rentiabel, og at (fxg) 
1 -= -F-'xq + fx.9'· 

5. Lad a. være et punkt i den åbne mængde J2. S IR k.. og 

lad t : Jl - IR -e. være en vektorafbildning. Vis, at hvis 

er kontinuert i og differentiabel i tf2_ \ i Q } 

og hvis funktionalmatricen J).f.(t) har en grænseværdi for 

, da er også differentiabel i et med funk

tionalmatricen bestemt ved ])f(a.) = 

6. En afbildning 9: IR k ~ rR kaldes et polynomium, hvis den 

har formen 

Der summeres over alle multiindices p = ( p11 
. -· , p'-< ) og 

det forudsættes, at kun endelig mange af koefficienterne cF 

er forskellige fra O , således at summen er endelig. Vi 

skriver også g ~ L. Cr X P . Polynomiet 0 har grad 
p 

c -ohvis f - for alle p med lp{ > M..- Vis, at hvis 
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i o 
polynomiet har kontaktVaf orden med funktionen o9 
da gælder ep=:. o for alle p med lpl ~Il-V Slut 

heraf: Hvis en fg~~-~.- -funktion .f- i punktet et € TR k har 

kontakt af orden ~ med polynomiet :L c". (x- a__) f' så er 
r . 

for [p{~t\t. 

7. For multiindices CV = ( CV 1 , • • · 1 } " ) ) r = ( rt 1 • • • 1 .,.k. ) 
sætter vi 9 t r- = (t:h+ r., 1 ••• 1 4-~e. +r~<.,) Vis, at der for 

<g~ -funktioner f., l} på en åben mængde J2. S !Rk 

gælder 

for alle multiindices P = ( P1 1 · -· , Pk- ) med 1p/ ~ 4t . 

[vink: brug induktion, eller opgave 6J 

8. Lad t1 , • • • , te være differentiable vektorafbildninger 

j ~ IR -e. , hvor J er et interval. Med 

betegnes den (kvadratiske) matrixfunktion, hvis søjler er vektor

afbildningerne ~1, · · ., t t . 

er 

differentiabel, og at 

[det (f11 • .. 1 ~-t) Jl 
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8. Vis, at den ved 
t13 ~OY t :;: (t) i= (g )"0+t2

t{t) ::::. 
l L{ o fov t= (g) 

definerede funktion f: IR2.~ IR er kontinuert, og at den er partiel t 

differentiabel i ethvert punkt af R~. Vis, at t ikke er diffe

rentiabel i (g). 

d7.t a2..f
9. Kontroller ved udregning af o~ , at ligningen

ax r;y 'dy ox1:)

tlt ()Z.f 
~xoy = ~y~x er opfyldt for funktionen 

f= ;x.2. y ex-~ (X+ 'Ly) 

(x, y er koordinaterne på IR2 
) • 

lo. Vis, at den ved t 2.-t~..1..1 t- = ( ~: ) +(g) 
-- { t t'l. ttz.+ t/ for 

01t(t) 
fo"f t= (~) 

definerede funktion f: IR~ IR er en ~1_funktion, og at dens partiel

le afledede J>·rt og J>2.f er part i el t differentiable i ethvert punkt 

IR 2.af Vis, at 
)11)2. t (o,o) =f ])2_])1 t ( o,o). 

11. Find den afledede af funktionen 

'F(s) = f S s-IM, ('t"S) ctt"" s /' o.
Js2.. ,;

12. Betragt et E.. 7 O. Vis, at funktionen t :!R -7 rR defineret ved 
t2. ) E.- J er<.p ( t2.- E z. to-r Jt/ <: c 

l 0 to-r \t l 'l E 

opfylder te(o) = 1 , D~ tE.~ 1. 

Vis, at t-e. er en t"':. funktion. [Vink: brug opgave 5] 
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13. Lad U være en omegn af et punkt a. E rRk . Vis, at der findes 

en ~øO-funktion f.: (R'l..4!R, så at f(tt) = 1, o~ f~ l og f(t) = O for al-

le t,ill. 

* K14. Lad F S IR være en afsluttet mængde. Vis, at der findes 

en ~OG-funktion t:IRK~IR, således at 

F = ~t E IRK l flt)= O J. 

2.. 
15. Idet x,y er koordinaterne på fR, sætter vi 

t= X 3 +y 3 - 3xy. 

Vis, at der for c=f o,-1 gælder, at niveaukurven med ligningen 

f-=c er glat. Kurven med ligningen t= O er Descarte s 1 blad, j fr. 

Mat. l y, l969-7o § 34. Vis, at niveaukurven med ligningen 

f= -1 består af asymtoten (med ligningen x -ry= -1) til Descartes 1 

blad samt punktet ( ~) . For hvilke punkter t~ !Rz. gælder, at ni

veaukurven gennem t har lodret, resp. vandret, tangent? ForsØg at 

skitsere nogle niveaukurver for f. 

16. Vis, at ligningen 

2..ex.p(x1-tx.._+y)- ·st«,(x1+2x2.+y) + x/t3x/-2. =0 

oo)l en omegn af ( O bestemmer y implicit som funktion af 

X1 , Xz. , og at denne funktion er t 
00 

Beregn koefficienterne i• 

Taylors grænseformel for denne funktion i punktet (~) , idet led

dene af 2. grad medtages. 

!R3 l' 3 z.
l 7. Lad x, y, z. være koordinaterne på , lad t,~: IR 4 !R være vek

torafbildning~rne 
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f= ( 
Y x~ ) 
~- x3 , g :::::: ( y-xz.) 

z'-- y3 , 

og lad F;~ være punktmængderne med ligningerne t= o, ~ = O. Er 

F glat? I hvilke punkter er~ glat? (ForsØg at tegne!) 

18. I rR2.. med koordinaterne betragtes funktionen t= Xz. 
2.. 

og 

mængden F med ligningen ~=-O. Har funktionalmatricen 'Df. konstant 

rang i nogen omegn af (g}? Er F glat? 

19. Skitser gradientfeltet for funktionen ~X2 . 

2o. Polære koordinater i rummet. I ~3 
benyttes koordinaterne 

1) ep, S . Ved 

(;s:~:.~ J 
\ rt~cp 

. . . !R3 ... IR3de f lneres da en afblldnlng: -? Bestem denne afbildnings• 

funktionalmatrix og diskuter afbildningen (tegn!) 

21. I IR 
~ 

benyttes x,y som koordinater ..For et punkt tErR 
~ 

beteg

nes med d.t- (t) afstanden fra t til punktet a) og med c( (t) af

standen fra t til punktet ( -o1). o{+ og d._ er afbildninger: fR 2~ rR, 

cl + :::: V(X- 1 )2 + y'-- d_ =- {(X+ 1)2. + y2.. 

Bestem niveaukurverne for funktionerne <p=t(cC-ol)og -tf==f(d_+~). 

I endnu et eksemplar af rR'L benyttes koordinaterne ll't . GØr rede 

for, at vektorafbildningen (~}afbilder mængden bestemt ved ulig

heden y>O bi j ektivt på mængden bestemt ved ulighederne -1 < ! < 1J 

Vis, at matricen °(f,??) har ortogonale rækker, og1 < ~ < 00 d (X, y) 

slut heraf, at den inverse matrix a(~y) har ortogonale sØjler, 
o(1,'l) 
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altså at vektorerne d (x, y)
og-

?>'t 
er ortogonale. Hvad betyder 

dette geometrisk? 

[vink: undgå 

d x- f 
at ~d+=- ol+

at skrive for 

J 
o.s.v. 

mange kvadratrodstegn. Udnyt f.eks., 

22. Find mlnlmum og maksimum for funktionen 

t = 4-iu,x + siu,~ + ~ (x+y) 

på intervallet [ -Jt 1Jt J )( [-JL 1JL]. 

23. Find (globalt) minimum og maksimum for funktionen 

t= emX' t~~+ ~(x+y). 

24. Lad ep: fR~ IRk være en affin transformation give t ved 

ep : t ~ At t (5 t == ( 1~)E rR \1 

hvor A er en regulær (k.)(k.)-matrix og ~E rR~ Lad J2s: fRI{ være en å

ben mængde med billedet Ji = ep (Jl). 
'2.. .v 

Vis, at der for en ~-funktion t på &fl. gælder 

H(focp) = AT[J.I(f)o<p]A. 

Slut heraf, at Laplace operatoren Ll(t) = Tr H("tl er invariant o

ver for ortogonalt koordinatskift. 

25. UndersØg, om funktionen 

t= e-tf (x z.+ yz._z.2-) + 2.eb1 (y-z.) + 2.(x+z.)z 

har lokalt ekstremuro i (g). 

26. En konveks firkant med siderne Q ~ C ~ antages forsynet med1 1 1 

hængsler i vinkelspidserne. Den antages i en stilling med maksi
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malt areal. Vis, at den er indskrivelig. 

[vink: Som funktion af vinklerne ~Y er 

arealet A give t ved formlen 

lA = o.lr~x + ul s~y. 

Vis, at der mellem x og y gælder 

1.t' eD-l x - e. d_ eRn y = -k (o,"l.+ b'l.- e,__ d. z.) J 

27. I planen betragtes en afsluttet trekantskive A1ALA 3 . HØjder

ne fra A1,Az. 1 A.3 betegnes { 1 ,{z., {3 , og for et vilkårligt punkt P 

af trekantskiven betegnes med x ~L>x3 afstandene til linierne1 

A,A 3 , A3 A1 , A.t A2. . Vis, at der gælder 

X1 Xz. + x3 _ 1 
1:.1 +- -t;., {,3 - . 

Vis herved, at produktet x1x,x3 er stØrst, når P er medianernes 

skæringspunkt. 

28. For et egentligt eller udartet retvinklet parallelepipedum 

med kantlængder )(~o,y-qo, z.~D betragtes 

overfladen S = 2.. yz. + 2.x z.. + 2.x y 

volumenet v -= xyz. 

Hvilke værdier kan V antage for givet S '70? 

29. For givne ikke negative tal t 1 , • •• 1 tk.. og givne vægte 

~ > ••• ,~~(positive tal med sum 1) kaldes 

henholdsvis det geometriske og det aritmetiske middeltal af 

t 1>···,tk med vægtene 0( 1 , · · · J o< k. • Bevis, at der gælder uligheden 

G, ~ A' 

1 
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og at lighedstegnet gælder, når og kun når tallene t1 1 • •• , tk er 

lige store. 

[vink: For givne vægte og givet A 0~0 sØges globalt maksimum af 

C9 under bibetingelsen A= A0 .] 

3o."' For glvne positive tal t 11 • .. ,tk. og givne vægte tX 1 1 •• • 1 OC~e-

(positive tal med sum 1) kaldes for et vilkårligt pe ~ 

_ { ( oc 1t t+ ···+ O(le. t: )Yr .fo-r p =/:o 
Mp t/"1 •.. t :K.. toY 'f' e O 

den p-te potensmiddelværdi af t1 ) ... ) t k.. med vægtene ()(f) ••• J G( k. . Be-

vis, at der for p<'} gælder uligheden 

Mp ~ Mey 

og at lighedstegnet gælder, når og kun når tallene t1J"'Jtk er 

lige store. Vis endvidere, at Mp er en kontinert funktion af p, 

og at 

-ew.v tvt P = ~~~"-~~x [t 1, •••, tk) , b Mh - t»Uu ~t,, ... , t~t-}. 
p~-oo r 

r~+oo 

[vink: Ved beviset for, at Mp er kontinuert i punktet p=O, benyt

tes for pf D omskrivningen 

~ Mp = t ~ (1 + oc1 (tf-1 )-t- ... -1- tt~e (t~-1)). 

31. Halvrummet { (~)e rR '?!/Z ;:-o Jtænkes udfyld t af et medium med 

brydningsforholdet v og halvrummet { (~)t 1R3Iz <D} med et medium 

med brydningsforholdet ft· Der er give t to punkter A= (i) og 

13 = (?-(,..) , hvor o.,{,{,. er positive tal. Vis Fermats princip, at 

blandt alle tænkte lysstråler A'P B, hvor -p= ( ~ ) , har den ved 
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brydningsloven bestemte den egenskab, at lyset når hurtigst fra A 

til B . (Lyshastigheden i et medium med brydningsforholdet V er 

~, hvor c.. er hastigheden i det tomme rum.) 

betegne et sæt af ikke negative tal med sum32 ~ Lad p :: ( J~ ) 
1. Vi definerer entropien af p ved 

1\<. 

H(p) == L Pv 4 Pv 
11=1 

hvor funktionen )( -ec.,x er defineret ved kontinuitet for x= o, d. v. s. 

0~0 =0. Denne stØrrelse kan man opfatte som et mål for den usik

kerhed, der hersker om udfaldet af et forsØg med~ mulige udfald, 

hvor detv-te udfald har sandsynligheden Pv· Bevis, at 

altså at usikkerheden er stØrst, når de mulige udfald er lige sand

synlige. 

(vink: (1) Vis, at H har et globalt maksimum i A = 

(2.) Vis gyldigheden for 1Vt =1. (3) Vis 

under antagelse af gyldigheden for ~-1 , at det globale maksimum 

må antages i Af'ttplp1)'DJ···) p'k/'OJ, og anvend sætningen om ekstre

muro under bibetingelser.J 

33. Bevis Hadarnards determinantvurdering 

og afgØr, hvornår lighedstegnet gælder. 

[vink: SØg globalt minimum og globalt maksimum af determinan

ten (opfattet som funktion af de k~ variable ai) ) under bibetin
2. '2... 1.. 2. 1gelserne a1t + • • • + Ql<i = c1 > ••• > o. 1k. + · • · + llk.k = C!. k . 
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SUPPLERENDE OPGAVER OM DIFFERENTIABLE FUNKTIONER 

/b~
l Opgave 1 . Vis, at den ved 

<L/\ 11 

o for (x' y) = (o, o) 
~i 

f(x,y) = 3 2 
x y for (x' y) :j: (o' o) ' x2+y2 

definerede afbildning af JR2 -+ ]R er differentiabel og find 

differentialet i (O, O) • 

z = x(y ) . S-if(;(t_ Opgave 2. Find differentialet af funktionen f(x Y Z)' ' ~ 

l/J Opgave 3. Vis, at den ved 

for x = o 
f(x,y) 

. 1s1n for x :j: o x 

definerede afbildning er differentiabel, men en af de partielle 

afledede er ikke kontinuert i (0,0) . 

9_Egave 4. Lad e = {x E JR2 l lx1 l < 1~ og definer 

f(x1,x2) = A-x12 + x12 + 2x22 Vi~ at f er differentiabel 

i e . 

Opgave 5. Find f' (x) af den reelle funktion 

(se opgave 2) . 

Opgave 6. Vis, at f(x,y) som funktion: 

2JR ,{0} -~ R opfyldes 
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EKSTRA OPGAVER VEDR. "OMVENDT AFBILDNING" 

A. 

"' 

1 ) Find mængden af punkter a 

findes åbne omegne w og 

E 

u 

- 2x +2 

lR2 med 

(i lR2) 

den egenskab, 

af hhv. a 

at der 

og f (a) l 

således at f afbilder w bijektiv på u med en C1-afbild

ning som invers: U ~ W . Angiv funktionalmatricen for denne 

inverse afbildning. 

2) Find samtlige lokale ekstremurospunkter for funktionen 

2 2 2 x + ~ x - 2x : lR ~ lR under bibetinglesenf1 = 1 2 1 

= x + x - 2x - + 1 = O • f2 1 
2 

2 
2 

1 2x 2 

2
B. n: = { (a, 13) E m l a > o eller 13 * O} 

For (a,l3) E n betegner Arg(a,l3) hovedargumentet for 

(a,l3) r sml. side 2.7 i pakke 101 Æ. 

Begrund, at Arg: n~ JR er en c=-funktion (sml. f.eks. 

"Omvendt afbildning" side 4). 

Angiv funktionalmatricen D Arg , og find de partielle 

åfledede af anden orden (altså matricen H Arg) . 

2 2
Vis, at funktionen g: = Arg + ~ x + y - x - y: n -+ lR 

har lokalt minimum i (1,0) . 

Begrund, at g ikke har lokalt maksimum i noget punkt. 
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