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Om ringe og moduler

1. Nogle grundbegreber.

(1.1). Idet folgende betegner R en ring. Her, som overalt i dette kursus, forudsaettes,
at ringen er kommutativ, dvs at multiplikationen er kommutativ: rs = sr for alle
elementer r, s i ringen. Videre forudsaettes overalt, at ringen har et et-element, dvs at
der findes et element 1 iringen, sa at 17 = r for alle elementer r i ringen. Et-elementet
er med andre ord neutralt element for multiplikationen. Ringens nul-element er det
neutrale element for additionen. Det betegnes 0, og det er karakteriseret ved r40 = r.
Hvert element r i R har et inverst med hensyn til additionen: det er det modsatte
element, betegnet —r. Det er ikke udelukket, at nul-elementet og et-elementet i R
er det samme element. Hvis 0 = 1, sa sluttes imidlertid, at » = 1r = Or = 0;
ringen indeholder altsa sa kun ét element, nemlig nul-elementet, og den kaldes ogsa
nul-ringen og betegnes 0.

Et element i R, der har et inverst med hensyn til multiplikationen, siges blot at
veere invertibelt element i R. Et sadant element kaldes ogsa en enhed i R. At r er
et invertibelt element i R betyder, at der findes et element 7’ i R, saledes at rr’ = 1.
Elementet 7’ er det inverse element, betegnet r~1. De invertible elementer i R udggr,
med multiplikation som komposition, en gruppe betegnet R*.

Et element r i R kaldes nilpotent, hvis der findes en eksponent n saledes at r"™ = 0,
det kaldes idempotent, hvis 72 = r, og det kaldes involutorisk, hvis r? = 1.

(1.2). Et element r i R kaldes en nul-divisor, hvis der findes et element a # 0 i
R, saledes at ra = 0. Bemeaerk, at der ikke findes nogen nul-divisorer i nul-ringen. I
alle andre ringe er nul-elementet en nul-divisor. Ringen kaldes et integritetsomrade,
hvis ringen ikke er nul-ringen og den eneste nul-divisor er nul-elementet. Den sidste
betingelse kan udtrykkes ved nul-reglen: af ra = 0 folger at r = 0 eller at a = 0.

Ringen R kaldes et legeme, hvis R ikke er nul-ringen og hvis alle elementer for-
skellige fra O er invertible i R. Bemaerk, at et legeme er et integritetsomrade. Af en
ligning ra = 0, hvor r # 0, fis nemlig ved multiplikation med r~! at a = 0.

Ringen Z af hele tal er et integritetsomrade. Ringene Q, R og C af henholdsvis
rationale, reelle og komplexe tal er legemer.

(1.3). Lad 1 veere et-elementet i R. Det er ikke udelukket, at der findes naturlige
tal n saledes at

—
1+--+1=0. (1.3.1)
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Hvis der findes sadanne tal n, sa kaldes det mindste af disse ogsa for ringens karakte-
ristik. Alle tal n, for hvilke (1.3.1) er opfyldt, vil sa veere multipla af karakteristikken.
Hvis ligningen (1.3.1) ikke er opfyldt for noget tal n, siges ringen at have karakteristik
0.

(1.4). En afbildning #: S — R mellem ringe kaldes en (ring-)homomorfi, hvis 60
bevarer addition og multiplikation og afbilder et-elementet i S over i et-elementet i R.
Betingelserne kan udtrykkes ved ligningerne ¢(s+t) = ¢(s) +¢(t), p(st) = p(s)p(t)
og ¢(1) = 1. Homomorfien kaldes en isomorfi, hvis den er bijektiv.

En delmeengde R’ af R, som er stabil under addition og multiplikation, og som
selv er en ring med samme et-element som R, kaldes en delring af R. Bemaerk, at
den sidste betingelse er ngdvendig for at sikre, at inklusionsafbildningen s +— s er en
ringhomomorfi R’ — R.

(1.5). En delmzngde a af R kaldes et ideal, hvis a er en undergruppe i ringens
additive gruppe og a desuden er stabil med hensyn til multiplikation med et vilkarligt
element fra R. Den sidste betingelse betyder, at der for alle elementer a i a og ri R
geelder, at produktet ra tilhgrer a.

De trivielle idealer er delmaengderne {0} og R. Idealer, der er forskellige fra R,
kaldes ogsa egte idealer. Bemeerk, at et ideal a i R er et segte ideal, hvis og kun hvis
et-elementet 1 ikke tilhgrer a. Er nemlig 1 € a, sa folger for hvert element r i R, at
r=rle€a

Et ideal a kaldes et hovedideal, hvis der i a findes et element a, saledes at a bestar
af alle multipla af a, dvs a = Ra = {ra | r € R}. Idealet siges da at veere frembragt
af a, og det betegnes ogsa (a). Ringen kaldes en hovedidealring, hvis alle idealer er
hovedidealer, og et hovedidealomrade, hvis den desuden er et integritetsomrade.

De trivielle idealer er gjensynlig hovedidealer: hovedidealet (0) bestar kun af nul-
elementet, og hovedidealet (1) bestar af alle elementer i R. Bemeaerk videre, at ho-
vedidealet (a) er et zegte ideal, hvis og kun hvis a ikke er et invertibelt element. Er
nemlig (a) = R, sa er specielt 1 element i (a). Folgelig er 1 = sa, hvor s € R, og
sa er a invertibel. Antag omvendt, at a er invertibel, altsa at der findes s i R sa at
sa = 1. Da geelder for hvert element r, at r = rsa tilhgrer (a).

(1.6). Antag, at R er et integritetsomrade. Et element p i R, som ikke er 0 og
ikke er en enhed, kaldes irreducibelt, hvis det kun pa triviel made kan skrives som et
produkt p = rs. Det kaldes et primelement, hvis det opfylder fglgende: hvis p gar
op i et produkt rs, sa gar p op i en af faktorerne r og s. Det er let at vise, at et
primelement er irreducibelt.

Ringen R siges at vaere faktoriel, hvis hvert element i R, der ikke er 0 og ikke er
en enhed, kan skrives som produkt af primelementer. Akvivalent er betingelsen, at
hvert element, som ikke er 0 og ikke er en enhed, entydigt kan skrive som produkt
af irreducible elementer. En faktoriel ring siges ogsa at vaere en ring med entydig
primoplosning, eller at veere en Gauss’isk ring. Den kaldes ogsa et UFD (engelsk:
Unique Factorization Domain). Det er velkendt, at et hovedidealomrade er en fakto-
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riel ring. To elementer i en faktoriel ring kaldes primiske, hvis deres fzelles divisorer
kun er enhederne.

(1.7). Lad a og b veere idealer i R. Det er klart, at faellesmaengden a N b igen er et
ideal. Ved summen a 4 b forstas idealet bestaende af summer a + b, hvor a € a og
b € b. Ved produktet ab forstas idealet bestaende af alle endelige summer af produkter
ab, hvor a € a og b € b. Ved radikalet Rad a forstas idealet bestaende af de elementer
r i R, der har en potens r" som tilhgrer a.

Bemzerk, at produktet ab er indeholdt i faellesmaengden a N b. Bemeerk videre, at
radikalet Rad(0) af det trivielle ideal (0) bestar af de nilpotente elementer i R.

(1.8). Til hvert ideal a i R hgrer en kongruensrelation: To elementer r og 7’ er
kongruente modulo a, hvis differensen r’ — r tilhgrer a. Kongruens modulo a er en
ekvivalensrelation, og sekvivalensklasserne kaldes ogsa restklasser. Den tilhgrende
kvotientring, dvs meengden af restklasser, betegnes R/a. Restklasser komponeres
ved regning med representanter.

Ringhomomorfien R — R/a, der afbilder et element r i R over i den ackvivalens-
klasse, der indeholder r, kaldes den kanoniske homomorfi, og den betegnes r +— 7.

Lad #: R — S veere en ringhomomorfi. Da udsiger Isomorfisetning for ringe
som bekendt fglgende: Kernen for 6, dvs originalmaengden 6=1(0), er et ideal i R,
billedet O(R) er en delring af S, og 0 inducerer en naturlig isomorfi fra kvotientringen
R/671(0) pé billedringen 0(R).

(1.9). Med R[X] betegnes ringen af polynomier med koefficienter i R. Elementerne
i R[X] er endelige summer,

f:To-l-TlX-i-----i-’I“an.

Hvis polynomiet ikke er nul-polynomiet, dvs hvis et af r;’erne er forskelligt fra 0,
defineres polynomiets grad som det storste ¢ for hvilket r; # 0. Den tilsvarende
koefficient r; kaldes hgjestegradskoefficienten eller den ledende koefficient. Hvis den
er lig med 1, siges polynomiet at veere et normeret polynomium (eller et monisk
polynomium). Nar nul-polynomiet tilleegges en grad, forudssettes altid, at denne
grad er mindre end alle andre grader, og specielt, at denne grad er mindre end 0.
Graden af et polynomium f betegnes deg(f). Polynomierne af grad mindre end eller
lig med 0 kaldes konstante polynomier. De udger i R[X] en delring, der er isomorf
med R.

Ved multiplikation af polynomier multipliceres specielt hgjestegradskoefficienterne.
Det ses specielt, at hvis R er et integritetsomrade, sa er ogsa polynomiumsringen R[X]|
et integritetsomrade, og graden af et produkt er summen af graderne.

(1.10). Lad der i R[X] vaere givet et normeret polynomium d af grad n. Seetningen
om division med rest udsiger da, at hvert polynomium f har en entydig fremstilling,

f=aqd+r,
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hvor polynomiet r er af lavere grad end d, dvs af grad hgjst n — 1.

Polynomier af formen gd udggr hovedidealet (d). Alternativt udtrykker ssetningen
derfor, at hvert polynomium f modulo (d) er kongruent med et entydigt bestemt
polynomium af formen,

To —|—T1X—|— "'—l—Tn_an_l.

Elementerne i kvotientringen R[X]/(d) er restklasser f af polynomier f. Settes
¢ := X, er swetningen skvivalent med folgende resultat: Hver restklasse i R[X]/(d)
har en fremstilling,

ro+ €4 1

hvor r;’erne er entydigt bestemte elementer i R.

(1.11). Et element a i R siges at veere rod i polynomiet f, hvis f(a) = 0. For et givet
element a i R kan saetningen om division med rest anvendes pa fgrstegradspolynomiet
X — a. Som resultat fas en fremstilling, f = ¢ (X — a) + r, hvor graden af restpoly-
nomiet r er mindre end 1. Restpolynomiet r er altsa et konstant polynomium. Ved
indseettelse af a ses, at konstanten er f(a). Fremstillingen har altsa formen,

f=q(X =a)+ f(a).

Specielt aflaeses heraf, at a er rod i f, hvis og kun hvis f er delelig med forstegrads-
polynomiet X — a.

Hvis polynomiet ¢ har en rod kan processen gentages. Det er let herved at indse
folgende: Hvis R er et integritetsomrade, sa har hvert polynomium f # 0 en entydig
fremstilling af formen,

f=qX —a)™ (X —an)™, (1.11.1)

hvor q er et polynomium uden rgdder i R.

(1.12). Det er velkendt, at polynomiumsringen k[X], med koefficienter i et legeme
k, er et hovedidealomrade. Specielt er k[X] en faktoriel ring. Ethvert ikke-konstant
polynomium kan altsa skrives entydigt som produkt af irreducible polynomier. En-
hederne er de konstante polynomier forskellige fra 0, og ofte antages (implicit), at
irreducible polynomier er normerede.

Legemet k siges at vaere et algebraisk afsluttet legeme, hvis hvert ikke-konstant
polynomium i k[X]| har en rod i k. En sekvivalent betingelse er, at de irreducible po-
lynomier (pa neer multiplikation med en konstant) netop er fgrstegradspolynomierne
X —a for a € k (dette folger fx ved at betragte fremstillingen (1.11.1)). Yderligere
geelder folgende resultat:

Antag, at k er et algebraisk afsluttet legeme. Lad K vare et legeme, som in-
deholder k, og antag at K er af endelig dimension som vektorrum over k. Da er
k=K.
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Bewvis. Lad «a veere et element i K. Det skal vises, at « tilhgrer k. Betragt hertil
potenserne 1, o, @?,... i K. Da K er af endelig dimension over k, findes blandt disse
uendelig mange potenser en ikke-triviel lineser relation, dvs en ligning af formen
apd” + a1t +---+a, =0, hvor a; € k og ikke alle a; er lig med nul. Elementet
a er med andre ord rod i et ikke-trivielt polynomium f i k[X]. Skriv nu f som
produkt af irreducible polynomier, f = p;---p,. Ved indsaettelse af a fas ligningen
0 = f(a) = pi(a)---p-(a). Da K er et legeme, og specielt et integritetsomrade,
folger det af ligningen, at en af faktorerne p;(«) er lig med 0. Elementet « er saledes
rod i et (normeret) irreducibelt polynomium. Da k er algebraisk afsluttet, er dette
irreducible polynomium af formen X — a, hvor a € k. At « er rod i X — a betyder,
at o = a. Altsa er o element i k, som gnsket. 0

(1.13). Algebraens fundamentalsetning udsiger, at legemet C af komplexe tal er et
algebraisk afsluttet legeme. De irreducible (normerede) polynomier i C[X] er altsa
netop forstegradspolynomierne X —a for a € C. Som konsekvens fas fglgende resultat
om ringen af polynomier R[X] med reelle koefficienter:

De irreducible (normerede) polynomier i R[X] er netop polynomierne X — a for
a € R og andengradspolynomierne uden (reelle) radder, dvs polynomierne af formen
(X —a)?+ b2, hvor b # 0.

Bevis. Antag nemlig, at f er et irreducibelt (normeret) polynomium i R[X]. Hvis f
har en reel rod a, sa er f delelig med X — a, jfr (1.11), og folgelig er f = X — a, da
f er irreducibel. Antag derfor, at f ikke har reelle rgdder. Da har f en komplex rod
a, og med « er ogsa det komplext konjugerede tal @ rod i f. Disse tal er forskellige,
sa inden for C[X] er f delelig med produktet p = (X —a)(X —@). Polynomiet p har
reelle koefficienter, og er af den gnskede form. I ringen C[X] gar p op i f; det folger
sa, fx af Ssetningen om division med rest, at p ogsa i ringen R[X] gar op i f. Da f
er irreducibelt, fglger det endeligt at f = p, som gnsket. I

Yderligere fas folgende resultat: Lad K vare et legeme, som indeholder R, og
antag at K har endelig dimension som vektorrum over R. Da er enten K = R eller
K er isomorf med C

Bevis. Antag, at R C K, og betragt et element « i overskudsmaengden. Som i (1.12)
indses, at « er rod i et irreducibelt polynomium p i R[X]. Da a ¢ R, kan p ikke
veere et fgrstegradspolynomium. Af det foregaende resultat fglger derfor, at p er et
andengradspolynomium p = (X — a)? + b2, hvor a,b er reelle og b # 0. Sset nu
j = (o — a)/b. Af ligningen p(a) = 0 fglger da, at j2 + 1 = 0. Det er herefter
klart, at elementerne i K af formen x + yj, hvor =,y € R, udggr et med C isomorft
dellegeme af K. Af resultatet i (1.12), anvendt for k = C, folger nu, at K er lig med

dette dellegeme. Hermed er resultatet bevist. 0
(1.14). Polynomiumsringen R[X7,..., X,] i n variable defineres ganske som for én
variabel. Elementerne i R[X;, ..., X,] er endelige summer,

— E . . 7;1 . 74n
F - rll?"'7/l/nX1 Xn °

11 5ee0yln
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De specielle polynomier af formen rX fl - X hvor r € R, kaldes monomier. Hvis
r # 0 tilleegges monomiet graden i1 + - - - + i,,. Et polynomium er saledes en endelig
sum af monomier. Monomiet X fl -+ X!n siges at forekomme i polynomiet F, hvis
den tilhgrende koefficient r;, . ; er forskellig fra 0. Hvis F' ikke er nul-polynomiet,
defineres graden af F' som den stgrste grad af et monomium, der forekommer i F'.

Et polynomium H kaldes homogent, hvis alle monomier der forekommer i H har
samme grad. Ethvert polynomium F' kan fremstilles som en sum af homogene led Fj:
Leddet F}, er summen af de monomier rih___,ianl . -Xf;, der har graden h.

Monomierne i F' kan ordnes efter en af de variable, fx efter X,,. Herved frem-
kommer et polynomium i den ene variable X,,, hvis koefficienter er polynomier i
de resterende variable Xi,..., X, 1. Specielt fas fglgende induktive definition af
polynomier:

R[X1,...,Xn] = R[X1,..., Xp1][X].

Gauss’ Setning udsiger, at hvis R er en faktoriel ring, sa er ogsa polynomiumsringen
R[X] en faktoriel ring. Ved induktion fplger sa, at nar R er faktoriel, sa er ogsa
polynomiumsringen R[X1,...,X,] 1 n variable en faktoriel ring. Specielt fglger det
ved induktion, at polynomiumsringen k[ X7, ..., X,,] med koefficienter i et legeme k er
en faktoriel ring. [Induktionsstarten er her, at polynomiumsringen k[X| er faktoriel,
jfr (1.12).]

(1.15). Ved en modul M over ringen R forstas som bekendt en kommutativ gruppe
M forsynet med en multiplikation med elementer fra ringen, R x M — M, som
opfylder de linearitetskrav, der kendes fra vektorrum. Multiplikationen betegnes
(r,z) — rz, hvis misforstaelser er udelukkede. I denne forbindelse kaldes ringens
elementer ofte skalarer. Bemeerk, at betingelsen 1x = x, hvor 1 er et-elementet i
R, er med blandt kravene: moduler forudsaettes at veere uniteere. Modulen, der har
netop ét element, kaldes nul-modulen og betegnes 0.

(1.16). Det mest oplagte eksempel pa en R-modul er maengden R™ af n-sset med
koefficienter i R. Addition og multiplikation med skalarer fra R er koordinatvise. For

n = 1 fas specielt ringen R opfattet som modul over sig selv. Hvis My,..., M, er
givne R-moduler defineres mere generelt den direkte sum,

Ml PP Mn’
som maengden af n-s&t (z1,...,2,), hvor z; € M;. Addition og multiplikation med

skalarer fra R defineres koordinatvis.

(1.17). En afbildning ¢: M — N mellem moduler kaldes en (modul-)homomorfi
eller en R-lineer afbildning, hvis den bevarer addition og multiplikation med skalar.
Betingelsen kan udtrykkes ved ligningerne p(x+vy) = p(x) + ¢(y) og ¢(rz) = reo(z).
Homomorfien kaldes en isomorfi, hvis den er bijektiv.

En modul M siges at veere endeligt frembragt, hvis der i M findes endelig mange
elementer eq, ..., e, saledes at hvert element x i M kan skrives som en linearkombi-
nation,

r=ri€1 + -+ rpeny,

8
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hvor r;’erne tilhgrer R. Hvis sadanne fremstillinger er entydige, siges modulen M at
veaere en fri modul, og sxttet eq,...,e, kaldes en basis for modulen. Det er let at
se, at M er endeligt frembragt, hvis og kun hvis der findes en surjektiv homomorfi
R™ — M, og at M er fri, hvis og kun hvis der findes en isomorfi R™ — M.

(1.18). Lad M vere en R-modul. En undermodul N er da en delmsengde N af
M, som er stabil over for addition og multiplikation med skalarer fra R, og indehol-
der modulens nul-element. De trivielle undermoduler er hele M og undermodulen
bestaende alene af nul-elementet i M; den sidste undermodul betegnes 0 eller (0).
Bemeerk, at i modulen R er undermodulerne netop idealerne i ringen R.

Lad N og P vere undermoduler i R-modulen M. Det er klart, at feellesmaengden
N N P igen er en undermodul. Ved summen N + P forstas undermodulen bestaende
af summer n + p, hvor n € N og p € P. Lad a veere et ideal i R. Ved produktet aN
forstas undermodulen bestaende af alle endelige summer af produkter an, hvor a € a

og n € N. Hvis idealet er et hovedideal (a), sa er produktet lig med undermodulen
aN ={an |n € N}.

(1.19). Til hver undermodul N i M hgrer en kvotientmodul M/N: Elementerne i
M/N er restklasser modulo N, dvs skvivalensklasser svarende til folgende sekviva-
lensrelation:

z=a 22X 2 —zeN.

Relationen kaldes ogsa kongruens modulo N. Akvivalensklasserne kaldes ogsa side-
klasser. Klassen, der indeholder z, er delmaengden z + N = {z +n | n € N}. Nar
denne klasse opfattes som element i M/N betegnes den &, og z siges at vare en
reprasentant for klassen. Kvotienten, dvs maengden af restklasser modulo N, orga-
niseres som R-modul ved regning med repraesentanter: Lad U og V veere klasser, og
veelg repraesentanter, u for U og v for V. Summen U4V er da klassen, der indeholder
u + v, og produktet rU (for r € R) er klassen, der indeholder produktet ru. Det
fglger umiddelbart af disse definitioner, at der for alle x,y i M og r i R gelder,

T4y=x+ty, ri=ri.

Afbildningen x — Z er altsa en homomorfi M — M /N, kaldet den kanoniske homo-
morfi.

Lad ¢: M — N veere en modulhomomorfi. Da udsiger Isomorfisetning for mo-
duler som bekendt fglgende: Kernen for ¢, dvs originalmaengden ¢~1(0), er en un-
dermodul i M, og billedet ¢ M er en undermodul i N, og ¢ inducerer en naturlig
isomorfi fra kvotientmodulen M/p=1(0) pa billedmodulen @M.

(1.20). Lad z veere et element i modulen M. Ved r — rz defineres da en homomorfi
R — M. Kernen for denne homomorfi er en undermodul i R, altsa et ideal. Dette
ideal bestar af de skalarer r, som opfylder rx = 0, og det kaldes ogsa annullatoren for
elementet x, og det betegnes Ann(x). Billedet bestar af elementerne i M af formen
rx for r € R, og det betegnes ogsa Rz. Isomorfiseetningen er her en isomorfi,

R/ Ann(z) = Rzx.
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Modulen M kaldes en cyklisk modul, hvis der i M findes et element e saledes at
M = Re. Det fremgar af det foregaende, at M er cyklisk, hvis og kun hvis M er
isomorf med en kvotientmodul R/a af R modulo et ideal.

(1.21). Antag, at R er et hovedidealomrade. Som bekendt gaelder da fglgende
Struktursetning: Enhver endelig frembragt R-modul M er en direkte sum af cykliske
moduler. Der findes med andre ord en isomorfi af R-moduler,

M~R/a;® - & R/a,,

hvor a;’erne er (hoved-)idealer i R.

(1.22). For en (kvadratisk) n xn matrix a = (oy;;) med koefficienter «;; i R betegnes
med o; den j'te sgjle og med ;o den i’te reekke i av. Videre defineres determinanten
af a ved udtrykket,

det o = Z sign(o)ag, -+ Qno,
o

hvor der summeres over alle permutationer i den symmetriske gruppe S,,.

Lad nu & betegne matricen defineret ved at a;; er fortegnet (—1)**7 multipliceret
med determinanten af den delmatrix af o, der fremkommer ved at slette j'te reckke
og i’te sgjle. (Denne matrix kaldtes klassisk den adjugerede til matricen «.) Med
denne notation galder da for en vilkarlig sgjle x € R™ og k = 1,...,n formlen,

det(aq,...,z,...,ap) = (x&)x,
hvor x er placeret som k’te sgjle i matricen pa venstresiden.

For at bevise denne formel udvikles determinanten pa venstresiden efter den k’te
sdjle. For determinanten fremkommer herved et udtryk, der gjensynlig har formen,
det(aq,...,z, ... ) = A1z1 + -+ + Apzyp,
hvor A;’erne kun afhaenger af matricen « og ikke af sgjlen z. Fglgelig kan A; bestem-
mes ved i udtrykket at indssette den sgjle x, der har 1 pa den 7’te plads og 0 pa de

gvrige pladser. Den sggte formel fglger umiddelbart af denne bestemmelse.

Formlerne ovenfor vedrgrer rackkerne i den adjugerede matrix a. Tilsvarende form-
ler for sgjlerne i den adjugerede matrix udledes analogt (eller ved transponering). De
to seet formler medforer fglgende identiteter, kaldet Cramer’s formler,

aa = aa = (det a)l,,

hvor 1,, betegner n x n enhedsmatricen.
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2. Kerne og kokerne. Exakte fglger.

(2.1) Definition. Lad der veere givet en homomorfi, dvs en R-linezer afbildning,
@: M — N. Ved kernen for ¢ forstas som bekendt originalmsengden ¢ ~1(0). Kernen
betegnes Ker . Djensynlig er kernen en undermodul af M. Videre er billedet oM en
undermodul af N. Ved kokernen for ¢ forstas den tilhgrende kvotientmodul N/oM.
Kokernen betegnes Coker .

Som bekendt er ¢ injektiv, hvis og kun hvis Ker ¢ = 0. Af definitionen fremgar
umiddelbart, at ¢ er surjektiv, hvis og kun hvis Coker ¢ = 0.

(2.2) Observation. Lad der veere givet et kommutativt diagram af moduler,

M —" s M

d I

N —— N
[Her, som i det folgende, siges et diagram bestaende af moduler og homomorfier
at veere kommutativt, hvis det for hvilkesomhelst to moduler M og P i diagrammet
geelder, at alle homorfier fra M til P, der kan fas ved sammensaetning af diagrammets
homomorfier, er ens.]

I diagrammet er altsa vy = ¢’u. Homomorfien p vil da afbilde undermodulen
Ker ¢ af M ind i undermodulen Ker " af M’. Antag nemlig, at = tilhgrer Ker ¢. Sa
er altsa pxr = 0, og dermed ogsa vpxr = 0. Da diagrammet er kommutativt, fglger
det at ¢’'uxr = 0. Og det betyder jo, at ux tilhgrer Ker ¢'.

Det kommutative diagram vil altsa inducere en homomorfi mellem kernerne,

Ker ¢ — Ker ¢’.

Tilsvarende vil v afbilde undermodulen @M af N ind i undermodulen ¢'M’ af N'.
Heraf fas en veldefineret afbildning N/oM — N'/¢’M’ mellem kvotienterne: en
klasse i N/@M med repraesentanten = € N afbildes pa den klasse i N'/¢' M’ som
repraesenteres af va € N'. Der induceres altsa en homomorfi mellem kokernerne,

Coker ¢ — Coker ¢’.

(2.3) Definition. Lad der veere givet en fglge af moduler og homomorfier,

Pit1 ¥
'—>Mi+1 \Mi > ji—1 ———>

Fglgen kan veere endelig, eller uendelig i en eller begge retninger. Fglgen siges da
at vaere en nulfolge, hvis sammensatningen af to pa hinanden fglgende homomorfier
altid er nul. Dette betyder, at billedet af ¢;; er indeholdt i kernen for ¢; for alle i.
Folgen kaldes exakt i modulen M;, hvis billedet af ;11 er lig med kernen for ¢;, og
den kaldes en exakt folge, hvis den er exakt i M; for alle 7.

I definitionen forudseettes naturligvis, at M, ikke er fglgens fgrste eller sidste mo-
dul, saledes at bade ¢; 1 og ¢; er definerede.
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(2.4) Observation. Betragt for en given homomorfi ¢: M — N fglgerne herunder:

0—-M 5 N, (2.4.1)
M % N =0, (2.4.2)
0—-M L N 0. (2.4.3)

Fglgen (2.4.1) er naturligvis en nulfglge. Billedet ved den fgrste homomorfi er nul-
undermodulen 01 M. Fglgen er altsa exakt, netop nar kernen for ¢ kun bestar af 0,
altsa netop nar ¢ er injektiv.

Tilsvarende ses, at fglgen (2.4.2) er exakt, netop nar ¢ er surjektiv. Heraf ses, at
folgen (2.4.3) exakt netop nar ¢ er bijektiv, dvs en isomorfi.

Betragt nu videre fglgerne:

0-M 5 NS P (2.4.4)
ME5NSP 0. (2.4.5)

Folgen (2.4.4) er exakt i M, netop nar ¢ er injektiv, dvs nar ¢ afbilder M isomorft
pa billedet @M. Den er exakt i N, hvis ¢ M er lig med kernen for 1. At fglgen er
exakt betyder altsa at ¢ afbilder M isomorft pa kernen af 1. Lidt lgst betyder det,
at M ,er” kernen for homomorfien .

Folgen (2.4.5) er exakt i P, netop nar ¢ er surjektiv. Lad K betegne kernen
for 1. Ifplge isomorfissetningen induceres da en injektiv homomorfi N/K — P med
billedet 1) N. Homomorfien 1 er altsa surjektiv, netop nar den inducerede homomorfi
N/K — P er en isomorfi. At folgen er exakt i N betyder, at K er lig med billedet
af ¢, altsa at N/K er lig med kokernen for . At folgen er exakt betyder altsa at 1
afbilder kokernen for ¢ isomorft pa P. Lidt lgst betyder det, at P ,jer* kokernen for
homomorfien ¢.

(2.5) Isomorfissetning. Folgen,

0=MA5NLP 0,

er exakt, hvis og kun hvis ¢ .er“ inklusionen af en undermodul af N og v er® den
kanoniske homomorfi pa den tilhorende kvotient.

Bewvis. Pastanden er gjensynlig et specialtilfaelde af overvejelserne i (2.4). i

(2.6) Slangelemma. Lad der vere givet et kommutativt diagram med exakte rak-
ker,

/(LN V/ S / { — |
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Da induceres naturligt en exakt folge mellem kerner og kokerner,

Ker ¢/ — Ker ¢ — Ker ¢ % Coker ¢’ — Coker ¢ — Coker ¢ .

Hvis homomorfien i’ er injektiv, sa er den forste homomorfi mellem kernerne injek-
tiv. Hvis homomorfien v er surjektiv, sa er den sidste homomorfi mellem kokernerne
surjektiv.

(2.7) Definition. Fglgen af kerner og kokerner i Slangelemma’et kaldes kerne-
kokerne folgen. Homorfien §, der indgar heri, kaldes ogsa den forbindende homomorfi.
Den defineres saledes: Lad x veere et element i kernen for ¢”. Specielt er x sa element
i M"”, og da homomorfien p er surjektiv findes et element w i M, sa at pw = =x.
Betragt billedet pw i N. Da diagrammet er kommutativt og x tilhgrer kernen for
o, far vi at

vow = ¢ pw = "z = 0.

Altsa vil pw tilhgre kernen for v. Da diagrammets nederste raekke er exakt i IV,
folger det, at pw tilhgrer billedet v/ N'. Altsa findes et element y i N, sa at v’y =
pw. Billedelementet dx defineres nu som den klasse i Coker ¢, der repraesenteres af
elementet y € N'.

Det er naturligvis en del af Slangelemma’et, at denne definition er lovlig, dvs at
billedet 6z ikke athzenger af de valg (af w og y), der indgik i definitionen.

Beuvis for Slangelemma. Det skal vises, at definitionen af J er lovlig, og at d er en ho-
momorfi. Videre skal det vises, at folgen er exakt pa 4 steder. Endelig skal lemma’ets
to sidste pastande bevises. Beviserne udfgres ved en sakaldt diagramgjagt, hvor ele-
menter fgres rundt i diagrammet langs pilene under udnyttelse af exaktheden. Vi
efterviser kun to af pastandene, og overlader resten til leeseren.

Falgen er exakt i Coker p: Betragt hertil en klasse i Coker ¢, og veelg en reprae-
sentant = for den. Det skal vises, at klassen afbildes i nul-klassen i Coker ¢, hvis
og kun hvis klassen kommer fra en klasse i Coker ¢'. At klassen reprasenteret ved
x afbildes i 0 i Coker ¢” betyder at v tilhgrer billedet " M” | altsa at der findes et
element z 1 M sa at ¢’z = vr. Ifslge antagelsen er u surjektiv, sa et sadant element
z har formen py. Klassen afbildes derfor i 0, hvis og kun hvis der findes et element y
i M, saat v = ¢ uy. Da diagrammet er kommutativt, er " = vy, og betingelsen
kan derfor ogsa skrives vz = vyy. Klassen afbildes derfor i 0, hvis og kun hvis der
findes et element y i M, sa at

v(z — @y) =0.

Elementerne af formen z — ¢y, hvor y € M, er netop samtlige reprasentanter for
den givne klasse. Heraf ses, at klassen afbildes i 0, hvis og kun hvis den har en
repraesentant, der tilhgrer kernen for v. Da den nederste raekke i diagrammet er
exakt, er den sidste betingelse ackvivalent med at klassen har en repraesentant, der
tilhgrer billedet for v/. Nu er det klart, at klassen afbildes i 0, hvis og kun hvis den
kommer fra en klasse i Coker ¢'.
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Folgen er exakt i Ker ¢”: Lad nemlig x veere et element i Ker ¢”. Det skal vises,
at 0x = 0, hvis og kun hvis der findes et element v i Ker ¢ sa at pv = x.

,hvis“: Antag, at v € Ker ¢ og pv = x. Som det element w der indgar i definitionen
pa dzx kan vi sa bruge w := v. Da w sa tilhgrer Ker ¢, er pw = 0. Som det element
y der indgar i definitionen af dx kan vi derfor veelge y := 0. Da klassen dx sa er
repraesenteret ved y = 0, er dx = 0.

okun hvis“: Antag omvendt, at dx = 0. I definitionen af § indgar to valgte
elementer y og w. Da dx = 0, er repraesentanten y element i ¢’ M’. Der findes altsa
et element v i M’ sa at p'u = y. Ifslge valget af y i definitionen af ¢ er 'y = pw.
Videre er /¢’ = pu’ da diagrammet er kommutativt. Altsa er

op'u=1v'"¢'u="1"y = puw.
Heraf ses, at elementet v := w — p'u tilhgrer kernen for ¢. Yderligere er uy’ = 0
ifglge forudsaetningen, og heraf fas, at

po = pw — pp'u = pw =,

idet den sidste ligning fglger af valget af w. Altsa er v element i kernen for ¢ og
Qv = x, som gnsket. 0

(2.9) Bemaerkning. De to ekstra antagelser i slutningen af Slangelemma’et kan
under ét udtrykkes ved at folgende kommutative diagram har exakte raekker:

’

0O — s M 5 s M B s M — 0

N -

0 —— N/ -~ N —2 % N/ — 0.

Konklusionen er sa en udvidet exakt kerne-kokerne folge,

0 — Ker ¢’ — Ker ¢ — Ker ¢ 2 Coker ¢’ — Coker ¢ — Coker ¢" — 0.

Slangelemma’et har en lang raekke anvendelser. Her indskraenker vi os til at vise
nogle klassiske isomorfisaetninger.

(2.10) Korollar. Lad der vere givet en homomorfi ¢: M — P og undermoduler
Fy C Fy af M. Fori=1,2 betegnes med F| kernen for ¢’s restriktion til F; og med
F!" billedet of F; i P. Da induceres en exakt folge mellem kvotienterne,

0— Fy/F| — Fy/Fy — FYJF] — 0.

Bevis. Undermodulen F/ af M er blot feellesmaengden af F; og Ker g, sa det er
klart, at F| C Fj. Det er ligeledes klart, at F{" C Fy. Afbildningen ¢ definerer
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ved restriktion en surjektiv afbildning F; — F/’, og kernen for denne afbildning er
gjensynlig undermodulen F/. Vi far derfor fplgende diagram,

0 —— Fy > By F/ —— 0
0 — FJ Fy y FYf —— 0,

hvor de lodrette pile er inklusionsafbildninger. Raekkerne er exakte ifglge Isomorfi-
seetning (2.5). Det er klart, at diagrammet er kommutativt. Da den sidste lodrette
pil i diagrammet er injektiv, er den tilsvarende kerne lig med 0. Den sggte exakte
folge af kvotienter er altsa den sidste del af den exakte kerne-kokerne fglge. 0

(2.11) Noether’s fgrste Isomorfissetning. Lad P og Q vere undermoduler i mo-
dulen M. Da findes en naturlig isomorf,

P ~ P+Q

PNQ Q

Bevis. Lad ¢: M — M /P vare den kanoniske homomorfi af M pa kvotienten. Un-
dermodulen P er da kernen for ¢. Anvend nu Korollar (2.10) med F} := @ og
F, :== P+ Q. Qjensynlig er F{ = PNQ, og F5 = P, da F, O P. Billedet F!' er
billedet af F; i kvotienten M/P. Her er F|' = FJ, thi elementerne i Fj er jo sekvi-
valensklasserne modulo P med repraesentanter af formen p+ ¢, hvor p € P og q € @,
og modulo P vil p + g og q repraesentere samme klasse. I den exakte fglge fra (2.10)
er altsa Fy//F| = 0. Exaktheden sikrer derfor, at homomorfien Fj/F| — F5/F; er
en isomorfi. Og det er netop Noether’s fgrste isomorfi. I

(2.12) Noether’s anden Isomorfissetning. Lad der vere givet en modul M, og
heri undermoduler N C F'. Da findes en naturlig exakt folge,

0— F/N —M/N— M/F — 0.

Bevis. Lad ¢: M — M/ F vere den kanoniske afbildning af M pa kvotienten. Under-
modulen F' er da kernen for ¢. Anvend nu Korollar (2.10) med F; := N og Fy := M.
Her finder vi Fj} = F og F| = N. Billedet Fj er billedet for ¢, altsa Fy = M/F, og
billedet Fy’ er nulmodulen i M/F, da F; = N er indeholdt i F. Kvotienten Fj'/F}’
er altsa lig med M/F. Den exakte folge i (2.10) er altsa den gnskede. 0

(2.13) Bemeaerkning. Ifglge Isomorfissetning (2.5) kan exaktheden af folgen i No-
ether’s anden isomorfissetning udtrykkes saledes: Modulen F'//N er en undermodul i
M/N, og M/F er den tilhgrende kvotientmodul. Med andre ord findes en naturlig
isomorfi,

M/N

FIN
I anvendelserne af Noether’s anden Isomorfiseetning vil man ofte udnytte, at under-
modulerne i M /N netop er undermodulerne af formen F'/N, hvor F' O N er entydigt
bestemt. Eftervisningen heraf overlades til laeseren.

=~ M/F.
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(2.14) Kerne-kokerne folgen for sammensat homomorfi. Lad p: M — N og
P: N — P vere homomorfier. Da induceres naturligt en exakt folge,

0 — Ker g — Ker o 2 Ker v N Coker ¢ ¥ Coker Yo — Coker iy — 0.

Beuvis. Det er klart, at Ker ¢ er indeholdt i Kery. Fglgens fgrste homomorfi er
den tilsvarende inklusionsafbildning. Det er ogsa klart, at 1o M er indeholdt i ¥ V.
Disse to billeder er undermoduler af P, og folgens sidste homomorfi er den tilsvarende
surjektive homomorfi mellem kvotienterne.

Homomorfien markeret ¢ i folgen er induceret af ¢: M — N: nar z tilhgrer
Ker v, vil px tilhgre Kert. Tilsvarende er homomorfien ¢ i fgelgen induceret af
¥: N — P: denne homomorfi afbilder nemlig @M pa M, sa nar x € M er
repraesentant for en klasse i Coker ¢, sa er yx repraesentant for en veldefineret klasse
i Coker 9.

Endelig afbilder § et element x i Ker v pa skvivalensklassen af x modulo @M.

Beviset for at kerne-kokerne fglgen er exakt overlades til laeseren. 0

(2.15) Opgave. Elementerne i en direkte sum M; @ - - - @ M,,, der som bekendt er
n-s&et x, hvor den i’te koordinat x; tilhgrer M;, skrives bekvemt som sgjler. Betragt
for simpelheds skyld tilfeeldet n = 2, altsa en direkte sum P @ ). I overensstemmelse
med denne konvention skrives homomorfier ind ¢ P & ) som sgjler: idet p: M — P
og ¥: M — @ er givnhe homomorfier, betegner sgjlen (22) homomorfien,

(:Z) M — P®(Q, bestemt ved z — <;’Z)zc = (Zi)

Tilsvarende skrives homomorfier fra P& () som rackker: idet a: P -+ Nog 3: Q — N
er givne homomorfier, betegner rackken (o ) homomorfien,

(a B): P®Q — N bestemt ved (Zj) — (a B) (Z:) = az + PBy.

Lad der nu veere givet homomorfier ¢: M — N og v»: N — P, og lad v := ¢p
betegne den sammensatte homomorfi. Betragt folgende diagram,

()

0 M MaoN 22 N 0
] a
0 s N @)\N@P v, p s 0.

Ggr rede for hvorledes afbildningerne, specielt den midterste lodrette, er definerede.
Vis, at rackkerne er exakte og at diagrammet er kommutativt. Vis, at kerne-kokerne
folgen for diagrammet kan identificeres med folgen i (2.14), og giv herved et alterna-
tivt bevis for at denne sidste fglge er exakt.
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3. Brgkring og brgkmodul.

I det fglgende betegner S en multiplikativ delmaengde af ringen R, dvs en delmaengde,
som er stabil over for multiplikation og indeholder et-elementet 1 i R.

(3.1) Definition. Lad M veere en R-modul. Betragt produktmaengden M x S,
altsa maengden af par (x,s), hvor z € M og s € S. Er (z,s) et sadant par og er
u € S, siges parret (ux,us) at fremga af (x,s) ved at forlenge med u. To par (z, s)
og (2’,s") siges at veere @kvivalente par, hvis de kan forleenges til samme par, dvs
hvis der findes u,u’ € S sa at (ux,us) = (u'z’,u's’).

Det er ikke sveert at vise, at denne relation i maengden af par er en aekvivalens-
relation. Akvivalensklasserne kaldes broker (med tellere fra M og navnere fra S),
og meengden af brgker betegnes S™!M. Brgken med teller x nevner s, dvs den
aekvivalensklasse som indeholder parret (z,s), betegnes x/s.

(3.2) Observation. Det er en umiddelbar fglge af definitionen, at brgker kan
wforlenges*: Brgken x/s er samme brgk som (uz)/(us). Dette folger af at parrene
(x,s) og (ux,us) begge kan forleenges til (ux,us) (det forste par forleenges med wu,
det andet par med 1). Tilsvarende kan man ,forkorte“ (ux)/(us) til z/s.

Enhver afbildning defineret pa maengden af brgker er naturligvis bestemt ved en
forskrift af folgende form:

x/t— ®(x,t), forx € M, t €S.

Omvendt ses, at en sadan forskrift bestemmer en veldefineret afbildning pa maengden
af broker, nar blot veerdien ®(x,t) ikke sendres ved forleengelse af parret (z,t).

(3.3) Lemma. (1) I mengden af broker S™M er additionen,
x/s+y/t:= (tx + sy)/st,
en veldefineret komposition S™'M x STM — S™IM, og multiplikationen,
(r/s)(x/t) := (rz)/(st),

er en veldefineret afbildning S™'R x S™M — S—M. Med disse operationer er S™'R
en ring, og STM er en STR-modul. Nul-elementet i modulen S™M er broken 0/1,
og et-elementet i ringen STR er broken 1/1.

(2) For hver R-lineer afbildning : M — N induceres ved forskriften,

zfs = (px)/s,

en veldefineret S™IR-lineer afbildning S~ 'p: S™M — STIN.
(3) Betragt den kanoniske afbildning M — S~M defineret ved

x—x/l.
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Herom gelder: Den kanoniske afbildning R — S™'R er en ringhomomorfi, og for
hvert element s i S er billedet s/1 invertibelt i STR. Videre er den kanoniske afbild-
ning M — STM en R-lineer afbildning, og for hver R-lineer afbildning p: M — N
er folgende diagram kommutativt:

M —*5 N

| |
S-S, g1y

Beuvis. Beviset for disse pastande er langt og omsteendeligt. Men lsengden skyldes
alene antallet af pastande, og de trivielle beviser overlades til leeseren. 0

(3.4) Lemma. (1) En brok z/t i STIM er nul-elementet, hvis og kun hvis der
findes et element s i S, saledes at sx = 0. Specielt bestar kernen for den kanoniske
homomorfi M — S™IM af de elementer x i M for hvilke der findes et element s i S
sa at sx = 0.

(2) Den kanoniske homomorfi M — STIM er injektiv (henh bijektiv), hvis og kun
hvis der for hvert element s i S gelder at multiplikation med s er en injektiv (henh
bijektiv) afbildning M — M. Hwvis den kanoniske homomorfi er injektiv, sa er en
brok x /t nul-elementet i STM, hvis og kun hvis x = 0, og to broker x/t og 2’ /t' ens,
hvis og kun hvis t'x = tx’.

(3) Brokringen SR er nul-ringen, hvis og kun hvis S indeholder nul-elementet 0

i R.
Bewvis. (1) Nul-elementet i brgkmodulen S~!M er brgken 0/1, s& 2/t er nul-elementet,
hvis og kun parrene (x,t) og (0,1) er ekvivalente. Parret (0, 1) kan netop forleenges
til parrene af formen (0, u), hvor u € S. Ojensynlig kan (x,t) forleenges til et par af
denne form, hvis og kun hvis der findes et element si S sa at sz = 0. Hermed er den
forste pastand bevist. Kernen for den kanoniske homomorfi bestar af de elementer
x € M, for hvilke /1 = 0/1. Den anden pastand i (1) folger derfor umiddelbart af
den fgrste.

(2) Den kanoniske homomorfi er injektiv, hvis og kun hvis dens kerne kun bestar
af nul-elementet 0 i M. Af (1) fglger derfor, at den kanoniske homomorfi er injektiv,
hvis og kun hvis der for alle z i M og alle s € S geelder, at sx = 0= x = 0. Og det
er gjensynlig den forste pastand i (2).

Antag nu, at den kanoniske homomorfi er injektiv. Den sidste pastand i (2) folger
da af (1) ved at betragte differensen =/t — 2’ /t' = (t'z — ta') /tt’. Heraf folger videre
den mellemste pastand i (2). Brgken z/t tilhgrer nemlig billedet ved den kanoniske
homomorfi, hvis og kun hvis den har formen y/1, dvs, hvis og kun hvis der findes y
saledes at « = ty. Hermed er pastandene i (2) bevist.

(3) Hvis S™1R er nul-ringen, sé er specielt 1/1 = 0/1; ifglge (1) findes si et element
s € Ssaat sl =0,ogsaer0=selement i S. Antag omvendt, at 0 € S. Det folger
da af (1), at enhver brgk er nul-elementet, sd S™'R bestar kun af nul-elementet. [
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(3.5) Definition. Ringen S~'R kaldes brokringen for R mht S, og den siges at
fremkomme ved at lokalisere mht S. Tilsvarende siges S™'M at veere brokmodulen
for M. De to vigtigste eksempler pa multiplikative delmeengder er fglgende:

(1) Delmzengden S bestar af potenserne f¢ af et givet element f i ringen R. I dette
tilfeelde bruges betegnelserne Ry for brgkringen og M for brgkmodulen. Brgker har
her formen z/f%. Det folger af Lemma (3.4)(3), at Ry er nul-ringen, hvis og kun hvis
der findes en eksponent i sa at f* = 0, dvs hvis og kun hvis elementet f er nilpotent.

(2) Delmaengden S bestar af komplementeermaengden i R af et givet primideal p.
I dette tilfeelde bruges betegnelserne R, for brgkringen og M, for brgkmodulen, og
de siges at fremkomme ved at lokalisere i p. Brgker har her formen z/s, hvor s ¢ p.
Det folger af Lemma (3.4)(3), at brgkringen R,, aldrig er nul-ringen.

Bemeerk, at brgkringen Z ¢, hvor f er et helt tal forskelligt fra 0, ikke ma forveksles
med restklasseringen modulo f. Den sidste betegnes Z/f. Bemerk videre, at for et
primtal p er brekringene Z, og Z,) forskellige. Begge kan opfattes som delringe af
Q. Den forste bestar af rationale tal af formen r/p™, den anden af tal af formen r/s,
hvor p ikke gar op i s.

(3.6) Seetning. Lad R vere et integritetsomrade. Brokringen K, der fremkommer
ved at lokalisere mht alle elementer forskellige fra 0, er da et legeme, som omfatter
R. For enhver multiplikativ delmaengde S, som ikke indeholder nul-elementet, er
brokringen ST'R naturligt en delring aof K ; specielt er ST'R et integritetsomrdde.

Beuvis. Da R er et integritetsomrade, er delmangden bestaende af alle elementer for-
skellige fra 0 en multiplikativ delmaengde. Yderligere fglger det, at multiplikationen
x +— sx, med et element s # 0, er en injektiv afbildning R — R. Af Lemma (3.4)(2)
folger, at den kanoniske homomorfi fra R til brgkringen K er injektiv. Vi kan altsa
opfatte R som delring af K.

Videre er K et legeme. Elementerne i K er nemlig brgker r/s, hvor r, s tilhgrer R
og s # 0. Hvis en sadan brgk r/s ikke er nul-brgken, sa er r # 0, og fglgelig er s/r en
brgk i K; denne brgk er invers til den givne brek r/s, idet (r/s)(s/r) = (rs/rs) =1/1
er et-elementet i K. Altsa har enhver brgk forskellig fra nul-brgken en invers.

Lad nu S veere en multiplikativ delmezengde af R, sa at 0 ¢ S. Det pastas, at
afbildningen,

r/s— /s,

der til en brgk /s i SR lader svare brgken 7/s i K, er en veldefineret, injektiv
ringhomomorfi. Det er klart, at afbildningen er veldefineret (ja, hvorfor egentlig
det?), og at den er en ringhomomorfi. Og den er injektiv, thi hvis /s i STIR afbildes
pa nul-elementet i K, sa folger det af Lemma (3.4)(2) at » = 0, og sa er brgken r/s
nul-elementet i S~!R. Altsa er ST!R en delring af K. Da en delring af et legeme er
et integritetsomrade, er STIR altsa specielt et integritetsomrade. I

(3.7) Definition. Legemet K, der fremkommer ved at lokalisere et integritets-
omrade R mht alle elementer forskellige fra 0, kaldes broklegemet for R. Bemeerk, at
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den multiplikative delmaengde netop er komplementasermaengden til (0), og at idealet
(0) i R er et primideal, da R er et integritetsomrade. Brgklegemet fremkommer altsa
ved at lokalisere i primidealet (0), jfr Definition (3.5)(2), og det kan betegnes R ).
Broklegemet for ringen Z af hele tal er legemet Q af rationale tal.
Ringen k[X71, ..., X,,] af polynomier i m variable over et legeme k er et integritets-
omrade. Det tilhgrende brgklegeme betegnes k(X7i, ..., X,,), og det kaldes legemet
af rationale funktioner i m variable.

(3.8) Seetning. Lokalisering bevarer direkte sum.

Hermed menes: For en direkte sum M; @ --- ® M,, af R-moduler findes en naturlig
isomorfi af S~'R-moduler,

SYM @@ M,)~S M, &---®SIM,. (3.8.1)

Specielt findes en naturlig isomorfi S™!(R") ~ (S71R)".

Bewvis. En brgk pa venstresiden af (3.8.1) har formen z/s, hvor = = (z1,...,x,) er et
n-seet med z; € M;. Ved isomorfien svarer denne bregk til n-saettet (z1/s,...,x,/s) af
brgker. Det skal vises, at denne tilordning er veldefineret, og at den herved definerede
afbildning fra venstresiden til hgjresiden er en isomorfi.

Tilordningen er veldefineret, thi ved forleengelse med ¢ af en brgk pa venstresiden
eendres n-saettet (x1,...,x,) til t(x1,...,2,) = (tz1,...,tx,), og s eendres til ts. Det
er derfor klart, at forleengelsen ikke sendrer det tilordnede saet af brgker.

Det er let at se, at tilordningen er en homomorfi. Videre er den injektiv. Antag
nemlig at en brgk x/s, hvor x = (z1,...,x,), ved tilordningen afbildes pa nul-
elementet pa hgjresiden. Dette betyder at hver koordinat z;/s er nul-elementet i
S—IM;. Af (3.4)(1) folger derfor, at der for hvert i findes et element ¢; € S si at
t;x; = 0. Nar t er produktet af ¢;’erne geelder derfor, at tx; = 0 for alle 7. Men det
betyder at tx = 0. Altsa er zz/s = 0.

Endelig er tilordningen surjektiv. Lad der nemlig vaere givet et element pa hgjresi-
den, altsa et n-saet af broker z;/s;. Efter forleengelse kan vi antage, at de optraedende
s;’er er det samme element si.S. Den i’te brgk kan nemlig forlaenges med produktet
af alle s;’erne for j # i, og sa far den formen x;/s, hvor s = s; - - - 5,,. Herefter er det
klart, at det givne n-saet tilhgrer billedmaengden. 0

(3.9) Lemma. Lad N 2 M Y P uere en exakt folge of R-lineere afbildninger.
Da induceres en exakt folge af S™'R-lineere afbildninger,

SN 5% g-1p S g-1p,

Bewvis. Lad der veere givet en brgk i S7!M. Det skal vises, at brgken ved S~!
afbildes i nulbrgken i S™1P, hvis og kun hvis brgken er billede ved S~1p af en brgk
i STIN.
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,hvis®: Ifglge definitionen afbildes en brok y/u i S™IN ved S~1¢ pa broken (py)/u
i STIM. Antag altsé at den givne brgk har formen (¢y)/u. Brokens billedet ved S—1)
er da breken (¢Yy)/u i STIP. Her er ¢y = 0, da den givne fglge specielt var en
nulfglge. Billedet er derfor (1 py)/u = 0/u, som er nul-brgken i S~!P.

,kun hvis“s Lad x/t veere den givne brgk, og antag, at den ved S~!'4 afbildes i
nul-brgken. Det antages altsa at brgken (¢z)/t er nul-brgken i S™!P. Ifglge Lemma
(3.4)(1) findes sa et element s i .9, saledes at s(¢x) = 0. Da ® er lineser, folger det at
Y(sz) = 0. Da den givne folge var exakt, sluttes videre, at sx tilhgrer billedet for ¢.
Altsa findes et element y i N, s& at oy = sz. Nu er y/st en brok i STIN, og vi far

(S~ o) (y/st) = (¢y)/(st) = (sz)/(st) = x/t.

Den givne brgk z/t er altsa billedet af brgken y/st i STIN.
Hermed er exaktheden bevist. i

(3.10) Isomorfiszetning for brgkmoduler. Lad N wvere en undermodul i R-
modulen M. Da er SN naturligt en undermodul i S™'R-modulen S™M, og for
den tilhgrende kvotientmodul findes en isomorfi,

(S7IM/STIN) = S~H(M/N). (3.10.1)

Lad omvendt Q vere en undermodul i S™'R-modulen S™M, og lad Qo betegne ori-
ginalmaengden af Q ved den kanoniske afbildning M — S~M. Da er Q = S™'Qo.

Bevis. Folgen 0 - N — M — M/N — 0 er exakt. Ved gentagen anvendelse af
Lemma (3.9) fas derfor, at den lokaliserede folge er exakt,

0— SN —S ™M S HM/N)— 0.

Men det betyder netop, at modulen til venstre er en undermodul i modulen i midten
og at modulen til hgjre er den tilhgrende kvotientmodul.

Bemeerk, at den injektive homomorfi S~'N — S~IM er den oplagte identifikation:
brgken y/s i STIN, hvor y € N og s € S, identificeres med brgken y/s i S™M.

Lad nu @ veere en undermodul i S™!M. Ifglge definitionen bestar @y da af de
elementer x € M for hvilke z/1 tilhgrer Q). Det pastas, at

Q= S5""Qo.

,C“ Lad x/s vaere en brgk i Q. Da @ er en undermodul i S~'M, er produktet
(s/1)(z/s) ligeledes element i Q. Pa den anden side er produktet lig med (sz)/s =
x/1. Altsa er z/1 element i @, og folgelig er x element i Qy. Brgken z/s tilhgrer
derfor S~1Q.

,2“ Betragt en brgk pa hgjresiden, dvs en brgk af formen z/s, hvor x € Q.
Da er x/1 element i Q. Da Q er en undermodul i S™M, er produktet (1/s)(z/1)
ligeledes element i ). Pa den anden side er produktet lig med z/s. Altsa er z/s
element i Q).

Hermed er ligheden bevist, og beviset for Isomorfiseetningen fuldfgrt. 0

21



Mat 3AG Ringe og moduler 3.6
19. maj 1994

(3.11) Bemaerkning. Det folger af Isomorfissetningens sidste resultat, at enhver

undermodul i S™!M er af formen ST!N for en passende undermodul N af M.
Yderligere fremhzeves folgende konsekvens: Lad (0) = Fy C F; C---C F, =M

veere en filtration i M. Da fremkommer ved lokalisering en filtration i brgkmodulen,

0)=8S"'"FCcS'FC.--CSE,=5"'M,

og for de successive kvotienter fas isomorfier S~F;/S~F,_| ~ ST F;/F;_1).

(3.12) Korollar. Lad a vere et ideal i R. Da er S™la et ideal i brokringen S™'R.
Videre er S~'a = ST R, hvis og kun hvis anS # 0. Lad endelig M vere en R-modul.
Da er (S71a)(S™M) = S71(aM) = a S7IM, og der findes en naturlig isomorfi,

S™IM/(S™ ST IM) = STH (M /aM). (3.12.1)

Bevis. Ifglge Isomorfiseetningen (3.10) er S~!a en undermodul i STIR, altsi et ideal
i brokringen ST!R. Antag forst, at a NS # (), altsd at der findes et element a som
tilhgrer bade a og S. Det fglger da at 1/1 = a/a tilhgrer S~la, og sd er S~la = S7LR.
Antag omvendt, at S~la = ST!R. Et-elementet 1/1 vil da tilhgre S~'a, sa der findes
a€aogseSsaat 1/1 =a/s. Ligheden af brokerne betyder, at parret (a,s) kan
forleenges med u € S til et par (ua,us) der er af formen (¢,t), hvor t € S. Da a er et
ideal er t = ua € a. Altsa er t element i faellesmaengden a N S, og feellesmaengden er
derfor ikke-tom, som gnsket.

Betragt nu en R-modul M. Produktet aM betegner som bekendt undermodulen
i M bestaende af endelige summer af produkter ax, hvor a € a og x € M. I modulen
S~IM kan vi tilsvarende betragte produktet S~'a S~!M, og undermodulen S~ (aM),
og videre produktet aS~'M. Det pastas at disse tre undermoduler i S™'M er den
samme.

Betragt et element i den forste undermodul. Elementet er da en endelig sum af
produkter (a/s)(x/t), hvor a € a og x € M. Af ligningen (a/s)(z/t) = (ax)/(st)
ses, at hvert af produkterne tilhgrer den anden undermodul. Fglgelig er den forste
undermodul indeholdt i den anden.

Betragt et element i den anden undermodul. Da (y1 + y2)/s = y1/s + y=2/s, er
elementet en sum af brgker af formen (ax)/s, hvor a € a og x € M. Af ligningen
(ax)/s = a(x/s) ses, at hver af brgkerne tilhgrer den den tredie undermodul. Altsa
er den anden undermodul indeholdt i den tredie.

Betragt et element i den tredie undermodul. Elementet er da en endelig sum af
produkter a(x/s), hvor a € a og x € M. Af ligningen a(x/s) = (a/1)(z/s) ses, at
hvert produkt tilhgrer den forste undermodul. Fglgelig er den tredie undermodul
indeholdt i den fgrste.

Hermed er vist, at de tre undermoduler er ens. Isomorfien (3.12.1) er nu blot
isomorfien (3.10.1) for N := aM. 0
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(3.13) Observation. Lad der vare givet en ringhomomorfi #: R — R’. Billed-
maengden 6S er da en multiplikativ delmeengde af R’. Lad videre N veere en R'-
modul. Som sadan kan N lokaliseres mht 6S. Pa den anden side kan R’-modulen N
opfattes som R-modul, idet produktet defineres ved rz := 6(r)z. Som R-modul kan
N altsa lokaliseres mht S. Her kan man naturligt identificere,

S~IN = (8S)"'N,

idet en brgk z/t pa venstresiden herved svarer til brgken z/(6t) pa hgjresiden. Mere

praecist er x/t — x/(0t) en veldefineret surjektiv afbildning, og den er injektiv. Er

nemlig x/(0t) nulbrgken i (0S)™1N, sa findes ifslge (3.4)(1) et element i 65, dvs

et element af formen 6s, hvor s € S, saledes at (fs)z = 0. Med den definerede

multiplikation er altsa sz = 0, og sa er den givne brgk z /¢ lig med nul-brgken.
Specielt fas for N = R’ en isomorfi,

SR = (99)"'R.

Venstresiden, der a priori er en brgkmodul for R-modulen R’, kan altsa opfattes
som en brgkring for ringen R’. Videre er det let at se, at den inducerede afbildning
S~19: S7'R — S7'R’ er en ringhomomorfi.

(3.14) Bemaerkning. Isomorfien (3.12.1) skal ses i lyset af observationen i (3.13).
Lad 6: R — R/a vaere den kanoniske homomorfi ind i kvotientringen. For M = R
fas af Korollar (3.12) folgende isomorfi af S~1R-moduler:

STIR/S7 a5 STH(R/a). (3.14.1)

Her kan hgjresiden ifglge (3.13) opfattes som brgkringen af R/a mht til den multipli-
kative delmeengde 65, og venstresiden er kvotientringen af brgkringen S~'R modulo
idealet S~'a. Det er let at se, at isomorfien er en isomorfi af ringe. Isomorfien (3.14.1)
udtrykker, at dannelse af kvotientring og dannelse af brgkring er ombyttelige opera-
tioner.

Ogsa isomorfien (3.12.1) udtrykker en sadan ombyttelighed. Som bekendt geelder,
at kvotienten M /aM kan opfattes som R/a-modul, og hgjresiden i (3.12.1) kan ifplge
(3.13) opfattes som lokaliseringen af denne modul mht 6S. Hgjresiden af (3.12.1)
er altsa en modul over ringen (0S)~!(R/a). Venstresiden kan tilsvarende opfattes
som modul over ringen ST'R/S~!a. Som bemeerket er de to ringe den samme ring,
og isomorfien (3.12.1) udtrykker, at de to sider er isomorfe som moduler over denne
ring.

Billedmaengden 6S i R/a bestar af restklasser modulo a af elementer i S. Det er
derfor naturligt at betegne denne mangde med S/a. Isomorfien (3.14.1) og, mere
generelt, isomorfien (3.12.1) er altsa isomorfier,

STIR/STa = (S/a) " (R/a), STM/(ST'aSTM) = (S/a)" (M/aM).
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4. Primideal og maksimalideal.

(4.1) Definition. Et ideal m i ringen R, der er maksimalt blandt de aegte idealer
i R, kaldes som bekendt et maksimalideal. Dette betyder, at m selv er et aegte ideal,
dvs m C R, og at der for alle idealer a i R gaelder folgende betingelse:

mCaCR — m=a.

Som bekendt geelder folgende karakterisering: FEt ideal m i R er et maksimalideal,
hvis og kun hvis kvotientringen R/m er et legeme.

Et ideal p i ringen R kaldes som bekendt et primideal, hvis p C R, og hvis der for
alle elementer x,y i R geelder folgende betingelse:

rTyep — repVyep.

Som bekendt geelder folgende karakterisering: Et ideal p i R er et primideal, hvis og
kun hvis kvotientringen R/p er et integritetsomrade.

Da et legeme er et integritetsomrade, folger det af karakteriseringerne, at ethvert
maksimalideal er et primideal.

(4.2) Eksistenssaetning. Lad a vere et ideal i R, saledes at a C R. Da findes i R
et maksimalideal m som omfatter a.

Bewis. Ideen i beviset er folgende: Enten er a et maksimalideal (og sa er vi faerdige),
eller ogsa findes et ideal a; forskelligt fra R saledes at a C a;. Her er enten a; et
maksimalideal (og sa er vi feerdige), eller ogsa findes et ideal as forskelligt fra R
saledes at a7 C ay. Saledes fortseettes. Enten stopper processen efter endelig mange
skridt (og sa har vi fundet det gnskede maksimalideal), eller ogsa fas en uendelig
kaede af idealer,

aCoa;y Cag C -

I en noethersk ring kan der ikke findes en sadan uendelig kaede. Hvis R er noethersk,
stopper processen altsa efter endelig mange skridt med det gnskede maksimalideal.
Hvis R ikke er noethersk, sa kraeves der yderligere axiomer fra maengdelaeren (Zorn’s
Lemma) for at vise, at ideen kan udbygges til et bevis for eksistensen af det gnskede
maksimalideal. 0

(4.3) Bemaerkning. Det folger af Seetningen, at der i enhver ring R forskellig fra
nul-ringen findes maksimalidealer. Specielt findes altsa primidealer i enhver ring, der
ikke er nul-ringen.

(4.4) Definition. En ring R kaldes en lokal ring, hvis der findes et ideal m C R,
som er det stgrste blandt de segte idealer i R, dvs opfylder, at ethvert ideal forskelligt
fra R er indeholdt i m. Det er klart, at et sadant ideal m ma veere et maksimalideal
i R (og endda det eneste maksimalideal i R); den tilsvarende kvotient R/m kaldes
restklasselegemet for den lokale ring R. For en R-modul M er kvotienten M /mM sa
naturligt en R/m-modul, dvs et vektorrum over restklasselegemet R/m.
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(4.5) Observation. Det fplger af Saetning (4.2), at R er en lokal ring, hvis og kun
hvis R har praecis ét maksimalideal.

Det er klart, at et element r i en ring R er invertibelt, hvis og hvis kun hovedidealet
Rr er hele ringen R. 1 en lokal ring med maksimalidealet m gaelder derfor, at alle
elementer i komplementsermaengden til m er invertible.

(4.6) Nakayama’s Lemma. Lad R vere en lokal ring med maksimalidealet m. Lad
videre M veere en endeligt frembragt R-modul. Hvis M = mM, sa er M = 0.

Bevis. Antag, at elementerne vq,...,v,, frembringer M. Hvert element v i M er
altsa en R-linearkombination v = ) r;v;. Det er klart, at undermodulen mM bestar
af de elementer v, der tilfredsstiller en ligning af formen v = > a;v;, hvor a; € m. En
sadan ligning kan skrives som et matrixprodukt,

v=(V1,...,0m)0,

hvor « er en sgjle af koefficienter i m. Ifglge forudssetningen findes for alle elementer
i M, og specielt for frembringerne v;, en sadan ligning. Ligningerne svarende til de
m frembringere kan under ét skrives som en matrixligning,

(V1. Um) = (V1, .., Um),

hvor o nu er en m x m-matrix med koefficienter i m. Den sidste matrixligning kan
omformes til ligningen,
(1, Um) (1 — @) =0,

hvor 1,, betegner enhedsmatricen. Betragt nu determinanten d := det(1,, — «) i
R. Af matrixligningen folger ved hjeelp af Cramer’s formler, at (vy,...,v,)d = 0.
Determinanten d annullerer derfor alle v;’erne, og dermed ogsa enhver linearkombi-
nation af v;’erne. Da v;’erne var et frembringersystem for M, vil d altsa annullere alle
elementer i M. Pa den anden side har matricen « koefficienter i m, sa determinanten
d = det(1,, — @) har formen d = 1 + a, hvor a € m. Heraf folger, at d ¢ m, thi ellers
var 1 = (1+a) —a € m. Da R er lokal, fglger det videre, at d er invertibel i R. Da
d er invertibel og annullerer alle elementer i M, ma M veere nul-modulen. 0

(4.7) Korollar. Lad R vere en lokal ring med maksimalidealet m, og lad M vere
en endeligt frembragt R-modul. Hvis et seet (vy,...,v,) af elementer v; i M opfylder,
at restklasserne v; modulo mM frembringer kvotientmodulen M /mM , da vil v; ’erne
frembringe M.

Bevis. St F' := R" og lad ¢: FF — M veere den linezre afbildning svarende til
v;’erne, dvs afbildningen,

(r1y..oyTp) = T101 + -+ TpUn.

Det skal vises, at afbildningen ¢ er surjektiv. Idet () betegner kokernen for ¢ skal det
altsa vises, at ) = 0. Da M er endeligt frembragt, er () endeligt frembragt. Videre
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har vi den exakte fglge ' — M — @ — 0, og heraf fas umiddelbart den exakte
folge,
F/mF — M/mM — Q/mQ — 0.

Forudsaetningerne medfgrer, at atbildningen F/mF — M /mM er surjektiv. Af exakt-
heden fglger derfor, at @/m@Q = 0. Af Nakayama’s Lemma folger endelig, at QQ = 0.
Hermed er saetningen bevist. 0

(4.8) Lemma. Antag, at primidealet p omfatter et produkt af n idealer a;. Da vil p
omfatte et af a;’erne.

Beuvis. Det antages, at a; - - -a,, C p, og det skal vises, at der findes et ¢ sa at a; C p.
Antag, indirekte, at et sadant 7 ikke fandtes. Da findes for hvert 7 et element a; € a;,
sa at a; ¢ p. Betragt produktet a = a;---a,. Pa den ene side er a element i
produktet af a;’erne. Pa den anden side er a ikke element i p, da p er et primideal
og ingen af faktorerne tilhgrte p. Men det er i modstrid med at produktet af a;’erne
er indeholdt i p. 0

(4.9) Lemma. Antag, at idealet a er indeholdt i en forening py U --- U p, af n
primidealer p;. Da er a indeholdt v et af p; erne.

Beuvis. Betragt fgrst folgende relationer mellem idealer:

aCprU---Up,, (1)
anpN-Npp_1 Z P, (2)
aZpirU---Upp_1. (3)

Det pastas, at disse tre relationer ikke samtidigt kan veere sande. Antag, indirekte,
at alle tre relationer er opfyldt. Velg sa et element a € a som tilhgrer venstresiden
i (2) og ikke hgjresiden, og et element b € a, som tilhgrer venstresiden i (3) og ikke
hgjresiden. Da er

a€ep; fori=1,....n—1o0ga¢p,, (4)
bép fori=1,....n—10gb€p,, (5)

idet den sidste relation i (5) folger af de n —1 foregaende da (1) gaelder. Elementerne
aogbervalgtia, saa+bea Af (1) folger derfor, at a + b tilhgrer et af p;’erne.
Men nu opnas den gnskede modstrid. Hvis nemlig a + b € p; med i < n, sa fglger af
(4) at b= (a + b) — a € p;, i modstrid med (5). Og hvis a + b € p,,, sa folger af (5)
at a = (a +b) — b € p,, 1 modstrid med (4).

Beviset for Lemma’et fgres nu ved induktion efter n. Pastanden er triviel for n = 1,
og det kan derfor antages, at n > 1 og at pastanden geelder for n — 1 primidealer.
Ifplge forudseetningen geaelder relationen (1). Af det lige viste folger derfor, at en af
relationerne (2) og (3) er falsk.
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Antag, at (3) er falsk. Det folger da umiddelbart af induktionsforudssetningen, at
a er indeholdt i et p; med 7 < n.

Antag endelig, at (2) er falsk. Fellesmeengden pa venstresiden i (2) omfatter
produktet apy ---p,_1. Da (2) er antaget falsk, gaelder derfor relationen:

api - Pn-1 < Pn.

Af Lemma (4.8) folger, at en af faktorerne pa venstresiden er indeholdt i p,,. Hvis
faktoren a er indeholdt i p,,, sa er den gnskede inklusion opnaet. Hvis faktoren p;
for i < n er indeholdt i p,,, sa kan p; undveeres i foreningsmaengden pa hgjresiden af
(1); i dette tilfeelde er a indeholdt i en forening af n — 1 af p;’erne, og sa folger den
gnskede inklusion af induktionsforudssetningen.

Hermed er den gnskede inklusion naet i alle tilfzelde. 0

(4.10) Definition. Lad 6: R — R’ veere en ringhomomorfi. For hvert ideal b i R’
er originalmaengden 0~1(b) gjensynlig et ideal i R, kaldet kontraktionen af b. Hvis 6
er inklusionen af en delring R af R’, er kontraktionen blot faellesmeengden RNb. Ofte
bruges betegnelsen RNb for kontraktionen ogsa nar 6 ikke er en inklusionsafbildning.

Lad omvendt a veere et ideal i R. Det er let at se, at produktet aR’ sa er et ideal
i ringen R’. Det kaldes extensionen af idealet a.

(4.11) Observation. Kontraktionen §71(b) af et ideal b i R" er gjensynlig kernen
for den sammensatte ringhomomorfi R — R’ — R’/b. Af isomorfissetningen for ringe
fglger derfor, at kvotienten R/6~1(b) er isomorf med en delring af R’/b. Heraf folger
umiddelbart, at et primideal i R’ kontraheres til et primideal i R.

Derimod er kontraktionen af et maksimalideal i R’ ikke ngdvendigvis et maksi-
malideal i R, og extension af et primideal er ikke ngdvendigvis et primideal.

(4.12) Kvotientprincip. Lad a vere et ideal i R, og lad 0: R — R/a betegne den
kanoniske afbildning pa kvotientringen. Da vil extension og kontraktion,

p—p/a og q—0'(q),

definere en bijektiv, ordenstro forbindelse mellem pa den ene side de primidealer p i
R, som omfatter a, og pa den anden side samtlige primidealer q i R/a. Hvis p og q
svarer til hinanden ved denne bijektive forbindelse, da er de tilhorende kvotientringe
isomorfe. Endelig findes, for hver modul M og hvert primideal p der omfatter a, en
naturlig isomorfi,

M, /aMy ~ (M/aM )y, - (4.12.1)

Beuvis. Det er en del af Noether’s anden Isomorfissetning, at extension og kontraktion,
som defineret ovenfor, er en bijektiv forbindelse mellem idealer i R, som indeholder
a, og samtlige idealer i R/a. Det skal altsa vises, at primideal svarer til primideal ved
denne forbindelse. Men det fglger af Noether’s anden Isomorfi: for idealer, der svarer
til hinanden ved den bijektive forbindelse, er de tilhgrende kvotientringe isomorfe.

27



Mat 3AG Ringe og moduler 4.5
19. maj 1994

Den ene er altsa et integritetsomrade, hvis og kun hvis den anden er. Desuden fglger,
at for tilsvarende primidealer er de tilhgrende kvotientringe isomorfe.

Endelig er den naturlige isomorfi (4.12.1) blot isomorfien (3.12.1) anvendt pa S :=
R\ p. Som naevnt i Bemeerkning (3.14) kan hgjresiden i (3.12.1) nemlig fas ved at
lokalisere M /aM som R/a-modul mht billedet 6S; og det er klart, at dette billede
netop er komplementermangden i R/a til primidealet p/a. 0

(4.14) Lokaliseringsprincip. Lad S vere en multiplikativ delmengde of R, og
betragt den kanoniske homomorfi R — S™'R. Da vil extension og kontraktion,

p—Sp oy q—RNg,

definere en bijektiv, ordenstro forbindelse mellem pa den ene side de primidealer p
i R, som er disjunkte med S, og pd den anden side samtlige primidealer q i S™'R.
For et primideal p disjunkt med S gelder, at kvotienten S™R/S™Yp er isomorf med
lokaliseringen af integritetsomradet R/p mht billedet af S i R/p. Endelig findes, for
hver modul M og hvert primideal p der er disjunkt med S, en naturlig isomorfi,

(S™'M) -1, ~ M,. (4.14.1)

Bevis. Det er klart, at idealet S™'p netop er extensionen af p. Det skal vises, at
kontraktion af et primideal q er et primideal qo = R N q disjunkt med S, og at
extension af et primideal p, der er disjunkt med S, er et primideal S~'. Videre skal
det vises, at kontraktion og extension er ,hinandens inverse®, altsa at S~1qo = q og
RN S~ = p. Idet S betegner billedmeengden af S ved den kanoniske homomorfi
R — R/p, skal det endelig vises, at S™'R/S~ Y er isomorf med S—1(R/p).

Betragt forst i brgkringen S™!R et primideal q. Det er klart, at kontraktionen qq
er et primideal i R. Videre fglger det af Isomorfiseetning for brgkmoduler (3.10), at
q = S~ lq9. Af Korollar til Isomorfissetningen (3.12) fglger nu videre, at qo NS = ().

Betragt omvendt i R et primideal p, der er disjunkt med S. Af Isomorfisseetningen
for brokmoduler (3.10) fas nu en naturlig isomorfi,

STR/S™p = STY(R/p).

Som nzevnt i Observation (3.13) er hgjresiden netop brgkringen S—1(R/p), og iso-
morfien er isomorfi af ringe. Hermed er den anferte isomorfi mellem ringe etableret.
Forudsaetningen om at S Np = () betyder preecis, at S ikke indeholder nul-elementet
i R/p. Hojresiden er derfor brgkringen af et integritetsomrade mht en multiplikativ
delmzengde, der ikke indeholder 0. Af Seetning (3.6) fglger derfor, at hgjresiden er
et integritetsomrade. Altsa er venstresiden et integritetsomrade. Fglgelig er S~ et
primideal i ringen STR.

Betragt videre kontraktionen RN.S~'p. Kontraktionen er kernen for den sammen-
satte homomorfi R — S™R — S7R/S™%. Det er klart, at denne homomorfi er
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den samme som den sammensatte homomorfi R — R/p — S~ R/p). Kontraktio-
nen er fglgelig kernen for denne sidste sammensatte homomorfi. Her er homomorfien
R/p — S7Y(R/p) injektiv, jfr Seetning (3.6). Kontraktionen er derfor kernen for
homomorfien R — R/p. Folgelig er kontraktionen lig med p.

Hermed er vist, at kontraktion og extension er ,hinandens inverse“ pa de be-
tragtede maengder af primidealer. Den anfgrte isomorfi mellem ringe blev etableret
undervejs.

Betragt endelig en R-modul M og et primideal p disjunkt med S. Venstresiden af
(4.14.1) bestar af brgker, hvor teeller og naevner er broker, af formen

x/s1

e (%)
Tealleren z/s; tilhgrer S~IM, og nezevneren t/sy tilhgrer komplementsermaengden
til primidealet S~'p. Hgjresiden af (4.14.1) bestéar af brgker x/t, hvor naevneren ¢
tilhgrer komplementaermaengden til p. Det er nu let at vise, at forskriften, der til
en brgk x/t pa hgjresiden af (4.14.1) lader svare brpken (x/1)/(t/1) pa venstresiden,
er en veldefineret injektiv homomorfi. For at vise, at denne homomorfi er surjektiv
betragtes en brgk (). Brgken s;ss/1 tilhgrer ikke extensionen S~p, thi ellers ville
s152 tilhgre kontraktionen p, i modstrid med at s;so tilhgrer S som er disjunkt med
p. Folgelig geelder i (S™'M)g-1, ligningen,

x/s1 _ (s182/1)(z/s1) _ sox/1
t/SQ (8182/1)<t/82) Slt/l ’

og heraf folger surjektiviteten. 0

(4.15) Bemszerkning. To specialtilfeelde af Lokaliseringsprincippet skal fremhaeves:

(1) Lad f veere et element i R. Der er da en bijektiv forbindelse mellem samtlige
primidealer i brgkringen Ry, og de primidealer i R, som ikke indeholder f. Dette
folger af at brgkringen Ry er lokaliseringen af R mht meaengden af potenser f?; et
primideal er gjensynlig disjunkt med denne maengde, hvis og kun hvis det ikke inde-
holder f.

(2) Lad p veere et primideal i R. Der er da en bijektiv forbindelse mellem samtlige
primidealer i brgkringen R, og de primidealer i R, som er indeholdt i p. Dette fglger
af at brgkringen R, er lokaliseringen af R mht til komplementeermaengden S := R\ p;
et primideal er disjunkt med denne komplementaermaengde, hvis og kun hvis det er
indeholdt i p.

Yderligere gaelder, at brgkringen R, er en lokal ring med maksimalidealet pR,. Et
segte ideal i brgkringen, dvs et ideal forskelligt fra R,, har nemlig formen aR,, hvor
a er et ideal i R disjunkt med S, jfr Korollar (3.12). At a er disjunkt med S betyder
at a C p. Altsa er aR, C pR,. Ethvert aegte ideal er altsa indeholdt i pR,.

Endelig geelder, at restklasselegemet R, /pR, er isomorft med brgklegemet for
integritetsomradet R/p. Af beskrivelsen i Lokaliseringsprincippet folger nemlig, at
restklasselegemet er brgkringen for R/p mht til billedet S af S, og da S er komple-
menteermaengden til p, bestar S netop af elementerne forskellige fra 01 R/p.
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(4.16) Szetning. Lad m vere et maksimalideal i R. Den lokale ring Ry har da
maksimalidealet mRy,, og dens restklasselegeme er isomorft med legemet R/m. Mere
generelt findes for hver R-modul M og i > 1 en naturlig isomorf,

M /o' M 2 My /m* My, (4.16.1)

Bevis. Den forste pastand folger af Lokaliseringsprincippet, jfr Bemaerkning (4.15).
Restklasselegemet Ry, /mR,, er nemlig isomorft med brgklegemet for kvotienten R/m.
Da m er et maksimalideal, er denne sidste kvotient et legeme, og altsa lig med sit
brgklegeme.

Lad nu S betegne komplementeermaengden S := R\ m. Hgjresiden i (4.16.1)
er da isomorf med brgkmodulen S~!(M/m‘M), jfr Korollar (3.12). Det er séledes
pastanden, at den kanoniske homomorfi M /m‘M — S~™1(M/m*M) er en isomorfi.

Ifplge Lemma (3.4)(2) er det nok at vise for hvert element s € S, at multiplikation
med s er bijektiv paA M/miM. Da s ikke tilhgrer m og m er et maksimalideal, er
Rs 4+ m = R. Der findes altsa elementer r € R og m € m sa at 1 = rs + m. Oplsft
rs—+m til i’te potens og anvend den distributive lov. Herved fas en sum af led, hvoraf
ét led er m* og hvor de gvrige led indeholder s som faktor. Idet s ssettes uden for
parentes i disse gvrige led, fremkommer en ligning af formen,

1 =r;s+m.

Heraf fremgar det gnskede. Potensen m! tilhgrer jo m?, s& ligningen viser, at der for
alle z i M geelder, at r;sx = sr;x er kongruent med x modulo m*M. I kvotienten
M /m?M er multiplikation med r; derfor invers til multiplikation med s. i

(4.17) Definition. To idealer a og b i R kaldes komaksimale, hvis summen a+ b er
hele ringen R. jensynlig er betingelsen ackvivalent med at et-elementet 1 tilhgrer
a+ b, altsa sekvivalent med at der eksisterer en fremstilling,

l=a+b hvoraca, beb.

(4.18) Lemma. Lad a, b og ¢ veere idealer i R. (1) Hvis a og b er komaksimale,
sa er fellesmengden lig med produktet, dvs aNb = ab.

(2) Hwvis a er komaksimal med b og komaksimal med ¢, sa er a komaksimal med
produktet be.

Bewvis. Qjensynlig gaelder for idealer a, b og ¢ den distributive lov, ¢(a+b) = ca+ cb.
Det er klart, at (1) er en konsekvens af fglgende relationer mellem idealer:

anb=(anb)(a+b)=(anb)a+ (aNnb)b CabCanb.

Den fgrste relation gaelder, da a og b er komaksimale, den anden fglger af den distri-
butive lov, den tredie er oplagt idet a N b er indeholdt i bade a og b, og den sidste
relation geelder for vilkarlige idealer.

Af relationerne R = (a4 b)(a+¢) = aa + ac + ab + bc C a + be fplger tilsvarende
pastanden i (2). i
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(4.19) Observation. Af definitionen fglger, at to forskellige maksimalidealer m; og
my er komaksimale. Da idealerne er forskellige, er summen m; + my nemlig effektivt
storre end (fx) my, og da m; er et maksimalideal, folger det at m; + my = R. Ved
gentagen anvendelse af Lemma (4.18)(2) folger det nu, at vilkarlige potenser mj* og

m5? er komaksimale.

(4.20) Den Kinesiske Restklassesaetning. Lad a,...,a, vere et set af parvis
komaksimale idealer. Da eray---a, = a;N---Na,, og der findes en naturlig isomorfi,

R/aj---a, = R/a; X --- X R/a,.

Bevis. Fori=1,...,r betegnes med a; produktet af a;’erne for j # i. Ved gentagen
anvendelse af Lemma (4.18)(2) folger det, at a; er komaksimal med a}. Videre fglger
ligheden a; ---a, = a; N---Na, af Lemma (4.18)(1) ved induktion.

Den sggte isomorfi fas ved at betragte den kanoniske afbildning, der til hvert
element x i R lader svare r-saettet bestaende af restklasserne af x modulo hvert af de
r idealer a;. Denne kanoniske afbildning er gjensynlig en ringhomomorfi,

R— R/a; x ---x R/a,,

hvor hgjresiden er produktringen, med koordinatvise kompositioner. Kernen for denne
ringhomomorfi er faellesmaengden af a;’erne, der ifglge det allerede viste er lig med
produktet af a;’erne. For at vise, at denne ringhomorfi inducerer en isomorfi som
gnsket, er det derfor nok at vise, at den er surjektiv.

Videre er det, da afbildningen er en ringhomomorfi, nok at vise for i = 1,...,r,
at det specielle r-seet, der har restklassen af 1 modulo a; pa den 7’te plads og 0 pa
de gvrige pladser, tilhgrer billedet. Hertil bemaerkes, at da a; og a) er komaksimale,
findes elementer a; € a; og a) € a} saledes at 1 = a; + a}. Betragt elementet a;. Det
tilhgrer a og dermed alle a;’erne for j # i. Elementets restklasse modulo a; er derfor
lig med O for j # i. Desuden er a; — 1 = —a,; element i a;, sa er a; er kongruent med
1 modulo a;. Restklassen modulo a; af elementet a} er altsa lig med restklassen af 1.

Hermed er vist, at elementet a; ved den kanoniske afbildning afbildes pa det spe-
cielle r-seet, som gnsket. 0

(4.21) Eksempel. Den klassiske anvendelse af den kinesiske restklassesaetning er
pa ringen Z af hele tal. Her er alle idealer hovedidealer, dvs af formen (n), hvor
n > 0. To hovedidealer (n1) og (ng) er komaksimale, hvis og kun hvis tallene n;
og ns er primiske, dvs ikke har faelles primdivisorer. Dette folger af at idealsummen
(n1) + (n2) gjensynlig er hovedidealet (d), hvor d er den stgrste faelles divisor for n4
og no; idealsummen er saledes hele ringen Z, hvis og kun hvis d = 1 er den stgrste
feelles divisor for ny og nos.

Heraf fas den klassiske restklassesasetning: For givne parvis primiske tal nq,...,n,
0g M :=mnj-- Ny er

Z/(n)=57Z/(ny) x - xZ/(n,).
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Endelighedsbetingelser

1. Endeligt frembragte moduler.

(1.1) Definition. Lad M vere en R-modul. For givne elementer vy,..., v, 1 M
betegnes da med
Rvi + -+ + Ry,

delmaengden af M bestaende af de elementer, der har formen
TV + - F T Um med r; € R.

Djensynlig er denne delmaengde en undermodul i M, endda den mindste, der inde-
holder v;’erne. Den kaldes undermodulen frembragt af v;’erne.

Modulen M siges at veere endeligt frembragt, hvis der i M findes endelig mange
elementer vy, ..., v, som frembringer M, dvs opfylder at

M = Rvy + -+ + Rup,.

En modul M, der er frembragt af et enkelt element, dvs har formen M = Ruv, siges
ogsa at veere en cyklisk modul.

(1.2) Observation. Modulen R™ er endeligt frembragt, nemlig frembragt af de
n-seet, der har 0 pa alle pladser pa neer et enkelt 1 pa én plads. Specielt er R, som
R-modul, endeligt frembragt (endda cyklisk).
For givne elementer vy,...,v,, i en modul M defineres en R-lineser afbildning
R™ — M ved
(F1y e oyTm) F> 7101 + -+ -+ Ty Uy

Billedet for denne afbildning er gjensynlig undermodulen frembragt af v;’erne. Heraf
folger let, at en modul M er endeligt frembragt, hvis og kun hvis M er homomorft
billede af en modul R™ for passende m, altsa hvis og kun hvis M er isomorf med en
kvotient R™ /K, hvor K er en undermodul i R™.

Tilsvarende fglger det, at modulen M er cyklisk, hvis og kun hvis M som modul
er isomorf med en kvotient R/a, hvor a er et ideal i R.

Hvis ringen R er et legeme, er moduler over R som bekendt blot vektorrum. Et
vektorrum er gjensynlig endeligt frembragt, hvis og kun hvis det er endeligdimensio-
nalt, og det er cyklisk, hvis og kun hvis det enten er 1-dimensionalt eller bestar alene
af 0.
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(1.3) Seetning. Lad der vere givet en exakt folge af R-moduler,

N5 5 p o

Hvis M er endelig frembragt, sa er P endelig frembragt. Hvis bade N og P er endeligt
frembragte, sa er M endelig frembragt.

Bevis. Hvis elementer v1, ..., v,, frembringer M, sa vil deres billeder i P frembringe
P, fordi homomorfien v: M — P er surjektiv. Heraf fglger den forste pastand.

For at vise den anden pastand betragtes elementer vy, ..., v, som frembringer N
og elementer wuq,...,u,, som frembringer P. Da 1 er surjektiv, findes elementer
wi,...,wp i M, som ved 1 afbildes pa u;’erne. Det pastas, at M er frembragt af de
endelig mange elementer vy, ..., Qv,, w1, ..., w,. Betragt hertil et vilkarligt element
x 1 M. Billedet af = i P er da en linearkombination af u;’erne, vz = > r;u;. Den
tilsvarende linearkombination af w;’erne, Y  r;w;, har nu samme billede i P som z,

og differensen,
x = raw,
i

tilhgrer derfor kernen for 1. Da fglgen er exakt, vil differensen altsa tilhgre billedet
@N. Dette billede er frembragt af pv;’erne, da v;’erne frembringer N. Differensen er
derfor en linearkombination af pv;’erne. Heraf ses, at elementet x er en linearkom-
bination af w;’erne og yv;’erne, som pastaet. I

(1.4) Note. Beviset for Seetningen giver mere information: Hvis P er frembragt af
p elementer og N er frembragt af n elementer, sa er M frembragt af p+n elementer.

(1.5) Bemaerkning. Den oplagte anvendelse af seetningen er pa den exakte folge
hgrende til en undermodul N af M,

0—>N—-M— M/N —O.

Hvis N og M/N er endeligt frembragte, sa er M endeligt frembragt. Hvis M er
endeligt frembragt, sa er kvotienten M /N endeligt frembragt.

Bemszerk, at man ikke, nar M er endeligt frembragt, kan slutte at undermodulen
N i M ngdvendigvis er endeligt frembragt. I R, der jo som R-modul er frembragt af
ét element (nemlig af et-elementet 1 € R), er alle idealer ikke ngdvendigvis endeligt
frembragte.

(1.6) Eksempel. Lad R betegne ringen af reelle talfglger (a,,). Det er klart, at de
folger (a,), der er 0 fra et vist trin, udger et ideal I i R. Det er let at se, at idealet
I ikke er endeligt frembragt.

(1.7) Definition. Lad M vere en R-modul. Ved en (endelig) filtration i M forstas
en fglge af undermoduler,

O=FlCFH C---CF,=M.
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De successive kvotienter F;/F;_1 for i = 1,...,n kaldes ogsa filtrationens kvotienter.
Den 7’te kvotient F;/F;_; er gjensynlig 0, netop nar F;_; = F;. Antallet af kvotienter
forskellige fra O er altsa antallet af skarpe C’er i filtrationen. Dette antal kaldes
filtrationens lengde.

(1.8) Observation. Antag, at M er frembragt af elementer vy, ..., v,,. Sat
F; .= Rvy + -+ - + Ruv;

for i =0,...,m (fori =0 er Fy = 0). Da udggr F;’erne en filtration af M. Bemsaerk,

at kvotienten F;/F;_; er frembragt af billedet af v;, idet der modulo F;_; geelder, at
Z;Zl rjv; = r;v;. Filtrationens kvotienter er altsa cykliske.
Omvendt folger det af Seetning (1.3) ved induktion, at hvis en modul M har en

filtration med endeligt frembragte kvotienter, sa er M selv endeligt frembragt.

(1.9) Observation. Betragt en direkte sum af moduler, M = M @ --- & M,,. St

for i =0,...,n (for i = 0 er Fy = 0). Her kan F; opfattes som undermodul af M:
Den direkte sum M bestar af n-seet, og F; kan identificeres med de n-sat, der har
0’er pa pladser med index stgrre end i. Herved udggr F;’erne en filtration af M. Den
i’te kvotient F;/F;_; kan identificeres med M;. Dette fglger af at der generelt for en
direkte sum F' @& N gelder, at (F&® N)/F = N.

(1.10) Lemma. Lad der vere givet en filtration 0 = Fp C Fy C --- C F, = M
i modulen M. Lad videre N wvere en undermodul i M. Sat F! := F; N N, og
lad F!" betegne billedet af F; i kvotienten M/N. Da udgor F!’erne en filtration
i undermodulen N, og F]'’erne udgor en filtration i kvotientmodulen M/N. For
kvotienterne findes en exakt folge,

Beuvis. Den forste pastand er klar, den anden pastand er en velkendt konsekvens af
Slangelemma’et. 0
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2. Moduler af endelig leengde.

(2.1) Definition. Lad M veere en R-modul. Ved lengden af M forstas supremum
af leengderne af filtrationerne i M. Laengden af M betegnes ogsa long M. Laengden
kan vaere oo, nemlig hvis der findes filtrationer i M af vilkarlig stor leengde. At
leengden er endelig betyder, at der er en gvre greense for leengden af en filtration i M.

I enhver modul M # 0 er (0) C M en filtration af laengde 1. Nulmodulen 0 er
altsa den eneste modul af laeengde 0.

(2.2) Seetning. For en R-modul M er folgende betingelser ekvivalente:

(i) M har lengde 1.
(ii) M # 0 og de eneste undermoduler i M er de trivielle, nemlig (0) og M.
(iii) M # 0 og for hvert element v # 0 i@ M gelder M = Rv.
)

(iv) M er modul-isomorf med en kvotient R/m, hvor m er et maksimalideal i R.
Bewvis. At en modul M har leengde mindst 2 betyder, at der i M findes en filtration
(0) C Fy C M,
altsa at M har en ikke-triviel undermodul. Betingelserne (i) og (ii) er derfor sekvi-

valente.

At (ii)=-(iii) er klart. For hvert element v # 0 i M er Rv jo en undermodul, og
Rv # (0); hvis M kun har de trivielle undermoduler, ma der altsa gaelde Rv = M.
Antag omvendt, at (iii) er opfyldt. Lad F; # (0) veere en undermodul i M. Da
Fy #(0), findes v # 01 Fy. Af Rv C Fy C M og (iii) folger nu, at F; = M. Det er
saledes vist, at M kun har de to trivielle undermoduler, sa (ii) gaelder.

Betingelserne (ii) og (iii) er saledes akvivalente. Er de opfyldt, ma M specielt
veere cyklisk ifplge (iii), altsa isomorf med en kvotient R/m, hvor m er et ideal i R.
Det er derfor nok at vise for en kvotient M = R/m, at (ii) er opfyldt, hvis og kun hvis
m er et maximalideal. Denne sidste pastand fglger umiddelbart af Noether’s anden

Isomorfiseetning: undermodulerne i kvotienten R/m svarer bijektivt til undermoduler
(dvs idealer) a D m. 0

(2.3) Definition. En modul M, der opfylder de skvivalente betingelser i Seetning
(2.2), kaldes en simpel modul.
Lad M veere en modul, og betragt i M en filtration med skarpe inklusioner,

(O):F()CFlC"'CFn:M.

Undermoduler F' mellem F;_; og F;, dvs som opfylder F;_; C F C F;, svarer ifglge
Noether’s anden Isomorfissetning til undermoduler af kvotienten F;/F;_;. Af betin-
gelsen (2.2)(ii) folger derfor, at kvotienten F;/F;_; er en simpel modul, hvis og kun
hvis der ikke findes undermoduler F', som ligger , eegte* mellem F;_; og F;. Med
andre ord: filtrationen er wuforfinelig, hvis og kun hvis alle kvotienterne F;/F;_; er
simple moduler.

Hvis modulen M har endelig leengde, sa findes naturligvis en sadan uforfinelig
filtration i M. Vi skal senere se, at det omvendte ogsa geaelder.
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(2.4) Seetning. Lad der vere givet en exakt folge af moduler,
0—-M —M— M"—0.

Da geelder formlen,
long M = long M’ + long M".

Bevis. Vi kan antage, at M’ er en undermodul i M og at M" = M/M’ er den
tilhgrende kvotientmodul. Vi viser ligheden ved at vise de to uligheder.
»>“ Betragt to vilkarlige filtrationer i M’ og M",

(0)CF C-CF,,CM, (0)CF/'C-CFj,CM

og lad k' og k" betegne leengderne af filtrationerne. Ifglge Noether’s anden Isomor-
fiseetning svarer undermodulerne F/" af kvotienten M"” til undermoduler F; af M,
saledes at F; D M'. 1 M fas saledes en filtration,

0)CFC-CF,,CM CF-CF, 1CM.

I denne filtration er der ialt k' + k" skarpe inklusioner, sa filtrationens leengde er
k' + Ek”. Altsa er k' + k" < long M. Da filtrationerne i M’ og M" var vilkarlige,
folger det endelig, at

long M > long M’ + long M".

,<* For at vise den omvendte ulighed betragtes en vilkarlig filtration i M,
0)=FCFHC---CF,=M.

Lad k vaere filtrationens leengde. Sezet nu F) := M’ N F;, og lad I’ betegne billedet
af F; i M"”. Herved fremkommer filtrationer i M’ og i M", hvis leengder betegnes
henholdsvis k' og k. Af Lemma (1.10) fas den exakte folge,

Her er den midterste modul forskellig fra 0 for k£ veerdier af i = 1,...n. Afexaktheden
folger derfor, at for hver af disse k vaerdier af ¢ er mindst én af de to moduler, F//F/_,
og F!"/F! |, forskellig fra 0. Den forste er forskellig fra 0 for k' veerdier af i, den
anden er forskellig fra 0 for k" veerdier af i. Heraf fas uligheden,

k<K +E".

Ifplge definitionen er k' < long M’ og k" < long M"”. Uligheden ovenfor medfgrer
derfor, at k < long M’ + long M”. Da k var leengden af en vilkarlig filtration i M,
folger det endelig, at

long M < long M’ + long M".

Hermed er den omvendte ulighed, og dermed den sggte formel, bevist. 0

36



Mat 3AG Endelighed 2.3
19. maj 1994

(2.5) Korollar. (1) For en undermodul N i M gelder formlen,
long M = long N + long M /N.
(2) For en filtration 0 = Fy C --- C F,, = M gelder formlen,
long M = Zlong F;/F;_1.
(3) For en direkte sum M = My @ - -- & M,, gelder formlen,

long M = Z long M.

Bevis. (1) Da folgen 0 — N — M — M /N — 0 er exakt, folger (1) umiddelbart af
seetningen. Pastand (2) folger ved induktion efter n af s@tningen ved hjelp af den
exakte folge,

0—F, 1 —>F,—F,/F,_1 —0.

Endelig folger (3) af (2) ved at betragte filtrationen defineret ved F; := M; & - - @& M.
O

(2.6) Bemeerkning. Bemaerk, at de anfgrte formler geelder, nar der pa oplagt made
regnes med co. Fx er det saledes en del af udsagnet i (2.5)(1), at modulen M har
endelig leengde, hvis og kun hvis bade N og M /N har endelig laengde.

(2.7) Korollar. Modulen M har endelig lengde, hvis og kun hvis der i M findes en
uforfinelig filtration,
0)=FyCcF C---CF,=M. (%)

Alle uforfinelige filtrationer har samme lengde, nemlig lengden af M.

Bevis. Hvis M har endelig leengde, sa findes gjensynlig en uforfinelig filtration (x)
med n = long M. Antag omvendt, at (%) er en uforfinelig filtration. Da er alle
kvotienterne F;/F;_; simple moduler, dvs af leengde 1. Tallet n er filtrationens
leengde. Af Korollar (2.5)(2) folger, at long M = n. Hermed er pastandene bevist. O
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3. Lidt om noetherske ringe og moduler.

(3.1) Saetning. For en modul M er folgende betingelser ekvivalente:

(i) Enhver undermodul i M er endeligt frembragt.
(ii) I enhver stigende kede af undermoduler i M,

My C My CM;C---

geelder lighed fra et vist trin.
(iii) I enhver ikke-tom maengde S af undermoduler i M findes en undermodul, der
er maksimal blandt undermodulerne i S.

Bewis. (i)=-(ii): Betragt en kaede af undermoduler som i (ii), og dan foreningsmaeng-
den,
N =M

Foreningsmaengden N er stabil under addition. Lad nemlig x og y veere elementer
i N. Da findes 7,7 sa at © € M; og y € M;. Det kan antages, at i« < j. Men sa
er M; C Mj, og undermodulen M; vil altsa indeholde bade = og y og dermed ogsa
summen x + y. Fglgelig tilhgrer x + y foreningsmaengden N.

Det er klart, at nul-elementet tilhgrer N, og det er let at vise, at N er stabil
under multiplikation med skalar. Da N ogsa er stabil under addition, er N derfor en
undermodul. Ifglge antagelsen (i) er N endeligt frembragt. Der findes altsa endelig
mange elementer vy,...,v,, 1 N sa at

N = Rvy + - + Ru,.

Hver af frembringerne v, tilhgrer en af undermodulerne M;. Af disse endelig mange
M;’er er en, fx M,,, den stgrste. Da hver af frembringerne v tilhgrer M,,, geelder

N:RU1++RvmgMngMn+lgQUMZ:N

Det folger, at lighed geelder overalt i inklusionerne ovenfor. Specielt geelder altsa at
M, = M1 = ---, hvormed (ii) er bevist.

(ii)=(i): Antag, indirekte, at der i M findes en undermodul N, der ikke er endeligt
frembragt. Velg et element v; i N (fx v; = 0), og s&et My := Rvy. Da vy € N, er
M, C N, og da N specielt ikke er frembragt af ét element, geelder endda

My C N.
Velg nu v i overskudsmaengden N \ My, og set My := My + Rve. Djensynlig er

M; C M, og da M, indeholder vy, som var valgt i komplementaermaengden til My,
geelder endda M; C Ms. Videre er My frembragt af v; og ve, som begge var valgt
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i N; folgelig er My C N. Da N specielt ikke kan veere frembragt af to elementer, fas
endda
M, C My C N.

Velg nu vz i overskudsmaengden N \ Ms, og seet M3 := My + Rvs. Idet processen
fortseettes induktivt, fas en uendelig fglge af undermoduler,

My cCcMyCMsC---

(der alle er skarpt indeholdt i V). Da dette er i modstrid med antagelsen (ii), er det
indirekte bevis fuldfgrt.

(ii) <= (iii): Dette resultat geelder for enhver partielt ordnet meengde, og har
intet at ggre med at vi her betragter undermoduler af en modul. Beviset overlades
til leeseren. 0

(3.2) Definition. En modul M, der opfylder de ackvivalente betingelser (i), (ii),
(iii) i Seetning (3.1) kaldes en noethersk modul.

Bemzerk forskellen og ligheden i definitionen af ,noethersk* og , endelig laengde*.
At M er noethersk betyder at i en given kaede af undermoduler,

My C My CM;C---

kan der kun veere endelig mange skarpe inklusioner. At M har endelig laeengde betyder
at der er en pa forhand given gvre greense for antallet af skarpe inklusioner.

(3.3) Seetning. Lad N vere en undermodul i modulen M. Da er M noethersk, hvis
og kun hvis bade undermodulen N og kvotientmodulen M /N er noetherske.

Bevis. Antag forst, at N og M /N er noetherske. Vi efterviser, at M opfylder betin-
gelsen (3.1)(i). Lad altsa K veere en undermodul i M. Billedet K” af K i M/N er
da en undermodul i M/N. Altsa er K" endeligt frembragt, da M /N er noethersk.
Feellesmaengden K’ := K N N er en undermodul i N. Altsa er K’ endeligt frem-
bragt, da N er noethersk. Restriktion af den kanoniske afbildning M — M/N til
undermodulen K giver en exakt folge,

0K - K—K"—0o.

Af Saetning (1.3) folger derfor, at K er endeligt frembragt. Da K var en vilkarlig
undermodul i M, er M saledes noethersk.

Antag omvendt, at M er noethersk. Enhver undermodul K i N er da specielt
en undermodul i M, og derfor endeligt frembragt, da M er noethersk. Altsa er
N noethersk. Betragt dernast en undermodul L i M/N. Ifglge Noether’s anden
Isomorfissetning er L sa homomorft billede af en undermodul K af M (endda med
K DO N). Da M er noethersk er K endeligt frembragt, og det homomorfe billede L
er derfor ligeledes endeligt frembragt, jfr Seetning (1.3). Altsa er M /N noethersk. [
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(3.4) Korollar. (1) For en exakt folge 0 — M’ 55 M M =0 geelder, at M er
noethersk, hvis og kun hvis M’ og M" er noetherske.

(2) For en filtration (0) = Fy C --- C F,, = M gelder, at M er noethersk, hvis og
kun hvis alle kvotienterne F;/F;_1 er noetherske.

(3) For en direkte sum M = My & --- & M, gelder, at M er noethersk, hvis og
kun hwvis alle addenderne M,; er noetherske.

Bewis. Ifglge Isomorfisetningen er (1) blot en oversattelse af Seetningen. Pastand
(2) folger ved induktion af (1), ved hjeelp af den exakte folge,

0—F, 1 —>F,—F,/F,_1 —0.

Endelig folger (3) af (2) ved at betragte filtrationen i den direkte sum defineret ved
F‘1:]\41G§G§]\4Z ad

(3.5) Definition. Ringen R kaldes en noethersk ring, hvis den er noethersk som
R-modul. Undermodulerne i modulen R er netop idealerne i ringen R, sa R er en
noethersk ring, netop hvis ethvert ideal i R er endeligt frembragt.

(3.6) Saetning. Antag, at ringen R er noethersk. Enhver endeligt frembragt R-
modul er da noethersk. Desuden er enhver kvotientring af R en noethersk ring.

Bevis. Modulen R™ er en direkte sum R = R ® --- @ R med n addender. Af
Korollar (3.4)(3) folger derfor, at R™ er en noethersk modul. Lad nu M veere en
endeligt frembragt R-modul. Da er M homomorft billede af R™ for passende n. Af
Korollar (3.4)(1) folger derfor specielt, at M er noethersk.

Den sidste pastand fplger af at idealerne i en kvotientring R/a netop er undermo-
dulerne i kvotientmodulen R/a. I

(3.7) Eksempel. Enhver endelig ring er noethersk. Ethvert legeme er en noethersk
ring. Enhver hovedidealring er noethersk. Specielt: ringen Z og polynomiumsringen
k[X] over et legeme k er noetherske ringe.

(3.8) Hilbert’s Basissaetning. Lad R vere en noethersk ring. Da er ogsa polyno-
miumsringen R[X] en noethersk ring.

Bevis. Vi viser, at polynomiumsringen R[X] har egenskaben (3.1)(i). Betragt derfor
et ideal A i R[X]. Lad [ = [(2) betegne meengden bestaende af de ledende koefficienter
for polynomierne i 2, samt elementet 0. Elementet a € R tilhgrer sa [, hvis og kun
hvis der i idealet 2 findes et polynomium af formen

aXn_i_...’

hvor ;- - - “ star for en sum af led af lavere grad end det forste.
Vi viser forst, at delmaengden [ er et ideal i R. Det er klart, at 0 tilhgrer [. Videre
folger af a € logr € R at ra € [, thi hvis aX™ 4 - - tilhgrer 2, sa vil ogsa polynomiet

raX"+---=r(@X"+--+)
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tilhgre 2A. Antag endelig, at a,b € [. Der findes altsa i 2 polynomier af formen
aX™+--- 0g bX"™+---. Det kan fx antages, at n > m. Da 2 er et ideal folger det,
at ogsa polynomiet

(a4+b)X" 4+ =(aX"+-- )+ X"BX" +...)

vil tilhgre 2A. Altsa er ogsa a + b element i [. Hermed er vist, at [ er et ideal i R.

Da R er noethersk, er idealet [ endeligt frembragt. Der findes altsa endelig mange
polynomier,

Pi:aani—f—"',

hvis ledende koefficienter a; frembringer [. Lad nu ng veere den stgrste af graderne
n;, og lad A, betegne maengden af polynomier, der tilhgrer 2{ og har grad mindre
end ng. Det er klart, at 2A.,,, er en R-modul, nemlig en undermodul i R-modulen
R[X]<n, bestaende af alle polynomier af grad mindre end ng. Den sidste R-modul
er endeligt frembragt, nemlig frembragt af de ng monomier 1, X, ..., X"~! Da
R er noethersk, folger det af Seetning (3.6) at R[X]<,, er noethersk som R-modul.
I undermodulen 2., findes derfor endelig mange polynomier ();, som frembringer
A p, som R-modul.

Det pastas nu, at idealet 2 i R[X] er frembragt af de endelig mange polynomier
P; og Q;. Lad ‘B betegne idealet frembragt af disse polynomier. Da polynomierne
er valgt i A, er B C 2. Omvendt skal det altsa vises for hvert F i 2, at F tilhgrer
8. Denne pastand vises ved induktion efter graden n af F.

Hvis n < ng er pastanden klar, thi sa tilhgrer F' delmeengden 2,,,, og F' er derfor
endda en R-linearkombination af @);’erne.

Hvis n > ng betragtes den ledende koefficient a i F'. Da F' € 2, er a € [. Fglgelig
er a en R-linearkombination af a;’erne,

a = E Q.

Nu var P; = a; X™ + --- og n > ng > n;, sa linearkombinationen,
G = ZTZ'X”_MPZ',

har grad n og ledende koefficient a. Linearkombinationen G har altsa samme grad
og samme ledende koefficient som F. Differensen F' — G har derfor lavere grad end
F. Da G er en linearkombination af P;’erne, vil G tilhgre B. Videre er F' — G et
polynomium i 2 og af lavere grad end F', sa ifglge induktionsforudssetningen vil F —G
tilhgre B. Men sa vil ogsa F' = G + (F — G) tilhgre B, som pastaet. Hermed er
Seetningen bevist. 0

(3.9) Korollar. Polynomiumsringen k[X1, ..., X,] i r variable, hvor k er et legeme
eller k =7, er en noethersk ring.

Bevis. Pastanden fglger ved induktion efter r, idet der for en vilkarlig ring R geelder,
at
R[X4,..., X, = R[X1,..., X, 1][X,].

Induktionsstarten er at et legeme k og ringen Z er noetherske ringe. 0
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(3.10) Note. Det er Korollar (3.9) for et legeme k, der er den oprindelige ,,basis-
seetning®. Resultatet udsiger, at hvert ideal i k[ X1, ..., X,| er frembragt af endelig
mange polynomier, dvs har en endelig ,,basis*.
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4. Endeligt frembragte algebraer. Hele udvidelser.

(4.1) Definition. Lad der vere givet en ringhomomorfi §: R — A. Ringen A
organiseres da som R-modul med multiplikationen defineret ved

ra:=0(r)a forre R, a € A.

Nar ringhomomorfien 6 er givet, siges A ogsa at veere en algebra over R eller en
R-algebra. Specielt: hvis R er en delring af A, sa kan A opfattes som algebra over R.
Nar A er en R-algebra kan enhver delring B, som omfatter §(R), selv opfattes som
R-algebra. En sadan delring kaldes ogsa en delalgebra af A.
En R-algebra A, der er endeligt frembragt som R-modul, kaldes ofte ogsa en endelig
algebra over R.

(4.2) Lemma. Lad A vere en R-algebra, og lad M vare en A-modul. Hvis M er
endeligt frembragt som A-modul og A er endeligt frembragt som R-modul, sa er M
endeligt frembragt som R-modul.

Bewvis. Den givne A-modul M opfattes naturligt som R-modul, idet produktet rx for
r € R og x € M defineres ved rz := 6(r)z.

Antag nu, at n elementer ey,...,e, i M frembringer M som A-modul, og at p
elementer vy, ...,v, i A frembringer A som R-modul. Det pastas, at de np elementer
vie; i M frembringer M som R-modul. Lad nemlig x veere element i M. Da har x
en fremstilling,

r=aie; + -+ anen, (%)

som A-linearkombination af e;’erne. Koefficienterne a; tilhgrer A, og hver koefficient
a; har derfor en fremstilling som R-linearkombination af v;’erne. Indsaettes for hvert
a; i (x) en sadan fremstilling, fas en fremstilling af z som R-linearkombination af
v;e;’erne, som gnsket. 0

(4.3) Definition. Lad A vare en R-algebra. For givne elementer aq,...,a,, i A
betegnes da med
R[al, ceny am]

delmaengden af A bestaende af de elementer, der er R-linearkombinationer af endelig
mange af de endelige produkter,
i1 o

%
Cll CL2 "'amm.

Djensynlig er denne delmaengde en delring af A, endda den mindste, der indeholder
billedringen 6(R) og alle a;’erne. Specielt er delmezengden selv en R-algebra; den
kaldes delalgebraen frembragt af a;’erne.
En given R-algebra A siges at veere endeligt frembragt som R-algebra, hvis der
i A findes endelig mange elementer aq,...,a,,, som frembringer algebraen A, dvs
opfylder at
A= Rlay,...,an).
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(4.4) Definition. Polynomiumsringen R[X1,...,X,,] er en R-algebra, idet R kan
opfattes som delringen bestaende af de konstante polynomier. Polynomiumsringen
er endeligt frembragt som R-algebra, nemlig frembragt af de variable X,..., X,,.

For givne elementer aq,...,a,, i en R-algebra A defineres en R-linezr ringhomo-
morfi R[X1,..., X;n] = A ved

er’ilv---vi?nX{l .'.X;L‘T;,ﬂ = Zrila“w%nail .'.aigj'
Billedet af et polynomium P € R[X,...,X,,] ved denne afbildning betegnes ogsa
P(ay,...,an),

og det siges at fremkomme ved at indsette aq,...,a,, i P. Billedet for denne ring-
homomorfi er gjensynlig delalgebraen frembragt af a;’erne. Billedet af det konstante
polynomium r € R er elementet 714 = 6(r) i A; hvis misforstaelser er udelukkede
skrives blot r for dette element i A.

Givne elementer aq,...,a,, i A siges at veere algebraisk uafhengige over R, eller
transcendente over R, hvis homomorfien defineret ved indsaettelse er injektiv. Hvis
homomorfien ikke er injektiv kaldes elementerne algebraisk afhengige over R.

(4.5) Observation. Af definitionerne fglger let, at en R-algebra A er endeligt
frembragt over R, hvis og kun hvis A er homomorft billede af en polynomiumsring
R[X4, ..., X,,] for passende m, altsa hvis og kun hvis A er isomorf med en kvotient
R[Xq,..., X ]/, hvor 2 er et ideal.

Specielt folger det, at en algebra, der er endeligt frembragt over en noethersk
ring R, selv er en noethersk ring.

(4.6) Saetning. Lad A vere en R-algebra. For hvert element a i A er folgende
betingelser ekvivalente:

(i) Der findes et normeret polynomium P i R[X] sa at P(a) = 0. Med andre
ord: der findes i A en relation af formen a™ + ria™ ! 4+ .-+ r, =0, hvor
r; ’erne tilhgrer R.
(ii) Delalgebraen Rla] af A er endeligt frembragt som R-modul.
(iii) Der findes en delalgebra B af A, som er endeligt frembragt som R-modul og
indeholder a.

Bewvis. (i)=-(ii). Antag, at a tilfredsstiller en ligning,

an+rlan—1+...+rnzo, (*)
hvor r;’erne tilhgrer R. Det pastas, at elementerne 1,a,...,a" ! frembringer Rla]
som R-modul. Det er gjensynlig nok at vise, at hver potens a? er en R-linear kom-
bination af 1,...,a" !. Dette vises ved induktion efter p. For p < n er det klart.

Antag, at pastanden galder for a?, dvs at der galder en ligning,

~1
a’ =s, +sp_1a+ -+ s1a" ",
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hvor s1,...,s, tilhgrer R. Multipliceres denne ligning med a fas ligningen
aPtl = (sna+ Sp_10> + -+ sza"_l) + s1a". (k)

Af (%) ses, at a™ = —r, —7r,,_1a—---—7r1a™ 1. Specielt er a” en R-linearkombination
af 1,...,a" 1. Erstattes a™ pa hgjresiden af (**) med denne linearkombination fas
en fremstilling af a?*! som R-linearkombination af 1,...,a" !, som gnsket.

(ii)=-(iii). Hvis (ii) geelder, sa kan B := R]a] gjensynlig anvendes i (iii).

(iii)=-(i). Antag, at B er en delalgebra af A, frembragt som R-modul af elemen-
ter by,...,by, 0og at a € B. Da B er en delring og a € B, galder for hvert b i
B, at produktet ab tilhgrer B; produktet ab har altsa en fremstilling som en R-
linearkombination af b;’erne. Skrives koefficienterne i en sadan fremstilling som en
sojlematrix «, fas altsa en matrixligning af formen,

ab = (by,..., by)a.

Specielt fas for i = 1,...,m en sadan ligning for b = b;, og disse ligninger kan under
ét skrives som en matrixligning,

a(bl, .. .,bm> = (bl, .. .,bm)a,

hvor o nu er en m X m-matrix med koefficienter i R. Den sidste matrixligning kan
omformes til ligningen,

(b1,...,bm)(al,y, —a) =0,

hvor 1,, betegner enhedsmatricen. Betragt nu determinanten d := det(al,, — «) i
A. Af matrixligningen fglger ved hjelp af Cramer’s formler, at (by,...,b,)d = 0.
Determinanten d annullerer derfor alle b;’erne, og dermed ogsa enhver linearkombi-
nation af b;’erne. Da B er frembragt som R-modul af b;’erne, vil d annullere ethvert
element i B. Specielt vil d annullere et-elementet 14, som jo tilhgrer B. Fglgelig
er d = 0. Da matricen a har koefficienter i R, er det pa den anden side klart, at
d = det(al,, — «) har formen,

d=a™ +ra™ 4,

hvor 71, ..., 7, tilhgrer R. Ligningen d = 0 viser derfor, at betingelsen (i) er opfyldt.
Hermed er Saetningen bevist. 0

(4.7) Definition. Lad A veaere en R-algebra, givet ved ringhomomorfien §: R — A.
Et element a i A, som opfylder de skvivalente betingelser i Ssetning (4.6), siges at
veere helt over R. Hvis alle elementer i A er hele over R, siges afbildningen 6 at veere
en hel homomorfi, og algebraen A siges at vaere hel over R.

(jensynlig er A hel over R, netop nar A er hel over delringen 0(R).

Hvis R-algebraen A er endeligt frembragt som R-modul, da er A hel over R, dvs
hvert element a i A er helt over R. Som delalgebra B i betingelsen (4.6)(iii) kan
nemlig i sa fald bruges B = A.
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(4.8) Korollar. Lad A vere en R-algebra. Elementer aq,. .., an, i A er da hele over
R, hvis og kun hvis delalgebraen Rlaq, ..., an] er endeligt frembragt som R-modul.

Bevis. Delalgebraen R[aq, ..., ay,) indeholder a;’erne. Af betingelsen (4.6)(iii) folger
derfor, at hvis delalgebraen er endelig over R, sa er hvert af a;’erne hele over R.
Den omvendte implikation vises ved induktion efter m. For m = 1 fglger pastanden

direkte af definitionen, jfr betingelsen (4.6)(ii). Antag nu, at elementer ay, ..., Gm+1
i A er hele over R, og at pastanden gaelder for m elementer. Szt B := Rlaq, ..., ap)].
Djensynlig er Rla1,...,0m, @mi1] = Blam+1], og det skal vises, at denne algebra er

endeligt frembragt som R-modul. Da a,,+1 er hel over R, er a,,11 ogsa hel over B.
Folgelig er Bla,,+1] endeligt frembragt som B-modul. Af induktionsforudsasetningnen
folger, at B er endeligt frembragt som R-modul. Af Lemma (4.2) fglger nu, at
Blay,+1] er endeligt frembragt som R-modul, som gnsket. i

(4.9) Korollar. Sum og produkt af hele elementer a,b i A er igen hele. Elementerne
i A, som er hele over R, udgor en delalgebra af A.

Bevis. Ifplge det foregaende korollar er R|a, b] endelig over R. Da bade summen a+b
og produktet ab tilhgrer Rla,b], folger det af betingelsen (4.6)(iii), at a + b og ab er
hele over R. Heraf fglger videre den sidste pastand, idet elementerne i #(R) er hele
over R; elementet a := 0(r) i A opfylder jo ligningen a — rls = 0. i

(4.10) Korollar. Antag, at A er hel over R. Lad A — C wvere en ringhomomorfi.
Hvert element 1 C, der er helt over A, vil da ogsa vare helt over R. Hvis homomorfien
A — C er hel, da er ogsa den sammensatte homomorfi R — C' hel.

Beuvis. Betragt i C et element ¢, der er helt over A. Det skal vises, at ¢ er hel over R.
Da c er hel over A, findes en relation,

c”+alc”_1—|—-~-—i—an:(),

hvor a;’erne tilhgrer A. Af denne relation fremgar, at ¢ er hel over delalgebraen
B := Rlay,...,a,| af A. Altsa er B|c| endeligt frembragt som B-modul. Da A er hel
over R og B er en delring af A, er B hel over R. Af Korollar (4.8) fglger derfor, at B
er endeligt frembragt som R-modul. Altsa folger det af Lemma (4.2), at algebraen
Blc] er endeligt frembragt som R-modul. Da c¢ tilhgrer denne delalgebra af C, er ¢
hel over R. Hermed er Korollarets forste pastand bevist.

Den sidste pastand folger trivielt af den forste. 0

(4.11) Sezetning. Lad R vere en faktoriel ring. Enhver brok i broklegemet for R,
som er hel over R, vil da tilhore R.

Bevis. Betragt en brgk r/s, hvor s # 0. Da R er faktoriel, kan r, s vaelges primiske.
Antag, at r/s er hel over R. Der findes altsa i brgklegemet en relation,

(r/s)" +ri(r/s)" 1+ 41, =0.
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Multipliceres med s™ fas en ligning i R,

1 2 n—l) n

S(=rir" T —ror™" s — - — 18 ="

Af denne ligning fglger, at enhver primdivisor i s er divisor i 7™ og dermed i r. Fglgelig
har s ingen primdivisorer, og s er derfor invertibel i R. Altsd er /s = rs~! element
iR. I

(4.12) Note. Satningen ovenfor generaliserer en del af fplgende ssetning kendt fra
gymnasiet: Hvis et polynomium med hele koefficienter har en rational rod skrevet
som uforkortelig brgk r/s, sa gar r op i konstantleddet og s gar op i hgjestegradsko-
efficienten.

(4.13) Noether’s Normaliseringslemma. Lad k vere et legeme og lad A # 0

veere en algebra over k frembragt af m elementer ay,...,a,,. Da findes i A et set af
t < m elementer x1,...,x;, der er algebraisk uafhengige over k og saledes at A er
endeligt frembragt som modul over delalgebraen klzq, ..., x4|.

Bewvis. Pastanden vises ved induktion efter m. For m = 0 (forudssetningen er her, at
k — A er surjektiv) er pastanden triviel.

Antag nu at m > 0, og at pastanden er vist for algebraer frembragt af feerre end m
elementer. Hvis de givne elementer a1, ..., a,, er algebraisk uathsengige, er pastanden
triviel: vi kan bruge t = m og x; = a; for i = 1,...,m. Antag derfor, at a;’erne er
algebraisk afhesengige, dvs at der findes en relation,

Zrily---,imaill e 'air? =0, (*)

hvor koefficienterne r;, . ;. tilhgrer k, og hvor ikke alle koefficienterne er 0. Lad nu
Jgi,---,9m—1 veere et set af m — 1 positive exponenter, og sat

. gi -
bi:=a;—a)i fori=1,....m—1.

Det er nok at vise, at hvis g;’erne valges passende, sa er a,, hel over delalgebraen
B := k[bi,...,byn-1]. Antag nemlig, at a,, er hel over B. Da er Bla,,] endeligt
frembragt som B-modul. Fori=1,...,m—1er a; = b;+a¥, og altsa er a; € Bla,,].
Da A er frembragt som k-algebra af a;’erne, folger det at A = Bla,,]. Altsa er A
endeligt frembragt som B-modul. Videre folger det af induktionsforudssetningen, at
der findes t < m — 1 elementer i B, der er algebraisk uafheengige over k, og saledes
at B er endeligt frembragt som modul over k[x1,...,z;]. Af Lemma (4.2) folger, at
A er endeligt frembragt som modul over k[zq,..., x|, og sa er pastanden vist for
algebraen A.

Vi viser nu, at g;’erne kan veelges passende. Ifglge definitionen er a; = b; + af for
i=1,...,m—1. Indsaettes disse ligninger i ligningen (*) fremkommer pa venstresiden
en sum af udtryk af formen,

Tip,.. (bl + aﬂ;)il s (bm—l + aglm’l)im’laigl.

‘71’7)’L
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I dette udtryk kan vi udfsre multiplikationerne (binomialformlen), og ordne efter
potenser af a,,. Hver potens af a,, kommer da med en koefficient, der afhsenger af
bj’erne. Disse koefficienter tilhgrer altsa delalgebraen B. Den hgjeste exponent til
am er gjensynlig g1i1 + - -+ 4+ Gm—_1%m—_1 + im, 0g den hertil hgrende koefficient er blot
Tiy,...im- Udtrykket har altsa formen

) a1ttt gm 1t 1+t
Tiroosim @I moltmo1 T ()

hvor de tre prikker star for en B-linearkombination af potenser af a,, med lavere
exponent end den fgrste.

I den givne relation (x) er r;, . ; ’erne kun forskellige fra 0 for endelig mange
seet 41,...,0,. Svarende til disse endelig mange saet 41, ...,%,, veelger vi nu g;’erne,
sa at de tilhgrende exponenter i191 + - - - + %ym_19m—_1 + im er indbyrdes forskellige.
At et sadant valg er muligt kan indses saledes: Vi betragter kun endelig mange
s&et 11,...,%m, sa der findes et naturligt tal g som er skarpt stgrre end hvert af de
optreedende i,’er. Med dette g veelger vi g; := g™ 7. De tilhgrende exponenter er
da

g™ 19+ img”
Exponenterne svarende til de endelig mange s&t i1, ..., ,, er da indbyrdes forskellige,
thi da 7, < g—1 er ssettet simpelthen cifrene, nar exponenten skrives i g-talssystemet.

Med dette valg af g;’erne opnas det gnskede. For de endelig mange seet 71, ..., %pm,
for hvilke 4, . ;. # 0, er de tilsvarende exponenter ;9" + - -+ + 4,19 + img® nu
forskellige, sa blandt dem findes en, der er storst. Lad N veere den stgrste exponent,
og lad r veere den tilhgrende koefficient. Blandt udtrykkene (xx) forekommer sa
udtrykket ral} +- - -, og i alle andre udtryk forekommer a,, med en eksponent mindre
end N. Ved addition af udtrykkene (x*) og udnyttelse af ligningen (x) far vi derfor
en relation,

raN +...=0,

hvor de tre prikker star for en B-linearkombination af potenser af a,, med exponent
mindre end N. Ifglge valget er r # 0. Da k er et legeme, kan relationen derfor
multipliceres med r~!. Det fglger af den fremkomne relation, at a,, er hel over B.

Hermed er det gnskede opnaet, og Normaliseringslemma’et bevist. 0

(4.14) Lemma. Lad A vere et integritetsomrade, og antag, at A er hel over en
delring R. Da er A et legeme, hvis og kun hvis R er et legeme.

Bevis. Antag forst, at A er et legeme. Det skal sa vises for hvert element r # 0 i R,
at r er et invertibelt element i R. Da A er et legeme, har r et inverst element a i A.
Ifslge antagelsen er elementet a helt over R. Der findes altsa en relation i A,

a™ 4 ra™ 4, =0,

hvor r;’erne tilhgrer R. Multiplicer denne relation med ™. Da ra = 1 fas fglgende
ligninger,

O=1+rr+rirg+ - +r"r, =14r(ry + -+ rpr™ ).
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Heraf aflaeses, at summen i parentesen, bortset fra fortegnet, er det inverse til r. Da
summen tilhgrer R, aflaeses specielt, at det inverse til r er element i R.

Antag dernaest, at R er et legeme. Lad a veere et element forskelligt fra 0 i
A. Det skal vises, at a er invertibelt i A. Multiplikation med a definerer en R-
linezer afbildning = — az af R[a] ind i sig selv. Da A er et integritetsomrade er
multiplikationsafbildningen injektiv. Videre er a hel over R, og R[a] er derfor endeligt
frembragt som R-modul. Med andre ord er R[a] et endeligdimensionalt vektorrum
over legemet R. Fglgelig er den injektive multiplikationsafbildning bijektiv. Et-
elementet 11 R[a] vil derfor tilhgre billedet. Der findes altsa et element x i R[a], sa
at ar = 1. Altsa er elementet a invertibelt i A. 0

(4.15) Hilbert’s Nulpunktssaetning, version 1. Lad k vere et legeme, og lad
A veere en endeligt frembragt algebra over k. Antag, at A er et legeme. Da er A et
endeligdimensionalt vektorrum over k.

Beuvis. Ifplge Noether’s Normaliseringslemma findes i A elementer 1, ..., x, der er
algebraisk uatheengige over k og saledes at A er endeligt frembragt som modul over
delringen k[z1,...,x¢]. Da A er et legeme, folger det af Lemma (4.14), at ogsa denne
delring er et legeme. Da elementerne z1,...,z; er algebraisk uafthsengige over k, er
delringen isomorf med polynomiumsringen over k i ¢t variable. @jensynlig er en sadan
polynomiumsring kun et legeme, hvis ¢t = 0. Delringen er altsa blot k. Algebraen
A er altsa endeligt frembragt som modul over legemet k. Med andre ord: A er
endeligdimensional over k. 0
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5. Transcendensgrad.

I dette afsnit betragtes et fast integritetsomrade A, og det antages, at ringen R er
en delring af A. Specielt er R sa et integritetsomrade, og A er en R-algebra.

(5.1) Definition. Af definitionen (4.4) fremgar, at et enkelt element a i A er
algebraisk afhesengigt over R, hvis og kun hvis der findes en relation,

rma”™ + -+ ra+1r9 =0, (5.1.1)

hvor r;’erne tilhgrer R, og hvor mindst ét af r;’erne er forskelligt fra 0. Er dette
opfyldt siges a ogsa at veere algebraisk over R.

Delmangden af A bestaende af de elementer a, der er algebraiske over R, betegnes
R, og den kaldes den algebraiske afslutning af R i A. Bemeerk, at betegnelsen R er
ufuldsteendig, idet denne delmaengde athaenger af bade R og A.

(5.2) Observation. Hvis delringen R er et legeme, sa er et element a i A algebraisk
over R, hvis og kun hvis a er hel over R. At a er hel over R betyder jo, at der findes
en relation af formen (5.1.1), hvor r,,, = 1. Et helt element er saledes algebraisk.
Omvendt, hvis R er et legeme og a tilfredsstiller en ligning af formen (5.1.1), hvor
rm # 0, sd kan denne ligning multipliceres med 7,1, hvorved der opnas en ligning
med r,,, = 1.

Hvis brgklegemet K for R er indeholdt i A, sa er et element a algebraisk over R,
hvis og kun hvis a er algebraisk (og dermed hel) over K. Er der nemlig givet en
ligning (5.1.1), hvor koefficienterne r; er brgker i K, sa kan ligningen multipliceres
med en faelles naevner for disse brgker, og herved opnas en ligning, hvor koefficienterne
tilhgrer R.

(5.3) Lemma. (1) Den algebraiske afslutning R i A er en delring af A. Huvis A eller
R er et legeme, sd er R et legeme.

(2) Lad B vere en delring af A saledes at R C B C A, og saledes at hvert element
i B er algebraisk over R. Hwvert element a € A, som er algebraisk over B, er da
algebraisk over R.

Bevis. (1) Antag forst, at R er et legeme. Delmsngden R af A bestar da af de
elementer, der er hele over R. Af Korollar (4.9) fglger derfor, at R er en delring af
A. Da denne delring er hel over legemet R fglger det af Lemma (4.14), at R er et
legeme. Hermed er (1) vist nar R er et legeme.

I det almindelige tilfeelde betegnes med (Q brgklegemet for A. Legemet () vil da
indeholde brgklegemet K for R, og vi har inklusioner,

A < Q
u ul
R C K.

Lad K betegne den algebraiske afslutning af K i Q. Ifplge det allerede viste er K
da et legeme. Da K er brgklegemet for R, bestar K af de elementer i ), der er
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algebraiske over R. Heraf fglger forst, at R = A N K, hvoraf fremgar, at R er en
delring af A. Hvis A er et legeme, og altsd A = Q, sa folger det videre, at R = K er
et legeme. Hermed er alle pastandene i (1) bevist.

Beviset for (2) er tilsvarende: Af antagelsen folger, at elementet a er helt over
brgklegemet for B, og at brgklegemet for B er helt over K. Af Korollar (4.10) folger,
at a er hel over K. Fglgelig er a algebraisk over R. 0

(5.4) Lemma. Lad der vere givet et set af endelig mange elementer ay, ..., ay i A.
Da er a;’erne algebraisk afhaengige over R, hvis og kun hvis et af a; ’erne er algebraisk
over delalgebraen frembragt af de ovrige.

Bevis. Elementet a., er algebraisk over delalgebraen R|aq, ..., a,,—1] netop hvis der
findes en relation,

PN(al, ceey am_l)a% + PN_l(al, ceey am_l)a%_l + -4 P()(al, ceey am_1> =0, (*)
hvor koefficienterne fas ved indseettelse af a1, ..., an,—1 1 polynomier P; i m — 1 vari-
able, og hvor en af koefficienterne Pj(a1, ..., amn—1) er forskellig fra 0. Venstresiden i
(%) fas gjensynlig ved at indssette aq, ..., a,, i polynomiet

P:=PyXN 4+ Py XN 4. 4+ P, ()

Nu fplger , hvis“ umiddelbart: Er fx (x) opfyldt, og Pj(a1, ..., am—1) # 0, saer P # 0;
af P(ay,...,an) =0 folger derfor, at a;’erne er algebraisk athaengige.

,Kun hvis* vises ved induktion efter m. Det er trivielt for m = 1, idet delalgebraen
frembragt af den tomme meengde blot er R. Antag, at m > 1 og at pastanden
geelder for m — 1 elementer. Betragt m elementer aq,...,a,,, som er algebraisk
atheengige. Hvis de m — 1 elementer ai,...,a,,_1 er algebraisk athsengige, sa fas
den gnskede konklusion af induktionsforudssetningen. Antag derfor, at de m — 1
forste a;’er er algebraisk uathaengige. Da alle a;’erne er algebraisk afhaengige, findes
et polynomium P # 0 sa at P(ay,...,a,) = 0. Skriv nu polynomiet P pa formen
(+x). Sa er ligningen (*) opfyldt. Yderligere er en af koefficienterne Pj(ai, ..., am-1)
forskellig fra nul, idet P ellers ville veere nul-polynomiet. Altsa er a,, algebraisk over
delalgebraen frembragt af de fgrste m — 1 af a;’erne. I

(5.5) Definition. Lad V vere en delmaengde af A. Da siges V at have endelig

algebraisk dimension over R, hvis der findes endelig mange elementer aq,...,a, i A,
sa at hvert element i V' er algebraisk over delringen R|aq,...,a,], dvs sa at
V C Rlay,...,an]. (5.5.1)

Hvis relationen (5.5.1) er opfyldt, siges a;’erne at veere et algebraisk frembringersy-
stem for V over R. Det mindste (endelige) antal a;’er, der kan frembringe V', vil vi be-
tegne dim‘}%g V. Hvis V ikke har endelig algebraisk dimension saettes dim‘}%g V = oo.
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Ved transcendensgraden for V over R forstas det stgrste antal af algebraisk uaf-
haengige (over R) elementer, der kan udtages fra V. Transcendensgraden betegnes
tdegr V. Mere praecist, transcendensgraden er oo, hvis der kan udtages vilkarligt store
(endelige) delmaengder af V', som er algebraisk uafhaengige over R. Hvis transcen-
densgraden ikke er uendelig, findes et stgrste antal af elementer i V', der er algebraisk
uafhaengige over R, og dette storste antal betegnes tdegrV .

Ved en (endelig) transcendensbasis for V over R forstas et endeligt saet af elementer
v1,...,0; 1V, som er algebraisk uathaengige over R og som frembringer V' algebraisk
over R.

Af definitionen fglger, at enhver delmaengde V' af A, der er indeholdt i en endelig
frembragt R-delalgebra, har endelig algebraisk dimension over R.

Bemeerk videre, at en delmeengde V' har transcendensgrad 0, hvis og kun hvis
hvert element i V' er algebraisk over R, og at dette indtraeffer hvis og kun hvis den
algebraiske dimension af V' er lig med 0. I dette tilfzelde er den tomme maengde en
transcendensbasis for V' over R.

(5.6) Lemma. Lad V vere en delmengde af A, og lad der vere givet et endeligt

set af elementer vy,...,v. i V. Folgende betingelser (over R) er da @kvivalente:
(i) Settet vy,...,vs er et minimalt algebraisk frembringersystem for V, dvs et
frembringersystem hvori intet v; kan undveres.
(ii) Settet vy,...,vs er et maksimalt algebraisk uafhengigt system iV, dvs et

algebraisk uafhaengigt system, der ikke kan udvides med et element fra V til
et storre algebraisk uafhengigt system.
(iii) Settet vy,...,v; er en transcendensbasis for V.

Beuvis. ,,(1)=(iii)*: Antag, at v;’erne er et minimalt algebraisk frembringersystem.
For at vise, at de udggr en transcendensbasis, skal vises, at de er algebraisk uafthaen-
gige. Antag, indirekte, at v;’erne er algebraisk athaengige. Det fglger da af Lemma
(5.4), at et af v;’erne, fx v, er algebraisk over delalgebraen frembragt af de gvrige.
Lad B betegne denne delalgebra. Da er

Rlvi,...,v] = R[v1,...,v_1][vs] = Blvg].
Da v; er algebraisk over B fglger det Lemma (5.3)(1), at alle elementer i B|v] er

algebraiske over B. Af Lemma (5.3)(2) folger derfor, at B[v;] = B. Med andre
betegnelser,

V C Rlv1,...,v] = R[vy, ..., v—1].

Men dette strider mod at vy, ...,v; var et minimalt frembringersystem for V.

,(iii)=-(1)*“: Antag, at v;’erne er en transcendensbasis for V. Da er de specielt
et algebraisk frembringersystem for V', og det skal vises, at dette frembringersystem
er minimalt. Antag, indirekte, at et af v;’erne, fx v;, kan undvaeres. Da geelder
inklusionen V' C Rlvy,...,v:—1]. Nu er v; element i V, og folgelig er v; element
i relationens hgjreside. Ifplge Lemma (5.4) er dette i modstrid med at v;’erne er
algebraisk uathaengige.

Beviset for ,(ii) <= (iii)“ er analogt, og overlades til lzeseren. 0
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(5.7) Bemaerkning. Af Lemma’et folger, at en delmeengde V' af A har en (endelig)
transcendensbasis, hvis enten V' har endelig transcendensgrad, eller hvis der findes
endelig mange elementer i V', der udggr et algebraisk frembringersystem for V' over
R. T det forste tilfelde kan vi nemlig begynde med den tomme maengde, som er en
algebraisk uathaengig delmaengde af V| og sa supplere successivt med elementer fra
V indtil vi opnar en maximal algebraisk uatheengig delmeengde af V'; forudsasetningen
medfgrer, at denne proces stopper efter endelig mange skridt. I det andet tilfaclde
kan vi begynde med en endelig delmaengde af V', som udger et algebraisk frembrin-
gersystem, og sa successivt bortkaste v;’er, som kan undveeres. Efter endelig mange
skridt fas et minimalt algebraisk frembringersystem for V.

(5.8) Lemma. LadV vere en delmengde af A, og antag at V' har en endelig trans-
cendensbasis over R med t elementer. Da gelder ulighederne,

dim}®V <t < tdegp V.

Bewvis. Lad vq,...,v; veere en transcendensbasis for V' over R. Da er v;’erne specielt
et algebraisk frembringersystem for V', sa antallet, ¢, af v;’er er stgrre end eller lig med
det minimale antal elementer, der kan frembringe V. Videre er v;’erne et algebraisk
uafhaengigt st fra V, sa antallet af v;’er er mindre end eller lig med det maximale
antal (evt 0o) der kan veere i et algebraisk uathengigt seet udtaget fra V.

Hermed er ulighederne bevist. 0

(5.9) Udskiftningssaetningen. Lad V vere en delmengde af A. Lad ay,...,q
veere et set af elementer i A, som frembringer V algebraisk over R, og lad vy, ..., v;
veere et seet af elementer i 'V, som er algebraisk uafhengige over R. Da er |l > t, og
der findes | — t af a;’erne som sammen med v; ‘erne frembringer V' algebraisk over

R.

Bewvis. Saetningen vises ved induktion efter ¢. For t = 0 er pastanden triviel (og
indholdslgs). Antag, at ¢ > 1, og at pastanden geelder for ¢t — 1 elementer v;. Da
de t — 1 fgrste v;’er er algebraisk uafhaengige over R, galder pastanden altsa for
v1,...,0—1. Folgelig er [ > ¢ — 1, og vi kan udskifte ¢ — 1 af a;’erne med disse v;’er.
Vi kan antage, at det er de forste t —1 af a;’erne der kan udskiftes, dvs at elementerne
Vly.nvyUt—1, 0G4, ..., a; frembringer V algebraisk over R. [I dette skridt ved vi kun, at
[ >t —1; det er altsa ikke udelukket, at [ =t — 1, i hvilket tilfeelde folgen ay, ..., q;
er tom.] Altsaer V C Rlvy,...,v¢—1,0a¢,...,q;. Dav; € V geelder derfor specielt, at

vy € Rlvg, ..., 01, a4, ..., a.
Af Lemma (5.4) folger nu, at elementerne vy, ...,v¢_1,as,...,a;,vs er algebraisk af-
hezengige over R. Der findes altsa en ikke-triviel algebraisk relation mellem disse

elementer. Da elementerne vq,...,v; er forudsat algebraisk uafhsengige, ma et af
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elementerne ay, ..., a; forekomme i denne relation. Specielt fglger det, at ¢t <. Det
kan antages, at det er a;, der forekommer i relationen, og sa far vi, at

as € R[vi, ..., v, Qg1 - -5 ).

Under brug af Lemma (5.3)(2) fas folgende inklusioner,

V C Rv1,...,v4—1,a¢,...,a;)] € R[v1,..., 0, G141, ..., a1
Altsa er vq,...,0¢,a41, .. ., a; et algebraisk frembringersystem for V over R.
Hermed er pastanden vist for ¢ elementer, hvorved induktionsbeviset er fuldfert.

O

(5.10) Hovedsaetning. For enhver delmengde V' af A geelder ligningen,
tdegrV = dim%y® V.

Hvis V' har endelig transcendensgrad t over R, sa findes der endelige transcendens-
baser for V over R, og alle sadanne baser indeholder t elementer.

Bewvis. Uligheden dim‘j}lg V < tdegrV geelder, thi hvis hgjresiden er uendelig gselder

den trivielt, og hvis hgjresiden er endelig, sa findes der en transcendensbasis for V,
og sa folger uligheden af Lemma (5.8).

Ligeledes geelder uligheden tdegrV < dim?%g V. Hvis hgjresiden er uendelig geelder
uligheden nemlig trivielt. Hvis hgjresiden er endelig, findes et algebraisk frembrin-
gersystem aq,...,a; for V over R med | = dim%lg V. Af Udskiftningssaetningen (5.9)
folger, at der for hvert algebraisk uathesengigt st i V med t elementer geelder ¢ < [.
Altsa er tdegrV < [, hvormed den pastaede ulighed er vist.

Altsa geelder ligningen anfort i seetningen. Saetningens sidste pastand folger nu
umiddelbart af Lemma (5.8). 0

(5.11) Bemeerkning. Begreberne og saetningerne i dette afsnit anvendes ofte i en
situation hvor A og/eller R er legemer.

Antag fgrst, at integritetsomradet A er et legeme. For enhver delring B af A vil
da ogsa brgklegemet for B veere indeholdt i A. For givne elementer aq,...,a, i A

betegnes med
R(al, ceny am)

brgklegemet for delalgebraen Rlaq,...,a,]. Ojensynlig er dette dellegeme af A det
mindste, der indeholder R og alle a;’erne; det kaldes dellegemet frembragt af R og
a;’erne.

Det givne legeme A siges at veere endeligt frembragt som legeme over R, hvis
der i A findes endelig mange elementer ay, ..., a,,, som frembringer legemet A, dvs
opfylder at

A=R(ai,...,an).
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I denne situation har altsa enhver delmaengde V' af A en endelig transcendensbasis
over R, ngdvendigvis med hgjst m elementer.

Betragt dernaest tilfzeldet, hvor A er et integritetsomrade, endeligt frembragt som
algebra over et legeme k af elementer aq,...,a,,. Daer A = klay,...,an], og for
brgklegemet af A kan anvendes betegnelsen k(aq, ..., a,,). Algebraen A er homomorft
billede af en polynomiumsring, altsa af formen A = k[X1, ..., X,,]/B, og idealet P
er et primideal i polynomiusringen, da A er forudsat at veere et integritetsomrade.
Resultaterne i dette kapitel har altsa speciel anvendelse pa sadanne kvotienter af
polynomiumsringen over et legeme k. Ifslge Noether’s Normaliseringslemma er en
sadan algebra A hel over en delring af formen k[z1, ..., x¢], hvor x;’erne er algebraisk
uafhaengige over k. Ifglge definitionen udggr x;’erne en transcendensbasis for A over
k. Specielt er antallet ¢ entydigt bestemt, nemlig som ¢t = tdegy A.

(5.12) Seetning. Antag, at A er et integritetsomrade, og at legemet k er en delring
af A. Lad p vere et primideal i A. Da gelder uligheden,

tdegr(A/p) < tdegrA.

Huvis tdegi A < 0o og lighed geelder i uligheden ovenfor, da er p = (0).

Bevis. Lad a — a betegne den kanoniske (surjektive) homomorfi A — A/p. Betragt i
A elementet P(aq,...,a:), der fas ved at indsaettelse af a;’er i et polynomium P. Det
er klart, at billedet i A/p af dette element fas ved at indsaette a;’erne i P. Det folger,
at hvis a;’erne er algebraisk uathaengige over k, sa er a;’erne algebraisk uafthsengige
over k. Heraf fglger den pastaede ulighed umiddelbart.

Antag nu, at tdegrA < oo og at lighed geelder i uligheden. Vi kan da veelge
a;’erne, med t := tdegi(A/p), sd at a;’erne udggr en transcendensbasis for A/p. Da
er a;’erne algebraisk uafthasengige over k. Specielt afbildes delringen B := k[aq, .. ., a¢]
derfor isomorft pa sit billede klay,...,a,,] i A/p. Da t = tdegiA, er a;’erne en
transcendensbasis for A over k, og hvert element i A er derfor algebraisk over B. Lad
nu a veere et element forskelligt fra 0 i A. Der findes da en ligning,

bmam—l—-~-—|—b1a—|—b0:0, (*)

hvor koefficienterne b; tilhgrer B, og hvor ikke alle b;’er er lig med 0. I denne relation
kan vi antage, at by er forskellig fra 0. Er nemlig b; den fgrste koefficient forskellig
fra 0, sd kan a’ seettes uden for parentes pa venstresiden; da a # 0, er parentesen lig
med 0, og dette er sa en ligning af den gnskede form.

Ligningen (x) medfgrer fplgende ligning i A/p:

byn@™ 4 -+ bra + by = 0

Nu var afbildningen b — b injektiv pa B, og da vi har antaget by # 0, folger det af
den sidste ligning, at a # 0.

Vi har vist, at for a # 0 er a # 0. Altsa er afbildningen A — A/p injektiv. Og
det betyder, at kernen p er lig med (0). i
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(5.13) Opgave. Lad B vare en delring af A saledes at R C B C A. Vis formlen,

tdegrA = tdegp A + tdegr B.
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Moduler over noetherske ringe

1. Ann, Supp og Ass.

(1.1) Definition. Lad M vere en R-modul. En skalar r € R siges da at annullere
elementet * € M, hvis rox = 0. De skalarer, som annullerer et givet element x i
M, udger gjensynlig et ideal i R, kaldet annullatoren for elementet x, og betegnet
Ann(x). Ifplge definitionen er altsa

Amn(x) = {r € R|rz =0}.

De skalarer, som annullerer alle elementer i modulen M, udggr ligeledes et ideal i R.
Dette ideal kaldes annullatoren for modulen M, og det betegnes Ann M, altsa

Anmm M = {r e R|rx =0 for alle x € M}.

Ved stgtten for modulen M forstas meengden af de primidealer p i R, for hvilke
M, # 0. Stgtten betegnes Supp M. Bemeerk, at stgtten er en maengde af primidealer,
og ikke en delmaengde af R.

Primidealerne blandt annullatorerne Ann(z) for x i M siges at veere associerede
primidealer til modulen M. At primidealet p i R er associeret til modulen M betyder
altsa, at der findes et element z i M saledes at

p = Ann(z).
Meangden af primidealer associerede til modulen M betegnes Ass M.

(1.2) Observation. Det fglger umiddelbart af definitionen, at modulens annullator
Ann M er feellesmeengden af annullatorerne Ann(x) for x € M.

Betragt et element i M og et primideal p. Brgken z/1 er da nul-brgken i M,,
hvis og kun hvis der findes et element s ¢ p saledes at sz = 0. Med andre ord geelder
der, at

z/1#0i M, < Ann(z) Cp.

Brgkmodulen M, er gjensynlig forskellig fra 0, hvis og kun hvis en af brgkerne x/1,
for x € M, er forskellig fra 0. Heraf folger, at primidealet p tilhgrer stgtten for M,
hvis og kun hvis p indeholder en af annullatorerne Ann(z) for et element x i M.

Specielt fglger det, at hvert associeret primideal for modulen tilhgrer stgtten for
modulen. Der galder altsa inklusionen,

Ass M C Supp M.
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(1.3) Observation. Et ideal a er annullator for et element i modulen M, hvis og kun
hvis M indeholder en undermodul isomorf med kvotientmodulen R/a. Annullatoren
Ann(x) er nemlig kernen for den ved r +— rz bestemte linesere afbildning R —
M. Hvis a = Ann(z), sa felger det af Isomorfiseetningen, at R/a er isomorf med
afbildningens billede (der er undermodulen Rz). Omvendt, hvis R/a er isomorf med
en undermodul i M, si svarer restklassen 1 herved til et element z i M, og det er
klart, at Ann(z) = Ann(1) = a.

Specielt er et primideal p associeret til M, hvis og kun hvis M indeholder en
undermodul isomorf med R/p.

(1.4) Eksistenssaetning. Antag, at R-modulen M er forskellig fra 0. Da er stotten
Supp M ikke tom.

Bevis. Da M # 0 findes i M et element © # 0. Da x # 0 vil et-elementet 1
ikke tilhgre annullatoren Ann(x). Fglgelig er Ann(z) C R. Af Eksistenssaetningen
for maksimalidealer fglger derfor, at der i R findes et maksimalideal m, saledes at
Ann(z) € m. Af den sidste relation fglger, at My, # 0. Da maksimalidealet m saledes
tilhgrer stotten Supp M, er stotten ikke tom. 0

(1.5) Seetning. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul. For et primideal p
geelder da, at My # 0, hvis og kun hvis p O Ann M.

Bevis. Antag forst, at M, # 0. Da findes i M et element z, saledes at Ann(z) C p.
Da Ann M C Ann(zx), felger det, at Ann M C p.

For at vise det omvendte udnyttes, at M er frembragt af endelig mange elementer
T1,...,Ty. Et element r, der annullerer hvert af x;’erne, vil ogsa annullere enhver
linearkombination af x;’erne, og dermed ethvert element i M. Altsa geelder inklusi-

onen,
Ann(zq)N---N Ann(x,) € Ann M

(der forgvrigt klart ma veere en lighed). Antag nu, at Ann M C p. Af inklusionen
ovenfor fglger sa, at feellesmaengden af idealerne Ann(zx;) er indeholdt i primidealet
p. Som bekendt folger heraf, at et af idealerne Ann(z;) er indeholdt i p. Primidealet
p indeholder altsa en annullator for et element i M. Fglgelig er M, # 0. 0

(1.6) Eksempel. Betragt for et ideal a kvotienten R/a som R-modul. Annullatoren
af restklassen 1 er gjensynlig Ann(i) = a. Omvendt er det klart, at hvert element
i a annullerer hvert element i R/a. Altsa er a = Ann(R/a). Heraf folger videre, at
stotten for R/a bestar af de primidealer p, der omfatter a.

Antag nu, at idealet er et primideal q. Betragt en restklasse z # 0 i modulen R/q.
For et element r i R geelder da ro@ = 7z, hvor 7 er restklassen modulo q. Da nulreglen
geelder i ringen R/q, folger det, at Ann(x) = q. Alle elementer forskellige fra 0 i
R/q har altsa den samme annullator, nemlig q. Specielt er q det eneste primideal

associeret til R/q, dvs,
Ass(R/q) = {a}.

58



Mat 3AG Noether 1.3
19. maj 1994

(1.7) Lemma. Lad N C M wvere en undermodul. Da gelder relationerne,

Supp M = Supp N U Supp(M/N), (1.7.1)
Ass N C Ass M C Ass N U Ass(M/N).

Bevis. Lad p veere et primideal. Ifglge Isomorfiseetning for Brgkmoduler er N, en
undermodul i M, og (M/N), er den tilhgrende kvotientmodul. Fglgelig er M, for-
skellig fra 0, hvis og kun hvis en af modulerne N, og (M/N), er forskellig fra 0. Og
det er netop pastanden i ligningen (1.7.1).

Den fgrste inklusion i (1.7.2) er triviel. At p er associeret til N betyder jo at der
findes et element y i N, sa at p = Ann(y). Og denne ligning sikrer at p er associeret
til M, idet y er element i M.

Betragt nu den anden inklusion i (1.7.2). Antag, at p tilhgrer venstresiden, altsa
at p er et primideal associeret til M. Da findes et element x € M sa at p = Ann(z).
Betragt restklassen & af x modulo N. Et element, der annullerer = vil ogsa annullere
Z. Altsa geelder relationerne,

p = Ann(z) C Ann(z).

Hvis den sidste inklusion er en lighed, sa er p = Ann(z); folgelig er p associeret til
M/N, og dermed er p element i foreningsmeengden pa hgjresiden i (1.7.2). Betragt
dernaest tilfeeldet, hvor den sidste inklusion er skarp, hvor altsa Ann(xz) C Ann(z).
Da findes et element r € R saledes at r& = 0 og rz # 0. At rz = 0 i kvotientmodulen
M/N betyder, at rz tilhgrer N. Folgelig geelder relationerne,

p = Ann(z) C Ann(rz), rz €N, rx#0.

Det er nok at vise, at inklusionen Ann(xz) C Ann(rx) er en lighed, thi sa er p annul-
lator for et element (nemlig rx) i undermodulen N; folgelig er p associeret til NV, og
dermed er p element i foreningsmaengden pa hgjresiden i (1.7.2).

For at vise, at inklusionen Ann(x) C Ann(rx) er en lighed, betragtes et element
s € Ann(rx). Da er srz = 0, og folgelig er sr € Ann(z). Ifplge valget af r er ro # 0,
sa r ¢ Ann(z). Da Ann(z) = p er et primideal, sluttes nu, at s € Ann(x). Hermed
er den pastaede lighed vist, og beviset fuldfert. I

(1.8) Lemma. Lad S vere en multiplikativ delmengde i R og lad p vere et prim-
ideal disjunkt med S. For enhver modul M gelder da,

p€SuppM <= S 'p e Supp(S~M), (1.8.1)
peEAssM = S 'p e Ass(ST'M). (1.8.2)

Hvis p er endeligt frembragt, sa er den sidste implikation en biimplikation.
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Bevis. Primidealet p er disjunkt med S. Af Lokaliseringsprincippet fglger derfor, at
S~ er et primideal i brgkringen S~'R og at

(ST'M)g-1, = M,,.

Af denne ligning fglger umiddelbart biimplikationen i (1.8.1).

For at vise implikationen i (1.8.2) antages, at p er associeret til M. Da har M
en undermodul isomorf med R/p. Af Isomorfissetningen for Brgkmoduler fglger sa
fgrst, at S™IM har en undermodul isomorf med S™1(R/p), og videre, at denne sidste
modul er isomorf med ST'R/S~'. Heraf ses, at S~ er associeret til S~IM.

Antag endelig, at p er frembragt af endelig mange elementer pq,...,p,. For at
vise implikationen mod venstre i (1.8.2) antages, at S™p er associeret til S™IM. Der
findes da en brgk x/t i S™1M saledes at

S~ = Ann(z/t). (%)

Heraf ses forst, at for hvert element p € p vil brgken p/1 annullere x/t. Altsa findes
for hvert p € p et element s € S saledes at spr = 0. Specielt findes for hver af
frembringerne p; et element s; € S saledes at s;p;x = 0. Sattes s := s1-- -5, folger
det, at sp;x = 0 for alle i, og dernaest videre, at spx = 0 for alle p € p. Med andre
ord geelder inklusionen,

p C Ann(sx).

Det er nok at vise, at lighed geelder i denne inklusion, thi da er p annullatoren for
elementet sz i M, og sa er p associeret til M. Antag derfor, at r er element i Ann(sx),
altsa at rsz = 0. Da s tilhgrer S, folger det at brgken r/1 annullerer brgken z/t. Af
(%) folger derfor, at r/1 tilhgrer S~'p. Af Lokaliseringsprincippet folger endelig, at r
tilhgrer p, som gnsket. 0

(1.9) Lemma. Lad M vere en R-modul. Enhver annullator, der er maksimal blandt
annullatorerne Ann(x) for x # 0, er et primideal (og dermed et associeret primideal
for M ).

Bevis. Antag, at p = Ann(y) er maksimalt blandt annullatorerne Ann(z), hvor x # 0.
Det skal vises, at p er et primideal. Da y # 0, er p C R. Antag videre, at et produkt
rs tilhgrer p og at faktoren s ikke tilhgrer p. Det skal vises, at faktoren r tilhgrer p.
Af antagelserne fas relationerne,

rsy = 0 og sy # 0. (%)

Ethvert element i R, som annullerer y, vil ogsa annullere sy. Fglgelig er p C Ann(sy).
Den sidste ulighed i (%) viser, at annullatoren Ann(sy) er blandt de betragtede an-
nullatorer. Maksimaliteten af p medfgrer derfor, at p = Ann(sy). Den forste ligning
i (x) udsiger, at r € Ann(sy). Altsa er r € p, som gnsket. i
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I resten af dette kapitel antages, at R er en noethersk ring.

2. Filtration.

(2.1) Seetning. Lad M vere en R-modul. Enhver annullator Ann(y), hvor y er et
element forskelligt fra 0 © M, er indeholdt i et associeret primideal. Ethvert primideal
p @ stotten for M indeholder et associeret primideal. Specielt eksisterer der associerede
primidealer til M, hvis M ikke er nul-modulen.

Bewvis. Szetningens sidste pastand er gjensynlig en konsekvens af den forste pastand.
Den sidste pastand er ogsa en konsekvens af den anden pastand, idet det fglger af
Eksistenssaetning (1.4), at hvis M ikke er nul-modulen, sa er stgtten for M ikke
tom. Beviset for ssetningen bruger imidlertid ikke Eksistenssaetningen, og den sidste
pastand vil blive brugt i beviset for den anden pastand.

For at bevise den forste pastand betragtes meengden af de annullatorer Ann(z),
hvor z # 0 og hvor Ann(z) O Ann(y). Da R er noethersk findes en annullator
Ann(zg), der er maksimal blandt disse annullatorer. Det er klart, at annullatoren
Ann(zg) er maksimal blandt alle annullatorer Ann(z), hvor x # 0. Af Seetning (1.9)
folger, at Ann(xg) er et primideal associeret til M, og ifslge valget er Ann(y) C
Ann(zg). Hermed er den forste pastand bevist. Som naevnt folger heraf den sidste
pastand.

For at bevise seetningens anden pastand betragtes et primideal p i stgtten for M.
Da er Ry-modulen M, forskellig fra nul-modulen. Af det allerede viste fglger, at der
i R, findes et primideal associeret til M,. Ifslge Lokaliseringsprincippet har dette
primideal formen gqR,, hvor q er et primideal indeholdt i p. Extensionen qR, var
associeret til M,. Af den sidste pastand i Lemma (1.8) (her bruges endnu engang, at
R er noethersk) folger derfor, at g er associeret til M. Da q C p er s@tningens anden
pastand saledes godtgjort.

Hermed er szetningen bevist. 0

(2.2) Definition. Et primideal p siges at veere minimalt primideal for modulen M,
hvis p er minimalt blandt primidealerne i Supp M. Betingelsen er altsa, at p tilhgrer
stgtten, dvs at M, # 0, og at der for alle primidealer q C p geelder at My = 0.

Det fplger af Seetning (2.1), at hvert minimalt primideal for M ma veere et asso-
cieret primideal. Men det er ikke en umiddelbar konsekvens af definitionen, at der
overhovedet eksisterer minimale primidealer for en given modul M.

(2.3) Filtrationssaetning. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul. Da geelder:
(1) Der findes i M en filtration,

(0)=Fy CF C---CF, = M,

hvor de successive kvotienter F;/F;_1, fori =1,...,n, er isomorfe med moduler af
formen R/p;, hvor p; er et primideal.
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(2) For enhver sadan filtration i M gelder folgende relationer mellem mengder af

primidealer,
Ass M C {p1,...,pn} C Supp M.

Yderligere vil ethvert primideal @ stotten for M indeholde et af p;’erne, og de tre
mangder ovenfor har de samme minimale elementer.

(3) Lad p veere et minimalt primideal for M. Da er antallet af gange R/p fore-
kommer som kvotient 1 filtrationen, dvs antallet af i’er for hvilke F;/F;_1 er isomorf
med R/p, entydigt bestemt, idet antallet er lig med lengden,

longp, My,

af Ry-modulen M.

Bevis. (1) Saet Fy := (0). Hvis M = 0, er den gnskede filtration opnaet, med n =0
(og ingen kvotienter). Antag derfor, at M # 0. Af den sidste pastand i Seetning (2.1)
folger sa, at M har en undermodul Fy isomorf med R/p, hvor p er et (associeret)
primideal. Hvis F; = M er den gnskede filtration opnaet. Ellers er M/F; # 0. Af
Seetning (2.1) folger sa igen, at M/F; har en undermodul isomorf med R/ps, hvor
po er et primideal. Ifslge Noether’s anden Isomorfisaetning svarer denne undermodul
i M/F; til en undermodul Fy DO Fy, og Fy/F; er isomorf med R/ps. Hvis Fo = M
er den gnskede filtration opnaet. Ellers fortssettes processen med M/Fy. Da M
er endeligt frembragt, og dermed noethersk, stopper processen efter endelig mange
skridt, med den gnskede filtration.

(2) Betragt nu en given filtration af formen i (1). Den forste inklusion vises ved
induktion efter n. Hvis n = 0 er venstresiden tom, sa inklusionen gaelder. Hvis n > 0
folger det af Seetning (1.7), at

Ass M C AssF,,_1 UAss(M/F,,_1).

Ifplge induktionsantagelsen er Ass F), 1 indeholdt i {p1,...,pn—_1}, og ifelge Eksempel
(1.6) er Ass(M/F,,—1) = Ass(R/p,,) = {p»}. Heraf folger den forste inklusion.

Betragt nu et vilkarligt primideal p i R. Ved lokalisering i p fremkommer en fil-
tration i M,: Ifglge Isomorfiseetningen for brgkmoduler er (F;_;), en undermodul
i (F})p, og den tilsvarende kvotient er (F;/F;_1),. Denne sidste kvotient er ifglge
antagelsen isomorf med (R/p;),, som ligeledes kan bestemmes af Isomorfissetningen
for brgkmoduler: den er isomorf med R, /p;R,. Her gelder ifplge Lokaliseringsprin-
cippet, at kvotienten er lig med 0, hvis og kun hvis p; Z p. Altsa er

Ry /piR, hvis p; Cp,

0 ellers.

(F)o/ (Fror)p = {

Det er klart, at M, # 0, hvis og kun hvis mindst en af kvotienterne (F;),/(F;—1), er
forskellig fra 0. Af udregningen ovenfor fremgar, at dette indtrzeffer, hvis og kun hvis
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p indeholder et af p;’erne. Altsa er p element i stgtten Supp M, hvis og kun hvis p
indeholder et af p;’erne. Heraf fglger den anden inklusion i (2). Desuden fglger det,
at maengden af p;’er og meengden af primidealer i stgtten har de samme minimale
elementer.

Det skal endelig godtggres, at meengden af p;’er og maengden af associerede prim-
idealer for M har de samme minimale elementer. Da den fgrste masengde omfatter
den anden, er det hertil nok at vise, at hvert p; indeholder et associeret primideal for
M. Denne sidste pastand folger af Seetning (2.1), idet hvert p; tilhgrer stgtten for
M.

(3) Antag nu, at p er et minimalt primideal for M. Da p;’erne tilhgrer stgtten for
M, er det sa udelukket, at p; C p. Det fremgar derfor af udregningen ovenfor, at
kvotienten (F;),/(Fij—1)p er forskellig fra 0 praecis nar p; = p. Yderligere ses, at nar
kvotienten er forskellig fra 0, sa er den isomorf med R,/pR,. Denne sidste kvotient
er netop den lokale ring 2, modulo maksimalidealet pR,. I den fremkomne filtration
af M, er kvotienterne, der er forskellige fra 0, altsa simple Ry-moduler. Fglgelig har
M, endelig lengde, og da antallet af simple kvotienter netop var antallet af i’er for
hvilke p; = p, folger pastanden. 0

(2.4) Bemaerkning. Af Filtrationssaetningen fglger for en endeligt frembragt modul
M, at der kun er endelig mange associerede primidealer, og dermed specielt kun
endelig mange minimale primidealer. Associerede primidealer, der ikke er minimale,
siges ogsa at veere indlejrede primidealer for M.

(2.5) Korollar. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul. Da er folgende betin-
gelser ekvivalente:

(i) Modulen M har endelig lengde.

(ii) Alle primidealer i stotten Supp M er maksimalidealer.

(iii) Alle primidealer, der omfatter Ann M, er maksimalidealer.
Er disse betingelser opfyldt, sa bestar stgtten for M af endelig mange maksimalidealer
my, ..., Mg, og afbildningen, som afbilder x € M pd q-seettet med broken x/1 i My,
pa den j’te plads, er en isomorfi,

M — My, X -+ X My,.

Bevis. Betingelserne (ii) og (iii) er sekvivalente ifglge (1.5).
At M har endelig leengde betyder, at der i M findes en filtration,

(0)=Fy CF C-CF, =M, (%)
hvor de successive kvotienter F;/F;_; er simple moduler, dvs isomorfe med kvotienter
R/p; hvor p;’erne er maksimalidealer i R. Hvis (i) er opfyldt, findes altsa en filtration

som i Filtrationsssetningen, hvor p;’erne er maksimalidealer. Da ethvert primideal
i stotten indeholder et af disse p;’er, ma hvert primideal i stotten veere lig med et
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af disse p;’er. Altsa geelder (ii), og yderligere ses, at stgtten bestar af disse endelig
mange maksimalidealer.

Antag omvendst, at (ii) geelder, og betragt en filtration af M som i Filtrationssaet-
ningen. De tilsvarende p;’er tilhgrer stotten for M, sa af antagelsen fglger, at p;’erne
er maksimalidealer. Den betragtede filtration har derfor simple kvotienter. Fglgelig
har M endelig laengde, dvs (i) er opfyldt.

Antag nu at betingelserne er opfyldt, altsa at der findes en filtration (%) med
kvotienter F;/F;_1 = R/p;, hvor p;’erne er maksimalidealer. Betragt den angivne
afbildning. Den er gjensynlig R-lineger.

Forst vises, at afbildningen er injektiv. Lad y veere et element i kernen, og antag,
at y # 0. Det folger da af Seetning (2.1), at annullatoren Ann(y) er indeholdt i et
associeret primideal til M. De associerede primidealer er netop m;’erne, sa Ann(y)
er indeholdt i et af m;’erne. Men dette strider mod at y/1 = 0 i My, for alle j. Altsa
er y = 0. Fglgelig er afbildningen injektiv.

Dernzest vises for hvert maksimalideal m i stgtten for M, at brgkmodulen My,
der ifglge Filtrationsssetningen er en R,-modul af endelig leengde, ogsa er af endelig
lzengde (og endda af samme laengde) som R-modul. Denne pastand fglger af, at der
ved lokalisering i m fremkommer en filtration i My, hvor kvotienterne forskellige fra
0 er af formen Ry, /mR,,. Da m er et maksimalideal i R, er den sidste kvotient ifglge
Lokaliseringsprincippet isomorf med R/m, sa kvotienterne er simple som R-moduler.

Nu kan bijektiviteten af afbildningen vises ved et laengde-argument. Laengden af
venstresiden er leengden af M, altsa lig med n, hvor n er antallet af kvotienter i
filtrationen. Pa den anden side er mj’erne netop de forskellige blandt p;’erne, sa
af Filtrationsseetningen fglger, at tallet n netop er summen af leengderne long My, .
Altsa har homomorfiens venstre- og hgjreside samme leengde. Da homomorfien er
injektiv, fglger det at den er en isomorfi. 0
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3. Dekomposition.

(3.1) Definition. Lad M vere en R-modul. En undermodul N i M siges da at vaere
en primer undermodul, hvis der er netop ét primideal associeret til kvotientmodulen
M/N. At p er det eneste primideal associeret til M /N, altsa at Ass(M/N) = {p},
udtrykkes ved at sige, at N er en p-primer undermodul i M.

En undermodul N i M siges at veere irreducibel, hvis N C M og N ikke kan skrives
som en fellesmaengde N = N1 N Ny, hvor N C Ny og N C Ns.

(3.2) Lemma. (1) En irreducibel undermodul er primer.
(2) En fellesmengde af to p-primere undermoduler er selv p-primeer.

Bevis. (1) Lad N vere en irreducibel undermodul i M. Specielt er sa M/N # 0.
Der findes derfor associerede primidealer for M /N, jfr Seetning (2.1). Det skal nu
vises, at kvotientmodulen M /N kun har ét associeret primideal. Antag, indirekte, at
p1 og po er associerede primidealer for M /N, og at de er forskellige. For i = 1,2 har
kvotienten M/N da en undermodul N; isomorf med R/p;. Specielt er p; det eneste
primideal associeret til N;. Faellesmaengden N; N Ns er indeholdt i N;. Et primideal,
der er associeret til fzellesmaengden er derfor ogsa associeret til Ny, jfr Lemma (1.7),
og det ma fglgelig veere lig med p;. Med samme begrundelse matte det veere lig med
p2. Da p; # po konkluderes derfor, at fzellesmaengden N; N Ny ikke har associerede
primidealer. Af Szetning (2.1) folger derfor, at Ny N Ny = (0).

Ifplge Noether’s anden Isomorfiszetning svarer undermodulerne N; i M /N til un-
dermoduler N; O N. Af det viste fglger at Ny N Ny = N. Yderligere er N; D N,
da N; # 0. Da N var irreducibel, har antagelsen saledes fgrt til en modstrid, som
gnsket.

(2) Lad N = N1 N Ny veere en fellesmeaengde af p-primeere moduler N7 og No. Det
er klart, at M /N # 0, sa det skal vises, at p er det eneste associerede primideal for
M/N. Lad hertil q veere et associeret primideal for M/N. Betragt homomorfien

M — M /Ny & M/N, (*)

der til et element i M knytter parret af restklasser modulo N; og modulo Ns. Ker-
nen for denne homomorfi er gjensynlig faellesmaeengden Ny N No, altsa N, sa ifglge
Isomorfissetningen er kvotienten M /N isomorf med en undermodul af den direkte
sum pa hgjresiden i (x). Primidealet q er derfor associeret til en undermodel af den
direkte sum, og dermed ogsa associeret til den direkte sum, jfr (1.7.2). Af den anden
inklusion i (1.7.2), anvendt pa en af summanderne i den direkte sum, folger at et
primideal associeret til summen ma veere associeret til en af summanderne M/Nj;.
Ifplge forudssetningen er p det eneste primideal associeret til M /N;. Altsa ma q veere
lig med p, som gnsket. 0

(3.3) Eksempel. (1) Et primideal p er en p-primeer undermodul i R. Som vist i
Eksempel (1.6) er nemlig Ass(R/p) = {p}.
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(2) Lad m veere et maksimalideal. Enhver potens m”, hvor m > 1, og mere
generelt, ethvert ideal a saledes at

m” CaCm,

vil da veere et m-primeert ideal i R. Ifplge Eksempel (1.6) bestar stgtten for R/a
nemlig af de primidealer p, som omfatter a. Af a C p fglger, at potensen m™ er
indeholdt i p. Da p er et primideal, fglger det videre, at en af faktorerne i produktet
m"™, dvs m, er indeholdt i p. Da m er et maksimalideal folger det endelig, at p = m.
Det er saledes godtgjort, at stgtten for R/a bestar af det ene primideal m. Og sa er
m ogsa det eneste associerede primideal til R/a ifplge Seetning (2.1).

(3) Antag endelig, at R er et integritetsomrade, og betragt et primideal, der er et
hovedideal (p) frembragt af et element p # 01 R. Det pastas, at enhver potens (p™),
hvor m > 1, er et (p)-primert ideal. Hertil betragtes annullatorer af restklasser z
i R/(p™) af elementer z ¢ (p™). Skriv nu z pa formen z = sp’, hvor s ¢ (p) og
0 <t < m; dette er muligt, da x ¢ (p™). Nu geelder folgende biimplikationer,

r€ Ann(z) <= rz € (p™) <= rec (™). (%)

Den forste er nemlig oplagt, og den anden ses saledes: Hvis r € (p™~%), altsa r =
ap™t, sa er rz = ap™lspt = asp™ € (p™). Omvendt, hvis rz € (p™), altsa
rspt = ap™, sa folger at rs = ap™~t. Da (p) er et primideal og s ¢ (p) folger heraf
videre, at r € (p™~1).

Af (%) ses, at Ann(2) = (p™*). Qjensynlig er denne annullator et primideal, hvis
og kun hvis m —t = 1. Heraf ses at den eneste annullator for R/(p™), der er et

primideal, er primidealet (p). Og det er netop pastanden.

(3.4) Definition. Lad N vere en undermodul i modulen M. Ved en primerde-
komposition af N forstas en fremstilling af NV som en feellesmaengde,

N=NnN---NN,,

hvor Nj’erne er primeere undermoduler. Antag, at N; er p;-primeer. Dekompositi-
onen siges da at veere uforkortelig, hvis p;’erne er forskellige og ingen af Nj’erne i
feellesmaengden er overflgdige.

Det fglger af Lemma (3.2), at man ud fra en primaerdekompostion af N kan opna
en uforkortelig dekomposition: Fgrst erstattes for hvert primideal p de Nj’er, der er
p-primeere, med deres feellesmaengde, og dernzest bortkastes overflgdige N;’er.

(3.5) Dekompositionssaetning. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul. Da
har hver undermodul N en primerdekomposition,

N=Nn---NN,. (3.5.1)
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Antag, at en sadan dekomposition er uforkortelig, og at Nj er pj-primer. Da er
p; ‘erne netop primidealerne associerede til M /N. Yderligere gelder, at de undermo-
duler Nj, for hvilke p; er et minimalt primideal for M /N, er entydigt bestemte, idet
Nj er kernen for den sammensatte homomorfi M — M/N — (M/N),,.

Bewis. For at vise eksistensen af fremstillingen er det ifglge Lemma (3.2) nok at vise,
at enhver undermodul N er en endelig faellesmaengde af irreducible undermoduler.
Denne pastand vises ved noethersk induktion: Antag, indirekte, at pastanden er gal,
og betragt maengden S af de undermoduler i N, der ikke er en endelig feellesmaengde
af irreducible undermoduler. Ifglge antagelsen er S ikke tom. Da M er endeligt
frembragt over en noethersk ring, er M noethersk. Fglgelig findes i & en undermodul
N, der er maksimal blandt undermodulerne i §. Undermodulen N tilhgrer S, og
specielt kan den derfor ikke veere irreducibel. Yderligere er N C M, idet M har
en fremstilling af den gnskede form, nemlig som faellesmaengde af ingen irreducible
moduler. Da N C M og N ikke er irreducibel, er N en faellesmaengde, N = N1 N Na,
af undermoduler N; D N. Da N var maksimal blandt undermodulerne i S, kan
ingen af undermodulerne N; tilhgre S. Fglgelig er begge undermoduler N7 og Ny
en endelig faellesmaengde af irreducible undermoduler, og sa er feellesmaengden N det
ogsa, i modstrid med at IV var element i S.
Antag nu, at fremstillingen (3.5.1) er uforkortelig. Betragt homomorfien,

M/N — M/N, & ---@® M/N,, ()

der afbilder restklassen af x modulo N i g-s&ttet hvis j’te koordinat er restklassen
af x modulo N;. Denne homomorfi er veldefineret, da N C N;, og den er injektiv,
da N er fellesmeengden af N;’erne. Lad p veere et primideal associeret med M /N.
Af Lemma (1.7) folger nu forst, at p er associeret med den direkte sum pa hgjresiden
af (%), og derneest at p er associeret med en af addenderne M/N,. Da M/N; er
p;-primeer, er p; det eneste primideal associeret med M/N;. Altsa er p lig med et af
p;’erne.

Betragt omvendt et af primidealerne pj,. Lad M), veere faellesmeengden af de Nj'er,
hvor N ikke medtages, og lad @ veere kvotientmodulen @ := My /N. Af Noether’s
anden Isomorfiseetning folger, at (Q = My /N er isomorf med en undermodul i M/N.
Pa den anden side er gjensynlig N = M, N N, sa af Noether’s forste Isomorfissetning
folger, at Q = My /(M N Ny) er isomorf med en undermodul i M/Nj. Af Lemma
(1.7) fas derfor inklusionerne,

Ass@Q C Ass(M/N), AssQ C Ass(M/Ny).

Modulen M /Ny er pg-primeer, sa maengden pa hgjresiden af den sidste inklusion
indeholder ét element, nemlig primidealet px. Modulen M} opfylder at My D N, thi
ellers var jo Ny overfladig i fremstillingen (3.5.1). Kvotienten @@ = My /N er derfor
forskellig fra 0, og Ass @ er derfor ikke tom ifplge Szetning (2.1). Den anden inklusion
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ovenfor medfgrer derfor, at Ass () bestar alene af primidealet pg. Den forste inklusion
ovenfor medfgrer derfor, at pj er associeret til M/N.

Hermed er det vist, at p;’erne er de associerede primidealer til M/N.

For at bevise den sidste del af entydighedsudsagnet betragtes fgrst en vilkarlig
endeligt frembragt modul (), med den egenskab at Ass () bestar af netop et primideal
p. Det pastas, at den kanoniske homomorfi,

Q%va

da er injektiv. Antag nemlig, at y er et element forskelligt fra 0 i homomorfiens kerne.
Da brgken y/1 er lig med 01 M, er Ann(y) ikke indeholdt i g. Men det er i modstrid
med at Ann(y) er indeholdt i et associeret primideal ifplge Seetning (2.1) og q er det
eneste associerede primideal for Q).

Lad nu p; vaere et minimalt primideal for M /N. Betragt homomorfien, der frem-
kommer af (%) ved lokalisering i p;. For k # j bestar stgtten for M/Nj af de
primidealer, der omfatter pj, og p; er ikke et sadant primideal, da p; er minimalt
blandt pi’erne. Altsa er (M/Ny),, = 0 for k # j. Den lokaliserede homomorfi er
derfor fglgende homomorfi,

(M/N)p; = (M/Nj)p;- ()

Homomorfien (x) var injektiv, sa det fglger af Isomorfiseetning for Brgkmoduler, at
den lokaliserede homomorfi (%) er injektiv. Pa den anden side folger det af pastanden
ovenfor, anvendt pa @ := M/N; og p := p;, at homomorfien M/N; — (M/Nj),. er
injektiv. Det er klart, at fglgende diagram er kommutativt,

M  —— M/N,

l !

(M/N)p; —— (M/Nj)p,-

De to homomorfier der ender i (M/N;),, er ifglge det viste injektive. De to homomor-
fier der begynder i M har derfor samme kerne. Heraf fglger gjensynlig Saetningens
pastand om entydigheden af IV;. i

(3.6) Eksempel. (1) Lad a veere en feellesmaengde af primidealer,
a=p;N---Npg. (3.6.1)

Det fglger af Eksempel (3.3)(1), at fremstillingen (3.6.1) er en primaerdekomposition.
Antag, at der ikke er inklusioner mellem p;’erne, altsa at intet p; er indeholdt i et af
de gvrige. Da er dekompositionen uforkortelig, thi p;’erne er specielt forskellige, og
var et af p;’erne, fx py, overfladigt, sa ville primidealet p;, indeholde feellesmaengden
af de gvrige, og heraf folger som bekendt, at pj ville indeholde et af de gvrige. Det
folger af Dekompositionsseetningen, at p;’erne er de associerede primidealer til R/a.
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(2) Lad my,...,m, vere forskellige maksimalidealer i R, og betragt en feelles-
maengde,
a=m" N---Nm, (3.6.2)

hvor eksponenterne m; er positive. Da er (3.6.2) en uforkortelig primaerdekomposi-
tion af a. Det fglger nemlig forst af Eksempel (3.3)(2), at idealet m;-nj er m;-primeert.
Videre er ingen af idealerne m;.nj overflgdige i feellesmaengden. Antag nemlig, in-
direkte, at fx m{"* er overflgdig. Da vil m]"* indeholde fzellesmeengden af de gvrige
m;-nj ‘er. Specielt vil primidealet m; indeholde denne feellesmaengde. Som bekendt fgl-
ger heraf, at my indeholder et af idealerne m;nj for j > 1, og videre, at m; indeholder
m;. Dette er en modstrid, da m; er et maksimalideal og m; # m;.

Af Dekompositionsseetningen fremgar nu, at m;’erne er de associerede primidea-
ler til R/a. Af korollaret til Filtrationsssetningen folger videre, at R/a har endelig
leengde.

(3) Antag, at ringen R er faktoriel, og betragt et element f med primoplgsningen
f=p" - pg? (hvor altsa p;’erne er irreducible og ikke associerede, og m;’erne

positive). Ved brug af den entydige primoplgsning ses det let, at
(f) = @) n---n(pg). (3.6.3)
Af Eksempel (3.3)(3) folger, at fremstillingen ovenfor er en uforkortelig primaerde-
komposition af hovedidealet (f).
(4) Lad m veere et maksimalideal og lad p veere et primideal forskelligt fra m og
saledes at p € m?. Betragt faellesmaengden,

a=pnm?. (3.6.4)

Det ses ganske som under (1) eller (2), at (3.6.4) er en uforkortelig primaerdekompo-
sition. Primidealerne m og p er altsa de associerede primidealer til R/a. Hvis p Cm
(og dette er ikke udelukket), sa er p det eneste minimale primideal for R/a og m er
et indlejret primideal.

(3.7) Bemaerkning. Dekompositionssztningen kan specielt anvendes pa et ideal a
i R. Som konsekvens fas en uforkortelig primeerdekomposition,

a:qlﬂ...ﬂqq,

hvor idealet q; er p;-primaert. De minimale primidealer p for R/a er de minimale
blandt primidealerne, der omfatter a, jfr Eksempel (1.6). Hvis p; er et sadant primi-
deal, sa er q; entydigt bestemt, nemlig som kernen for den sammensatte homomorfi
R — R/a — (R/a),,. Her er kvotienten (R/a),, ifslge Lokaliseringsprincippet lig
med Ry, /aR, . Heraf ses, at q; er kontraktionen af extensionen aRy.

Specielt ses, at hvis q er et p-primaert ideal, sa er homomorfien R/q — R,/qR,
injektiv. Hvis p = m er et maksimalideal, fglger det endda af Korollar (2.5), at denne
homomorfi er en isomorfi. Specielt fremhaeves for en potens m?, at lokalisering i m
inducerer en isomorfi,

R/m' <% Ry /m'Ry,.
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4. Valuationsringe og Dedekindringe.

(4.1) Lemma. Antag, at R er et (noethersk) integritetsomrade. Da har hvert ele-
ment a 1 R, som ikke er nul eller en enhed, en irreducibel oplgsning, dvs der findes
en fremstilling af a som et produkt af irreducible elementer,

a:ql...qn. (*)

Beuvis. Beviset er indirekte, ved noethersk induktion. Antag, at der findes elementer
b, som ikke er nul og ikke er enheder og ikke kan skrives som produkt af irreducible
elementer. Lad S betegne meengden af hovedidealer (b) frembragt af sadanne ele-
menter b. Der findes da i S et hovedideal (), der er maksimalt blandt hovedidealerne
i §. Elementet b kan specielt ikke vaere irreducibelt, og det er forskelligt fra nul og
ikke en enhed. Fglgelig er b et produkt b = b1bs, hvor faktorerne b; ikke er enhe-
der. Nu er (b) C (b2). Ellers ville lighed nemlig geelde, og sa ville bo kunne skrives
by = ab = abibs; da nul-reglen geelder, ville det fglge, at 1 = aby, i modstrid med at
by ikke er en enhed. Tilsvarende er (b) C (by).

Af (b) C (b;) folger, at hovedidealerne (b;) ikke tilhgrer S. Heraf folger videre, at
b; er et produkt af irreducible elementer. Men det er i modstrid med at b = b1by og
b ikke er et produkt af irreducible elementer. 0

(4.2) Saetning. Lad R vere en lokal (noethersk) ring med maksimalidealet m. An-
tag, at R er et integritetsomrade, men ikke et legeme. Da er folgende betingelser
@kvivalente:

(i) Maksimalidealet m er et hovedideal.
(ii) Idealerne i R er totalt ordnede ved inklusion.
(iii) Ringen R er et hovedidealomrade.

Bevis. ,(1)=(ii)“. Antag, at m = (p) er hovedidealet frembragt af et element p i
R. Da R ikke er et legeme, er p # 0. Videre er (p) et maksimalideal, og dermed
et primideal. Altsa er p et primelement. Specielt er p et irreducibelt element. Det
pastas, at p, pa neer multiplikation med en enhed, er det eneste irreducible element.
Betragt nemlig et irreducibelt element ¢. Specielt er ¢ da ikke en enhed, og folgelig
er q element i den lokale rings maksimalideal. Med andre ord er ¢ € (p), sa ¢ kan
skrives ¢ = rp. Da ¢ er irreducibelt, er r en enhed.

Det folger af Lemma (4.1), at hvert element a, som ikke er nul og som ikke er en
enhed, har en fremstilling som produkt af irreducible elementer. Af det allerede viste
folger, at denne fremstilling har formen,

a=up", (4.2.1)
hvor w er en enhed og n > 1. For enhederne i R fas en fremstilling (4.2.1) med n = 0.
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Det pastas nu, at samtlige idealer i R er folgende:
0)c--c @) @) C(p) ().

Af denne pastand folger gjensynlig (ii). For at vise pastanden betragtes et vilkarligt
ideal a # (0) i R. Der findes da elementer a i a som er forskellige fra 0. Valg nu
blandt alle sadanne elementer a et, for hvilket fremstillingen (4.2.1) har det mindst
mulige n. Da a er valgt i a, er p" = u~la element i a. Fglgelig er

(p") Ca.

Omvendt har ethvert element b # 0 i a en fremstilling af formen (4.2.1), dvs af formen
b = vp™; valget af n sikrer, at m > n, og sa er b = vp™ "p" element i (p"). Altsa er
a = (p™). Hermed er den gnskede pastand, og specielt betingelsen (ii) eftervist.

,(i1)=(iii)“. Antag, at idealerne i R er totalt ordnede. Heraf folger forst, at
ethvert ideal (a,b) frembragt af 2 elementer er et hovedideal. Af hovedidealerne
(a) og (b) vil nemlig et, fx (b), omfatte det andet, og af (a) C (b) folger, at summen
(a,b) = (a)+(b) er lig med (b). I almindelighed er (a1, ...,a,) = (a1,...,an-1)+(ay),
sa ved induktion fglger, at hvert endeligt frembragt ideal er et hovedideal. Da R er
noethersk, er betingelsen (iii) altsa opfyldt.

Implikationen ,,(iii)=(i)“ er triviel. Hermed er sekvivalensen bevist. 0

(4.3) Definition. En lokal (noethersk) ring, som er et integritetsomrade og ikke
et legeme og opfylder de sekvivalente betingelser i Seetning (4.2), kaldes en (diskret)
valuationsring.

(4.4) Note. Betingelsen (ii) har mening for enhver ikke ngdvendigvis noethersk ring,
og en ring, der opfylder denne betingelse, kaldes ofte en valuationsring. Adjektivet
,diskret* gar essentielt pa forudsstningen om at ringen i Definition (4.3), ligesom
ellers i dette kapitel, forudsaettes at vaere noethersk.

(4.5) Bemeerkning. Antag, at R er lokal, med maksimalidealet m, oglad k := R/m
betegne restklasselegemet. Kvotienten m’/m‘™! er da en modul over kvotientringen
R/m, dvs et vektorrum over k. Hvis R er en valuationsring, sa er

dimy m’/m"** = 1 for alle 1,

thi potensen m® er hovedidealet (p?), og det er klart, at r — rp’ inducerer en isomorfi
af R/(p) pa (p*)/(p'™!). Det folger i gvrigt af Nakayama’s Lemma, at dimensionen
dimg m?/m**! er lig med det minimale antal frembringere for idealet m*. Betingelsen
(i) Seetning (4.2) kan saledes udtrykkes ved ligningen dimy m/m? = 1.

(4.6) Eksempel. Antag, at R er en faktoriel ring. For hvert irreducibelt element
p er hovedidealet (p) da et primideal. Brgkringen R(,), der fas ved lokalisering i
primidealet (p), er en valuationsring, thi maksimalidealet i brgkringen er extensionen
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af hovedidealet (p), og det er derfor et hovedideal. Betingelsen (4.2)(i) er saledes
opfyldt.

Specielt geelder for hvert primtal p, at den lokale ring Z,), der bestar af rationale
tal af formen a/s, hvor s ikke er delelig med p, er en valuationsring.

Det er ikke sveert at vise, at potensraekkeringen k[[X]] med koefficienter i et legeme
k er en valuationsring.

(4.7) Definition. Ringen R kaldes en Dedekindring, hvis R er et integritetsomorade
og hvis der for hvert maksimalideal m i R geaelder, at den lokale ring R, er en valua-
tionsring.

(4.8) Observation. Et hovedidealomrade, der ikke er et legeme, er en Dedekind-
ring. I et hovedidealomrade, der ikke er et legeme, er maksimalidealerne nemlig
hovedidealerne (p) frembragt af de irreducible elementer p, og maksimalidealet i den
lokale ring R,y er derfor et hovedideal, jfr Eksempel (4.6).

(4.9) Seetning. Lad R vere en Dedekindring. Da har hvert ideal a # (0) en entydig
fremstilling,

a=m" N---Nmye, (4.9.1)
som en fellesmaengde af potenser af maksimalidealer.

Bewis. Ifglge Dekompositionsszetningen (3.5), jfr Eksempel (3.6)(2), er det nok at
vise, at de primeere idealer q # (0) i R netop er potenserne m” af maksimalidealer m
(og at eksponenten n er entydigt bestemt).

Antag altsa, at q # (0) er et p-primeert ideal. Det folger af Eksistenssaetningen,
at p er indeholdt i et maksimalideal m. Yderligere er (0) C q C p. Folgelig geelder
inklusionerne,

(0)Ccpcm (%)

Det fglger af forudsaetningen, at den lokale ring Ry, er en valuationsring. I Ry, findes
derfor netop 2 primidealer, nemlig maksimalidealet og (0). Pa den anden side svarer
de tre primidealer i (x) ifplge Lokaliseringsprincippet bijektivt til tre primidealer i
den lokaliserede ring R,,. Af disse ma de to sidste altsa veere ens. Fglgelig er p = m.
Hermed er vist, at q er m-primeert.

Af entydighedsdelen i Dekompositionsseetningen fglger nu, at q er kernen for den
sammensatte homomorfi R — Ry — (R/q)m. Idealet q er med andre ord kontraktio-
nen af extensionen qR,,. Ekstensionen er et ideal forskelligt fra nul i valuationsringen
R, og det er derfor en potens af maksimalidealet i R,,. Ekstensionen har derfor for-
men m” R, med en entydig betemt eksponent n. Det givne det givne ideal q er altsa
kontraktionen af m"™R;,. Med samme argument er denne kontraktion lig med m”.
Folgelig er ¢ = m”™, som pastaet. I

(4.10) Note. Det er en konsekvens af den sakaldte kinesiske restklassesaetning, at
fzellesmeengden af potenserne i (4.9.1) er lig med produktet. I den forstand udtrykker

72



Mat 3AG Noether 4.4
19. maj 1994

resultatet 1 Seetning (4.9), at Dedekindringe tillader en faktoriseringsteori, der pa
mange mader er en naturlig generalisation af teorien i hovedidealomrader.

Det skal bemeerkes, at det her givne resultat kun er et hjgrne af teorien for Dede-
kindringe.
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Lidt om algebraisk geometri

I dette kapitel betegner k et fast grundlegeme. Svarende til et fast tal n > 1 be-
tragtes meengden af punkter i k™, dvs n-seet p = (p1,...,p,) med p; € k, og ringen
k[X1,...,X,] af polynomier i n variable.

1. Affine mangfoldigheder.

(1.1) Definition. Ved indsattelse af et punkt p = (p1,...,pn) i et polynomium F
fremkommer veerdien F(p) = F(p1,...,pn). Hvis F(p) = 0, sa kaldes p et nulpunkt
for F', og F' siges at forsvinde i punktet p. For hver maengde § af polynomier betegnes
med V(F) meengden af faelles nulpunkter for polynomierne i §. Med andre ord er V(§)
delmeengden af k™ bestaende af de punkter p for hvilke F'(p) = 0 for alle polynomier
Feg.

En delmeengde V' af k™, der har formen V(§) for en passende delmeaengde § af
k[X1,...,X,], kaldes en (affin) (algebraisk) mangfoldighed. Den siges ogsa at veere
bestemt ved maengden §, eller ved ligningerne F' = 0 for F' € §.

(1.2) Observation. Enhver mangfoldighed i k™ kan beskrives som meengden af
fzelles nulpunkter for polynomierne i et ideal i R = k[X;,...,X,,]. Lad nemlig §
vaere en maengde af polynomier. Da udggr de polynomier, der kan skrives pa formen
G1Fi+---+ G F, hvor G; € Rog F; € §, et ideal J, og det er klart, at V(J) = V(F).

Enhver mangfoldighed i k™ kan beskrives som mangden af faelles nulpunkter for
endelig mange polynomier. Ifglge Hilbert’s Basisseetning er nemlig hvert ideal J i
R frembragt af endelig mange polynomier Fi,..., F,., og sa folger det, at V(J) =
V(Fy,..., F).

(1.3) Definition. For hver delmeengde U af k™ betegnes med Z(U) idealet af
polynomier, der forsvinder i alle punkter af U. Med andre ord er Z(U) delmaengden
af k[X1,...,X,] bestaende af de polynomier F' for hvilke F'(p) = 0 for alle punkter
p € U. Det er klart, at den beskrevne maengde af polynomier udggr et ideal i
polynomiumsringen.

Et ideal i k[X4,...,X,], der er af formen Z(U) for en passende delmaengde U af
k™, vil vi kalde et geometrisk ideal.

(1.4) Observation. For en delmaengde U bestaende af et enkelt punkt p bestar
idealet Z(p) af de polynomier der forsvinder i p. Idealet Z(p) er med andre ord kernen
for ringhomomorfien k[X;,..., X,,] — k defineret ved F' — F(p). Denne ringhomo-
morfi er surjektiv, sa den tilsvarende kvotientring (af polynomier modulo kernen), er
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isomorf med k. Da k er et legeme, folger det, at idealet Z(p) er et maximalideal i
k[X1,...,X,]. Det er velkendt, og let at vise, at idealet netop er maksimalidealet,

‘Jﬁp:(Xl—pl,...,Xn—pn),

frembragt af polynomierne X; —p; fori=1,... n.
Heraf fas en beskrivelse af Z(U) for enhver delmeengde U af k™: Da F'(p) = 0, hvis
og kun hvis F' € 9, geelder ligningen,

Z(U) = [ My.
peU
Specielt ses, at de geometriske idealer i k[X7,..., X,,] netop er de idealer, der er en

feellesmaengde af maksimalidealer af formen 901,,.

(1.5) Saetning. Afbildningerne V og I, defineret pa henholdsvis delmengder § af
R =Fk[X1,...,X,] og delmangder U af k™, har folgende egenskaber:

V(UFa) =MV (8a), Z(WUa) =NI(Va), (1.5.1)
FOF=>VE CVE), UDU =I(U)CIU), (1.5.2)
UCV(IZU)), §<IMVE)), (1.5.3)
UCV(E) e Z(U) 23, (1.5.4)

VIZ(V(3)) =VE), Z(VEWU)))=1ZU), (1.5.5)
V(EFF) =VE) UV(E), (1.5.6)
V(R) =0, Z(0) =R, (1.5.7)

V(0) = k", Z(k") = (0), (1.5.8)

hvor den sidste ligning dog forudsetter, at legemet k er uendeligt.

Bevis. Egenskaberne i (1.5.1), (1.5.2), (1.5.3) og (1.5.4) fglger umiddelbart af defini-
tionerne.

Ligningerne (1.5.5) indses saledes: Lad § vacre en delmeengde af k[X1,..., X,,].
Anvend den forste egenskab i (1.5.2) pa den anden inklusion i (1.5.3). Det folger, at
V(Z(V(F))) € V(§). Her geelder ogsa den omvendte inklusion, hvilket indses ved at
anvende den forste inklusion i (1.5.3) pa U := V(F). Altsa geelder den forste ligning
i (1.5.5). Den anden ligning indses analogt.

I (1.5.6) betegner produktet § - § delmaengden bestaende af alle produkter FF’,
hvor F' € § og F' € §'. Det er klart, at (FF’)(p) = 0, hvis og kun hvis F(p) =0
eller F'(p) = 0. Heraf folger ligningen i (1.5.6). Ligningerne i (1.5.7) og den fgrste
ligning i (1.5.8) geelder trivielt.

Betragt nu den anden ligning i (1.5.8), og antag, at k har uendelig mange elemen-
ter. Det pastas, at hvis F' er et polynomium, saledes at F'(p) = 0 for alle punkter
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p € k™, sa er ' = 0. Denne pastand vises ved induktion efter n. For n =1 er F et
polynomium i én variabel, som har hvert element p € k£ som rod. Da k har uendelig
mange elementer, har F' altsa uendeligt mange rodder. Heraf fglger, at F' = 0.

Antag, at n > 1 og at pastanden gelder for polynomier i n — 1 variable. Idet
leddene i F' ordnes efter potenser af X,, fas en fremstilling,

F= FN(XIM"?XR—I)X;LV +FN—1(X17"'7XR—1)X7]:[_1 + "'+FO(X17"'7X7L—1)7

hvor F;’erne er polynomier i de variable X1, ..., X,,_1. Ved indsattelse af et vilkarligt
(n—1)-seet p’ = (p1,...,pn—1) for disse variable, fas folgende polynomium i den ene
variabel X,,:

F(p', X,) = FN(p) X)) + Fnoa(p) XY 1+ + By ().

Ifglge antagelsen vil dette polynomium forsvinde ved indsaettelse af enhver veerdi
pn for X,,. Af det lige viste for n = 1 fglger derfor, at dette sidste polynomium
er nulpolynomiet. Hver af koefficienterne F;(p’) er altsa lig med 0. Her var p’ =
(p1,...,Pn—1) et vilkarligt (n — 1)-seet. Polynomiet F; forsvinder saledes i ethvert
punkt p’ af k"~ !. Af induktionsforudssetningen fglger derfor, at F; er nulpolynomiet.
Folgelig er F' = 0. i

(1.6) Korollar. (1) Endelig foreningsmengde og vilkarlig fellesmengde af mang-
foldigheder er igen mangfoldigheder. Den tomme maengde () og hele k™ er mangfol-
digheder. Hvis J og J er idealer af polynomier, da er

V(I +3) = V(@) NVQJ).

(2) En vilkarlig fellesmengde af geometriske idealer er igen et geometrisk ideal. Po-
lynomiumsringen k[ X1, ..., X,] er et geometrisk ideal. Idealet (0) er geometrisk, hvis
legemet k er uendeligt.

Bevis. (1) De forste pastande fplger umiddelbart af ligningerne i Seetning (1.5). De
forste ligninger ses saledes: Som bekendt er T N J DO JJ, og produktet JJ af idea-
ler omfatter produktet J-J af meengder. Af relationerne i Saetning (1.5) fas derfor
folgende kaede af inklusioner,

V(3n3g) € V(I3) € V(3-3) =V(@)UuVQA).

=
=]

Pa den anden side er 7N J C 7, og heraf fglger, at V(J) C V(TN J). En tilsvarende
relation fas for J, og sa folger det, at V(J) UV(J) € V(I N J). Heraf sluttes, at alle
inklusionerne i kaeden ovenfor ma vare ligheder. Altsa geaelder de fgrste ligninger i
(1). Den sidste ligning i (1) geelder trivielt.

(2) Pastandene fglger umiddelbart af ssetningen. 0
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(1.7) Saetning. Afbildningerne V og I definerer en bijektiv forbindelse mellem pa
den ene side mangfoldighederne © k™ og pa den anden side de geometriske idealer
i k[X1,...,Xy,]. Den bijektive forbindelse vender inklusioner, og endelig forening
af mangfoldigheder svarer til endelig fellesmaengde af geometriske idealer. For hver
mangfoldighed V er V(Z(V')) =V og for hvert geometrisk ideal I er Z(V(J)) = 7.

Bevis. Mangfoldighederne V' er delmangderne af formen V' = V(F). Ligningen
V(Z(V)) = V for mangfoldigheder fglger derfor umiddelbart af den forste ligning
i (1.5.5). Tilsvarende fglger ligningen Z(V(J)) = J for geometriske idealer af den
anden ligning i (1.5.5). Af de to ligninger folger, at V og Z er ,hinandens inverse“ pa
de to anferte maengder. De resterende pastande fglger nu umiddelbart. I

(1.8) Korollar. Lad U vere en vilkarlig delmengde af k™. Da er mangfoldigheden
W :=V(Z(U)) den mindste mangfoldighed, der indeholder U, og Z(W) =Z(U).

Bevis. Lad V' veere en mangfoldighed, og seet J := Z(V'). Det folger af Seetningen, at
V =V(3). Af (1.5.4) folger derfor, at V D U, hvis og kun hvis 3 C Z(U). Den sidste
betingelse er, ifslge Szetningen, ensbetydende med at V' O W. Den sggte ligning
folger umiddelbart af den anden ligning i (1.5.5). i

(1.9) Korollar. Den nedstigende kedes egenskab geelder for mangfoldighederne i
k™. Med andre ord: I enhver uendelig kede af mangfoldigheder,

ViodVo o VgDt

geelder lighedstegnet fra et vist trin. Og @kvivalent: I enhver ikke-tom maengde S af
mangfoldigheder findes en mangfoldighed, der er minimal blandt mangfoldighederne 1
S.

Bevis. Ifplge Ssetning (1.7) svarer pastandene om mangfoldigheder til tilsvarende
pastande om (visse) idealer i k[X1,..., X,]. Da ringen k[X;,...,X,] er noethersk
ifglge Hilbert’s Basissaetning, geelder pastandene. 0

(1.10) Definition. Lad V vere en mangfoldighed. Hvert polynomium F' definerer
da en polynomiumsfunktion Fy :V — k, nemlig afbildningen bestemt ved

Fy(p)=F(p) forpeV.

Polynomiumsfunktionerne pa V udger gjensynlig en ring, endda en k-algebra. Den
betegnes I'(V'). Specielle polynomiumsfunktioner pa V' er de n koordinatfunktioner
pa V', dvs funktionerne,

vi:pr>p; forpeV.

Afbildningen F' — Fy,, der til et polynomium F' lader svare den tilhgrende polyno-
miumsfunktion Fy, er en surjektiv k-lineser ringhomorfi k[ X1, ..., X,| = I'(V). Ved
denne homomorfi afbildes polynomiet X; pa koordinatfunktionen v;. Som k-algebra
er I'(V) derfor frembragt af de n koordinatfunktioner v;,

L(V) = E[vy, ..., v,
Ringen I'(V') af polynomiumsfunktioner pa V kaldes ogsa koordinatringen for V.
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(1.11) Observation. Lad V veere en mangfoldighed. @jensynlig forsvinder et
polynomium F i alle punkter p € V', hvis og kun hvis funktionen Fy, er nul-funktionen.
Idealet Z(V') er altsa kernen for homomorfien F' — Fy,, og homomorfiens billede er
netop ringen af polynomiumsfunktioner pa V. Isomorfiszetningen for ringe bestemmer
derfor en naturlig isomorfi,

K[X1,..., X./Z(V)=5T(V). (1.11.1)

Ved denne isomorfi svarer restklassen XZ til koordinatfunktionen v;.

(1.12) Korollar. Lad V og W wvere mangfoldigheder i k™ saledes at W C V. Da
findes en polynomiumsfunktion pa V, som ikke er nul-funktionen og som forsvinder
pa W.

Bevis. Det folger af den bijektive forbindelse i Seetning (1.7), at Z(V') C Z(W). Veelg
et polynomium F, der tilhgrer Z(W), men ikke Z(V). Da F' ¢ Z(V') er Fy ikke nul-
funktionen. Da F' € Z(W), er restriktionen Fy nul-funktionen pa W. i

(1.13) Definition. En mangfoldighed V' kaldes reducibel, hvis V' er den tomme
mangfoldighed eller V' kan skrives som en foreningsmaengde, V' = Vi U V5, af to
mangfoldigheder, der begge er @egte indeholdt i V. En irreducibel mangfoldighed,
dvs en mangfoldighed der ikke er reducibel, kaldes ogsa en wvarietet.

(1.14) Saetning. For en mangfoldighed V' er folgende betingelser aekvivalente:

(i) Mangfoldigheden V er irreducibel.
(ii) Idealet Z(V') er et primideal i k[X1,...,X,].
(iii) Koordinatringen I'(V') er et integritetsomrade.

Bevis. Da k[Xy,...,X,]/Z(V)=T(V), jir (1.11.1), folger det umiddelbart, at (ii)
og (iii) er ensbetydende.

(i) = (iii): Ringen I'(V') er ikke nul-ringen, thi ringen I'(V') er nul-ringen, hvis og
kun hvis 1 € Z(V), og dette geelder kun nar V = ().

Det skal videre vises, at nulreglen geelder i I'(V'). Antag altsa, at fi og f2 er po-
lynomiumsfunktioner pa V' og at produktet f; fo er nul-funktionen. Lad V; betegne
delmeengden bestaende af de punkter p i V', hvor f;(p) = 0. Da er V; en mangfoldig-
hed. Funktionen f; er nemlig af formen f; = (F})y, hvor F; er et polynomium, og V'
er meengden af faelles nulpunkter for en maengde § af polynomier, og sa er V; gjen-
synlig maengden af faelles nulpunkter for maengden § U {F;}. Videre er V =V, U V5,
da produktet fi fo er nul-funktionen. Da V er antaget irreducibel, fglger det, at V er
lig med et af V;’erne. At V =V betyder netop, at f;(p) = 0 for alle p € V, altsa at
fi er nul-funktionen. Altsa er et af f;’erne lig med 0. Hermed er nul-reglen for I'(V)
eftervist.

(iii) = (i): Mangfoldigheden V' er ikke tom, thi da et integritetsomrade ikke er
nul-ringen, er funktionerne 1 og 0 forskellige funktioner pa V.
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Antag videre, at V= V3 UV er en foreningsmaengde af mangfoldigheder. Det skal
vises, at et af V;’erne er lig med V. Antag, indirekte, at V; C V for i = 1,2. Det
folger da af Korollar (1.12), at der findes polynomiumsfunktioner f; # 0, sa at f; er
nul-funktionen pa V;. Da V = VUV, folger det, at produktfunktionen f; fo er lig med
0. Men dette er den gnskede modstrid, idet nul-reglen geelder i integritetsomradet
(V). 0

(1.15) Seetning. Enhver mangfoldighed V' i k™ har en fremstilling som en endelig
forening af irreducible mangfoldigheder,

V=WVU--UV. (1.15.1)

For en sadan fremstilling geelder, at hvis W er en irreducibel mangfoldighed indeholdt
1V, da er W indeholdt i et af V; ’erne.

Beuvis. Eksistensen af fremstillingen vises ved en sakaldt noethersk induktion. Beviset
er indirekte: Antag, at der findes mangfoldigheder, der ikke er en endelig forenings-
meangde af irreducible mangfoldigheder. Maengden S af sadanne mangfoldigheder er
da ikke-tom. Ifglge Korollar (1.9) findes da en mangfoldighed V' i S, der er minimal
blandt mangfoldighederne i §. Da V € §, kan V specielt ikke selv veere irreducibel.
Desuden er V' # (), da den tomme mangfoldighed har en fremstilling af den gnskede
form (nemlig som en forening af ingen irreducible mangfoldigheder). Da V er re-
ducibel og ikke-tom, er V en foreningsmeengde, V = V' U V", af mangfoldigheder,
der begge er strengt indeholdt i V. Da V' C V og V er minimal i maengden S, kan
V' ikke tilhgre S. Altsa er V' en endelig forening af irreducible mangfoldigheder.
Tilsvarede er V" en endelig forening af irreducible mangfoldigheder. Men sa er ogsa
V = V'UV” en endelig forening af irreducible mangfoldigheder, i modstrid med at
V var element i S. Hermed er eksistensen af fremstillingen bevist.

Betragt nu en fremstilling (1.15.1), og lad W C V vere en irreducibel mangfol-
dighed. Da W C V fas folgende ligning,

W=WnW)u---uWnv,).

Da W er irreducibel, folger det af ligningen, at W er lig med en af mangfoldighederne
W N'V; pa ligningens hgjreside. Af W =W NV, fglger W C V;, som gnsket. 0

(1.16) Definition. Lad V vere en mangfoldighed, og betragt en fremstilling
(1.15.1). I denne fremstilling kan man bortkaste hvert V;, der er indeholdt i et
af de gvrige. Det folger af Szetning (1.15), at de tiloversblevne V;’er netop er de
maksimale blandt de mangfoldigheder, der er irreducible og indeholdt i V. De kaldes
ogsa for V’s komponenter. Den fremstilling af V', der fremkommer nar overflgdige
V;’er bortkastes, er entydig, idet de tiloversblevne V;’erne netop er V’s komponenter.
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2. Morfier.

(2.1) Definition. Lad V vere en mangfoldighed i k™ og lad W veere en mangfol-
dighed i £™. En afbildning g: W — V, der er af formen,

9(q) = (Gi(q),...,Gn(q)) forqeWw,

hvor GG;’erne er polynomier i m variable, siges at veere en algebraisk afbildning, eller at
veere en morfi fra W til V. Betingelsen er, at afbildningens n koordinatfunktioner, dvs
funktionerne g¢;(q) = G;(q) for i = 1,...,n, er polynomiumsfunktioner pa W og at
afbildningen ind i k™ bestemt ved disse koordinatfunktioner afbilder ind i delmaengden
V C k™.

For en morfi g er billedmaengden gW saedvanligvis ikke en mangfoldighed i k™.
Den mindste mangfoldighed i k™, som indeholder billedmzngden, jfr Korollar (1.8),
kaldes billedmangfoldigheden, og betegnes gW.

(2.2) Observation. De n koordinatfunktioner v; pa V er polynomiumsfunktioner
V' — k, og de er netop koordinaterne for inklusionsafbildningen V' — k™. Inklusions-
afbildningen er altsa en morfi. Mere generelt folger det, at hvis V' er indeholdt i en
mangfoldighed V’, sa er inklusionsafbildningen V' — V' en morfi.

(2.3) Saetning. Lad W vere en mangfoldighed i k™, og lad g: W — k™ veaere morfien
svarende til et set af n polynomiumsfunktioner g1, ...,g, pa W. Da gelder:
(1) For hver mangfoldighed V i k™ er originalmengden g~ (V) en mangfoldighed.
(2) Idealet TZ(gW) af polynomier, der forsvinder pd billedmangfoldigheden gW,
bestar af de polynomier F i k[X1,...,X,], som opfylder ligningen,

F(g1,...,9n) = 0. (%)

(3) Lad V vere en mangfoldighed i k™ bestemt ved delmangden § af k[ X1, ..., X,].
Da er g en morfi W — V', hvis og kun hvis ligningen (%) gelder for alle F' i §.

Beuvis. (1) Afbildningens koordinatfunktioner er polynomiumsfunktioner pa W, dvs
af formen g; = (G;)w, hvor G;’erne er polynomier i m variable. Antag nu, at V'
er bestemt ved maengden § af polynomier i k[X1,...,X,]. Et punkt ¢ i W vil da
tilhgre originalmeaengden g~1(V), hvis og kun hvis der for billedpunktet g(q) geelder,
at F(g(q)) = 0 for alle F' € §. Funktionsveerdien F'(g(q)) fas gjensynlig ved at
indseztte ¢ i polynomiet F(G1,...,G,). De falles nulpunkter for polynomierne af
denne form, for F' € §, udggr en mangfoldighed i k™. Da originalmsengden g—(V) er
faellesmaengden af denne mangfoldighed og W, er originalmaengden en mangfoldighed.

(2) Idealet Z(gW) for billedmangfoldigheden er ifglge Korollar (1.8) netop lig med
idealet af polynomier, der forsvinder pa billedmaengden gW. Det pastas altsa, at
ligningen (x) er opfyldt, hvis og kun hvis F' forsvinder pa billedmaengden gWW. Ven-
stresiden i ligningen (%) er element i I'(W), altsa en polynomiumsfunktion pa W.
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Det er klart, at denne funktions veerdi i punktet ¢ netop fas ved indsattelse af g(q)
i polynomiet F. Heraf fglger pastanden umiddelbart.

(3) Antag, at V = V(F). At g definerer en morfi W — V betyder at billedmaengden
gW er indeholdt i V. Af egenskaben (1.5.3) folger, at g(W) C V, hvis og kun hvis
§ C Z(g(W)). Pastanden folger derfor umiddelbart af (2). 0

(2.4) Definition. Lad g: W — V vaere en morfi. Det folger umiddelbart af defini-
tionen, at hvis f: V — k er en polynomiumsfunktion pa V', sa er den sammensatte
afbildning fg en polynomiumsfunktion pa W. Morfien g inducerer altsa en homo-
morfi af k-algebraer 6: I'(V) — I'(W), kaldet den associerede homomorfi.

Hvis v; er den i’te koordinatfunktion pa V', jfr Definition (1.10), sa er v;g gjen-
synlig den 7’te koordinatfunktion for morfien g. Homomorfien 6 afbilder altsa v; pa
funktionen g;.

(2.5) Korollar. Afbildningen, der til hver morfi g: W — V' knytter den associerede
homomortfi af k-algebraer 6: T'(V') — T'(W), er bijektiv.

Bevis. Ringen I'(V) af polynomiumsfunktioner pa V er frembragt som k-algebra af
koordinatfunktionerne v;,

D(V) = k[vy,...,vp).

Heraf ses, at en homomorfi 6 af k-algebraer fra I'(V') til I'(W) er helt bestemt ved
seettet af billeder, g; = 0(v;) for i = 1,...,n. Dette seet af billeder kan ikke foreskri-
ves vilkarligt; af isomorfien (1.11.1) ses, at et foreskrevet st g1, ..., g, af billeder
definerer en homomorfi af k-algebraer, hvis og kun hvis folgende betingelse er opfyldt:

F(g1,...,9,) =0 foralle F e Z(V). (%)

Pa den anden side svarer seet af n polynomiumsfunktioner g1, ..., g, pa W til morfier
W — k™. Et sadant seet definerer en morfi W — V| hvis og kun hvis afbildningen
W — k™ afbilder ind i V. Da V = V(Z(V)) folger det af Seetning (2.3)(3), at
afbildningen afbilder ind i V', hvis og kun hvis betingelsen (x) er opfyldt.

Hermed er den bijektive forbindelse etableret. 0

(2.6) Bemeerkning. Det er klart, at den bijektive forbindelse mellem morfier
af mangfoldigheder og homomorfier af k-algebraer respekterer sammensaetning: Er
g’V — V'’ endnu en morfi, svarende til algebrahomomorfien ¢: I'(V’) — I'(V),
sa svarer den sammensatte morfi ¢’g: W — V' til den sammensatte homomorfi
00" : (V') - T'(W).

En morfi g: W — V kaldes en isomorfi, hvis der findes en morfi ¢): V — W, som
opfylder at gy = 1y og ¥g = ly. Det er klart, at g er en isomorfi, hvis og kun hvis
g er bijektiv og den inverse afbildning ¢! igen er en morfi. Det fglger af Seetningen,
at morfien g er en isomorfi, hvis og kun hvis den tilhgrende homomorfi af k-algebraer
er en isomorfi (dvs bijektiv).
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(2.7) Bemeerkning. Lad g: W — V veere en morfi af mangfoldigheder. Betragt bil-
ledet for den tilhgrende homomorfi af k-algebraer 6: I'(V') — I'(W). Billedet sendres
ikke nar ¢ sammensaettes med den surjektive homomorfi k[X;,..., X,] = ['(V). Af
Seetning (2.3)(2) fglger, at homomorfien k[X1,..., X,,] — ['(W) har kernen Z(gW).
Af Isomorfiseetningen og isomorfien (1.11.1) folger derfor, at billedet er kanonisk
isomorft med koordinatringen I'(gW). Homomorfien 6 er derfor en sammenszetning,

L(V) = T(gW) — (W),

hvor den fgrste homomorfi svarer til den surjektive homomorfi pa billedet og den
anden svarer til inklusionen af billedet i I'(W).
Pa den anden side er morfien g gjensynlig en sammensatning af morfier,

W — gW =V,

hvor den sidste morfi er inklusionen af g i V. Det er let at se, at de to ,,faktori-
seringer® svarer til hinanden: Til morfien W — gW svarer den injektive inklusion af
billedalgebraen, I'(gW) — T'(W); til inklusionsmorfien gW — V svarer den surjektive
homomorfi pa billedalgebraen, T'(V) — T'(gWW).

Specielt aflaeses: Den associerede homomorti 6 er surjektiv, hvis og kun hvis mor-
fien g er en isomorfi af W pa en mangfoldighed indeholdt i V. Er dette tilfeeldet,
kaldes g en indlejring af W i V.

Og videre: Den associerede homomortfi 6 er injektiv, hvis og kun hvis mangfoldig-
heden V' er den mindste mangfoldighed i k™, som indeholder billedmzngden g(W').
I dette tilfaelde siges g at vaere en dominerende morfi.

(2.8) Notation. Som nzevnt i beviset for Lemma (2.3) er en homomorfi af k-
algebraer 0: I'(V) — I'(W) helt bestemt ved verdierne 0(v;) = g;, som tilhgrer
koordinatringen I'(W). Hvis wy, ..., w,, betegner koordinatfunktionerne pa W, sa
er (W) = klwi,...,wy], og veerdierne er altsa polynomier i w;’erne. Ligningerne
har altsa formen,

O(v;)) = Gi(wy, ..., wy) fori=1,...,n, (2.8.1)

hvor GG;’erne er polynomier i m variable. Men det skal understreges, at disse ligninger
ikke kan foreskrives vilkarligt. Betingelsen er, at hgjresiderne g; = G; (w1, ..., wn)
opfylder, at F'(¢1,...,g,) = 0 for ethvert polynomium F' i en meengde af polynomier
3§, der bestemmer V.

Bemeerk, at hvis denne betingelse er opfyldt, sa beskrives den tilhgrende morfi
W — V ud fra ligningerne (2.8.1) pa folgende made: Et punkt i W, med w-
koordinaterne (ws, ..., w,,) afbildes pa det punkt i V', hvis v-koordinater er bestemt
ved ligningerne,

v, = Gi(wy,...,wy) fori=1,... n. (2.8.2)
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Her er der sket en forkastelig, men i praksis seerdeles anvendelig, ssammenblanding af
notation: I (2.8.1) betegner w;’erne og v;’erne koordinatfunktioner, i (2.8.2) er disse
betegnelser brugt om koordinaterne for et punkt i W og dets tilhgrende billedpunkt
i V. Vi vil naturligvis ofte anvende denne forkastelige sammenblanding, og sige, at
morfien g er defineret ved ligningerne (2.8.2).

(2.9) Eksempel. Antag, at k er et uendeligt legeme. Polynomiumsringen k[t] er da
koordinatringen for mangfoldigheden W = k. Betragt yderligere mangfoldigheden V'
i k2 med ligningen Y? = X3. Idet = og y betegner de to koordinatfunktioner pa V,
er y? = 3.

De to polynomier g = t? og h = t3 i I'(k) bestemmer en morfi ¥ — k2. Den
associerede homomorfi af algebraer k[X,Y]| — k[t] er bestemt ved X +— ¢, Y +— h.
(Ojensynlig er h? = ¢g3. Af Saetning (2.3)(3) folger derfor, at afbildningen afbilder
ind i V. Afbildningen er altsa en morfi & — V. Den siges at veere bestemt ved
ligningerne,

T = t2, Yy = 3.

Idealet svarende til billedmangfoldigheden er ifglge Seetning (2.3)(2) netop kernen for
homomorfien k[X,Y] — k[t]. Som neaevnt vil kernen indeholde Y2 — X3; det er ikke
svaert at vise, at kernen netop er hovedidealet (Y2 — X3). Af ssetningen folger derfor,
at dette hovedideal er et geometrisk ideal, og herefter videre, at hovedidealet netop
er idealet Z(V'). Endelig folger det, at V' netop er billedmangfoldigheden.

Bemseerk, at morfien & — V er en bijektiv afbildning (hvorfor?), men ikke en
isomorfi af mangfoldigheder (hvorfor?).
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3. Nulpunktsssetningen.

(3.1) Hilbert’s Nulpunktssaetning, version 2. Antag, at legemet k er algebraisk
afsluttet. Da geelder: (1) Maksimalidealerne i k[X1,...,X,]| er netop idealerne af
formen M, = (X1 —p1,..., X, —pp) forpe k™

(2) Hvis idealet J ikke er hele polynomiumsringen k[X1, ..., X,], sa har polyno-
mierne i J et felles nulpunkt.

(3) For hvert ideal 3 i k[ X4, ..., X,] gelder formlen,

Z(V(3)) = Rad 7.

Bevis. (1) Lad 9t veere et maksimalideal i k[X1,..., X,]. Betragt kvotientringen
A = k[Xq,..., X,]/9. Pa den ene side er A, som kvotient af polynomiumsringen,
en endelig frembragt algebra over k. Pa den anden side er A et legeme, da 91 er
et maksimalideal. Af Hilbert’s Nulpunktssaetning, version 1, fglger derfor, at A er
endeligdimensional som vektorrum over k. Da k er et algebraisk afsluttet legeme,
folger det videre, at A er lig med k, eller — mere praecist — at homorfien £ — A er en
isomorfi. Homomorfien er altsa specielt surjektiv, sa for ¢ = 1,...,n vil restklasserne
X; i A derfor tilhgre billedet ved homomorfien. Der findes altsa elementer pi ik, sa
at X; = pi. Denne ligning i A betyder, at restklassen af X; — p; modulo 91 er lig
med 0. Altsa er X; —p; element i M. Det fglger, at idealet M, er indeholdt i M. Da
M, gjensynlig er et maksimalideal, fglger det endelig, at 91, = M, som gnsket.

(2) Antag, at idealet J ikke er hele polynomiumsringen. Ifglge Eksistenssaetningen
findes da et maksimalideal 9 1 k[X,...,X,], saledes at T C 9. Ifplge (1) er
M = M, for et punkt p i k™. Inklusionen T C 9N, betyder netop at p er feelles
nulpunkt for alle polynomierne i J, jfr Observation (1.4). Hermed er (2) bevist.

(3) Szt V' := V(7). Ligningens venstreside er da idealet Z(V') af polynomier,
der forsvinder pa V. Fgrst vises, at ligningens hgjreside er indeholdt i venstresiden.
Antag, at I tilhgrer hgjresiden Rad J, altsa at der findes en potens F" som tilhgrer
J. Ifplge (1.5.3) er 3 C Z(V). Da F™ € 7, vil potensen F™ altsa forsvinde i alle
punkter af V. For hvert punkt p er F(p) = F(p)" og da veerdien F(p) tilhgrer
legemet k, er F'(p) = 0 hvis og kun hvis F'(p)” = 0. Da potensen F™ forsvinder i alle
punkter af V', vil altsa ogsa F forsvinde i alle punkter af V. Og det betyder netop,
at F' tilhgrer ligningens venstreside.

Den modsatte inklusion vises saledes. Antag, at polynomiet F' ikke tilhgrer hgj-
residen RadJ. Da vil ingen af potenserne F' tilhgre idealet J. Betragt kvotienten
R := k[Xy,...,X,]/3, og lad f € R betegne restklassen af F' modulo J. Da er
alle potenserne f* forskellige fra 0. Brgkringen Ry er altsa forskellig fra nulringen.
Ifglge Eksistensseetningen findes derfor et maksimalideal m i Ry. Ifglge Lokalise-
ringsprincippet kontraheres m til et primideal i R, som ikke indeholder f, og ifglge
Kvotientprincippet kontraheres dette primideal i kvotienten R til et primideal 33 i
k[X1,...,X,], som indeholder J og ikke indeholder F'. Altsa er

JCP og FeP. (%)
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Pa den anden side er kvotienten Ry /m et legeme og en endelig frembragt algebra over
k (nemlig frembragt af billederne af X; og af brgken 1/f). Af Hilbert’s Nulpunkts-
seetning, version 1, fglger derfor at kvotienten Ry /m er endeligdimensional over k. Da
k er algebraisk afsluttet folger det videre, at kvotienten R;/m er lig med k. Specielt
findes for ¢ = 1,...,n elementer p; € k saledes at X; og p; har samme billede ved
den sammensatte homomorfi,

k[Xl,...,Xn] —>R—>Rf —>Rf/m.

Kernen for denne sammensatte homomorfi er netop kontraktionen 3. Polynomierne
X; — p; tilhgrer derfor 3. Heraf fglger, at 90, C B. Da M, er et maksimalideal,
folger det videre, at P = IM,,.

Nu viser den fgrste relation i () at 3 C 9, og den anden at F' ¢ 9M,. Heraf
folger, at p tilhgrer V og at F(p) # 0. Polynomiet F' forsvinder derfor ikke i alle
punkter af V. Altsa er F' ikke element i venstresiden.

Hermed er den modsatte inklusion vist, og beviset for Nulpunktssaetningen afslut-
tet. 0

(3.2) Korollar. Antag, at k er algebraisk afsluttet. Da er de geometriske idealer
netop radikalidealerne i k[ X1, ..., X,], dvs de idealer, der er lig med deres eget ra-
dikal. Ved den bijektive forbindelse fra (1.7) svarer primidealerne i k[X1,..., X,]
netop til de irreducible mangfoldigheder © k™, og de uforkortelige fremstillinger af
mangfoldigheder som forening af endelig mange irreducible mangfoldigheder svarer til
uforkortelige fremstillinger af radikalidealer som endelig fellesmengde af primidea-
ler.

Bevis. Pastanden fglger umiddelbart af Nulpunktsseetningen, idet primidealer gjen-
synlig er radikalidealer. 0

(3.3) Definition. En mangfoldighed H i k™, der kan beskrives som mangden af
nulpunkter, H = V(F), af ét ikke-konstant polynomium F i k[X1, ..., X,] kaldes,
nar k er algebraisk afsluttet, en (reduceret) hyperflade.

Det fglger af Nulpunktssaetningen, at en hyperflade ikke kan veare den tomme
mangfoldighed. Da et algebraisk afsluttet legeme er uendeligt, er k™ ikke selv en
hyperflade i £”. (Men k™ kan naturligvis opfattes som hyperfladen i £"*! bestemt
ved ligningen X,, 11 = 0.)

(3.4) Saetning. Antag, at k er algebraisk afsluttet. De irreducible hyperflader i k™
er netop mangfoldighederne af formen V(P), hvor P er et irreducibelt polynomium.
Lad H = V(F) veere hyperfladen bestemt ved et polynomium F med primoplgsningen,

F:plml...p;nq

(hvor P;’erne er forskellige (ikke-associerede) irreducible polynomier og m; > 1). Da
er H’s komponenter hyperfladerne V(P;), og idealet Z(H) er lig med hovedidealet
(Pl Ce Pq) .
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Bevis. Det er velkendt, at polynomiumsringen k[Xi,...,X,] er en faktoriel ring.
Heraf folger, at hovedidealet (P) frembragt af et irreducibelt polynomium P er et
primideal. Det fglger videre af den entydige primoplgsning, at

Rad(F) = (P,---P,) = (P)N---N(P,).

Korollar (3.2) viser nu fgrst, at hyperfladen V(P) bestemt ved et irreducibelt poly-
nomium P er irreducibel, og videre, at

V(F)=V(P)U---UV(F,)

er fremstillingen af V(F') som foreningsmaengde af irreducible mangfoldigheder. Heraf
folger de resterende pastande let. 0

(3.5) Bemaerkning. Lad V vere en mangfoldighed i k™, og betragt ringen I'(V') af
polynomiumsfunktioner pa V. For hver delmaengde U C V kan vi da betragte idealet
Zy (U) af de funktioner i I'(V'), der forsvinder pa U, og for hvert ideal 31 I'(V') kan vi
betragte maengden V(J) af feelles nulpunkter for funktionerne i 3. Herved etableres en
bijektiv forbindelse mellem pa den ene side de mangfoldigheder W, der er indeholdt
i V, og pa den anden side visse (sakaldte) geometriske idealer i I'(V'). Mere praecist:
D(V) =k[X1,...,X,]/Z(V), sa ifolge Noether’s anden Isomorfissetning svarer idealer
i(V) tilidealer 3 O Z(V'), og ved denne forbindelse svarer geometriske idealer i I'(V)
til geometriske idealer i k[X7, ..., X,,], som omfatter Z(V).

Til et punkt p i V' svarer specielt maksimalidealet 9y, bestaende af de funktioner
i I'(V), der forsvinder i p. Brgkringen, der fremkommer ved lokalisering af I'(V) i
maksimalidealet My, ,,, kaldes den lokale ring for V' i punktet p, og den betegnes
Ov,p. Den bestar af broker f/g, hvor f og g er funktioner i I'(V') og g(p) # 0. Ifslge
Lokaliseringsprincippet er Oy, en lokal ring, og maksimalidealet bestar af brgker
der kan skrives pa formen f/g, hvor f(p) = 0. Maksimalidealet i Oy, betegnes ogsa
my,. Bemaerk, at restklasselegemet Oy, /my, er lig med k, idet I'(V) /My, var
legemet k.

Hvert ideal 31 I'(V) har en extension til brgkringen Oy,,,. Hvis J ikke er indeholdt
i My, dvs hvis idealet indeholder en funktion g saledes at g(p) # 0, sa bliver
extensionen hele ringen Oy,. I modsat fald, dvs hvis alle funktioner i J forsvinder i
punktet p, sa er extensionen indeholdt i my,. For et geometrisk ideal i I'(V') svarende
til en mangfoldighed W C V er den sidste betingelse, at p € W. Det er ikke sveert
at vise, at mangfoldigheder W saledes at p € W C V herved svarer bijektivt til visse
(geometriske) idealer i Oy,.

Hvis k er algebraisk afsluttet, forenkles denne forbindelse: Der er en bijektiv for-
bindelse mellem primidealer B i I'(V) og irreducible mangfoldigheder W C V', og
yderligere en bijektiv forbindelse mellem primidealer p i Oy, og irreducible mang-
foldigheder W saledes at p € W C V. Disse pastande fglger af Kvotientprincippet
og Lokaliseringsprincippet under brug af Korollar (3.2).
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4. Skemaer.

(4.1) Definition. Ved et punkt i A" forstas i det folgende et maksimalideal i
polynomiumsringen k[ X7, ..., X,].

Maksimalidealerne af formen 91, for p € k™ er ifglge definitionen punkter i A”. De
kaldes ogsa rationale punkter i A™. Hvis legemet k er algebraisk afsluttet, sa fglger
det af Hilbert’s Nulpunktsssetning, version 2, at alle punkter er rationale.

Pa trods af ordlyden i definitionen vil vi aldrig opfatte et punkt i A” som vaerende

et maksimalideal i k[ X7, ..., X,,]. Definitionen skal opfattes saledes at den fastlaegger
en bijektiv forbindelse mellem pa den ene side punkter i A" og pa den anden side
maksimalidealer i k[X1,..., X,]. Punkterne p i k™ opfattes herved som de rationale

punkter i A”. I analogi med betegnelsen for rationale punkter vil maksimalidealet,
der svarer til et givet punkt p i A", blive betegnet 901,,.
Lad p veere et punkt i A". Da idealet 901, er et maksimalideal, er kvotienten,

K(p) = k[X1,. .., X,]/M,,

et legeme. Dette legeme kaldes restklasselegemet for punktet p. Restklasselegemet er
en k-algebra, og specielt et vektorrum over k. Vektorrumsdimensionen af k(p) kaldes
ogsa graden af punktet p, og betegnes |p: k|, altsa

Ip: k| := dimy &(p).

De rationale punkter er karakteriseret ved at homomorfien £k — k(p) er en isomorfi
eller, eekvivalent, at graden er lig med 1. Hvis legemet k er algebraisk afsluttet, har
alle punkter grad 1.

(4.2) Definition. Ved et skema X i A" forstas i det folgende en kvotient af poly-
nomiumsringen k[ X, ..., X,].

Igen vil vi pa trods af ordlyden aldrig opfatte et skema som veerende en kvotientring
af k[X7,...,X,]. Definitionen skal opfattes saledes at den fastleegger en bijektiv
forbindelse mellem pa den ene side skemaer i A” og pa den anden side kvotienter af
k[X1,...,X,]. Den kvotient af k[ X1, ..., X,], der herved svarer til et givet skema X,
kaldes skemaets koordinatring, og den betegnes I'(X). En kvotient kan naturligvis
lige sa vel bestemmes ved et ideal i polynomiumsringen: der er en bijektiv forbindelse
mellem idealer og kvotienter. Idealet, der svarer til et givet skema X, betegnes Z(X).
Omvendt bestemmer hvert ideal J et skema, svarende til kvotienten k[ X7, ..., X,]/7.
Hvis idealet er frembragt af polynomier F, siges skemaet ogsa at veere defineret ved
polynomierne F,,, eller ved ligningerne F,, = 0. Bemeerk, at ligningen,

KIX1e . Xa]/Z(X) = T(X),

blot udtrykker, at kvotienter er noget der defineres ved hjeelp af idealer.

Skemaet bestemt ved idealet (0) betegnes A", og skemaet, hvis koordinatring er
nul-ringen, betegnes () og kaldes det tomme skema. Koordinatringen T'(A”™) er altsa
ringen k[X71,..., X,], og koordinatringen I'(()) er altsa nul-ringen.
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(4.3) Definition. Lad X veere et skema i A". Et punkt p i A™ siges at ligge pa
skemaet, eller at tilhore skemaet, hvis Z(X) C 9M,. At dette er tilfeeldet udtrykkes
ogsa ved skrivemaden,

p € X.

Hvis X er skemaet defineret ved et ideal J i k[X1,...,X,], sa folger det, at de
rationale punkter pa X netop er elementerne i delmaengden V(7). Udover disse
rationale punkter vil et skema ssedvanligvis indeholde andre punkter. Men det skal
understreges, at et skema ikke ma opfattes som vaerende ,,maengden af sine punkter*.

Ifglge definitionen svarer punkterne p pa X til de maksimalidealer 91,, der in-
deholder Z(X). Det folger derfor af Kvotientprincippet, at punkterne pa X svarer
bijektivt til samtlige maksimalidealer i kvotienten I'(X) = k[ X1, ..., X,,]/Z(X); idet
M x , betegner det til M, svarende maksimalideal i I'(X), folger det yderligere, at
kvotienten I'(X) /M x , er isomorf med restklasselegemet K(p).

(4.4) Notation. Lad X vere et skema i A”, og lad p veere et punkt pa X. Den lokale
ring, der fremkommer ved lokalisering af I'(X') i maksimalidealet M x ,, betegnes
Ox p og maksimalidealet i Ox , betegnes my ,. Det folger af Lokaliseringsprincippet,
at restklasselegemet for den lokale ring, dvs kvotienten Ox ,/mx ,, er isomorf med
restklasselegemet k(p).

(4.5) Hilbert’s Nulpunktssaetning. (1) For hvert punkt p i A™ er restklasselege-
met k(p) af endelig dimension over k. Graden |p:k| er altsa endelig.

(2) Pa ethvert ikke-tomt skema X findes et punkt.

(3) Lad X veere skemaet bestemt ved et ideal J i k[ X1, ..., X,]. Da gelder formlen,

Rad(J) = () M,
peX

Bevis. (1) Ifolge definitionen svarer et punkt i A™ til et maksimalideal 90T i ringen
k[X1,...,X,] og restklasselegemet er kvotienten k[X71,..., X,]/9. Denne kvotient
er et legeme og en endeligt frembragt algebra over k. Af Hilbert’s Nulpunktsssetning,
version 1, fremgar derfor at kvotienten er endeligdimensional over k.

(2) For et ikke-tomt skema X er koordinatringen I'(X) ikke nul-ringen. Fglgelig
findes maksimalidealer i I'(X). Disse maksimalidealer svarer til punkter pa X.

(3) Beviset er naesten identisk med beviset for Hilbert’s Nulpunktssaetning, version
2. Formlens hgjreside er feellesmeengden af de maksimalidealer 20T, som omfatter J.
Det er derfor klart, at venstresiden er indeholdt i hgjresiden.

For at vise den omvendte inklusion betragtes et polynomium F', som ikke tilhgrer
venstresiden. Det antages altsa at F™ ¢ J for alle n. Idet f betegner restklassen af F
i R:=T(X) folger det, at f™ # 0 for alle n. Brgkringen Ry er derfor ikke nulringen.
Fglgelig findes et maksimalideal m i brgkringen Ry. Lad 91 betegne kontraktionen
af m til £[X1,...,X,]. Da er M et primideal, F' ¢ N, og M O J. Det er nok at vise,
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at M er et maksimalideal, thi sa er 91 blandt maksimalidealerne pa hgjresiden, og
da F' ¢ M er F saledes ikke element i hgjresiden.

Det skal vises, at M er et maksimalideal i k[X1, ..., X,], altsa at kvotienten k :=
E[X1,...,X,]/9 er et legeme. Det folger af Hilbert’s Nulpunktsseetning, version
1, at kvotienten R;/m er endeligdimensional over k. Da denne kvotient indeholder
kvotienten k, er ogsa k endeligdimensional over k. Altsa er k hel over legemet k og
et integritetsomrade. Heraf folger som bekendt, at k er et legeme, som pastaet.

Hermed er de tre pastande i Nulpunktsseetningen bevist. 0

(4.6) Definition. Lad Z og X vaere skemaer i A”. Hvis Z(Z) 2 Z(X), siges Z ogsa
at veere et skema i X eller et delskema i X. Betingelsen udtrykkes ved skrivemaden,

Z CX.

Bemeerk, at relationen, der udtrykkes ved inklusionen ovenfor, ikke er ensbetydende
med en inklusion mellem punkterne. Af definitionerne fglger umiddelbart, at hvis
Z C X, sa er hvert punkt pa Z ogsa et punkt pa X. Men det omvendte kan ikke
sluttes. Mere preecist folger det af Nulpunktssesetningen, at hvert punkt pa Z ogsa er
et punkt pa X, hvis og kun hvis radikalet af Z(Z) omfatter radikalet af Z(X).

Ifplge definitionen svarer delskemaer i X til de idealer i k[ X1, ..., X,], som om-
fatter Z(X). Det folger derfor af kvotientprincippet, at delskemaer Z i X svarer
bijektivt til idealerne i koordinatringen I'(X).

Lad X og Z veere skemaer i A”. Ved faellesmaengden, eller snitskemaet, forstas da
skemaet Z N X defineret ved idealet Z(Z) 4+ Z(X). Tilsvarende defineres forenings-
mangden Z U X ved idealet Z(Z) N Z(X).

Et (maksimal)ideal 9t omfatter J 4+ J, hvis og kun hvis 9t omfatter bade J og J.
Med andre ord, et punkt p i A" ligger pa snittet Z N X, hvis og kun hvis det ligger
pa begge skemaer Z og X.

Det er velkendt, at et maksimalideal 991 omfatter J N J, hvis og kun hvis I
omfatter et af idealerne J eller J. Der gaelder altsa tilsvarende, at et punkt p ligger
pa foreningen Z U X, hvis og kun hvis det ligger pa et af skemaerne Z og X.

(4.7) Definition. Et skema X kaldes et integritetsskema, hvis koordinatringen
['(X) er et integritetsomrade.

Koordinatringen I'(X) er et integritetsomrade, hvis og kun hvis det tilhgrende ideal
Z(X) er et primideal. Integritetsskemaer i A™ svarer altsa bijektivt til primidealer
i k[Xq,...,X,]. Mere generelt ses, at integritetsskemaer i et givet skema X svarer
bijektivt til primidealer i koordinatringen I'(X).

Det fglger af Nulpunktssaetningen, at et integritetsskema er ,,bestemt ved sine
punkter®. Hvis X er et integritetsskema, er idealet Z(X) et primideal og dermed lig
med sit eget radikal. Fglgelig er Z(X) lig med feellesmaengden af maksimalidealerne
Mm, for p € X.

(4.8) Definition. Lad X vaere et skema i A" og lad Y veere et skema i A™. Ved en
morfi af skemaer p: Y — X forstas en homomorfi af k-algebraer 6: I'(X) — I'(Y).
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Lad g veere et punkt i Y svarende til maksimalidealet My , i I'(Y'). Kontraktionen
til ['(X), dvs originalmaengden 9 := 0~ 1(My,), er da et maksimalideal i T'(X).
Kontraktionen er nemlig kernen for den sammensatte homomorfi,

I'(X) = T(Y) = I(Y) /My, = k(q),

sa kvotienten I'(X) /9t er isomorf med billedet ved denne homomorfi. Billedet er en
delalgebra af k(q). Da k(q) er endeligdimensional over k ifglge Nulpunktssaetningen,
er ogsa billedet endeligdimensionalt over k. Da billedet ogsa er et integritetsomrade,
sluttes at billedet er et legeme. Fglgelig er 9t et maksimalideal i I'(X). Punktet i
X, svarende til kontraktionen 9 = 6~1(My ,), kaldes billedpunktet ved morfien ¢,
og det betegnes ¢q.

Det fremgar af konstruktionen, at restklasselegemet k(pq) for billedpunktet er
et dellegeme af k(q). Specielt er graden af billedpunktet ¢q en divisor i graden af
q. Mere praecist: Som vektorrum over k(pq) er legemet k(q) af endelig dimension,
betegnet |q: pq|, og for graderne geelder formlen,

lg:k| =lq:eq| - |q: k|

(4.9) Definition. Lad X og Y veere skemaer med koordinatringene A :=I'(X) og
B :=T(Y). Lad videre ¢: Y — X vare en morfi af skemaer, svarende til homo-
morfien af k-algebraer §: A — B. Lad endelig Z C X og W C Y vere delskemaer
svarende til idealerne J 1 A og J i B. Ved billedskemaet oW forstas skemaet i X
svarende til kontraktionen ANJ i A, og ved originalskemaet p~'Z forstas skemaet i
Y svarende til extensionen JB i B.

Morfien ¢: Y — X siges at veere en dominerende morfi, hvis billedskemaet Y er
lig med skemaet X.

Et punkt p i X svarer til et maksimalideal My , i A, og det kan derfor opfattes
som et delskema af X. Originalskemaet ¢~ !p er skemaet defineret ved ekstensionen
My p,B. Det kaldes ogsa fiberen i punktet p for morfien ¢.

(4.10) Observation. Det er let at se, at et punkt ¢ i Y tilhgrer originalskemaet
0~ 1Z, hvis og kun hvis billedpunktet ¢q tilhgrer Z. Specielt er punkterne pa fiberen
0~ !p netop de punkter ¢ i Y for hvilke pqg = p. Videre er det klart, at hvis g
tilhgrer W, sa vil billedpunktet g tilhgre billedskemaet ©W'; men i almindelighed
vil billedskemaet W ogsa indeholde punkter, der ikke er billedpunkter.

Skemaet Y, som delskema i Y, svarer til idealet (0) i ['(Y'). Billedskemaet Y
er derfor delskemaet i X, hvis ideal er kontraktionen til I'(X) af (0). Denne kon-
traktion er blot kernen for homomorfien I'(X) — I'(Y'). Morfien Y — X er saledes
dominerende, hvis og kun hvis homomorfien I'(X) — T'(Y") er injektiv.

Bemaerk, at for et integritetsskema W i Y er billedskemaet oW et integritetsskema
i X. Dette folger af at kontraktion af et primideal er et primideal.

(4.11) Note. Det skal understreges, at definitionerne i dette afsnit i sig selv er
ret indholdslgse. De fastleegger blot at der anvendes en geometrisk sprogbrug ved
beskrivelsen af visse faenomener knyttet til polynomiumsringen k[X1, ..., X,].
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5. Endelige skemaer og endelige morfier. Dimension.

(5.1) Seetning. For et skema X er folgende betingelser ekvivalente:

(i) Skemaet X indeholder kun endelig mange punkter.
(ii) Alle primidealer i I'(X) er maksimalidealer.
(iii) Ringen I'(X) har endelig lengde.

(iv) Algebraen T'(X) er af endelig dimension som vektorrum over k.

Er disse betingelser opfyldt, og er p1,...,p, de endelig mange punkter pa X, sa findes
en naturlig isomorfi,
I'(X) = Oxp, X xOxp,. (5.1.1)

Bevis. Antag, at X er defineret ved idealet J i k[Xy,...,X,]. Da gelder ifolge
Hilbert’s Nulpunktssaetning, at RadJ er faellesmeengden af maksimalidealerne 91,
for p € X. I kvotientringen I'(X) geaelder derfor, at Rad(0) er faellesmaengden af
maksimalidealerne My , for p € X.

Antag, at betingelsen (i) er opfyldt. Da er faellesmaengden ovenfor en endelig
feellesmaengde. Lad p veere et primideal i I'(X). Da vil p indeholde radikalet Rad(0),
og dermed den endelige feellesmaengde af maksimalidealerne M x ,,. Heraf fglger som
bekendt, at p indeholder et af idealerne Mx ,. Af p O Mx , folger videre, at p =
Mx . Folgelig er Mx ,’erne samtlige primidealer i I'(X'). Altsa geelder betingelsen
(ii).

Det er et korollar til Filtrationsseetningen, at betingelserne (ii) og (iii) er aekvi-
valente, og yderligere, at betingelserne medfgrer, at I'(X) kun har endelig mange
maksimalidealer. Da disse maksimalidealer svarer bijektivt til punkterne pa X, fol-
ger det at betingelserne (ii) eller (iii) medforer (i).

Betingelsen (iv) medfgrer (iii), idet der trivielt geelder longI'(X) < dimy I'(X).
Antag omvendt, at (iii) er opfyldt, altsa at ringen I'(X) har endelig lzengde. Da har
I'(X) en filtration hvor de successive kvotienter er simple, altsa af formen I'(X) /0,
hvor 9Mt;’erne er maksimalidealer i I'(X'). Maksimalidealerne har formen 9t; = M x .,
hvor p; er et punkt pa X, og kvotienterne er altsa restklasselegemerne k(p;). Kvo-
tienterne er derfor af endelig dimension over k ifglge Hilbert’s Nulpunktssaetning.
Folgelig er ogsa I'(X) af endelig dimension over k. Altsa geelder (iv).

Hermed er &kvivalensen bevist. Den anfgrte isomorfi er et velkendt korollar til
Filtrationssaetningen. 0

(5.2) Definition. Et skema X, der opfylder de sekvivalente betingelser i Szetning
(5.1), kaldes et endeligt skema.

Lad X veere et endeligt skema og lad p veere et punkt pa X. Den lokale ring
Ox p har da endelig leengde. Dette fglger af Filtrationssaetningen, og det er ogsa en
konsekvens af isomorfien i (5.1.1), idet det fremgar, at Ox ), er af endelig dimension
over k. Leengden af den lokale ring Ox ,, kaldes multipliciteten af punktet p pa skemaet
X, og den betegnes mult, (X).

91



Mat 3AG Algebraisk geometri 5.2
19. maj 1994

(5.3) Korollar. Lad X vere et endeligt skema. Da geelder formlen

dim; T(X) = > |p: k| - mult, (X). (5.3.1)
peX

Bevis. Venstresiden i formlen er dimensionen af venstresiden i isomorfien (5.1.1).
Dimensionen af hgjresiden af denne isomorfi er gjensynlig summen af dimensionerne
af Ox, for p € X. Det er derfor nok at vise for p € X, at

dimy Ox p, = |p: k| - mult, (X). (5.3.2)

Multipliciteten m := mult,(X) er leengden af ringen O := Ox ;. Denne ring er lokal
med maksimalidealet m := mx ,, og den har altsa en filtration med m kvotienter, der
alle er isomorfe med kvotienten @/m. Den sidste kvotient er restklasselegemet k(p).
Dimensionen af O er derfor m gange dimensionen af k(p). Den sidste dimension er lig
med graden |p: k|. Fglgelig geelder formlen (5.3.2). Hermed er det gnskede bevist. [

(5.4) Note. Formlen udsiger for et endeligt skema X, at vektorrumsdimensionen
dimy I'(X) er lig med antallet af punkter pa X, ,talt med multiplicitet“. Denne
multiplicitet omfatter dels punktets multiplicitet mult,(X), dels graden |p:k|. Hvis
k er algebraisk afsluttet (eller mere generelt, hvis alle skemaets punkter er rationale
punkter), sa er alle disse grader lig med 1.

(5.5) Definition. En morfi af skemaer ¢: Y — X, svarende til homomorfien af
k-algebraer 0: T'(X) — T'(Y), siges at veere en endelig morfi, hvis T'(Y) er endeligt
frembragt som modul over I'(X).

(5.6) Eksempel. Lad X vere et ikke-tomt skema. Da findes en endelig, domi-
nerende morfi p: X — A?, thi ifglge Noether’s Normaliseringslemma er I'(X) ende-
ligt frembragt som modul over en delalgebra k[yi,...,yq| frembragt af et seet af d
algebraisk uafhsengige elementer y1,...,y4. Delalgebraen er altsa isomorf med po-
lynomiumsringen k[Y7,...,Yy], og inklusionen af delalgebraen svarer til en injektiv
homomorfi k[Y7,..., Yy = ['(X). ,,Oversat® til skemaer er dette den spgte morfi.

(5.7) Seetning. Lad ¢: Y — X vere en endelig morfi af skemaer. For hvert punkt
p i X er fiberen o~ 'p da et endeligt skema. Antag yderligere, at ¢ er dominerende.
Da gelder:

(1) Ethvert punkt p i X er billede af et punkt 1 Y.

(2) Ethvert integritetsskema Z i X er billede af et integritetsskema W i Y.

(3) Hvis W og W' er integritetsskemaer i Y saledes at W C W', da er oW C
oW’

Bevis. Seet A := I'(X) og B := I'(Y). Ifglge forudssetningen svarer morfien ¢ da
til en homomorfi A — B, saledes at B er endeligt frembragt som A-modul. Lad
m := My , veere maksimalidealet i A svarende til et punkt p pa X. Fiberen ¢~ !p er
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da, som delskema af Y, bestemt ved idealet mB i B, og koordinatringen I'(¢o~!p) er
kvotienten B/mB. Det skal vises, jfr betingelse (iv) i Seetning (5.1), at B/mB er af
endelig dimension over k. Hertil bemaerkes, at B er endeligt frembragt som A-modul,
og folgelig er B/mB endeligt frembragt som modul over k(p) = A/m. Yderligere er
restklasselegemet k(p) af endelig dimensions over k. Heraf folger det gnskede.

Antag nu yderligere, at ¢ er dominerende, altsa at homomorfien A — B er injektiv.
For at vise (1), skal det vises, at fiberen p~!(p) ikke er det tomme skema, altsa at
extensionen mB er forskellig fra B. Da homomorfien A — B er injektiv, fas ved
lokalisering i m en injektiv homomorfi A, — Bn. Da den lokale ring A, ikke
er nulringen fglger det, at By, er forskellig fra 0. Videre er B endeligt frembragt
som modul over A, og By, er derfor endeligt frembragt som modul over A,. Af
Nakayama’s Lemma fglger derfor, at kvotienten By, /mBy, er forskellig fra 0. Ifglge
Lokaliseringsprincippet er denne kvotient isomorf med den modul der fremkommer
ved lokalisering i m af kvotienten B/mB. Denne sidste kvotient er derfor forskellig
fra 0. Folgelig er idealet mB et @segte ideal i B, som gnsket.

(2) Et irreducibelt delskema Z af X svarer til et primideal p i A. Det skal vises
at der findes et primideal q i B, saledes at A Ngq = p.

Ved lokalisering fas inklusionen A, — B,. Ganske som i beviset for (1) folger
det, at maksimalidealet pA, i den lokale ring A, er kontraktion af et primideal i By,.
Dette sidste primideal kontraheres til et primideal q i B, hvis kontraktion til A er lig
med p, som gnsket.

(3) De givne integritetsskemaer W C W’ 1Y svarer til primidealer ¢ D q’ i B. Det
skal vises for kontraktionerne, at ANg> ANgq'.

Betragt kontraktionen p := ANq’. Da er p kernen for den sammensatte homomorfi
A — B — B/q’, og A/p er derfor (isomorf med) en delring af B/q’. Primidealet g
svarer til et primideal forskelligt fra (0) i kvotienten B/q’. Ved at erstatte B med
kvotienten B/q’ og A med A/p kan det derfor antages, at A og B er integritetsomrader
og at q # (0). Det skal sa vises, at A N q er forskellig fra (0).

Velg hertil et element b # 0 i q. Ifslge antagelsen er B endeligt frembragt som
A-modul. Specielt er B hel over A. Der findes derfor en helhedsrelation for b over
A. Denne relation kan skrives pa formen,

bOO" T+ a b+ ap_1) = —an,

hvor a;’erne tilhgrer A. Veelg nu denne relation sa at n er mindst mulig. Da er a,, # 0.
I modsat fald var nemlig produktet pa venstresiden lig med 0; da faktorerne tilhgrer
integritetsomradet B og b # 0 ville den anden faktor sa veere lig med 0, og dette ville
vaere en helhedsrelation af grad n — 1, i modstrid med valget af n. Elementet a,, i A
er altsa forskelligt fra 0. Af relationen fremgar, at a,, tilhgrer idealet i B frembragt
af b. Da b € q, er altsa a,, € q. Folgelig er a,, et element forskelligt fra 0 1 AN gq.
Altsa er ANq # (0), som gnsket.

Hermed er seetningens tre pastande bevist. 0

93



Mat 3AG Algebraisk geometri 5.4
19. maj 1994

(5.8) Definition. Lad X vaere et skema. Ved dimensionen af X forstas da det
storste antal skarpe inklusionener, der kan veere i en kaede,

ZdC"'C21CZ()gX, (581)

af integritetsskemaer Z; i X. Dimensionen af X betegnes dim X.
Det tomme skema tillegges saedvanligvis dimensionen —1.

(5.9) Observation. For et givet skema X svarer integritetsskemaer Z i X bijektivt
til primidealer p i I'(X), og keeder (5.8.1) af integritetsskemaer i X svarer til keeder,

Po Cp1 C - C g, (5.9.1)

af primidealer i I'(X'). Dimensionen er et supremum over sadanne d’er. At dimensio-
nen er mindre end 1 betyder saledes, at der ikke i I'(X) findes primidealer p C p’, eller
ackvivalent, at alle primidealer i I'(X) er maksimalidealer. Af betingelsen (5.1)(ii)
folger derfor, at skemaerne af dimension 0 netop er de ikke-tomme, endelige skemaer.

For at bestemme dimensionen af X er det nok at betragte keeder (5.9.1) af primi-
dealer i I'(X) hvor pg er et minimalt primideal og py er et maksimalideal. Da I'(X)
er noethersk, er der som bekendt kun endelig mange minimale primidealer i I'(X).
Disse primidealer svarer til integritetsskemaer i X, der er maksimale. Disse endelig
mange maksimale integritetsskemaer i X kaldes ogsa komponenterne af skemaet X.

(5.10) Seetning. (1) Skemaet A har dimension n.
(2) Lad ¢: Y — X wvere en endelig, dominerende morfi. Da er dimY = dim X.
(3) Lad X wvere et integritetsskema. Da er dim X = tdegy, I'(X).

Bevis. (1) Det skal vises for polynomiumsringen k[X;, ..., X,], at for enhver kaede
af primidealer (5.9.1) er d < n, og at der eksisterer en keede med d = n. Eksistensen
indses ved at betragte keeden defineret ved p; = (X1, ..., X;).

Uligheden vises saledes: Kvotienten A; := k[X1,..., X,,]/p;—1 er en endeligt frem-
bragt k-algebra og et integritetsomrade, og har derfor en endelig transcendensgrad
over k. I kvotienten A; svarer p; til et primideal forskelligt fra (0). Det er velkendt,
at transcendensgraden gar ned, nar der divideres med et primideal forskelligt fra (0).
Polynomiumsringen k[X1,...,X,] har transcendensgrad n, og transcendensgraden
kan derfor hgjst ga ned n gange. Fglgelig indeholder kaeden (5.9.1) hgjst n skarpe
inklusioner.

(2) De to uligheder dimY > dim X og dim X > dimY fglger af resultaterne (2)
og (3) i Lemma (5.7).

Betragt nemlig forst en vilkarlig keede (5.8.1) i X. Af (5.7)(2) folger, at der findes
et integritetsskema Wy 1 Y saledes at oWy = Zy. ODjensynlig definerer ¢ en endelig,
dominerende morfi Wy — Z;. Anvendt pa denne morfi, og integritetsskemaet Z; i Z,
folger det tilsvarende, at der findes et integritetsskema Wy i Wy saledes at oWy = Z;.
Efter d gentagelser af argumentet ses, at der findes en kaede af integritetsskemaer W;

94



Mat 3AG Algebraisk geometri 5.5
19. maj 1994

i Y med d skarpe inklusioner. Fglgelig er dimY > d. Da (5.8.1) var en vilkarlig
kaede, sluttes at dimY > dim X.

Betragt omvendt en kaede af integritetsskemaer W; i Y med e skarpe inklusionener.
Af (5.7)(3) sluttes, at billedskemaerne pW; er en keede af integritetsskemaer i X med
e skarpe inklusioner. Heraf sluttes, at dim X > dimY.

(3) Ifplge Noether’s Normaliseringslemma findes i I'(X) et seaet af d algebraisk
uathaengige elementer yq, . . ., yq saledes at I'(X) er endeligt frembragt som modul over
delalgebraen k[y1, . .., yq]. Antallet d er som bekendt transcendensgraden tdegy I'(X).
Inklusionen af k[yy, ..., yq] i ['(X) svarer til en endelig, dominerende morfi X — A%
Af de foregaende resultater (1) og (2) fglger derfor, at dim X = d, som ¢nsket.

Hermed er de tre pastande bevist. 0

(5.11) Note. Lad ¢: Y — X vere en endelig morfi, og lad p veere et punkt i
X. Fiberen ¢~ 'p er da delskemaet af Y defineret ved idealet Mx ,I'(Y), og koor-
dinatringen for fiberen er altsi kvotienten I'(¢~!p) = T'(Y)/Mx ,I(Y). Da I'(Y) er
endeligt frembragt som modul over I'(X), er kvotienten I'(o~!p) endeligt frembragt
som modul over kvotienten I'(X)/9Mx ,. Den sidste kvotient er legemet r(p), sa
(¢~ 1p) er et vektorrum af endelig dimension over x(p). Denne dimension kaldes
graden af morfien ¢ i punktet p, og den betegnes deg, . Vektorrummet (o~ ip) er
af endelig dimension over k(p), og dermed ogsa af endelig dimension over k; mere
praecist geelder, at

dim T'(p~'p) = |p: k| - deg, . (5.11.1)

Specielt er fibrene for ¢ altsi endelige skemaer. For hvert punkt ¢ i fiberen ¢ ~1p
geelder |q: k| =|q:p| - |p: k|, jfr Definition (4.8). Af formel (5.11.1) og Korollar (5.3)
fas derfor formlen,

deg, o = > lg:p| - multy (™ "p),

q—p

hvor summationen er over alle punkter ¢ i fiberen ¢ ~!'p. Graden af ¢ i p angiver
altsa, ,,talt med multiplicitet®, antallet af punkter i fiberen o~ !p.

(5.12) Note. For en endelig morfi ¢: Y — X kan graden i et punkt p € X yderligere
fortolkes pa folgende made.

Set A := I'(X) og B := I'(Y). Morfien svarer da til en homomorfi A — B,
saledes at B er endeligt frembragt som A-modul. Lad p vaere et punkt i X, s&et
9N := My ,. Koordinatringen for fiberen ¢~ 'p er da kvotienten B/9MB. Graden
af ¢ 1 p er dimensionen af kvotienten som vektorrum over k(p) = A/9M. Hvis B er
frembragt som A-modul af e elementer, sa er kvotienten frembragt som k(p)-modul
billederne af disse e elementer; folgelig er graden deg, ¢ mindre end eller lig med e.
Specielt ses, at graden i (det vilkarlige punkt) p er begraenset opad af det mindste
antal elementer, der frembringer B som A-modul.

Dette resultat kan forsteerkes. Ved lokalisering af A i maksimalidealet 9t fas nemlig
den lokale ring O := Ox ,. Det folger af Lokaliseringsprincippet at kvotienten B /9B
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er isomorf med kvotienten af Bgy modulo idealet M Boy. Her er Boy en endeligt
frembragt modul over den lokale ring O. Graden af ¢, dvs dimensionen af kvotienten
som vektorrum over k(p), er derfor ifglge Nakayama’s Lemma lig med det minimale
antal elementer, som frembringer O-modulen Byy.

Et saet af e elementer, der frembringer Byy som O-modul, svarer til en surjektiv O-
linezer afbildning O¢ — Bgy. Det kan antages, at de e elementer er brgker med navner
1, saledes at sattet svarer til en A-lineser afbildning A€ — B. At seettet frembringer
Bgy betyder at homomorfien A — B efter lokalisering i 90t bliver surjektiv.

Betragt nu en vilkarlig A-linezer afbildning A° — B, og lad @ betegne kokernen.
Af Isomorfissetningen for Brgkmoduler fglger da, at homomorfien bliver surjektiv
efter lokalisering i 91, hvis og kun hvis Qgn = 0, altsa hvis og kun hvis 91 ikke
tilhgrer stgtten for A-modulen ). Primidealerne i stgtten for @) er som bekendt
netop primidealerne, der omfatter annullatoren for ). Annullatoren er et ideal i A,
og svarer altsa til et skema Z i X. Homomorfien A¢ — B er altsa surjektiv efter
lokalisering i 901, hvis og kun hvis p ikke tilhgrer skemaet Z.

Af disse overvejelser folger: Lad e vaere graden af ¢ i et givet punkt p i X. Da
findes et delskema Z i X saledes at p ¢ Z og saledes at graden af ¢ er mindre end
eller lig med e for alle punkter i komplementaermaengden X\ Z.

(5.13) Note. Det foregaende resultat er specielt simpelt, nar X er et integritets-
skema af dimension 1. Hertil bemaerkes, at under denne forudseetning er ethvert
skema Z i X, saledes at Z C X, ngdvendigvis et endeligt skema, idet dimension af
Z ma veere strengt mindre end dimensionen af X. For en endelig morfi ¢: ¥ — X
ma graden antage sin mindste veerdi, e. Anvendes resultatet i (5.12) pa et punkt i
X, hvori denne mindste veerdi e antages, sluttes det, at graden deg, ¢ er lig med e
pa ner eventuelt i endelig mange punkter p pa X.

For X := A! geelder yderligere: Lad Y veere et integritetsskema, og lad p: Y — Al
vaere en endelig, dominerende morfi. Da er graden deg, ¢ konstant som funktion af
punkter p i Al.

For at vise pastanden betragtes den til ¢ hgrende homomorfi A — B, hvor
A = k[T] er koordinatringen for Al og og B = I'(Y). Ifglge forudszetningen er denne
homomorfi injektiv, og B er endelig frembragt som A-modul. Videre er B et integri-
tetsomrade. Heraf fglger gjensynlig, at annullatoren i A af et element forskelligt fra 0
i B kun bestar af nul-elementet i A. Da A som bekendt er et hovedidealomrade, folger
det af Strukturseetningen for moduler over hovedidealomrader, at B har en basis som
A-modul. Der findes altsa en A-lineger isomorfi B — A€. Af overvejelserne (5.11)
sluttes nu for hvert punkt p i A, at koordinatringen for fiberen, I'(¢~'p) = B/, B,
som modul over A/M,, = k(p) er isomorf med k(p)°. Graden deg, ¢ er derfor lig
med e for det vilkarlige punkt p € Al.

96



Mat 3AG Algebraisk geometri 6.1
19. maj 1994

6. Plane kurver.

(6.1) Lemma. Hvert primideal B i k[ X1, Xa| falder i netop én af folgende tre klas-
ser: Klassen bestaende alene af primidealet (0), klassen bestaende af hovedidealer (P)
frembragt af irreducible polynomier P, og klassen af maksimalidealer.

Bevis. Da k[X7, Xo] er en faktoriel ring, er hovedidealet (P), hvor P er et irreducibelt
polynomium, et primideal.

Det pastas forst, at et sadant primideal (P) ikke kan veere et maksimalideal.
Antag, indirekte, at (P) er et maksimalideal. Maksimalidealet svarer da til et punkt
i A%, og kvotienten A := k[X1, Xs]/(P) er restklasselegemet for dette punkt. Af
Hilbert’s Nulpunktssaetning (4.5)(1) folger sa, at kvotienten A er endeligdimensional
over k. I kvotienten A er altsa restklassen z; af X; modulo (P) derfor algebraisk
over k. Der findes altsa for i = 1,2 normerede polynomier f; saledes at f;(z;) = 0.
Ligningen fi(x1) = 0 i kvotienten betyder, at f1(X;) € (P), altsa at P er divisor
i f1(X7). Heraf folger, at X5 ikke forekommer i polynomiet P. Tilsvarende ses, at
X ikke forekommer i P. Fglgelig er P konstant, i modstrid med at P er antaget at
veere et irreducibelt polynomium.

Det skal dernsest vises, at et givet primideal 3 ngdvendigvis tilhgrer en af de tre
klasser. Antag, at P # 0. Da findes et polynomium forskelligt fra 0 i 8. Dette
polynomium er et produkt af irreducible polynomier, og da R er et primideal fglger
det at en af de irreducible faktorer P tilhgrer . Altsa er (P) C B. Antag nu
yderligere, at 3 ikke tilhgrer den anden klasse. Da er

(0) C (P) C*B.

Det pastas, at B sa er et maksimalideal. Det er velkendt, at ringen k[X;, X5] har
transcendensgrad 2 over k. Heraf folger, at kvotienten k[X7, X5]/(P) har transcen-
densgrad hgjst 1 over k, og videre, at kvotienten A := k[X7, X2|/B har transcendens-
grad hgjst 0 over k. Fglgelig har A transcendensgrad 0 over k. Med andre ord er A
algebraisk over k, og dermed specielt hel over k. Altsa er A er et integritetsomrade
og helt over legemet k. Heraf folger som bekendt, at A er et legeme. Da A var
kvotienten k[X7, X2]/B, er P et maksimalideal, som pastaet. i

(6.2) Definition. Ved en plan kurve forstas et skema C i A% defineret ved et
ikke-konstant polynomium F' i k[X1, X5]. Kurvens ideal Z(C') er altsa hovedidealet
(F), og koordinatringen I'(C') er kvotienten k[X1, X5]/(F'). Graden af polynomiet F
kaldes ogsa graden af kurven C', og denne grad betegnes ogsa deg C'.
Betragt primoplgsningen,
F=p"...P" (6.2.1)

T b
af polynomiet F'. Som bekendt gaelder da, at primidealerne (P;) netop er de minimale
primidealer for kvotienten k[X7, Xo]/(F'). Kurverne C; defineret ved polynomierne
P; er altsa de maksimale integritetsskemaer i C'. De kaldes ogsa komponenterne
af kurven C, jfr Observation (5.9). Eksponenten n; kaldes ogsa multipliciteten af
komponenten C;.
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(6.3) Observation. En kurve C' indeholder uendelig mange punkter. Polynomiet
F, der definerer C' har nemlig en irreducibel divisor P. Fglgelig er (F) C (P), sa
primidealet (P) svarer til et primideal i I'(C). Ifglge Lemma (6.1) er dette primideal
ikke er et maksimalideal. Af betingelsen (5.1)(ii) folger derfor at C ikke kan vaere et
endeligt skema.

Lad p veere et punkt pa kurven C. Den lokale ring O¢ ), atheenger da kun af de
komponenter, der indeholder p. Antag nemlig mere preecist, at C er bestemt ved
polynomiet F' med primoplgsningen (6.2.1). Antag videre, at p tilhgrer komponen-
ten C; for ¢ = 1,...,t og ikke for ¢ = ¢t + 1,...,r. Lad D vere kurven defineret
ved polynomiet G := P;"* ---P/". Det pastas, at de lokale ringe O¢, og Op, er
isomorfe. Ifglge definitionen er I'(C) = k[X1, Xs]/(F) og I'(D) = k[X1, X5]/(G). Af
Kvotientprincippet fglger derfor, at

Oc,p = k[X1, Xolom, /(F) og Op, = k[X1, Xo]am, /(G).

Nu var F' = HG, hvor de irreducible faktorer i H netop er P;’erne, som ikke tilhgrer
M,. Polynomiet H tilhgrer derfor ikke 9, og folgelig er H invertibel i den lokale
ring k[X1, Xo]on,. I denne lokale ring er hovedidealerne frembragt af ' = HG og G
derfor ens, hvoraf pastanden fglger.

(6.4) Definition. Ethvert polynomium F'i k[X7, X5] har en fremstilling,
F=Fy+F+F+--- (6.4.1)

som en (endelig) sum af homogene polynomier F; af grad i, kaldet de homogene
led i F. Leddet F, er konstantleddet i F'. Leddet F} er forstegradspolynomiet
(0F/0X1)(0) X1+ (0F/0X2)(0) X2, hvor de partielle afledede er taget i det rationale
punkt o = (0,0). Det storste i for hvilket F; # 0 er graden af polynomiet F'. Det
mindste ¢ for hvilket F; # 0 kaldes polynomiets orden eller multiplicitet © punktet o.
Ordenen er gjensynlig positiv, hvis og kun hvis o er et nulpunkt for F'. Bemaerk, at
ordenen h er mindre end eller lig med graden d, hvis F' ikke er nulpolynomiet, og at
fremstillingen (6.4.1) i sa fald er en fremstilling,

F=F,+ - +F, (6.4.2)

Nulpolynomiet tilleegges seedvanligvis orden +o00. Bemeerk, at potensen 9" af mak-
simalidealet 9t := (X, Y’) netop bestar af polynomier af orden mindst h.

Mere generelt defineres multipliciteten af F i et vilkarligt punkt (p1, p2) € k? som
multipliciteten i 0 = (0,0) af polynomiet F'(X; 4 p1, X5 + p2).

Lad C veere kurven defineret ved polynomiet F', og lad p = (p1, p2) veere et ratio-
nalt punkt pa C'. Ved multipliciteten i punktet p af kurven C forstas da multipliciteten
af I i punktet p. Multipliciteten i p betegnes mult,(C'). Den er positiv, hvis og kun
hvis punktet p tilhgrer C'. Det er ofte bekvemt at udstraekke definitionen og saette
multipliciteten til 0 i punkter p, der ikke ligger pa kurven.
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(6.5) Seetning. Lad p vere et rationalt punkt pa kurven C, og lad m betegne mak-
stmalidealet © den lokale ring Oc,,. Da er

mult,(C) = dimy, m*/m*** for i > 0. (6.5.1)

Beuvis. Det er nok at vise pastanden for p = o. Parallelforskydning x — x-+p definerer
nemlig en isomorfi A2 — A2, sa der findes en kurve C’ der ved parallelforskydningen
fores over i C. Herved svarer punktet o pa C’ til punktet p pa C. Venstresiden i
ligningen er ifplge definitionen multipliciteten af C’ i punktet o, og hgjresiden sendres
ikke, nar ringen O¢, erstattes med den isomorfe ring Ocr .

Antag altsa, at p = o. Venstresiden i ligningen i (6.5.1) er altsa ordenen h af
polynomiet F', betragtet i (6.4.2). Betragt nu for O := O¢,, den eksakte folge,

0 — m'/m™* - O/m™ - O/m’ = 0.

Hgjresiden i ligningen (6.5.1) er dimensionen af vektorrummet m?/m‘*!, og alts lig
med differensen mellem dimensionerne af det midterste vektorrum og det efterfsl-
gende. Det er derfor nok at vise, at der findes en konstant h; saledes at

dimy O/m" = hi + hy for i > 0. (6.5.2)

Den lokale ring O fremkommer ved lokalisering af I'(C') i maksimalidealet M ,.
Af en velkendt egenskab ved maksimalidealer fglger derfor, at kvotienten O/m’ er
isomorf med kvotienten I'(C) /My, .

Seet nu videre M := M, = (X7, X2). Det folger da af Noether’s anden Isomorfi-
seetning, at kvotienten I‘(C’)/‘IWC’O er isomorf med k[X;, Xa]/(ON, F).

Endelig bestar idealet 9t af polynomier af orden mindst i. Antag, at i > h. Da
definerer multiplikationen G — FG en k-lineser afbildning, og F'G tilhgrer ¢, hvis
og kun hvis G tilhgrer 9°~". Heraf udledes let den exakte fglge,

0 — k[X1, Xo] /M Ly kX, Xo] /MM — k[X1, X,]/ (M, F) — 0.
Af exaktheden fglger, at dimensionen af det midterste vektorrum er summen af di-

mensionerne af de to omgivende. Det er let at se, at kvotienten k[X7, Xo]/9" har
dimension (“51). Af de fundne isomorfier fglger derfor for i > h, at

: ; + 1 i —h+1 . h(h—1
dlmk(’)/mlz<12)—<z 5 ):hz—%.

Heraf fremgar resultatet (6.5.2) (med hy := —h(h — 1)/2), som gnsket. 0
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(6.6) Note. Lad p vaere et punkt pa et skema X. Betragt den lokale ring O := Ox,
med maksimalidealet m := my ,. Det er klart, at for hvert i har kvotienten O/m’
endelig lzengde. Saet A(7) := long O/m".

Antag fgrst, at X er et endelig skema. I dette tilfaelde er multipliciteten af X i p
defineret som laengden af ringen ©. Da leengden er endelig, geelder m* = m‘*! nar
i > 0, og sa folger af Nakayama’s Lemma, at m* = (0), nar i > 0. Med andre ord:
Nar i > 0 er funktionen A(¢) konstant og lig med mult, (X).

Antag dernaest, at X er en plan kurve og at p er et rationalt punkt pa X. Da er
O/m = k, og folgelig er \(i) = dimg O/m’. Af beviset for den foregdende szetning
folger derfor, at for i > 0 er \(i) = hi + hq, hvor h er kurvens multiplicitet i punktet
p. Nar i > 0 er funktionen A(i) altsa et forstegradspolynomium.

I almindelighed (dvs for et vilkarligt punkt p pa et vilkarligt skema X) kan man
vise, at funktionen A(7) for ¢ > 0 er et polynomium, dvs er af formen

A(i) = hi® + hyi®! 4 4 hg;

multipliciteten af skemaet X i p defineres som hgjrestegradskoefficienten h ganget
med d!. Hvis X er et integritetsskema er tallet d lig med dimensionen af X.

(6.7) Saetning. Lad C veere en plan kurve defineret ved polynomiet F' og lad p veere
et rationalt punkt pa C. Da er folgende fem betingelser ekvivalente:

(i) Kurven C har multiplicitet 1 i punktet p.
(ii) En af de partielle afledede OF/0X; er forskellig fra 0 i punktet p.
(iii) Den lokale ring Oc, er et integritetsomrade, ikke et legeme, og maksimali-
dealet mc , er et hovedideal.
(iv) Den lokale ring Oc,, er en valuationsring, dvs et integritetsomrade, ikke et
legeme, hvori idealerne er totalt ordnede.
(v) Den lokale ring Oc,p, er et hovedidealomrade, ikke et legeme.

Bevis. Det er velkendt for noetherske ringe, at betingelserne (iii), (iv) og (v) er
ekvivalente, og denne skvivalens antages i det fglgende.

Ifglge definitionen bestemmes multipliciteten i p ved at betragte de homogene
led G; af polynomiet G(X1, X2) = F (X1 + p1, X2 + p2). Konstantleddet G er
G(0) = F(p), som er 0 da p tilhgrer F'| og

oF oF

Gy = 8—X1(p)X1 + 8—X2(p)

Xo.

At multipliciteten er lig med 1 betyder, at G; # 0. Det er herefter klart, at (i) og
(ii) er ackvivalente. For at bevise den fulde sekvivalens kan det antages, jfr beviset
for Seetning (6.5), at p er punktet o = (0,0). Det er nok at vise, at (i) medferer (iii)
og at (iv) medforer (i).

Antag forst, at (i) (og dermed ogsa (ii)) er opfyldt. Det kan yderligere antages,
at F' er et irreducibelt polynomium. I almindelighed er F' nemlig et produkt, F' =
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Py - P;, hvor P;’erne er (ikke ngdvendigvis forskellige) irreducible polynomier. Udfra
definitionen er det klart, at F’s orden i o er summen af P;’ernes orden i o. Da F’s
orden ifglge antagelsen er lig med 1, har netop ét af P;’erne orden 1, og de gvrige P;’er
har orden 0. Antag fx at P = P; har orden 1, og lad D veere kurven bestemt ved
polynomiet P. Af Observation (6.3) folger nu, at den lokale ring O¢ , ikke sendres
nar C erstattes med D. I stedet for at erstatte C' med D (og F med P), kan vi
folgelig antage, at F' er et irreducibelt polynomium.

Idealet (F') er nu et primideal, og koordinatringen I'(C') = k[ X1, X2|/(F) er derfor
et integritetsomrade. Den lokale ring O fremkommer af I'(C') ved at lokalisere i
Mc,o, og den er derfor ligeledes et integritetsomrade, og gjensynlig ikke et legeme.
Idealet MM, er frembragt af X; og X2, sa maksimalidealet m := m¢ , er frembragt af
billederne x; og xo af X; og Xs. Det pastas, at maksimalidealet mi O er frembragt af
ét af z;’erne. Mere preecist fglger det af (ii), at en af de afledede a; := (0F/0X;)(0)
er forskellig fra 0. Antag fx at as # 0. Det pastas, at billedet z; sa frembringer
idealet m.

Ifglge antagelsen er F' en sum, F' = a1 X7 4+a2 X2+ -, hvor de tre prikker betegner
en sum af led af grad mindst 2. Summen grupperes, idet vi fgrst samler alle led, der
indeholder X5, og dernaest ssetter X; uden for parentes i de resterende. Herved
fremkommer en ligning,

F=SX,+TX;, hvorS=as+---,T=a1+---.

Modulo (F') er venstresiden lig med 0, sa i O fas ligningen 0 = sxs + tz;, hvor s
og t betegner billederne af S og T. Ifplge antagelsen er S(o) = aq forskellig fra 0.
Polynomiet S tilhgrer derfor ikke 901,, sa billedet s er invertibelt i O. Af ligningen
sxo + txy = 0 folger derfor, at der i brgkringen O geelder at x5 € Ox1. Som naevnt
var maksimalidelet m frembragt af x1 og xo. Af det viste fglger, at frembringeren o
er overflgdig. Altsa er m lig med hovedidealet Ox;.

Hermed er det vist, at den lokale ring O opfylder betingelsen (iii). Betingelsen (i)
medfgrer altsa (iii). Omvendt vil (iv) medfgre (i). Nar O er en valuationsring, er
det nemlig klart, at m?*/m**! er et 1-dimensionalt vektorrum over restklasselegemet
O/m. Her er O/m = k, da punktet o er et rationalt punkt. Af Seetning (6.5) folger
derfor, at multipliciteten af C' i punktet o er lig med 1.

Hermed er skvivalensen af de fem betingelser eftervist. I

(6.8) Definition. Lad p veere et rationalt punkt pa kurven C. Kurven siges da at
veaere glat i punktet p, hvis de skvivalente betingelser i Seetning (6.7) er opfyldt. Hvis
C' er glat i punktet p = (p1, p2) siges ,linien“ L med ligningen,

(OF/0X1)(p)(X1 — p1) + (OF/0X2)(p) (X2 — p2) = 0,

ogsa at veere kurvens tangent i punktet p.

Bemszerk, at ,glathed* herved kun er defineret for rationale punkter pa C. Hvis
punktet p pa C ikke er et rationalt punkt, siges C' at veere glat i p, hvis den lokale
ring Oc, er en valuationsring. Punkter p, hvori kurven ikke er glat, kaldes ogsa
singulere eller multiple punkter pa kurven.
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(6.9) Eksempel. En linie, ogsa kaldet en forstegradkurve, er en kurve givet ved et
polynomium a1 X7 + a2 X2 + b, hvor a; og as ikke begge er 0. Den er gjensynlig glat i
ethvert af sine rationale punkter, og i ethvert sadant punkt er linien selv tangenten.
Man kan vise, at en linie faktisk er glat i alle sine punkter.

(6.10) Eksempel. Betragt dernaest et keglesnit C, ogsa kaldet en andengradskurve,
dvs en kurve givet ved et andetgradspolynomium F. Hvis legemet k ikke er alge-
braisk afsluttet kan det ikke udelukkes, at C slet ikke indeholder rationale punkter.
Antag nu, at der findes et rationalt punkt, hvori kurven ikke er glat. Efter en paral-
lelforskydning kan det antages, at dette multiple punkt er punktet o = (0,0). Da er
Fy = Fy =0, sa polynomiet F' har formen,

F=aX?+bX, X+ cX3.

Antag i det folgende, at legemet k ikke har karakteristik 2. Lad d = b? — 4ac betegne
diskriminanten af polynomiet F. Hvis a # 0, sa gaelder ligningen,

4aF = (2aX, + bX5)?* — dX2.

Heraf, og af et par trivielle overvejelser hvis a = 0, fas folgende klassifikation:

d = 0. I dette tilfzelde er F', bortset fra en konstant faktor, kvadratet pa et forste-
gradspolynomium. Dette forstegradspolynomium svarer til en linie som er komponent
med multiplicitet 2 af C. Alle rationale punkter pa C' er multiple.

d # 0 og d er et kvadrat i k. I dette tilfzelde er F' et produkt af 2 forstegrads-
polynomier, svarende til at C’s komponenter er to forskellige linier gennem o, begge
med multiplicitet 1. @jensynlig er C' er glat i alle rational punkter, pa ner liniernes
skaeringspunkt o.

d # 0 og d er ikke kvadratet pa et element i k. I dette tilfaelde er o det eneste
rationale punkt pa C.

Bemszerk, at hvis et andetgradspolynomium er reducibelt, sa er det et produkt af
to forstegradspolynomier, og for det tilsvarende keglesnit er komponenterne to linier.
Dette er situationen i de fgrste to tilfeelde behandlet ovenfor. Ud over disse tilfeelde
kunne de to komponenter vare parallelle linier.

(6.11) Eksempel. Betragt endelig en kubisk kurve C, dvs en kurve defineret ved
et polynomium F af grad 3. Antag fx, at F = X — f(X;), hvor f er et polynomium
af grad 3 (i én variabel). De partielle afledede er 0F/0X; = —f'(X1) og OF/0X5 =
2X5. Antag, at karakteristikken for k ikke er 2. Da er 0F/0X forskellig fra 0 i alle
punkter (p1,p2), hvor py # 0. Kurven er altsa glat i alle rationale punkter, der ikke
ligger pa Xi-aksen. Betragt dernzest et rationalt punkt pa Xi-aksen, dvs et punkt
af formen (p1,0). Punktet ligger pa kurven, hvis og kun hvis f(p;) = 0, dvs hvis og
kun hvis p; er rod i f, og kurven er glat i punktet, hvis og kun hvis der yderligere
gaelder at f'(p1) # 0. De to betingelser, f(p1) = 0 og f'(p1) # 0, er som bekendt
opfyldt, netop hvis p; er en simpel rod i f. Trediegradspolynomiet f kan hgjst have
én multipel rod. Fglgelig er C' glat i alle sine rationale punkter, pa ner eventuelt i
ét punkt af formen (p;,0) svarende til en multipel rod py i f.
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7. Snit af kurver.

(7.1) Definition. Lad C og D veere to plane kurver definerede ved polynomier F
og G. Snmittet C' N D er da skemaet defineret ved idealet (F,G) i k[X1, Xs], og et
punkt p tilhgrer snittet, hvis og kun hvis det tilhgrer begge kurver. For hvert punkt
p i C N D defineres snitmultipliciteten i p som tallet

ip(C.D) :=long Ocnp p-

Snitmultipliciteten kan veere oo; den er endelig, nar den lokale ring pa hgjresiden
har endelig leengde. Det er ssedvane at seette i,(C.D) := 0 for punkter p, som ikke
tilhgrer snittet C'N D.

Hvis snittet C' N D er et endeligt skema, sa er snitmultipliciteterne endelige, idet
ip(C.D) = mult,(C N D), jfr Definition (5.2).

Ofte lader man polynomierne indga i betegnelserne, og skriver i,(F.G) = i,(C.D).
Yderligere udstrackkes denne betegnelse til tilfaeldet hvor et eller begge polynomier
er konstant: Hvis et af polynomierne F', G ikke tilhgrer 9, seettes i), := 0. Hvis de
begge tilhgrer M, og et af dem er nulpolynomiet, sattes ¢, := oco.

(7.2) Observation. Antag, at p tilhgrer snittet C'N D. Restklasselegemet for den
lokale ring Ocnp,p er da legemet k(p), jfr (4.4). Ifplge Hilbert’s Nulpunktssaetning
(4.5) er restklasselegemet x(p) af endelig dimension over k. Heraf ses, at den lokale
ring har endelig laengde, hvis og kun hvis den har endelig dimension som vektorrum
over k, jfr beviset for Korollar (5.3). Specielt ses, at snitmultipliciteten i,(C.D) er
endelig, hvis og kun hvis den lokale ring Ocnp , er af endelig dimension over &.

(7.3) Observation. Lad p vere et punkt i C' N D. Koordinatringen for snittet
CN D er kvotienten I'(C'N D) = k[ X1, X2]/(F, G). Felgelig er I'(C' N D) isomorf med
kvotienten af I'(C') = k[X1, X3]/(F) modulo idealet frembragt af billedet af G. Idet
(G) ogsa — sjusket, men praktisk — betegner hovedidealet i I'(C') frembragt af billedet
af G, er altsa
rcnbD)=T(C)/(G).

Herved svarer maksimalidealet Mcnp p 1 kvotienten I'(C' N D) til maksimalidealet
Me,p 1 I(C). Ved lokalisering af I'(C') i M, fremkommer den lokale ring Ocnp p,
og ved lokalisering af I'(C' N D) i Menp,p fremkommer den lokale ring O¢ . Af
Kvotientprincippet fas derfor en isomorfi,

Ocrp,p = Ocyp/(G),

hvor (G) pa hgjresiden nu betegner hovedidealet frembragt af billedet af G 1 O¢,p.
Det fplger specielt, jfr Observation (6.3), at snitmultipliciteten i,(C.D) kun athsenger
af de af C’s komponenter, der indeholder p. Med andre ord kan man ved bestemmelse
af snitmultipliciteten i,(C.D) fra F' fjerne de irreducible faktorer, der ikke tilhgrer
m,.
Det fglger ligeledes af Kvotientprincippet, at den lokale ring Ocnp,, ogsa kan fas
som kvotienten af den lokale ring k[X1, Xo]on,, dvs af Oaz ,,, modulo idealet (F,G)
frembragt af F' og G heri.

’p’
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(7.4) Seetning. Lad C' og D vere plane kurver bestemt ved polynomierne F og G.
Da er snittet C' N D et endeligt skema, hvis og kun hvis C og D ikke har felles
komponenter, dvs hvis og kun hvis polynomierne F og G er primiske. Yderligere
geelder for et punkt p pa CN D, at snitmultipliciteten i,,(C.D) er endelig, hvis og kun
hvis de to kurver ikke har felles komponenter, der indeholder p.

Bevis. Hvis F og G har en ikke-triviel feelles divisor H, sa er (F,G) C (H). Snittet
C N D, der er defineret ved idealet (F,G), vil altsa indeholde kurven bestemt ved
polynomiet H. Af Observation (6.3) fglger derfor, at C' N D indeholder uendelig
mange punkter.

Antag omvendt, at C'N D indeholder uendelig mange punkter. Af Szetning (5.1)
folger sa, at koordinatringen k[X1, Xs]/(F,G) indeholder et primideal, der ikke er
et maksimalideal. Dette primideal svarer ifglge Kvotientprincippet til et primideal
P i k[X1, Xs], som ikke er et maksimalideal og som omfatter (F,G). Ifplge Lemma
(6.1) er P et hovedideal (P). Af (F,G) C (P) folger nu, at P er en ikke-triviel feelles
divisor i F' og GG, som ¢gnsket.

Hermed er seetningens forste pastand bevist. For at vise den anden pastand be-
tragtes et punkt p € C'ND. Antag forst, at de to kurver ikke har feelles komponenter,
der indeholder p. Den lokale ring Ocnp , afheenger kun af de komponenter, der in-
deholder p, jfr Observation (6.3). Felgelig kan det antages, at kurverne C' og D ikke
har feelles komponenter. Af det allerede viste fglger, at C'N D sa er et endeligt skema.
Snitmultipliciteten er da i,(C.D) = mult,(C' N D), og specielt er den endelig.

Antag dernaest, at de to kurver har en feelles komponent gennem p. Det er nok
at vise, jfr Observation (7.2), at den lokale ring Ocnp p er uendeligdimensional som
vektorrum over k. Det folger af antagelsen, at polynomierne F' og GG har en irreducibel
feelles divisor P, saledes at P € M,. Nuer (F,G) C (P) C 9M,,. Lad E vaere kurven
bestemt ved P. Det fglger af Kvotientprincippet, at den lokale ring Op , er lig med
kvotienten af Ocnp , modulo idealet frembragt af billedet af P. Det er saledes nok
at vise, at den lokale ring Of , er uendeligdimensional. Denne lokale ring er en
lokalisering af I'(E), og da I'(E)) er et integritetsomrade vil den lokale ring indeholde
['(E). Som naevnt i Observation (6.3) er E ikke et endeligt skema, og af betingelsen
(5.1)(iv) folger derfor, at I'(E') er uendeligdimensional. Heraf fglger pastanden.

Hermed er de to pastande i Seetningen bevist. 0

(7.5) Seetning. Lad p vere et rationalt punkt, der tilhorer begge kurver C og D. Da
er snitmultipliciteten i,(C.D) lig med 1, hvis og kun hvis kurverne C og D er glatte
i p med forskellige tangenter.

Bewis. Det kan antages, at p er punktet o = (0,0). Lad F' og G veere polynomierne,
der definerer C' og D. Den lokale ring O := Ocnp,, fremkommer ved lokalisering af
k[X1, Xo]/(F, G) i maksimalidealet 9, svarende til punktet o. Maksimalidealet 91,
er frembragt af X; og X5, sa maksimalidealet m i O er frembragt af billederne x
og x5 af X7 og Xs. Snitmultipliciteten i,(C.D) er leengden af den lokale ring O. At
snitmultipliciteten er lig med 1 er saledes ensbetydende med at m = (0).
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Da punktet o ligger pa begge kurver findes pa den anden side fremstillinger,
F=a1X1+aXo+- 0g G=anX1+anXe+- -,

hvor de tre prikker star for summer af led af grad mindst 2. Lad « betegne 2 x 2
matricen (a;;). Det er klart, at begge kurver er glatte i o, med forskellige tangenter,
hvis og kun hvis determinanten det « er forskellig fra 0. Det skal altsa vises, at
det a # 0, hvis og kun hvis m = (0).

Antag forst, at det o # 0. Leddene af grad mindst 2 i fremstillingerne ovenfor
tilhgrer 92, og modulo (F,G) er venstresiderne lig med 0. Af fremstillingerne fglger
derfor, at sgjlen a(z;) tilhgrer m2. Da matricen « er invertibel fglger det, at sgjlen
(i;) tilhgrer m?. Maksimalidealet er frembragt af 1 og zo. Af det viste fplger derfor,
at m = m2. Af Nakayama’s Lemma fas derfor, at m = (0).

Antag omvendt, at m = (0). Billedet x; af X; er altsa lig med 0 i den lokale ring
O. Den lokale ring er en lokalisering af koordinatringen k[X7, X2]/(F, G). Der findes
derfor polynomier S; i k[X7, X2, sa at S;(0) # 0 og sa at S; X; tilhgrer idealet (F, G).
For i = 1, 2 findes derfor polynomier B;; og B;s sa at

S; X; = By F + B;sG. (751)

Lad s; og b;; betegne konstantleddene i polynomierne S; og B;;. Ved sammenligning
af forstegradsleddene pa de to sider af ligning (7.5.1) fas ligningen

$iX; = bi1(a11 X1 + a12X2) + bia(a21 X1 + a22X2). (7.5.2)

Lad f betegne 2 x 2 matricen (b;;), og lad o betegne diagonalmatricen med s; og sg i
diagonalen. Ligningerne (7.5.2) for ¢ = 1,2 kan da sammenfattes til matrixligningen
o = Ba. Da sy1s9 # 0, folger det af matrixligningen, at det o # 0.

Hermed er det gnskede bevist. 0

(7.6) Note. Under forudssetningen i Ssetning (7.5) kan man vise, at
ip(C.D) > mult,(C) - mult, (D),

altsa at snitmultipliciten i p er storre end eller lig med produktet af de to kurvers
multiplicitet i p. Yderligere er det nemt at afggre hvornar lighed indtreeffer, idet der
geelder fplgende (som vi for letheds skyld formulerer for p = 0): Ligheden i,(C.D) =
mult, (C)- mult, (D) geelder, hvis og kun hvis de homogene led af laveste orden i F'
og G er primiske.

(7.7) Hovedsaetning. Snitmultiplicitet i,(F.G), for punkter p i A% og polynomier
F, G i k[X1, X5], har folgende egenskaber:

(1) Verdierne opfylder 0 < i,(F.G) < oo. Verdien er positiv, hvis og kun hvis
begge polynomier tilhgrer maksimalidealet 9N, og verdien er oo, hvis og kun hvis de
to polynomier har en felles irreducibel divisor, som tilhgrer M,,.
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(2) Snitmultiplicitet afhenger kun af idealet (F,G). Specielt er verdien i,(F.G)
symmetrisk i F' og G, og den afhenger kun af G’s restklasse modulo (F).
(3) Snitmultiplicitet adderes nar funktioner multipliceres 1 den forstand at

i,(F.GH) = i,(F.G) + i,(F.H).

(4) Snitmultiplicitet er invariant under isomorfi (specielt under parallelforskyd-
ning) af A2. For p = 0 og F = X5 er snitmultipliciteten i,(X2.G) lig med ordenen
af polynomiet G(X1,0).

Bevis. Pastanden (1) folger umiddelbart af Seetning (7.4). Pastand (2) folger af
definitionen, jfr Observation (7.3).

For at vise additiviteten i (3) betragtes et produkt GH. Pastanden er triviel, hvis
F' er konstant, eller hvis G eller H er nul-polynomiet. Antag derfor, at F' ikke er
konstant og at G og H er forskellige fra nul-polynomiet. Ifglge Observation (7.3) kan
det videre antages, at alle irreducible divisorer i F' tilhgrer maksimalidealet 91,,. Lad
C veaere kurven defineret ved polynomiet F. Punktet p ligger sa pa C. Yderligere
kan det antages, at ingen af polynomierne G og H har en ikke-triviel divisor feelles
med F, idet additiviteten ellers er en konsekvens af (1). Lad nu A = k[ X7, X5]|/(F)
vaere koordinatringen for C, og seet O := O¢ . Den lokale ring O fas altsa ved at
lokalisere A i maksimalidealet 9t ,. Lad videre g og h betegne restklasserne af G og
H modulo (F'). De tre snitmultipliciteter er da ifplge Observation (7.3) laeengderne af
folgende kvotienter: O/ghO, O/gO og O/hO. Disse kvotienter fas ved lokalisering i
Mc,p, af modulerne i fplgen,

0— A/(h) L A/(gh) — A/(g) — 0, (7.7.1)

hvor den fgrste homomorfi er induceret af multiplikation med g. Det er nok at vise,
at folgen (7.7.1) er exakt, thi sa er ogsa den lokaliserede folge exakt, og den sggte
additivitet fglger af at leengde af moduler er additiv pa exakte fglger.

Fglgen (7.7.1) er trivielt exakt bortset fra at det kraever en overvejelse at multipli-
kation med g inducerer en injektiv homomorfi. Hertil bemaerkes, at de tre midterste
moduler i folgen gjensynlig er kokernerne for multiplikation i A med h, med gh, og
med g. Bortset fra nul-modulen til venstre er fglgen (7.7.1) altsa den sidste del af
kerne-kokerne fglgen for den sammensatte multiplikation gh. Da kerne-kokerne fgl-
gen for en sammensat homomorfi som bekendt er exakt, er det derfor nok at vise, at
kernen for multiplikation med g kun bestar af nul-elementet i A.

Antag altsa, at r € A og at gr = 0. Ringen A er kvotientringen af k[X;, X]
modulo (F), sa r repraesenteres af et polynomium R € k[X;, Xs|. Produktet gr
repreesenters da af polynomiet GR, sa ifglge antagelsen er GR kongruent med 0
modulo (F). Altsa er F' divisor i GR. Da polynomiumsringen k[X7, Xs] er faktoriel
og G var antaget primisk med F', folger det, at F' er divisor i R. Restklassen r er
derfor lig med nul-elementet i A. Hermed er det gnskede opnaet, og additiviteten i
(3) er eftervist.
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Den fgrste pastand i (4) fplger af at den lokale ring, der definerer i,(F.G), erstattes
med en isomorf, nar der anvendes en isomorfi af A2. Antag endelig, at p = o og at
F = X,. Ifplge (2) er snitmultipliciteten i,(X2.G) usendret nar G erstattes med
et polynomium, der er kongruent med G modulo (X5). Polynomiet G kan derfor
erstattes med polynomiet G(X1,0). Hvis dette sidste polynomium er nulpolynomiet,
sa er bade orden og snitmultiplicitet lig med oco. Hvis det sidste polynomium har
endelig orden h, s& kan det skrives X"G(X,), hvor G(0) # 0. Af definitionen folger
sa umiddelbart, at i,(Xs, G) = 0. Den multiplikative egenskab (3) giver derfor,

i0(X2,G) = hio(X2, X1) = h,

hvor den sidste ligning enten ses direkte af definitionen, eller ved brug af Saetning
(7.5). Heraf aflaeses den sidste pastand i (4).
Hermed er de fire egenskaber bevist. 0

(7.8) Note. Snitmultipliciteten er i Definition (7.1) bestemt ved en simpel algebraisk
formel. Denne definition kan ses som afslutningen pa en lang diskussion, der foregik
i det meste af forrige arhundrede. Det skal understreges, at det i praksis er ganske
let at bestemme snitmultipliciteten i et givet (rationalt) punkt alene ved brug af de i
Hovedsatningen angivne egenskaber. Problemet er at give en definition, der tillader
at udlede disse egenskaber.

Snitmultipliciteten i et rationalt punkt kan bestemmes ved en metode, der es-
sentielt er Euklid’s algoritme: Ved en simpel parallelforskydning kan det antages at
punktet er o = (0,0). Bemeerk, at snitmultipliciteten i, umiddelbart kan bestemmes
hvis et af polynomierne F' og G kun afhaenger af den variable X5. Antag nemlig, at
fx F' kun afhaenger af X5. Hvis F'(0) # 0 eller G(0) # 0, sa er i, = 0. Betragt derfor
tilfeeldet, hvor F'(0) = G(o) = 0. Hvis F' = 0, sa er i, = 0o, og hvis F' # 0, sa har F’
specielt formen F = X$H, hvor H (o) # 0; af reglerne (3), (4) og (1) folger s&, at i,
er lig med d gange ordenen af polynomiet G(X1,0).

Seet nu ¢ := 0 og gennemlgb folgende algoritme:

A1l. Hvis F eller G kun afhaenger af X5, sa s@ettes ¢ := i + i,(F.G) og algoritmen
stoppes.

A2. Hvis begge polynomier er delelige med X5, sa sattes ¢ := oo og algoritmen
stoppes.

A3. Hvis et af polynomierne F eller G, fx G, er deleligt med X5, sa seettes G := G/ X5
og i :=1+1,(F.X3). Dette gentages indtil ingen af polynomierne er delelige med Xs.
A4. De to polynomier ordnes efter potenser af X1,

F=fX{+ ., G=gXj+:
hvor f og g er polynomier forskellige fra 0, der kun athaenger af X5, og hvor de tre
prikker star for polynomier, hvis grad i X; er mindre end henholdsvis d og e. Efter
eventuel ombytning af F' med GG kan det antages, at d > e. Saet nu fgrst F' := gF og
i:=1i—1i,(g.G). Seet dernaest F:= F — fX%°Q, og fortsset med AL.
[Hvorfor stopper algoritmen? Hvorfor indeholder ¢ den sggte snitmultiplicitet nar
algoritmen stopper?]
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(7.9) Definition. Betragt to plane kurver C' og D definerede ved polynomier F
og GG. Lad ¢ og d veere graderne af C og D, og lad F,. og G4 veere de homogene led
af hgjeste grad i de to polynomier. I det fglgende vil vi sige, at C' og D har endelig
skering, hvis polynomierne F, og G4 er primiske.

Uden at vi her kan komme nsermere ind pa den sakaldte projektive geometri skal
det bemszerkes, at de irreducible divisorer i hgjestegradsleddet F. svarer til sakaldte
,uendeligt fjerne“ punkter pa kurven C'. Forudssetningen om endelig skeering betyder
altsa at de to kurver C' og D ikke har fzlles uendeligt fjerne punkter.

(7.10) Observation. Det er klart at endelig skeering medfgrer at polynomierne F
og G er primiske, altsa at snittet C' N D er et endeligt skema, jfr Seetning (7.4).

(7.11) Bezout’s Seetning. Lad C og D vere plane kurver saledes at snittet C N D
er endeligt. Da geelder uligheden,

> |p:k|-iy(C.D) < (deg C)(deg D),

peCND
og denne ulighed er en lighed, hvis og kun hvis C og D skerer endeligt.

Bevis. Da C'N D ifplge forudssetningen er et endeligt skema, er snitmultipliciteten
i,(C.D) lig med multipliciteten mult,(C' N D). Af Korollar (5.3) folger derfor, at
ulighedens venstreside er lig med dimensionen af I'(C' N D). Det skal saledes vises,
at denne dimension er mindre eller lig med cd, og at lighed geaelder, hvis og kun hvis
hgjestegradsleddene F, og G4 er primiske. Koordinatringen I'(C' N D) er kvotienten
k[ X1, X2]/(F,G), hvor F og G er polynomierne, der definerer C' og D. Det fremgar
derfor umiddelbart af det folgende Lemma, at den pastaede lighed geelder hvis de
homogene hgjestegradsled F,. og G4 er primiske. Uligheden og , kun hvis“ kan indses
ved en udbygning af Lemma’et. Det overlades til laeseren. 0

(7.12) Lemma. SetI' := k[X;, X3, og lad I'<j, og I'y, betegne underrummene i
I' bestaende af polynomier, der er henholdsvis af grad mindre eller lig med h, og
homogene af grad h. Lad F og G vere polynomier af grad c og d saledes at de
homogene hgjestegradsled F. og G4 er primiske. Da gelder folgende ligninger:

(F,G)NT<p =T<p_cF +T'<p_qG for alle h, og ( )
=T<p_cF®T<p_qG for h < c+d, ( )
Toia1 =Ly 1F, ®To Gy, (7.12.3)
I'y=Tn_cF.+Th_4gGgq forh>c+d—1, ( )
I'=(F,G)+T<p forh>c+d—2. ( )

Endelig geelder, at dimy I'/(F, G) = cd.

Bevis. Hgjresiden i (7.12.1) er gjensynlig indeholdt i venstresiden. Lad omvendt P
veere et polynomium, der tilhgrer venstresiden. Graden af P er altsa hgjst h, og P
har en fremstilling

P = AF + BG. (%)
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Det er nok at vise, at polynomierne A og B i en sadan fremstilling kan veelges saledes
at A har grad hgjst h — c¢. Er dette nemlig opfyldt, sa har AF hgjst grad h, og
BG = P — AF har derfor grad hgjst h; folgelig har B hgjst grad h — d, og sa viser
fremstillingen, at P tilhgrer hgjresiden af (7.12.1). Velg nu fremstillingen (x) saledes
at A har mindst mulig grad a. Det er skal altsa vises, at a < h — ¢. Antag, indirekte,
at a > h — c. Produktet AF har da grad sterre end h, og h er stgrre end eller lig
med graden af P. Af (x) fglger derfor, at AF og BG har samme grad (stgrre end
h), og at der for de homogene hgjestegradsled geelder, at 0 = A F. + ByG4 (hvor
a+c=>b+d). Da F. og G ifplge forudszetningerne er primiske medfgrer ligningen,
at der findes et homogent polynomium K saledes at A, = KG4 og B, = —KF,. Af
(*) fas en ny fremstilling,

P=(A-KG)F+(B+KF)G,

og ifelge valget af K har differensen A — KG en grad, der er mindre end graden af
A. Hermed er den gnskede modstrid naet, idet fremstillingen (x) var valgt saledes at
graden af A var mindst mulig.

Ligningen (7.12.2) udsiger, at summen pa hgjresiden af (7.12.1) er direkte, nar
h < c+d. Det er nok at vise, at de to underrum pa hgjresiden kun har nul-polynomiet
feelles. Et polynomium P i faellesmaengden er deleligt med bade F' og G. Det folger
af forudseetningerne, at F' og G er primiske, og P er derfor deleligt med produktet
FG. Hvis P # 0, er graden derfor specielt stgrre end eller lig med ¢ 4+ d. Pa den
anden side er graden af P hgjst lig med h, og h < c+d. Altsa er P = 0, som pastaet.

Betragt videre (7.12.3). jensynlig er de to underrum pa hgjresiden indeholdt i
venstresiden. Da F,. og G4 er primiske, folger det ganske som i beviset for (7.12.2),
at de to underrum danner direkte sum. Det er derfor nok at vise, at de to sider
har samme endelige dimension over k. Dette folger ved en simpel addition, idet
underrummet ', gjensynlig har dimension h + 1. ‘

For at vise ligningerne (7.12.4) er det nok at vise at hvert monomium M = X} X3,
hvor i +j = h > ¢+ d — 1, tilhgrer hgjresiden. Et sadan monomium kan gjensynlig
skrives som et produkt M = M; M, af et monomium M; af grad h — (c+d — 1) og
et monomium M af grad ¢ +d — 1. Af (7.12.3) fglger, at M, har en fremstilling
Ms = AF,.+ BGg, hvor A og B er homogene polynomier af grad d —1 og ¢ — 1. Ved
at multiplicere denne fremstilling med M, fas den gnskede fremstilling af M.

For endelig at eftervise (7.12.5) skal det vises, at hvert polynomium P modulo
(F, Q) er kongruent med et polynomium af grad hgjst h. Dette vises ved induktion
efter graden [ af polynomiet P. Hvis [ < h er polynomiet selv af grad hgjst h.
Hvis [ > h, sa er specielt | > ¢+ d — 1. Det homogene hgjestegradsled P, kan
derfor ifglge (7.12.4) skrives pa formen P, = AF,. 4+ BGy, hvor A og B er homogene
polynomier af grad [ — ¢ og | — d. Modulo (F,G) er P kongruent med differensen
P — (AF + BQG). Differensen har ifglge konstruktionen grad mindre end [, sa ifglge
induktionsantagelsen er differensen kongruent med et polynomium af grad hgjst h.
Fglgelig er P kongruent med et polynomium af grad hgjst h. Hermed er (7.12.5)
bevist.
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Den afsluttende formel for dimensionen er en konsekvens af ligningerne (7.12.2)
og (7.12.5). Velg en veerdi af h for hvilke begge ligninger er opfyldt. Der er to
muligheder, h =c+d—1o0g h=c+d—2. Af (7.12.5) folger, at I' = (F, G) + I'<y.
Isomorfien i Noether’s forste Isomorfissetning er altsa en isomorfi,

T/(F,G) ~T<p/((F,G)NT<).

Pa hgjresiden er talleren og naevneren endeligdimensionale over k. Teellerens di-
mension er lig med antallet af monomier XiXJ med i + j < h, og altsd lig med
(h+1)(h+2)/2. Naevnerens dimension kan beregnes af den direkte sum fremstilling
i (7.12.2). Differensen af dimensionerne er dimensionen af kvotienten. Som resultat
fas ligningerne,

i, T/ (F.G) (h—2k2) B (h—g+2) - (h—;l+2) i

idet det sidste lighedstegn fas ved en simpel udregning nar h har en af de to valgte
veaerdier. Dette resultat er det gnskede. Hermed er Lemmaets pastande bevist. 0

(7.13) Bemaerkning. Bezout’s Setning udsiger, at kurver af grad ¢ og d, under
passende forudseetninger, skaerer hinanden i cd punkter, talt med multiplicitet. Hvis
legemet k ikke er algebraisk afsluttet kan nogen af skeeringspunkterne naturligvis veaere
ikke-rationale punkter, og graden af disse punkter skal sa medregnes i multipliciteten.

For sma veerdier af ¢ og d er det ofte muligt at sige noget yderligere om multiplicitet
og grad af punkterne i C'N D.

(7.14) Eksempel. Betragt to linier Ly og Lo, definerede ved forstegradspolynomier.
De to polynomier er primiske, netop nar de ikke er proportionale. Ifglge Saetning
(7.4) er snittet L1 N Ly derfor endeligt, netop nar Ly og Lo er forskellige. Bemzerk, at
betingelsen om endelig skaering er at de to linier ikke er parallelle. Bezout’s Seetning
udsiger her, at snittet i dette tilfselde bestar af ét punkt, som endda ma veere et
rationalt punkt. Men det er jo ingen overraskelse.

(7.15) Eksempel. Betragt dernast en kurve C' af grad n og en linie L, definerede
ved et n-tegradspolynomium F’ og et fgrstegradspolynomium a; X14a2Xo+b. Snittet
C' N L er da endeligt, netop hvis F' ikke er delelig med a1 X7 + a2 X5 + b. Betingelsen
om endelig skaering er her, at F;, ikke er delelig med a1 X7 + as X5. Bezout’s Seetning
udsiger, at snittet i dette tilfeelde bestar af n punkter, talt med multiplicitet. Hvis
p er et rationalt punkt pa C' N L, sa folger det af Ssetning (7.5), at p bidrager med
multiplicitet 1, hvis og kun hvis C er glat i p og linien L ikke er tangenten; i alle
andre tilfeelde bidrager p med en multiplicitet stgrre end 1.

Antag for eksempel, at n = 2, altsa at C er et keglesnit. Her kan tallet 2, for
punkterne i C'N L talt med multiplicitet, fremkomme pa flere mader: Skeeringen kan
besta af 2 rationale punkter; i hvert af disse ma C vere glat, og L er forskellig fra
tangenten. Videre kan skeeringen besta af ét rationalt punkt p, hvori i,(C.L) = 2;
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det er tilfeeldet, hvis C er glat i p og L er tangenten, eller hvis p er et multipelt punkt
pa C, jfr Eksempel (6.10). Endelig kan skeeringen besta af ét ikke-rationalt punkt p,
hvori ngdvendigvis graden |p: k| er lig med 2.

(7.16) Eksempel. Som fortsattelse af det foregaende eksempel betragtes tilfaeldet,
hvor C er den kubiske kurve defineret ved polynomiet F' = X7 — f(X;) i Eksempel
(6.11). Det homogene hgjestegradsled i F er en konstant gange X 2. Skeeringen CNL
er altsa endelig, netop nar as # 0, dvs netop nar linien L ikke er parallel med Xs-
aksen. Lad p og ¢ vere rationale, glatte punkter pa C' og lad L veere bestemt som
linien gennem p og ¢, hvis p og q er forskellige, og som tangenten i p, hvis p = q.
Antag, at L ikke er parallel med Xs-aksen, og betragt snittet C' N L. Talt med
multiplicitet er der 3 punkter i snittet.

Betragt forst tilfeeldet, hvor p # q. Begge punkter bidrager med multiplicitet
mindst 1 til summen 3. Enten bidrager begge med multiplicitet 1 til summen. I
sa fald bestar C' N L af yderligere ét punkt r, som bidrager med multiplicitet 1.
Dette tredie punkt r ma specielt veere et glat og rationalt punkt pa C' (og L ma
vaere forskellig fra tangenten i r). Eller ét af punkterne bidrager med multiplicitet
2. I dette tilfzelde bestar C' N L af 2 punkter, hvoraf ét skal teelles dobbelt, og L er
tangenten til det ,,dobbelte® punkt.

Betragt dernaest tilfeeldet, hvor p = q og L er tangenten i p. Her bidrager p med
ip(C.L) som mindst er 2. Enten er altsa i, (C.L) = 3; i dette tilfeelde siges punktet
p at veere et flexpunkt pa kurven: Snittet C' N L bestar kun af punktet p, som skal
teelles med multiplicitet 3. Eller ogsa er i,(C.L) = 2. I dette tilfselde konkluderes, at
C'N L bestar af yderligere ét punkt r, som bidrager med multiplicitet 1. Dette andet
punkt r ma specielt vaere et glat og rationalt punkt pa C' (og L ma veere forskellig
fra tangenten i punktet r).

(7.17) Note. Lad C vere en plan kurve af grad ¢ defineret ved polynomiet F.
Hvis C' har en multipel komponent, jfr Definition (6.2), sa folger det umiddelbart af
definitionen, at alle rationale punkter pa denne komponent er multiple punkter pa C.
Antag nu, at C' er et integritetsskema, altsa at polynomiet F' er irreducibelt. Antag
yderligere, at legemet k£ har karakteristik 0. Den sidste antagelse medfgrer at en af
de partielle afledede af F', fx 0F/0X;, er forskellig fra 0. Seet F' := 0F/0X;. Hvis
F' er konstant, sa er C' glat i hvert af sine rationale punkter ifglge Saetning (6.7).
Antag, at F’ ikke er konstant, og lad C’ veere kurven defineret ved F’. Polynomiet
F’ har hgjst grad ¢ — 1, sa det er primisk med det irreducible polynomium F. Af
Saetning (7.4) felger derfor, at CNC’ kun har endelig mange punkter. I alle rationale
punkter p som ligger pa C, men ikke pa C’, er den partielle afledede F' forskellig
fra 0. Folgelig er C' glat i disse punkter. Specielt er der saledes kun endelig mange
rationale punkter hvori C' ikke er glat.

Mere preaecist fplger det af Bezout’s Saetning, at snittet C' N C” hgjst indeholder
¢(c—1) punkter talt med multiplicitet. Hvert rationalt punkt p, hvori C ikke er glat,
tilhgrer snittet C' N C’, og det bidrager med multiplicitet mindst 2. Folgelig geelder,
at antallet af rationale, multiple punkter pa C hgjst er ¢(c — 1)/2.
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8. Max Noether’s Ssetning.

(8.1) Definition. Ved en (punkt-)cykel i A? forstis en formel, endelig heltalsline-
arkombination af punkter i A?. En cykel ¢ kan altsa skrives pa formen

¢ = anpj,

hvor p;’erne er endelig mange forskellige punkter i A% og n;’erne er hele tal. Tallet
n; er cyklens koefficient i punktet p;, og det betegnes i, (c). Det er ikke udelukket,
at nogle af n;’erne kan veere lig med 0, og det er faktisk bekvemt at seette ip(c) := 0
for hvert punkt p, der ikke er et af p;’erne. Herved kan cyklen skrives

¢ = Zip(t)p,

p

hvor altsa kun endelig mange af koefficienterne i, er forskellige fra 0. Ved graden af
cyklen forstas tallet

dege:=Y |p:k| ip(c).

p

Graden er altsa summen af koefficienterne, idet hvert punkt p vaegtes med sin grad.
Cyklerne i A? udggr, med en oplagt definition af addition, en kommutativ gruppe.
Endvidere kan cyklerne ordnes partielt: Er ¢’ endnu en cykel skrives

/

c<d,

hvis der for alle punkter p gaelder i) (c) < iy(c’), og for mindst ét punkt geelder den
skarpe ulighed.

Lad C og D vere to plane kurver saledes at snittet C'"\ D er endeligt. Da defineres
snitcyklen C.D ved formlen,

C.D = Z mult,(CND)p.

peCND

Snitcyklens koefficienter er med andre ord snitmultipliciteterne. Ifglge definitionen
er graden af snitcyklen bestemt ved

deg(C.D) = Y |p:k|-iy(C.D).

peCND

Bezout’s Seetning udsiger med andre ord, at graden af snitcyklen er mindre end eller
lig med produktet af kurvernes grader, og at lighed gaelder, hvis skeeringen er endelig.
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(8.2) Max Noether’s Seetning. Lad C, D og E vere plane kurver saledes at bade
D og E skerer C' endeligt. Antag videre, at C.D < C.E. Antag endelig, at kurven

C er glat i hvert punkt af C N D. Da findes en plan kurve E’, som skerer C endeligt
i differenscyklen C.E — C.D, dvs saledes at

CE' =CE-C.D.

Bevis. Lad F, G og H veaere polynomier, som definerer kurverne C, D og E, og lad c,
d og e betegne graderne. At C.D < C.FE betyder, at der for hvert punkt p pa C' N D
for snitmultipliciteterne geelder uligheden,

i,(C.D) < i,(C.E).

Snitmultipliciteten i, (C.D) er ifglge definitionen lig med laengden af den lokale ring
Ocnp,p- Som naevnt i Observation (7.3) er denne lokale ring kvotienten O¢ ,/GOc .
Leengden af denne kvotient er altsa ulighedens venstreside. Ulighedens hgjreside er
tilsvarende laengden af kvotienten O¢ ,/HOc . Det folger saledes af forudseetnin-
gerne, at der for alle punkter p i C'N D geelder uligheden,

long O¢ ,/GOc,p < long Oc,,/HOc, .
Uligheden medfgrer, at der for alle p i CND gaelder fglgende inklusion mellem idealer:
HOc¢, C GOcp.

Af forudseetningerne fglger nemlig at ringen O¢ , er en valuationsring, sa dens idealer
er totalt ordnede. Fglgelig vil uligheden mellem laengderne af kvotienterne medfere
den gnskede inklusion mellem idealerne.

Inklusionen mellem idealerne betyder, at billedet af H i kvotienten O¢ ,/GOc,)
er lig med 0 for alle punkter p i C' N D. Denne kvotient er netop den lokale ring
Ocnp,p- Billedet af H i den lokale ring Ocnp p, er altsa lig med 0 for alle punkter p i
C N D. Ifglge Seetning (5.1) folger heraf, at H tilhgrer idealet Z(C' N D). Med andre
ord er H € (F,G).

Polynomiet H har grad e. Da H € (F,G) folger det derfor af (7.12.1), at H kan
skrives pa formen

H = AF + BG, (%)

hvor graden af A er hgjst e — ¢ og graden af B er hgjst e — d. Bemeerk, at differensen
e — d er positiv. Den forudsatte relation mellem snitcyklerne medfgrer nemlig den
skarpe ulighed mellem deres grader, og graderne er ifslge Bezout’s satning cd og ce.

Videre bemaerkes, at B har grad e —d. Ellers ville graden af B nemlig vaere mindre
end e — d og sammenligning af de homogene led af grad e pa de to sider af (x) ville
give ligningen H, = A._.F,, som er i modstrid med at F og C' har endelig skeering.
Altsa er B af grad e — d.
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Lad E’ veere kurven bestemt ved polynomiet B. Det pastas, at E’ opfylder de
stillede krav. Sammenligning af de homogene led af grad e pa de to sider af (x) giver
ligningen,

H, = Ae—ch + Be—de-

Af denne ligning folger, at hgjestegradsleddene F,. og B._4 er primiske, idet en fzelles
primdivisor ogsa ville veere faelles primdivisor for F,. og H., i modstrid med at C' og
E skerer endeligt. Folgelig skeerer C og E’ endeligt. Den anfgrte ligning mellem
snitcyklerne udsiger, at der for alle punkter p geelder ligningen,

ip(F.H) = i,(F.G) + i,(F.B).

Denne sidste ligning fglger af (%) under brug af egenskaberne (2) og (3) i Hovedszet-
ning (7.7).
Hermed er vist, at kurven E’ opfylder de anfgrte krav. 0

(8.3) Korollar (Pascal’s Seetning). Betragt en sekskant indskrevet i et keglesnit D,
dvs en folge af 6 (forskellige) rationale punkter py,...,ps pa D. Antag, at D er glat i
hvert af de 6 punkter; hvis D bestar af 2 linier, antages yderligere at punkterne ligger
skiftevis pa de to linier. Antag endelig for hvert af de tre par af modstaende sider i
sekskanten, at de to sider skeerer hinanden. Da ligger de tre skaringspunkter for de
modstaende par af sider pa en ret linie.

Bewvis. Sekskantens 6 sider er linierne gennem p; og p;1+1 for i = 1,...,6 (her sattes
pr = p1). Siderne benaevnes i raekkefglgen svarende til punkterne: Cy, Es, Cs,
Ey, C3, E5. Gennem hvert punkt p; gar én C-linie og én FE-linie. De tre par af
modstaende sider er linierne Cj, E; for j = 1,2, 3. Ifglge forudseetningen skeerer C;
og F; hinanden. Lad ¢; veere skeeringspunktet, for j = 1,2,3. Det er Saetningens
pastand, at de 3 punkter g; ligger pa en ret linie.

Lad hertil C' veere kurven, hvis komponenter er de tre linier Cy, Cs og C'5. Polyno-
miet for C er altsa produktet af tre fgrstegradspolynomier, og specielt har C' grad 3.
Kurven C er altsa glat i alle punkter, som ikke er skeeringspunkter mellem Cj’erne.
Specielt ligger de 6 punkter p; pa C, og C er glat i disse punkter. Lad tilsvarende E
betegne trediegradskurven, hvis komponenter er E;’erne.

Snittet C'N E indeholder ifglge Besout’s Seetning 9 punkter, talt med multiplicitet.
Blandt disse 9 punkter er de 6 punkter p;. Hertil kommer de 3 skeeringspunkter g;,
altsa ialt 9 skeeringspunkter. Snitcyklen C.D er derfor disse 9 punkter, hvert talt
med multiplicitet 1. Af disse 9 punkter udger de 6 punkter p; snitcyklen C.D.
Differenscyklen C.E — C.D bestar derfor af de tre punkter g;. Af Max Noethers
Saetning folger, at disse tre punkter ligger pa en kurve E’ af grad 3 —2 =1, dvs pa
en linie.

Hermed er Pascal’s Saetning bevist. 0

(8.4) Note. Specialtilfeeldet, hvor keglesnittet bestar af 2 rette linier, kaldes ogsa
Pappos’ Setning.
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Det er ogsa muligt at drage konklusioner, hvis et eller flere par af modstaende
sider er parallelle. Hvis ét par af modstaende sider er parallelle, kan man vise at
dette par af sider er parallelle med linien gennem de to skaeringspunkter for de to
resterende par. Og hvis to par af modstaende sider er parallelle kan man vise, at
ogsa det tredie par af sider er parallelle. Disse konklusioner nas bedst i den sakaldte
projektive geometri.

(8.5) Note. Som endnu en anvendelse af Max Noether’s Saetning betragtes den
sakaldte addition pa en kubisk kurve. Lad C' veere en kubisk kurve, fx som i Eksem-
plerne (6.11) og (7.16). Vi betragter udelukkende rationale punkter pa C. Resultatet
i Eksempel (7.16) kan udtrykkes saledes: Lad p og g veere glatte punkter pa C og lad
L veere bestemt som linien gennem p og ¢, hvis p og ¢ er forskellige, og som tangenten
i p, hvis p = q. Antag, at L ikke er parallel med Xs-aksen. Da findes netop ét glat
punkt r pa C, saledes at

CL=p+q+r. (%)

Punktet r er ,,det tredie skeeringspunkt® pa linien gennem p og q. Det kan godt falde
sammen med p og/eller q. Veelg nu et vilkarligt fast punkt e blandt de glatte punkter
pa C. For hvert glat punkt p pa C betegnes med p* det tredie skeeringspunkt pa
linien gennem p og e. Definer nu en komposition i meengden af glatte punkter pa
folgende made: lad p og q veere glatte punkter. Bestem det tredie skeeringspunkt r
pa linien gennem p og ¢, og s&t

p*xq:=r".

Det pastas, at meengden af glatte punkter pa C' med denne komposition er en kom-
mutativ gruppe.

Det er en let fglge af definitionen, at kompositionen er kommutativ, at e er neutralt
element, og at det inverse til p er det tredie skzeringspunkt pa linien gennem p og
e*. Den ikke-trivielle pastand er at kompositionen er associativ. Lad hertil p, ¢ og
s veere tre punkter pa C. Betragt punktet (p *x ¢) * s. Dette punkt bestemmes ved
forst at bestemme linien F; og punktet r, og dernaest linien Es og punktet t sa at

CE =p+qg+r, CEy=r"+s+t.

Det spgte punkt er da t*. Pa den anden side bestemmes punktet p * (g * s) ved fgrst
at bestemme linien D; og punktet u, og dernaest linien L og punktet v saledes at

CDi=q+s4+u, CL=p+u"+w.

Det sggte punkt er da v*. Det er pastanden, at t* = v*, eller, sekvivalent, at t = v.
Den sidste pastand er igen sekvivalent med at punkterne p, u* og t ligger pa en ret
linie (nemlig L).

Hertil bemeerkes, at ifslge definitionen ligger punkterne e, r og r* pa en linie
Dy og punkterne e, u og u* ligger pa en linie E3. De 9 punkter, p q, r, s, r*,
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t, e, u*, u ligger pa linierne Ep, Fs eller E3, og de udggr derfor snitcyklen C.F,
hvor E er trediegradskurven med med komponenter E;. Af de 9 punkter ligger de
6 punkter ¢, s, u, e, *, r pa linierne D; eller Dy, og de udggr derfor snitcyklen
C.D, hvor D er andengradskurven med komponenterne D og Dy. Af Max Noether’s
Seetning fglger derfor, at de resterende punkter, dvs punkterne p, u* og t, ligger pa
en forstegradskurve, som pastaet.

Det skal afslutningsvis bemserkes, at pastanden (og derfor ogsa beviset) har et
veesentligt hul. Det tredie skeeringspunkt pa linien gennem p og ¢ er jo slet ikke
defineret, hvis denne linie er parallel med Xs-aksen. For at udfylde dette hul er
det strengt taget ngdvendigt at tilfgje et uendeligt fjernt skeeringspunkt i Xs-aksens
retning. Dette hul udfyldes nemmest i den sakaldte projektive plan.
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9. Appendix: Koszul-fglgen i planen.

(9.1) Notation. I det folgende betegner I' polynomiumsringen I' := k[X, Y] i to
variable over legemet k. Med I',, betegnes underrummet i I" bestaende af polynomier
af grad mindre end n. Videre sattes MM = M,. Maksimalidealet M = (X,Y)
bestar altsa af de polynomier, der forsvinder i punktet o = (0,0), og potensen 9"
bestar af polynomier af orden stgrre end eller lig med n. Endelig betegnes med I'"”
kvotientringen I'" := I'/O™.

Bemeerk, at I',, og 9" er komplementeere underrum i I': polynomierne af grad
mindre end n er k-linearkombinationer af monomierne X*Y7 for i+ j < n og polyno-
mierne i 9" er k-linearkombinationer af monomierne X*Y7 for i+ j > n. Det fglger,
at den sammensatte homomorfi I'.,, — I' — I'" er en isomorfi af vektorrum over k.
Specielt har de to vektorrum altsa den samme endelige dimension,

1
dimy, Tepy = dimy, ™ = (”; ) (9.1.1)
For n < 0 er det naturligt at saette I'c,, = (0) og M"™ = I' (og dermed I'" = 0).
Bemeerk, at formlen ovenfor for dimensionen ogsa geelder for n = 0 og n = —1, men
ikke for n < —1.

(9.2) Definition. I det folgende betragtes i polynomiumsringen I" to polynomier F
og G forskellige fra 0. Svarende hertil betragtes folgen af I'-lineaere afbildninger,

0T 5Tal 5T 5 T/(FG) -0, (9.2.1)

hvor « er afbildningen H — (HG, —HF'), hvor (8 er afbildningen (A, B) — AF+ BG,
og hvor k er den kanoniske afbildning pa kvotienten.

Fglgen (9.2.1) kaldes Koszul-folgen knyttet til polynomierne F' og G.

Lad ¢ og d veere graderne af F' og G. For hvert n inducerer multiplikation med
F' da ved restriktion en k-lineser homomorfi ', . — ', og multiplikation med G
inducerer en k-lineser homomorfi I',,_4 — I',,. Koszul-fglgen inducerer derfor en
folge af k-linesere homomorfier,

0— P<n—c—d &) P<n—c S I‘<n—d ﬁ) P<n &> P<n/(F7 G)<n — 07 (921n)

hvor (F, G)<, betegner faellesmaengden (F,G) NI'c,,.

Betragt tilsvarende ordenerne f og g af polynomierne F' og G. Multiplikation
med F inducerer ved restriktion en homomorfi 9"~/ — 9", og heraf induceres
en homomorfi I~/ — T'™ mellem kvotienterne: restklassen modulo 9"~/ af et
polynomium P afbildes pa restklassen modulo 91" af PF. Tilsvarende inducerer
multiplikation med G en homomorfi I'"79 — I'". Koszul-felgen inducerer derfor en
folge,

0 — Tn—F-9 " pn—f @9 JEENE SO r/(m" F,G)— 0. (9.2.1™)
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(9.3) Observation. Det er let at se, at Koszul-fplgen er en nul-fglge. Videre er
k surjektiv, og gjensynlig er Im 3 = Kerk. Yderligere er « injektiv, nar blot F
eller G er forskellig fra 0. Endelig er Im o« = Ker 8, hvis F' og G er primiske, thi af
AF + BG = 0 fglger sa, at A er et multiplum af G, altsa A = GH, og ved indseaettelse
og division med G fas B = —FH. Hvis F og G er primiske, er Koszul-folgen altsa
exakt.

Da Koszul-fglgen er en nulfglge, er det umiddelbart at se, at de inducerede folger
(9.2.1,) og (9.2.1™) er nulfglger. Selv om Koszul-fglgen er exakt, vil de inducerede
felger imidlertid i almindelighed ikke veere exakte.

(9.4) Lemma. Antag, at polynomierne F' og G er primiske, og lad ¢ og d betegne
deres grader. Betragt folgen (9.2.1,,) for et fastn > c+d — 1. Da gelder:

(1) Folgen er exakt pa ner at der kun gelder Im 3,, C Kery,,.

(2) Folgende ulighed gelder: dimy I'c,,/(F,G)<p < cd.

(3) Folgende betingelser er ekvivalente:

(i) Folgen er exakt.

(i) Tcn—eF + TG =T, N(F,G).
)
)

Bewvis. Pastand (1) fglger umiddelbart af at Koszul-fglgen er exakt. Homomorfien
an er blot restriktionen af . Da « er injektiv, er ogsa «,, injektiv. Betragt videre
et par (A, B)iT<,_. ®T'<,_4 saledes at (,(A, B) = 0. Da Koszul-fglgen er exakt,
findes et polynomium H saledes at (A,B) = (HG,—HF). Da A = HG har grad
mindre en n — ¢, ma H have grad mindre end n —c—d. Altsaer H € I',_._4, Og
folgelig er (A, B) element i Ima,,. Endelig er k,, blot den kanoniske homomorfi pa
kvotienten, og derfor surjektiv.

For at vise pastanden (2) bemaerkes, at vektorrummene i fglgen er af endelig
dimension over k. Af pastand (1) fas derfor ligningerne,

dimImg, =dimI'.,_.+diml'.,_4—dimI.,_. g4,
dimKer k,, =dimI'.,, — dimT'., /(F, G) <,

og videre, at venstresiden i den fgrste ligning er mindre end eller lig med venstresiden
i den anden ligning. Af ligningerne og denne sidste ulighed fas,

dimIl'.,/(F,G)<p, <dimI'.,, —dimT'.,_. —dimT'.,_4+dimT-,_._4
_(n+1 n—c+1 n—d+1 n—c—d+1
(50000
= cd.

idet den forste ligning er observeret i (9.1) (her bruges, at n > ¢+ d — 1), og den
anden ligning folger ved simpel udregning. Hermed er uligheden i pastand (2) efter-
vist. Yderligere ses det af udledningen, at uligheden er en lighed, hvis og kun hvis
dim Im §,, = dim Ker &,,, dvs hvis og kun hvis fglgen (9.2.1,,) er exakt.
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Endelig vises ackvivalensen af betingelserne i pastand (3). Betingelsen (ii) udtryk-
ker blot, at Im 3,, = Ker k,,; det fremgar af (1), at denne ligning er sckvivalent med
exaktheden i (i), og som det fremgar af beviset for (2) er ligningen ogsa akvivalent
med ligheden i (iii). Betingelserne (i), (ii) og (iii) er altsa sekvivalente. Nu vises, at
betingelserne (ii) og (iv) er sekvivalente.

Antag forst, at (iv) er opfyldt, altsa at F,. og G4 er primiske. Det er nok at vise, at
hgjresiden af ligningen i (ii) er indeholdt i venstresiden. Betragt altsa et polynomium
P af grad mindre end n i idealet (F,G). Da har P en fremstilling,

P = AF + BG, ()

og det skal vises, at P har en sadan fremstilling med A af grad mindre end n — ¢ og
B af grad mindre end n — d. Betragt hertil en fremstilling () af P med polynomiet
A af mindst mulig grad. Det er nok at vise, at med dette valg har polynomiet A
grad mindre end n — ¢, thi sa har BG = P — AF grad mindre end n og fglgelig har
B grad mindre end n — d. Antag, indirekte, at A har en grad a, der mindst er lig
med n — c¢. Produktet AF har da mindst grad n, og n er stgrre end graden af P.
Af fremstillingen fglger derfor, at AF' og BG har samme grad (nemlig a + ¢ > n),
og at der for de homogene led af hgjeste grad geelder, at 0 = A F,. + BG4 (hvor
a+c=b+d). Da F. og G ifplge forudszetningerne er primiske medfgrer ligningen,
at der findes et homogent polynomium K saledes at A, = KG4 og B, = —KF,. Af
(*) fas en ny fremstilling,

P=(A-KG)F + (B + KF)G,

og ifslge valget af K har differensen A — KG en grad, der er mindre end graden af
A. Hermed er den gnskede modstrid naet, idet fremstillingen (x) var valgt saledes at
graden af A var mindst mulig.

Antag omvendt, at polynomierne F,. og G, ikke er primiske, altsa at de har en
ikke-triviel feelles divisor K. Da er F. = F'K og G4 = G'K, hvor K er homogen af
grad k > 0 og F’ og G’ er homogene af grader ¢ — k og d — k. Ifglge forudsatningen
ern>c+d—1. Tallet m :=n —c—d+ k er altsa stgrre end eller lig med 0. Velg
nu et homogent polynomium M af grad m saledes at M ikke er et multiplum af K.
Betragt polynomiet,

Q:=MG'F - MF'G.

De to produkter pa hgjresiden har samme grad, nemlig m—+ (d—k)+c = n, og samme
homogene led af hgjeste grad, nemlig M G’ F' K. Differensen (Q har derfor grad mindre
end n, og da @ gjensynlig tilhgrer (F, G) vil Q tilhgre hgjresiden i (ii). Det pastas, at
Q ikke tilhgrer venstresiden. Antag, indirekte, at @ tilhgrer venstresiden i (ii), altsa
at ) har en fremstilling,

Q = AF + BG,

hvor A har grad mindre end n — ¢ og B har grad mindre end n — d. Ved subtraktion
fas ligningen,
(MG' — A)F = (B+ MF")G.
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Da F og G ifplge forudsetningen er primiske, viser ligningen, at B + MF’ er et
multiplum af F. Specielt er hgjestegradsleddet i B + MF’ et multiplum af F,.
Polynomiet B har grad mindre en n — d og produktet M F’ er homogent af grad lig
med m + (¢ — k) = n — d. Hgjestegradsleddet er altsa M F’, og dette polynomium
er altsa et multiplum af F. = KF’. Ved division sluttes, at M er et multiplum af
K, i modstrid med valget af M. Hermed er den gnskede modstrid opnaet, og det er
saledes vist, at @ tilhgrer hgjresiden i (ii) og ikke venstresiden.

Hermed er ogsa akvivalensen af (ii) og (iv) vist, hvormed beviset for Lemmaet er
fuldfgrt. i

(9.5) Saetning. Antag, at polynomierne F' og G er primiske, og lad ¢ og d betegne
deres grader. Da gelder uligheden,

dim; I'/(F,G) < (deg F)(deg G),

og lighed gelder, hvis og kun hvis de homogene led F. og G4 af hgjeste grad er pri-
miske. Huvis de to homogene led er primiske, sa gelder yderligere, at homomorfien,

F<c+d—1 — F/(F7 G)7
er surjektiv.

Bewvis. Betragt homomorfien I',, — I'/(F, G) for n > c¢+d — 1. Billedet er et under-
rum i kvotienten I'/(F, G), og gjensynlig er kvotienten den voksende foreningsmeengde
(for n gaende mod uendelig) af disse billeder. Homomorfiens kerne er (F,G),, sa
billedet er kvotienten I',, /(F, G) <. Det folger derfor af Lemma (9.4)(ii), at hvert
af billederne er af endelig dimension, begraenset opad af cd. Heraf sluttes, at nar
n > 0, sa er billedet hele kvotienten I'/(F, G). Folgelig geelder ulighederne,

dimIl.,/(F,G)<,, < dimT/(F,G) < cd, (9.5.1)

og i den fgrste ulighed gaelder lighed, nar n > 0. Sesetningens pastande er nu en
konsekvens af Lemma (9.4). Den pastaede ulighed er nemlig vist ovenfor. Hvis
F. og G4 er primiske, sa folger det af Lemma (9.4), anvendt pa en vilkarlig veerdi
n > c+d— 1, at begge uligheder i (9.5.1) ma veere ligheder; den anden lighed er den
pastaede lighed, og for n = ¢+ d — 1 viser den forste lighed, at I'c.14—1 — I'/(F; G)
er surjektiv. Antag omvendt ligheden dimI'/(F,G) = c¢d. For n > 0 er sa begge
uligheder i (9.5.1) ligheder. Af Lemma (9.4) folger derfor, at F. og G4 er primiske. [

(9.6) Lemma. Antag, at polynomierne F og G er primiske, og lad f og g betegne
deres ordener. Betragt folgen (9.2.1™) for et fast n > f+ g — 1. Da geelder:

(1) Folgen er exakt pa ner at der kun gelder Im o™ C Ker 5.

(2) Folgende ulighed geelder: dim, T'/(IMM", F,G) > fg.

(3) Folgende betingelser er ekvivalente:

(i)

(i) M= F +9M9G = M N (F, Q).

(iii) dimg I'™/(F,G)" = fg.

(iv) De homogene led Fy og G4 af laveste grad er primiske.

Folgen er exakt.
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Bevis. Pastand (1) om exakthed indses saledes: Homomorfien o™ er injektiv. Ved
a™ afbildes nemlig klassen af H modulo 9"~ /=9 pa parret bestaende af HG modulo
M1 og —HF modulo 9M" 9. Hvis klassen repraesenteret af HG er 0, er HG af
orden mindst n — f, og folgelig er H af orden mindst n — f — ¢g; altsa repraesenterer
H nul-elementet i I'"~f~9. Videre er Im 8" = Ker x". Betragt nemlig i I'™ en klasse
i Ker k™, og lad P vere en repraesentant for klassen. Modulo 91" er P da af formen
P = AF + BG. Polynomierne A og B repreaesenterer et par i I'"~F @ I'™9, som
ved ™ afbildes pa den givne klasse repraesenteret af P. Endelig er k" gjensynlig
surjektiv.

For at vise pastanden (2) bemaerkes, at vektorrummene i fglgen er af endelig
dimension over k. Af pastand (1) fas derfor ligningerne,

dimIma”™ = dim "9,

dim Ker 8" = dim T~/ + dim I 9 — dim T + dim T’/ (9", F, G),

og videre, at venstresiden i den fgrste ligning er mindre end eller lig med venstresiden
i den anden ligning. Af ligningerne og denne sidste ulighed fas, at

dimT/(9M", F,G)" > dimI'™ — dim "™~/ — dim ™9 + dim ™~/ 9

_(n+1 n—f+1 n—g+1 n—f—g+1
()00
= f9,

idet den forste ligning er observeret i (9.1) (her bruges, at n > f + g — 1), og
den anden ligning folger ved simpel udregning. Hermed er uligheden i pastand (2)
eftervist. Yderligere ses det af udledningen, at uligheden er en lighed, hvis og kun
hvis dim Im o™ = dim Ker 5", dvs hvis og kun hvis fglgen (9.2.1™) er exakt.

Endelig vises @ekvivalensen af betingelserne i (3). Af pastand (1) fremgar, at
betingelsen (i) er opfyldt, hvis og kun hvis Im o™ = Ker 5. Af beviset for pastand
(2) fremgar derfor, at (i) og (iii) er sekvivalente. Det folger videre, at sekvivalensen af
(i) og (ii) kan udtrykkes saledes: Ligheden Im o™ = Ker ™ galder, hvis og kun hvis
homomorfien j: M~/ ©M"—9 — M N (F, G) er surjektiv. For at vise sekvivalensen
af (i) og (ii) betragtes derfor fglgende kommutative diagram,

0O ——MmFpm—9 — s Tl — s T Fprm9 — 5 0
| /| [
0 —— M'N(F,G) —— (F,.G) —— ",

hvor de lodrette homomorfier er induceret af (A, B) — AF + BG. Diagrammets
raekker er gjensynligt exakte, og homomorfien p er surjektiv. Af Slangelemmaet fas
en exakt fglge mellem kerner og kokerner,

0 — Ker p — Kerv — Ker " — Coker . — 0.

121



Mat 3AG Algebraisk geometri 9.6
19. maj 1994

Da Koszul-fplgen er exakt, er Kerv = I', og heraf fglger let, at Ker py = M —/—9.
Homomorfien Ker yp — Kerv er blot inklusionen 9t"~f~9 — T, der har kokernen
I'™=f=9. Det er nu klart, at den exakte fglge ovenfor svarer til en exakt folge,

0 — Ima"™ — Ker " — Coker u — 0.

Heraf aflaeses, at Ima™ = Ker 8", hvis og kun hvis homomorfien v er surjektiv.
Hermed er sekvivalensen af (i) og (ii) bevist.

Den manglende sekvivalens af (ii) og (iv) kan nu bevises helt analogt med beviset
for den tilsvarende ackvivalens i Lemma (9.4).

Hermed er Lemmaets pastande godtgjort. 0

(9.7) Seetning. Antag, at polynomierne F og G er primiske, og lad f og g betegne
deres ordener. Lad O betegne den lokale ring, der fremkommer ved lokalisering af T’
1 maksimalidealet . Da gelder uligheden,

dim;, O/(F,G)O > (mult, F')(mult, G),

og lighed geelder, hvis og kun hvis de homogene led Fy og G4 af laveste grad er
primiske. Hvis de to homogene led er primiske, sa geelder yderligere, at

m/+9-1 C (F,@)0.

Beuvis. Pastanden er triviel, hvis f eller g er lig med 0, dvs hvis et af polynomierne F'
og G ikke tilhgrer 1. I sa fald er nemlig et af polynomierne invertibelt i den lokale
ring O, og idealet (F,G)O er derfor hele ringen O. Det kan derfor antages, at F' og
G tilhgrer 9.

Betragt kvotientringene T := T'/(F,G) og O := O/(F,G)0. Da (F,G) C M,
svarer 9 ifslge Kvotientprincippet til et maksimalideal 9 i G, og kvotienten O er
den lokale ring der fremkommer ved lokalisering af T’ i maksimalidealet 9. Lad
m betegne maksimalidealet i den lokale ring O. Det er da velkendt, at kvotienten
O/m" er isomorf med kvotienten I'/ 9. Den sidste kvotient er ifolge Noether’s anden
Isomorfiseetning isomorf med I'/(9™, F, G). Der findes altsa kanoniske isomorfier,

r/(M", F,G)-—">0/m" "5 0/(M", F,G)O.
For alle n > f + g — 1 gaelder derfor ulighederne,
dim O/(F,G) = dim O > dim O/m" = dimI'/(M", F,G) > fg, (9.7.1)

idet den sidste ulighed folger af Lemma (9.6).

Dimensionen af kvotienten O/m™ vokser med n. Det andet lighedstegn ovenfor
viser, at dimensionen altid er begreenset opad af dimI'/(F, G) (som er endelig ifplge
Seetning (9.4)). For n > 0 er dim O/m" altsa konstant. Det pastas, at for disse
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veerdier af n er m™ = (0). Af ligningen dim O/m™ = dim O/m"*! fglger nemlig, at
m" = m" ! og af Nakayama’s Lemma (anvendt pa m”™ som modul over den lokale
ring O) konkluderes, at m™ = (0). Det fremgar derfor, at den fgrste af de to uligheder
ovenfor er en lighed, nar n > 0.

Seetningens pastande er nu en konsekvens af Lemma (9.6). Den anferte ulighed er
nemlig vist ovenfor. Hvis Fy og G4 er primiske, sa fglger det af Lemma (9.6), anvendt
pa en vilkarlig veerdi n > f 4 ¢ —1, at den anden ulighed i (9.7.1) ma veere en lighed;
da den fgrste ulighed er en lighed nar n > 0, fglger det, at begge uligheder ma vaere
ligheder for alle n > f 4+ g — 1. Specielt viser den fgrste lighed for n = f + g — 1, at
MS+9-1 C (F,G)O. Antag omvendt ligheden dim O/(F,G)O = fg. Det fglger da
specielt, at den sidste ulighed i (9.7.1) er en lighed. Af Lemma (9.6) folger derfor, at
F¢ og G4 er primiske. I
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I. Index.

RM=Ringe og moduler, F=Endelighed, N=Noether, AG=Algebraisk geometri. Numrene

refererer til afsnit, ikke til sidetal.

algebra, F 4.1

algebraens fundamentalseetning, RM 1.13
algebraisk afbildning, AG 2.1
algebraisk athsengighed, F 4.4
algebraisk afslutning, F 5.1
algebraisk afsluttet legeme, RM 1.12
algebraisk dimension, F 5.5
algebraisk element, E 5.1

algebraisk frembringersystem, E 5.5
algebraisk uathaengighed, F 4.4
annullator, N 1.1

annullator, RM 1.20

associerede primidealer, N 1.1
associeret homomorfi, AG 2.4

basis for modul, RM 1.17

Bezout’s Seetning, AG 7.11

billede, RM 2.1
billedmangfoldighed, AG 2.1
billedpunkt, AG 4.8

billedskema, AG 4.9

brgk, RM 3.1

brgklegeme, RM 3.7

brgkmodul, RM 3.5

brgkring, RM 3.5

Cramer’s formler, RM 1.22

cykel i A%, AG 8.1

cyklisk modul, E 1.1

cyklisk modul, RM 1.20
Dedekindring, N 4.7
Dekompositionsseetning, N 3.5
delalgebra frembragt af elementer, E 4.3
delalgebra, F /.1

dellegemet frembragt af elementer, E 5.11
delring, RM 1.4

delskema, AG 4.6

determinant, RM 1.22
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Index 1.1

diagramjagt, RM 2.7
dimension af skema, AG 5.8
direkte sum, RM 1.16

division med rest, RM 1.10
dominerende morfi, AG 2.7
dominerende morfi, AG 4.9
eksistenssaetning, N 1.4
eksistenssaetning, RM 4.2
endelig algebra, F 4.1

endelig morfi, AG 5.5

endelig skeering, AG 7.9
endeligt frembragt algebra, FE 4.3
endeligt frembragt legeme, FE 5.11
endeligt frembragt modul, F 1.1
endeligt frembragt modul, RM 1.17
endeligt skema, AG 5.2

enhed, RM 1.1

entydig primoplgsning, RM 1.6
et-element, RM 1.1

exakt folge, RM 2.3

exakt i modul, RM 2.3
extension, RM 4.10

faktoriel, RM 1.6

fiber for morfi, AG 4.9
filtration, F 1.7
Filtrationsseetning, N 2.3
flexpunkt, AG 7.16

forbindende homomorfi, RM 2.7
forleenge et par, RM 3.1
frembringere for algebra, FE 4.3
frembringere for legeme, E 5.11
frembringere for modul, F 1.1
fri modul, RM 1.17

Gauss’ Seetning, RM 1.14
geometrisk ideal, AG 1.3

glat i et punkt, AG 6.8
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grad af cykel, AG 8.1

grad af et punkt, AG 4.1

grad af kurve, AG 6.2

grad af morfi, AG 5.11

grad af polynomium, RM 1.14

grad af polynomium, RM 1.9

hel homomorfi, F 4.7

helt element, F 4.7

Hilbert’s Basisseetning, E 3.8
Hilbert’s Nulpunktssaetning, v. 1, E 4.15
Hilbert’s Nulpunktssaetning, v. 2, AG 3.1
Hilbert’s Nulpunktssaetning, AG 4.5
homogene led, AG 6./

homogene led, RM 1.1

homogent polynomium, RM 1.14
homomorfi af moduler, RM 1.17
homomorfi af ringe, RM 1.4
hovedideal, RM 1.5
hovedidealomrade, RM 1.5
hovedidealring, RM 1.5

hyperflade, AG 3.3
hgjestegradskoefficient, RM 1.9
ideal, RM 1.5

idempotent, RM 1.1

indlejret primideal, N 2.4

indlejring, AG 2.7

indsaette i polynomium, F 4.4
induceret homomorfi, RM 2.2
integritetsomrade, RM 1.2
integritetsskema, AG 4.7

inverst element, RM 1.1

invertibelt element, RM 1.1
involutorisk, RM 1.1

irreducibel mangfoldighed, AG 1.13
irreducibel modul, N 3.1
irreducibelt element, RM 1.6
isomorfi af mangfoldigheder, AG 2.6
isomorfi af moduler, RM 1.17
isomorfi af ringe, RM 1.4
Isomorfiseetning for brgkmoduler, RM 3.10
Isomorfiseetning for moduler, RM 1.19
Isomorfisaetning for ringe, RM 1.8

Index 1.2

[somorfiseetning, RM 2.5

kanoniske modulhomomorfi, RM 1.19
kanoniske ringhomomorfi, RM 1.8
karakteristik, RM 1.3

keglesnit, AG 6.10

kerne, RM 2.1

kerne—kokerne folge, RM 2.7
Kerne—kokerne fglge, RM 2.1/
Kinesisk Restklassesaetning, RM 4.20
kokerne, RM 2.1

komaksimale idealer, RM 4.17
kommutativ ring, RM 1.1
kommutativt diagram, RM 2.2
komponent af kurve, AG 6.2
komponent af mangfoldighed, AG 1.16
komponent af skema, AG 5.9
kongruens, RM 1.19

kongruens, RM 1.8

konstant polynomium, RM 1.9
kontraktion, RM 4.10
koordinatfunktion, AG 1.10
koordinatfunktioner for morfi, AG 2.1
koordinatring for mangfoldighed, AG 1.10
koordinatring for skema, AG 4.2
Koszul-fglge, AG 9.2

kubisk kurve, AG 6.11

kvotienter for filtration, FE 1.7
kvotientmodul, RM 1.19
Kvotientprincip, RM 4.12
kvotientring, RM 1.8

ledende koefficient, RM 1.9

legeme, RM 1.2

linearkombination, RM 1.17

lineaer afbildning, RM 1.17

linie, AG 6.9

lokal ring, RM 4.4

lokale ring for mangfoldighed, AG 3.5
lokale ring for skema, AG 4.4
lokalisere, RM 3.5
Lokaliseringsprincip, RM 4.1}
lengde af filtration, F 1.7

leengde, E 2.1
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maksimalideal, RM /.1
mangfoldighed, AG 1.1

Max Noether’s Ssetning, AG 8.2
minimalt primideal, N 2.2
modsat element, RM 1.1

modul, RM 1.15

modulo, RM 1.8

monomium, RM 1.1

morfi af mangfoldigheder, AG 2.1
morfi af skemaer, AG 4.8
multipelt punkt, AG 6.8
multiplicitet af komponent, AG 6.2
multiplicitet i punkt, AG 5.2
multiplicitet i punkt, AG 6.4
multiplikativ delmeengde, RM 3.0
multiplum, RM 1.5

Nakayama’s Lemma, RM 4.6
nilpotent, RM 1.1

nilpotent, RM 3.5

Noether’s anden Isomorfissetning, RM 2.12
Noether’s forste Isomorfissetning, RM 2.11
Noether’s Normaliseringslemma, F 4.14
noethersk modul, F 3.2
noethersk ring, E 3.5

normeret polynomium, RM 1.9
nul-divisor, RM 1.2

nul-element, RM 1.1

nul-modul, RM 1.15

nul-reglen, RM 1.2

nul-ring, RM 1.1

nulfelge, RM 2.3

nul-polynomiet, RM 1.9
nulpunkt, AG 1.1

naevner, RM 5.1

orden af polynomium, AG 6./
originalskema, AG 4.9

Pappos’ Setning, AG 8.4
Pascal’s Seetning, AG 8.3

plan kurve, AG 6.2

polynomium, RM 1.9
polynomiumsfunktion, AG 1.10
primelement, RM 1.6

primideal, RM 4.1

primiske elementer, RM 1.6
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primaer modul, N 3.1
primeerdekomposititon, N 3.4
produkt af idealer, RM 1.7
produkt af ideal og modul, RM 1.18
radikal, RM 1.7

rational funktion, RM 3.7
rationalt punkt, AG 4.1
reducibel mangfoldighed, AG 1.13
reprasentant, RM 1.19
reprasentant, RM 1.8
restklasse, RM 1.19
restklasse, RM 1.8
restklasselegeme, AG 4.1
restklasselegeme, RM 4.4

rod i polynomium, RM 1.11
sideklasser, RM 1.19

simpel modul, F 2.3

singuleert punkt, AG 6.8
skema, AG 4.2

skalar, RM 1.15

skeering, AG 7.9
Slangelemma, RM 2.6
snitcykel, AG 8.1
snitmultiplicitet, AG 7.1
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Strukturseetning, RM 1.21
stotte, N 1.1
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sum af undermoduler, RM 1.18
tangent, AG 6.8
transcendensbasis, F 5.5
transcendensgrad, FE 5.5
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trivielt ideal, RM 1.5
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Udskiftningsseetning, E 5.9
uforfinelig filtration, F 2.3
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undermodul, RM 1.18
valuationsring, N 4.3

varietet, AG 1.13

egte ideal, RM 1.5
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