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Kommutativ algebra Il



Reguleere fglger, dybde
Cohen—Macaulay ringe

1. Reguleere falger.

(1.1) Setup.l hele kapitlet betegnet en noethersk ringy betegner etidealk, ogM betegner
en endeligt frembragk-modul. Specielt eM altsa noethersk. | denne fagrste paragraf er de
noetherske forudseetninger dog ikke veesentlige.

(1.2) Definition. Et elementf i R, der ikke er en nuldivisor, siges ogsa at vaereegtileert
element Betingelsen er at multiplikation mef] dvs afbildningerz — fg, er injektiv. Mere
generelt sigeg at vaerereguleerpd modulenV, eller at veereM -reguleer hvis multiplikati-
onenx — fx, forx € M, er en injektiv afbildning.

Ved enM-regulaer falgeforstas en endelig eller uendelig falge af elementRrsdledes
at f1 er reguleer pa moduleM og f; er reguleer paf/(f1, ..., fi_y)M fori = 2,3, ....
Antallet af elementer i falgen kaldes ogsa fglgéesgde Den tomme falge kan opfattes
som enM -reguleer falge af leengde 0.

(1.3) Eksempel.Fglgen(X1, ..., X,) af variable i en polynomiumsring = k[ X1, ..., X,]
er en reguleer falge. KvotienteRy (X1, ..., X;_1) er nemligisomorf med[X;, ..., X,], s&
X, er reguleer pa kvotienten, for=1, ..., r.

(1.4) Lemma. Hvis (f, g) er enM-reguleer falge, alts@ regulaer paVl og g regulaer pa
M/fM, saerf requleer pad/gM.

Hvis (f1, ..., f,) er enM-reguleer falge, og er requleer pa1/(f1, ..., f;)M fori =
1,...r,sdenf,..., f,) enM/gM-regulzer falge.

Bevis.For atvise den farste pastand skal det vises, at hvis erekléss M ved multiplikation
med f fgres over i nul-klassen, sa er klassen selv nul. agkre en repreesentant for klassen,
og antag atf x repraesenterer nul-klassen, altsg ate gM. Der findes altsa € M saledes

at fx = gy. Af denne ligning fglger, da er reguleer pd1/f M, aty € fM. Altsa findes

z € M sdledes ab = fz. Ved indseettelse fagx = gfz, og daf er antagetM-regulaer,
falger det, atr = gz. Altsa repreesenterernul-klassen iV /gM.

Den anden pastand vises ved induktion eftefforr = 1 er det den farste pastand. Antag,
atr > 1. Induktivt falger det sa at falgelys, ..., f,_1) er regulaer pd1’ = M/gM, sa Vi
mangler at vise, af, er reguleer pd’/(f1, ..., fr_1)M'. SeetM” .= M/(f1, ..., fr—1)M.
Da geelder gjensynlig,

M'/(fr..os fr-OM = M"/gM"
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6 Reguleere fglger, dybde

Ifalge forudsaetningerne & regulaer pa1” og g er regulaer pd”/f, M". Den manglende
pastand fas derfor ved at anvende Lemma’ets farste paséafmgen(f,, g) og modulen
M. a

(1.5) Bemeerkning. Det er klart, at man under forudsaetningerne Lemma (1.4) Kedee
slutte, atg er regulaer pd, og altsé ikke kan slutte, at falgep, ) er M-reguleer. For
eksempel er falgeri, 0) altid M-reguleer, men falge(D, 1) er kunM-regulaer, nam = 0.
En permutation af e -regulaer fglge vil sdledes normalt ikke vadfereguleer.

Hvis R er lokal (noethersk), ogfi, ..., f,) er enM-reguleer falge i maksimalidealet,
sa vil enhver permutation af falgen igen vafereguleer. Hertil er det nok at vise, jfr Lemma
(1.4), at hvis(f, g) er enM-reguleer falge in, sa erg reguleer pa. Antag altsa, at € M
og atgx = 0. Dag er reguleer pa!/f M, falger det, atc € f M, altsa at der findes; € M
saatr = fx1. Ved indsaettelse fasfx; = 0, og daf er M-reguleer fagx; = 0. Afgx =0
falger altsd att = fx1, hvorgx; = 0. Idet argumentet nu kan anvendesxpdsy, fas en
falge x,, sdledes at,_1 = fx, og gx, = 0. Specielt er altsa = f"x,, og felgelig er
x € () f"M. Da f € m, erx sdledes elementf)m" M, og af Krull's Snitseetning falger
derfor, atx = 0.

Bemaerk, at forudsaetningen omraer lokal er vaesentlig i det sidste argument. Ladfx
veaere polynomiumsringet{ X, Y, Z] med koefficienter i et legemg og betragt i maksimal-
idealet(X, Y, Z) polynomiernefy = (1—-Y)X, fo =Y, fa=(1-Y)Z. Daer(fi, f2, f3)
en R-reguleer falge, menfi, f3, f2) er ikke R-regulaer.

(1.6) Nggleresultat.Ladf = (f1, ..., f;) 099 = (g1, ..., &) vaere toM -reguleere falger i
idealeta, af samme endelige leengde. Da findes en isomoRFafoduler,

Homg(R/a, M/fM) >~ Homg(R/a, M/gM),

hvorHomg (P, Q) betegneiR-modulen afR-linezere afbildninger fr& til Q.

Vi viser i det fglgende, at modulen pa venstresiden er isbmed en modul, der kun
afhaenger af tallet og ellers er uafhaengig af den reguleere falge. Denne modedbes
E" (M), og den defineres saledes: Betragt en fast eksakt falge,

. B Rde P2, pdi U pdo e, R0 (1.6.1)

For at konstruere en saden fglge veelges et saé alementer der frembringet/a. Lad

e: R% — R/a veere den tilsvarende surjektive homomorfi, og B < R% veere hom-
omorfiens kerne (det oplagte valg er naturligi¥gs= 1 (svarende til aiR /a er frembragt

af restklassen af 1), hvorvehy = a; men dette valg er irrelevant for det fglgende). Veelg
nu et seet afl; frembringere for undermoduleBy i R%, lad R4 — B veere den tilsva-
rende surjektive homomorfi, og laBh, € R? veere kernen. ldet vi fortseetter séledes fas
forn = 0,1, ... en surjektiv homomorfR% — B,_1 med kernemB,, . Forn = 1,2, ...
betegnes me#,: R — R%-1 den sammensatte homomakfi» — B,_1 < R%-1. Det

er klart, at med denne konstruktion er fglgen (1.6.1) eksakt
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Forn < O seetter vid, := 0 (og dermedR?® = 0). Herved fremkommer et kompleks
F, hvor F, = R% og hvor differentiale®, er nul-homomorfien forn < 0. Den eneste
homologimodul, der ikke er 0, €ifp. Homomorfiendg er nul-homomorfien, séy = R,
0g By er ifalge konstruktionen kernen for den surjektive homdimBfo — R/a. Altsé er
Ho = Zo/Bo = R/q.

For hverR-modul M danner vi nu komplekset = X (M) defineret ved at

X" := Homg (R%, M)

Differentialerne i komplekset er homomorfierkié — X"+1 defineret ve@g — ¢d,+1. Det
er klart, atX er et kompleks. Med&” (M) betegnes dem'te homologimodul for komplekset
X (M). Nggleresultatet vil fremga af Saetningen herunder. Indkarvbevise denne saetning
ma vi i nogle lemma’er udlede nogle egenskaber E&dV/) som funktion af module/.
Nar disse lemma’er, og den efterfglgende saetning, er hevistisa nggleresultatet bevist.
I

(1.7) Lemma. Betragt komplekseF defineret i(1.6). Lad f veere et element i idealet
Familien( f,)), hvor f, er multiplikation medf paF,, er da en nul-homotop endomorfi af
kompleksetr .

Bevis.Vi skal bestemme en familiés,,) af homomorfiers, : F, — F,.1 saledes at der for
allen geelder:

Jn = Ong1Sn + Sp—10,. (1)

Homomorfiernes,, konstrueres induktivt. For < 0 er F,, = 0, sas, er ngdvendigvis nul-
homomorfien. Med dette valg er (1) opfyldt for< 0. Forn = 0erZo = Fpog Ho = Fo/Bo
er isomorf medR /a ifglge konstruktionen af’. Multiplikation med f afbilder derforFg ind
i Bg. Da Fy er en fri modul ogBg er billedet fora,, falger det at der findes en homomorfi
so. Fo — F1sdatdiso = fo. Med dette valg afg er (1) opfyldt forn < 0.

Antag nu, atn > 0 og at homomorfierng, er bestemt fon < m saledes at (1) er opfyldit.
Vi skal bestemme homomorfien,: F,, — F,,+1 S at (1) ogsa er opfyldt for = m.
Betragt hertil differensenf,,, — s,,—19,,. Dad,, er R-lineeer, geelded,, f,, = fin—10,. Ved
anvendelse af (1) for = m — 1 fas derfor, at

O (fm — Sm=10m) = (fm=1 — OmSm—1)9m = Sm—20m—10m = 0.

Denne ligning viser, at differensefy, — s,,—10,, afbilder ind i Z,,. Da vi har antaget, at
m > 0, erZ, = B,,. Differensen afbilder altsa ind i billedet f@, 1. Da F,, er en fri
modul, falger det at der findes en homomeyfi F,, — F,1 sa atdifferensef,, — s,,_10n
er lig medo,,+1s,,. Denne lighed betyder netop, at (1) er opfyldt ko= m. Hermed er det
induktive skridt i konstruktionen gennemfart, hvormedistensen af den sggte familig,)
er godtgjort. a

(1.8) Lemma. Ethvert element i idealet annullerer alle modulerng™ (M).
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Bevis.Lad f tilhgre a. ModulenE"(M) er denn’te homologimodul af komplekseX =

X (M). Betragt en klassek” (X), repraesenteret ved ancykel ¢, dvs ved en homomorfi
¢: F, — M sa atpo,,1 = 0. Det skal vises, at-cyklen f¢ er en rand, altsa at der findes
en homomorfiy: F,_1 — M sa at

fo =190, (1)

Hertil bemaerkes, at daer R-lineaer, erf ¢ lig med den sammensatte homomaifj,, hvor
f» er multiplikation medf pa modulenF,,. Ifglge Lemma (1.7) findes homomorfier og
sy—1 sdledes af;,, = 9,115, + s,_10,. Ved indsaettelse fas ligningerne,

fo=0fi = @0ut1Sn + ©5,—10n = @Sp_10;.

Ligningen (1) er derfor opfyldt me¢r .= ¢s,,_1. a

(1.9) Lemma. En kort eksakt folg® — M’ — M — M’ — 0 inducerer en lang eksakt
folge,

En—l(M/) . En_l(M) . En—l(M//) 6, En(M/) — > E"(M) —> En(M//) )
(1.9.1)

Bevis.Vikan antage, a4’ — M erinklusionen af en undermoduM’ i M og atM — M"
er den tilhgrende kanoniske homomagrfaf M pa kvotienten. Nu bemezerkes farst, at vi for
enhver fri modulF = R? har en eksakt fglge,

0 — Homg(F, M) — Homg(F, M) — Homg(F, M) — 0.

Uden forudsaetninger om moduléher det nemlig klart, at hvis en homomogfi F — M’
opfattet som homomorfiF — M er nul, sa erp selv nul, og videre, at en homomorfi
Y F — M ved sammensaetning med M — M /M’ giver nul, hvis og kun hvigr afbilder
ind i undermodulerd?’. For endelig at vise, at falgen er eksakt i Hp@h', M’ bruges atF
erfriogp: M — M" er surjektiv.

Ifglge definitionen i (1.6) eE"™ (M) denn’te homologimodul af komplekseX (M), hvor
X"(M) = Homg (F,,, M). |det bemaerkningen ovenfor anvendedfdor allen, fas en kort
eksakt falge af komplekser, & X(M') — X(M) — X(M"”) — 0. Den lange eksakte
folge (1.9.1) er nu blot den inducerede lange eksakte fdlgeraologimoduler. a

(1.10) Seetning.Lad M veere erR-modul og lad = (f1, ..., f,) veere elM -reguleer foalge
i idealeta. Da erE"(M) =0 forn < r og

E"(M) = Homg(R/a, M/f M).

Bevis.Pastanden vises ved induktion efter Forr = 0 er pastanden, & (M) = 0 for
n < 0og
E%(M) = Homg (R/a, M).
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Forn < 0 erX"(M) = 0, og folgelig er ogs&”™ (M) = 0. ModulenE®(M) bestemmes ud
fra nul-fglgen,
Homg(F_1, M) — Homg (Fo, M) — HOMg(F1, M).

Her er den farste modul lig med nul (d&.1 = 0), og E%(M) er altsd kernen for den anden
homomorfi. Ved denne anden homomorfi afbildesFy — M papd1. Homomorfieny
tilhgrer altsa kernen, hvis og kun hvig; = 0. Da falgenF; o, Fo— R/a — QOifolge
konstruktionen af kompleksdt er eksakt, slutter vi, at homomorfiergei kernen netop
svarer til samtlige homomorfigt /a — M. Hermed er vist, aE%(M) = Homg (R /a, M),
og felgelig geelder pastanden foe= 0.

Antag, atr > 0. SeetM’ := M/f1M. Falgert’ = (f2, ..., f,) erdaemM’-reguleer falge
i a af leengde- — 1, sa det kan antages, at pastanden geelder for denne fglgeig¥éce er

f1 regulaer pdM, sa vi har en eksakt fglge & M Ny M — M’ = 0. Idet vi anvender
resultatet i Lemma (1.7) udleder vi en exact falge,

E"Y(M) L BN (M) — BN (M) S+ EM(M) P EM (M),

Her er yderligere multiplikationerne mefj lig med nul-homomorfien ifglge Lemma (1.8).
Altsa far vi den eksakte falge,

0— E" Y M) — E""Y(M') -2~ E"(M) — O.

Forn < r er den midterste modul nul ifglge induktionsforudsaeningenfor modulen til
hgjre gaelder derfor ogs&* (M) = 0. Forn = r er modulen til venstre lig med nul ifalge
det lige viste. Af eksaktheden fas derfor den farste lighaghingerne,

E"(M) = E'~YM’) = Homg (R /a, M'/f'M’) = Homg (R /a, M/f M).

Denanden lighed fglger afinduktionsantagelsen og detesafisghede’ /f'M' = M /f M.
Hermed er de gnskede ligheder vist for a

(1.11) Bemeerkning. Det her givne bevis for Nggleresultatet er ved hjeelp af netod
fra homologisk algebra. De konstruerede moduténM) betegnes her mere udfarligt
Exti(R/a, M), og de kaldes ogsExt-modulerne svarende tR/a og M. De kan ogsé
defineres ndR-modulenR /a erstattes med en vilkarli§-modul N .

Det er klart, at definitionerne i (1.2) ikke forudseetterRadr noethersk og ai/ er endeligt
frembragt. Resultaterne i denne paragraf geelder ogsa wtere dorudsaetning. | beviserne
er det nemlig om kompleksé&t konstruereti (1.6) kun benyttet, at hvéjt er en fri R-modul,
dvs en modul med en (ikke ngdvendigvis endelig) basis, ogrdet at se, at konstruktionen
I (1.6) i det almindelige tilfeelde kan gennemfgres med fridoler F), .
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2. Dybde af noetherske ringe.

(2.1) Setup. Vi minder om, atR betegner en noethersk ring petegner et ideal R, og M
betegner en endeligt frembra@tmodul. Et elemeny i R er som bekendd¥/-reguleert, hvis
og kun hvisf ikke tilhgrer noget associeret primideal fif.

(2.2) Definition. Ved a-dybdenaf M, betegnet depthM, forstas den starste laengde af en
M-reguleer falge af elementeni Mere praecist eti-dybden uendelig, hvis derifindesM -
reguleere fglger af vilkarlig stor leengde; specielt er dardedig, hvis der i findes uendelige
M-reguleere fglger. Bemeerk, at nul-modulen har uendeligelyiddt(0, O, .. .) erenregulaer
falge pa nul-modulen.

En M-reguleer falge a kaldesmaksimalhvis den er uendelig, eller er endelig og ikke kan
fortseettes til ed/-reguleer falge o af starre leengde. Det er Klart, at enh¥éreguleer falge
I a kan fortseettes til en maksimal. Vi viser herunder, at all&simaale M-reguleere fglger
i a har samme leengde. Specielteedybden altsa kun uendelig, nar der findes en uendelig
M-reguleer falge o.

Hvis ringenR er lokal med maksimalidealet, sa kaldesn-dybden blot fordybdenraf M,
og den betegnes depth.

(2.3) Observation. Dybden depth M er lig med 0O, hvis og kun hvig er indeholdt i et
associeret primideal fav/. Specielt geelder n& er lokal med maksimalidealet, at dybden
depthM er lig med 0, hvis og kun hvis: er associeret primideal faw .

Foreningsmaengden af de associerede primidealé fer nemlig netop komplementeer-
maenden til dé/-regulzere elementer, og dybden er saledes 0, netepandmdeholdti denne
forening. Videre er der kun er endelig mange associeredeigealer forM, og sa gaelder
som bekendt, at er indeholdt i foreningen af dem, netop huier indeholdt i et af dem.

(2.4) Lemma. HvisaM C M, sa findes ingen uendeligé-reguleere folgeri.

Bevis.Antag, ataM C M. Antag indirekte, at der findes en uendeMyreguleer fglge
(f1, fo,...) 1 a. Seetf; ;= (f1,..., fi) fori = 0,1,.... Vi har da en uendelig keede af
undermoduler M,

OctiMcfoM ...

@jensynlig ef; M < aM, sa det fglger af antagelsen,My/f; M # 0. Yderligere er antaget,
at multiplikation medf; 1 en injektiv afbildning afM /f; M ind i sig selv. Billedet ved
denne multiplikation er altsé ikke nul. Det er klart at bilé#, som undermoduli /f; M er
undermodulefy_ 1M /f; M. Denne sidste modul er altsd ikke nul, og falgeliéf  f; 1 M.
| den uendelige keede derfor alle inklusionerne skarpe, istnimdned atM er noethersk.l

(2.5) Lemma. Der findes ingem -reguleere elementenj altsddepth, M = 0, hvis og kun
hvisHomg (R /a, M) # 0.

Bevis.At der ikke findesM-reguleere elementerd betyder, at hvert element tilhgrer et
associeret primideal fod, altsa ata er indeholdt i foreningsmaengden af de associerede
primidealer forM. Dette indtraeffer, hvis og kun hviser indeholdt i et associeret primideal
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for M. De associerede primidealer fof er primidealerne blandt annullatorerne Ann
for x € M, x # 0, og som bekendt er enhver sadan annullator indeholdt iseicaset
primideal. Heraf ses, at ikke indeholderM-reguleere elementer, hvis og kun hwiser
indeholdt i en annullator Anm for x # 0 i M. Den sidste betingelse er ensbetydende
med at Hong(R/a, M) # 0, idet homomorfiep: R/a — M @jensynlig svarer bijektivt til
elementer € M hvora C Annx. a

(2.6) Seetning.En endeligM -reguleer folgd = (f1, ..., f;) i a er maksimal, hvis og kun
hvis Hong(R/a, M /T M) # 0.

Bevis.Pastanden falger umiddelbart ved at anvende Lemma (2.&)/iba/ . a
(2.7) Korollar. Alle maksimaleM -regulaere falgerd har samme leengde, nemdgpth, M.

Bevis.Hvis der ikke findes en endelig maksim#l-reguleer fglge i, har alle maksimale
M-reguleere falger uendelig laengde.

Antag, at der findes en maksimaéd-reguleer falgd = (f1,..., f;) i a. Det er nok at
vise, at der for enhver andé-reguleer falgdgs, ..., g;) i ageelder < r. Antag indirekte,
atr > r. Da er delfglgerg := (g1, ..., g-) en M-reguleer fglge, der ikke er maksimal. Af
Lemma (2.6) fglger nu for modulerne H@R /a, M /f M) og Homg (R /a, M/gM), at den
farste er forskellig fra 0 og den anden er lig med 0. Dette engjnlig i modstrid at de to
moduler er isomorfe ifglge Nagleresultatet (1.6). a

(2.8) Korollar. Dybdendepth, M er endelig, hvis og kun hvisM C M. Specielt gaelder
narR er lokal, at dybdedepthM er endelig, hvis og kun hvil # 0.

Bevis.Den sidste pastand er en konsekvens af den farste ifalgeybliakes Lemma.

HvisaM c M, safglger detaf Lemma (2.4), at der findes en endelig maksifa@guleer
folge ia. Altsd er depth M < oo.

Antag omvendt, atM = M, altsd at kvotientd//aM er lig med nul. DaM er endeligt
frembragt, bestar statten for kvotient®yaM af de primidealer, som omfatter Aai) og
a. DaM/aM = 0, er stgtten tom. Der findes altsa ingen primidealer, sonatterfidealet
a+Ann M, og falgeligera + AnnM = R. Skrivnul= f +n,hvorf € aogn € Ann M.
Multiplikation med f pa M er da den identiske afbildning. Specielt gret M-reguleert
element ia, ogM/f M = 0. Alle elementer er reguleere pa nul-modulen, sa fglgen reed d
ene elemenf kan udvides med en vilkarlig falge af elementer(fx til falgen (£, 0, 0, .. .))
til en uendeligM -reguleer falge . Altsa er dybden uendelig. a

(2.9) Korollar. Ladf = (f1, ..., fr) vaere enM -reguleer folge &. Da er

depth, M/fM = depth, M —r.

Bevis.Det er klart, at en fglgéf1, ..., f-, g1,..., &) i a er M-reguleer, hvis og kun hvis
folgenf = (f1, ..., f;) er M-reguleer og falgengs, ..., g;) er M /f M-reguleer. Da enhver
reguleerM -reguleer falge kan udvides til en maksindtreguleer falge, falger pastanden af
Korollar (2.7). a
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(2.10) Seetning.Folgende ulighed gaelder:

< = [ [ . 0.
depth, M < htys(a) peSupl)QIII, pgadlm M, (2.10.1)

Specielt gaelder, at enhvkt-regulaer falge er enl -hgjdefolge.
For et primideap erdepth, M < depthM,, og hvisp € SuppM erdepthM, < dim M,

Bevis.Det afsluttende lighedstegn i (2.10.1) er blot definitioa¢n/-hgjden. Ulighedens
venstreside er et supremum og dens hgijreside et infimum. Kaétafisa vises, at nar
(f1...., fr) er enM-reguleer fglge ia og p et et primideal i Supp/ medp O a, sa er
r < dimM,.

Seettes; .= (f1, ..., fi), har vi eksakte fglger,

0—> M/fi_1M L M/fi_1M — M/t;M — 0.

Ved lokalisering ip falger det derfor, at billederne &, .. ., f i R, er enM,-reguleer fglge.
Disse billeder ligger i maksimalidealgR,, daa < p. Vi kan derfor antage, a er lokal, og
at falgen ligger i maksimalidealet for R. Yderligere er s # 0, idetp 13 i stgtten forM.

Nar f1 er M-regulaer, vilf1 ikke ligge i noget associeret primideal fof. Specielt vil 1
ikke tilhagre nogen af de minimale primideatgfor M for hvilke dimR/q = dim M. Altsa
erdimM/f1M < dim M. Ved gentagen anvendelse heraf ses, atdifiM < dimM — r.
Altsd err < dim M. Hermed er (2.10.1) bevist.

Lad nu(f1, ..., f,) veere el -reguleer fglge, og lad veere idealet frembragt af de farste
i elementer i falgen. Disseelementer udger sa eM-reguleer falge i, s depth M > i.
Uligheden (2.10.1) medfarer derfor, at< hty (f1, ..., f;). Altsa er den givne falge en
M-hgjdefglge.

Betragt endelig et primideal. Som naevnt i begyndelsen af beviset vil #hregulaer
folge ip lokaliseres til enM,-reguleer falge i maksimalidealgi?,. Heraf fas uligheden
depth, M < depthM,. Hvis M, # 0, sé fas uligheden depi, < dim M, ved at anvende
(2.10.1) paR,-modulenM,, oga := pRy,.

Hermed er alle pastande bevist. i

(2.11) Bemeerkning.For et primideap geelder der ikke ngdvendigvis lighedstegni uligheden
depth, M < depthM,,.. Det er nemlig ikke sveert at konstruere et eksempel pa erlighde
frembragt modulM og primidealep C q saledes at ligger i SuppM men ikke i AssV og

q ligger i AssM. (Et saddant er ngdvendigvis et indlejret primideal far.) For et sadant
eksempel geelder depttM = 0 og depthM, > 0.

(2.12) Seetning.Folgende ligheder gzelder:

depth, M = ;gfa depthM, = égfa depth, M.

Bevis.Tallet i midten er som naevnt mindst lig med tallet til hgjrg.tallet til hgjre er trivielt
mindst lig med tallet til venstre. Det er derfor nok at vise dierste lighed.
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Lad i (M) betegne tallet i midten. Betragt farst tilfeeldet, hva¥/) = co. Det falger sa
af Korollar (2.8), atM, = 0 for allep O a, eller aekvivalent, at statten fa /aM er tom.
Altsé er depth M = oo, igen ifalge Korollar (2.8).

Nari(M) er endelig, vises ligheden ved induktion efte= i(M). For et primideab
geelder, at depth?, = 0, hvis og kun hvis maksimalidealgR,, er associeret tiM,. Det
sidste indtreeffer som bekendt hvis og kun hviesr associeret tiM. Heraf ses, at(M) = 0,
hvis og kun hvis depthM = O.

Specielt geelder altsa ligheden nide= 0. Antag, ati > 0. Da er ogsa depthv > 0.
Folgelig findes ia et M-reguleert elemenft. For hvertp O a er billedet aff i R, et M-
reguleert elementi maksimalideage,. Af Korollar (2.9) falger derfor, at depthv/f M =
depth, M — 1 ogi(M/fM) = i(M) — 1. Altsa er

depth, M = depth, M/fM +1=i(M/fM)+1=i(M),

idet det midterste lighedstegn falger induktivt. a

(2.13) Lemma. Lad p veere et associeret primideal fdf, og lad f veere etM -reguleert
element. Ethvert primideal, som er isoleret primideal fqr+ (f), vil da vaere associeret
primideal for kvotienterM / f M.

Bevis.Lad p1 = p, po, ..., p; Veere samtlige associerede primidealer#brog betragt en
uforkortelig primaerdekomposition af undermodul@ni M,

O =N1N---N Ny,

hvor N; erp;-primeer iM (dvs. AssM/N;) = {p;}). Lad Q veere feellesmaengdevr N
--+-N N;. DaerQ # (0), da dekompositionen er uforkortelig. Den sammensatte homo
morfi Q — M — M/N; har kernenN1 N Q = (0), og den er derfor injektiv. Altsa er
AssQ C AssM/Ny = {p1}, og heraf fglger videre, at A3 = {p1}. P& den anden side har
homomorfierM — M/No&®--- M /N, kernenQ. Heraf fglger ved anvendelse af en saetning
om associerede primidealer, A®S QO er en delmaengde af meengdes, . . . p;}, 0g videre,

at delmaengden ikke kan veere segte. Der geelder alts3, at

AssQ = {p}, AsSM/Q ={p2---.p:}.

Specielt bestar stgtten &f af de primidealer, der omfatter Heraf fglger, at Supp/f Q
bestar af de primidealer, der omfatter- (f). Det givne primidealj er ifglge antagelsen
minimalt blandt sddanne primidealer. Altsagegt minimalt primideal forQ/f Q. Specielt
erq associeret tip/f Q.

Nu var f reguleert paM, og falgelig erf ikke element i nogep;. Specielt erf derfor
reguleer pd// Q. Heraf falger (fx ved hjeelp af Slangelemmaet), at den kasi@momomorfi
Q/f 0 — M/fM erinjektiv. Daq var associeret tiQ/f Q, erq ogsa associeret t/ f M,
som gnsket. i
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(2.14) Dybde-uligheden.Ladyp D q veere primidealer, og antag,qér associeret primideal
for M. Da geelder uligheden,
depth, M < htp/q.

Bevis.Uligheden vises ved fuldsteendig induktion eftee= htp/q. Antag fersth = 0. Da
erp = q et associeret primideal fov/. Falgelig er depthM = 0. Altsa geelder uligheden
(ngdvendigvis som en lighed) néar= 0.

Antag, at: > 0. Uligheden er trivielt opfyldt, hvis venstresiden er ligd0. Antag derfor,
at depth M > 0. Da findes ip et M-reguleert elemenf. Primidealetp vil nu indeholde
idealetq + (f). Der findes derfor et primidegl < p som er isoleret fog + ( f). Ifglge det
foregaende Lemma gf associeret primideal fav//f M. Yderligere ery’ O q, idet f ¢ q,
sa specielt er ht/q' < htp/q. Af Korollar (2.7) og induktion anvendt pa > q' og M /f M
fas derfor ulighederne,

depth, M = depth, M/fM + 1 < htp/q’ 4+ 1 < htp/q.

Hermed er Dybde-uligheden bevist. a
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3. Lokale Cohen—Macaulay ringe.

(3.1) Setup. | denne paragraf betegn®rbetegner en lokal noethersk ring med maksimali-
dealetm og M betegner en endeligt frembragtmodul.

(3.2) Definition. ModulenM over den lokale ringR kaldes erCohen—Macaulay moduvis
depthM = dim M eller hvisM = 0.

For M = 0 er depth¥ = oo og dimM = —oo, 0g altsa specielt depit # dim M.
Hvis M # 0, sa falger det af den sidste pastand i Saetning (2.10), dweadp ;= m, at der
geelder uligheden,

depthM < dimM,

og betingelsen for a7 er Cohen—Macaulay er saledes, at lighed gaelder i denneedligh

(3.3) Hovedseetning.Antag, atR er lokal med maksimalideat. Lad M vaere en Cohen—
Macaulay modul. Da geelder:

(1) For ethvert associeret primidegfor M geelder ligningedim R/q = dim M. Spe-
cielt harM ingen indlejrede primidealer.
(2) Hvisf = (f1, ..., f,) erenM-reguleer falgein, sa etM /f M en Cohen—Macaulay-
modul, og
dmM/ftM =dimM —r.

(3) Eromvendf = (f1, ..., f») en falge af- elementer i maksimalidealet saledes at
dmM/fM =dimM — r, s& er falgeM -regulzer.

Bevis.(1): Ladq veere et associeret primideal fof (specielt kanM altsa ikke vaere nul-
modulen). Da geelder ulighederne,

dimM = depthM < htm/q=dimR/q < dimM.

Den farste (lighed) falger af forudsaetningen dfmden anden (ulighed) er Dybde-uligheden
(2.14) anvendt mepl = m, den tredie (lighed) fglger af &/q er lokal, og den sidste ulighed
folger af atq er associeret foM og derfor i stagtten fons.

Af disse uligheder fremgar ligningen i (1). Den anden pastafl) er gjensynlig en
konsekvens af den farste.

(2): Antag, aff = (f1,..., f») er enM-reguleer fglge in. Hvis M = 0, er pastanden
triviel. Antag, atM £ 0. Da er depthlM /f M = depthM — r ifglge Korollar (2.9). Narf;
I m er M-reguleer, geelder trivielt, at didd / f1M < dim M — 1. Gentagen anvendelse heraf
giver uligheden dind /f M < dim M — r. Altsa geelder ulighederne,

depthM /fM = depthM — r =dimM —r > dimM/f M.

For moduler forskellige fra O geelder altid, at dybden hgjsdimensionen. | ulighederne
ovenfor geelder derfor lighed. Heraf fglger begge pastaif@ i
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(3): Igen er pastanden triviel, hvi® = 0, sa vi antage # 0. Hyvis f tilhgrer
maksimalidealetn, sa geelder som bekendt ulighederne,

dmM —1<dimM/fM < dimM, *

og uligheden til venstre er en lighed hvis og kun hyiskke tilhgrer et af de minimale
primidealerq for M for hvilke dimR/q = dim M.

Pastanden i (3) vises ved induktion eftelLad ( f1, ..., f,) veere en fglgein sdledes at
ligningen dimM/(f1, ..., f,)M = dimM — r er opfyldt. Det fremgar af ulighederne (*),
at denne ligning medfarer begge ligningerne,

dmM/AM =dimM -1, dmM'/(fo,..., )M =dmM — (- 1),

hvor M’ = M/f1M. Af den farste ligning falger, afy ikke tilhgrer de primidealeq i
stagtten forM for hvilket dmR/q = dim M. Af (1) falger derfor, atf; ikke kan tilhgre et
associeret primideal fa¥/. Altsa er f1 reguleer pad. Af (2) falger sa, at’ = M/fAM er
en Cohen—Macaulay modul. Den anden ligning medfarer d@rfduktivt), at( fo, ..., f;)
er enM’-reguleer fglge. Altsd &if1, . .., f,) enM-reguleer falge.

Hermed er de tre pastande bevist. a

(3.4) Definition. Den lokale ringR kaldes erCohen—Macaulay ringhvis R som R-modul

er en Cohen—Macaulay modul, dvs hvis deptk- dim R. Det er klart for en kvotienR /a,
hvor a er et aegte ideal (dus C m), at kvotienten er Cohen—Macaulay som ring, hvis og kun
hvis den er Cohen—Macaulay saRamodul.

(3.5) Eksempel. En lokal ring af dimension O (fx et legeme) er altid Cohen—klday. En
lokal ring af dimension 1 er Cohen—Macaulay, hvis den er &giritetsomrade. Fx er en
diskret valuationsring en Cohen—Macaulay ring.

Betragt polynomiumsringek[ X1, ..., X,], hvor k er et legeme. Lad veere den lo-
kale ring, der fremkommer ved at lokalisere polynomiunmgemm i maksimalidealelt =
(X1, ..., Xn). Folgen(Xy, ..., X,) er gjensynlig en reguleer fglge i polynomiumsringen, og
dermed ogsa en regulzer falge i maksimalidealetR. Altsa er depthR > n. Pa den anden
side er det velkendt, at di = n. Altsa erR en lokal Cohen—Macaulay ring.

(3.6) Seetning.Lad M # 0 veere en Cohen—Macaulay modul over den lokale Rndgror en
folgef = (f1, ..., fr) afr elementer i maksimalidealet er falgende betingelser aekviva-
lente:

(i) Felgert er enM -reguleer falge.
(i) Felgert er enM -hgjdefalge.
(iii) hty (fR) = r.

(iv) dmM/fM =dimM —r.

Bevis.Implikationen (i}=(ii) falger af Seetning (2.10). Implikationen @ (iii) falger af et
korollar til Krull’s Idealseetning.



DBD3. Lokale Cohen—Macaulay ringe 17

(iii) =(iv): Betragt et primideap i statten forM /f M. Da geelder ulighederne,
dimM > htm/p +dim M, > htm/p +r,

idet den farste ulighed falger af definitionen pa Krull-dims®mn og den anden falger af
antagelseni (iii). Ulighederne medfarer, at der for eths@dant primideal geelder hin/p <
dim M —r. Herafses, atdinM /f M < dim M —r. Som bekendtgaelder den modsatte ulighed,
daM +# 0. Fglgelig geelder ligheden i (iv).

Den afsluttende implikation (ivp (i) felger af Hovedsaetning (3.3)(3). a

(3.7) Bemeerkning. Betingelserne (iii) og (iv) i Seetning (3.6) afhaenger gjerigyikke af
reekkefalgen af elementerng. Det falger sdledes naw er en Cohen—Macaulay modul
over en lokal ring, at betingelserne (i) og (ii) er invarntnder permutation af fglgens
elementer. Betingelsen (iv) er i gvrigt, néir = 0, aekvivalent med &t er en delfalge af et
parametersystem faw .

| den efterfglgende paragraf skal vi se naermere pa CoheratMacringe der ikke forud-
saettes at vaere lokale, og vi udleder en reekke egenskabattsgespecielt geelder for lokale
Cohen—Macaulay ringe.
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4. Cohen—Macaulay ringe.

(4.1) Setup. | denne paragraf betegn& en noethersk ring, og/ betegner en endeligt
frembragtR-modul.

(4.2) Hovedseetning.For en endeligt frembragt modMl over en noethersk ring er falgende
betingelser eekvivalente:

(i) For alle maksimalidealen i statten forM er M, en Cohen-Macaulay modul over
den lokale ringR,,.
(i) Forenhver folgé = (f1, ..., f,) séledes dtty, (f R) = r og ethvert maksimalideal
m D Rf erfolgert enM,,-reguleer folge.
(i) For enhver folgd = (f1,..., f,) saledes ahty (fR) = r og ethvert primideal
p D Rf erfolgenf enM,-reguleer folge.
(iv) For enhver folgd = (f1, ..., f,) séledes alty;(f R) = r har kvotientenM /f M
ikke indlejrede primidealer.
(v) EnhverM -hgjdefalge er e -reguleer folge.
(vi) For alle idealer erdepth, M = hty(a).
(vii) For alle primidealep i stotten forM erdepth, M = dim M,,.
(viii) For alle primidealey i stotten forM og alle primidealep 2 q geelder ligningen,

depth, M — depth, M = htp/q. (4.2.1)
(ix) For alle primidealep i R er M, en Cohen-Macaulay modul over den lokale ritig

Bevis.Betragtenfalgé = (f1, ..., f) medr elementer. Hvid4 /f M = 0,sderhi;(fR) =
oo. Hvis M/fM # 0, sa geelder ifglge et korllar til Krull's Idealsaetning, atlif R) < r.
Forudsaetningen ht(f R) = r, i betingelserne (i), (iii) og (iv), er altsd aekvivalent the
falgende: M /f M # 0 og for hvert primideap, som omfattef og tilhgrer statten foM, er
dmM, > r.

()= (ii): Hvis m ikke tilhgrer stgtten foM, er konklusioneni (i) triviel. Antag derfor, at
m € SuppM. | (ii) er antagelsen orh, at der for hvert primidegl 2 f som tilhgrer stgtten
for M geelder uligheden dim, > r. Dette kan specielt anvendes pa primidegler m, og
heraf ses, at h_ (f Rn) = r. Ifglge forudsaetningen (i) e¥,, en Cohen—Macaulay modul.
Af Szetning (3.6), anvendt pa billedeRj, af falgenf, falger s, at er enM,,,-reguleer fglge.

(i) =(iii): Veelg et maksimalideah, der omfatter det i (iii) givhe primideal Primidealet
p svarer s4 til et primideal R,,, 0g ved lokalisering i dette primideal fremkommdf, af
M.,,. Ifglge forudseetningen (ii) dren M., reguleer falger, og den lokaliserede falge,ier
derfor M,-reguleer.

(iif) =(iv): Antag indirekte, at der findes et indlejret primidedior M /f M. Primidealet
q er altsa associeret tiM/f M og der findes primidealer i stgtten forM /f M saledes at
p C q. Af den sidste egenskab folger, at dify > hty (fR), dvs at his g > hty (fR).
Af denne sidste ulighed faglger som bekendt, at der findesemheit f € q for hvilket
hty (f, ) > hty (fR). 1 (iv) er det antaget, at lt(fR) = r. Altsa er hiy, (f, f) > r + 1,
og her geelder lighedstegn ifglge Krull's Idealsaetning.uBseetningen (iii) medfarer derfor,
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at felgen(f, f) er M, reguleer. P& den anden sidejeassocieret til /f M, og heraf fglger
som bekendt at maximalideakgR, associeret til/,/f M . Falgenf i qR, kan derfor ikke
udvides til en starre reguleer falge. Hermed er den gnskedstmitbopnaet.

(iv)=(v): Betragt enM-hgjdefalgd f1, f2,...). Detskalvises, for =1,2,...,atf; er
reguleer paM/(fa, ..., fi—1)M. Ladyp veere et minimalt primideal fav1/( f1, .. ., fi—1)M.

Af Krull's Hovedidealseetning falger, at ditf, < i — 1 (endda med lighed, da falgen er en
hgjdefalge). Da fglgen er en hgjdefalge, ses def; gt p. Af forudsasetningen (iv), anvendt
medr =i — 1, sluttes derfor, af; er reguleer p/(f1, ..., fi_1).

(V)=(vi): Lad a veere et ideal R. | den gnskede ligning i (vi) er begge sider, hvis
M/aM = 0. Antag derfor, aM/aM # 0, og seeh := hty; a. Det er da velkendt, at defi
findes enM -hgjdefalge af leengde Ifglge forudsaetningen (v) er denne faglgeMrreguleer
falge. Altsa er depthM > h. Den modsatte ulighed, og dermed den gnskede lighed, falger
nu af Seetning (2.10).

(vi)=(vii): Dette fglger umiddelbart, idet vi for primidealer e SuppM har hty; p =
dim M,,.

(vii)=(viii): Antag, atq € SuppM og atp 2O q. Da geelder falgende uligheder:

depth, M + htp/q < dim M, + htp/q < dim M, = depth, M.

Den farste falger nemlig af uligheden i Saetning (2.10) advereda = q, den anden faglger

af definitionen pa Krull-dimension, og den sidste (lighealp&r af forudsaetningen (vii).
Ulighederne medfarer, at hgjresiden i (4.2.1) er mindre efet lig med venstresiden.

For at vise den modsatte ulighed betragtes en makskhadguleer falge(f1, ..., f;) |

q, hvor altsdg = depth, M. Falgen er da ogs#t,-reguleer, og falgens laengde er ifalge

forudsaetningen (vii) lig med dim,,. Billedet af fglgen iR, mé derfor veere en maksimal

Mg-reguleer fglge i maksimalidealgR,,. Maksimaliteten medfarer, at maksimalideaj&Y,

er associeret primideal fa, /(f1, . . ., fq)M,. Heraf fglger som bekendt, qer associeret

primideal for modulenV/(f1, ..., f;)M. Nu fas ulighederne,

depthy, M = g +depthy M/(fa, ..., f;) < q + htp/q,

idet den farste lighed fas af Korollar (2.9) og den andenhdiyaf Dybde-uligheden (2.14).
Heraf fremgar, at hgjresiden i (4.2.1) ogsa er stgrre erd kil med venstresiden. Hermed
er ligning (4.2.1) bevist.

(viii) =(ix): Lad p veere et primideal R. Hvis M, = 0, er pastanden klar. Antag alts4,
at p tilhgrer statten forM. Der findes da et primideal C p i statten forM saledes at
dim M, = htp/q. Forudseetningen (viii) medfgrer derfor, at

dim M, = htp/q = depth, M — depth, M < depth, M < depthM,,
idet den sidste ulighed er triviel, jfr Bemaerkning (2.11) Definition (3.2) fremgar nu, at

M, er en Cohen—Macaulay modul.
(iX)=(i): Denne afsluttende implikation er triviel. a
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(4.3) Definition. Den endeligt frembragt®-modul M kaldes enCohen—Macaulay modul
hvis de aekvivalente betingelser i Teorem (4.2) er opfyldtisHingenR, som modul over
sig selv, er Cohen—Macaulay, kaldes ringerCatnen—Macaulay ring

For en lokal ring fremgar det af betingelsen (4.2)(i), atmiéinen stemmer overens med
Definition (3.2).

(4.4) Bemaerkning. Etideala i R siges at veere ‘unmixed’, hvis alle associerede primidealer
for R/a har samme hgjde. Akvivalent betyder detRat ikke har indlejrede primidealer
og alle isolerede primidealer farhar samme hgjde. For et ideRf frembragt af en falge
f=((1..., fr) medr elementer geelder ifglge Krull's Idealsaetning, at ethveotdret
primideal for idealet har hgjde hgjst Forudseettes at bRf) = r, sd har altsa ethvert
isoleret primideal foRf hgjdenr. Betingelsen (iv) udtrykker altsa, at ethvert sadant iéeal
‘unmixed’, og den kaldes ogsa ‘unmixedness’ betingelsen.

(4.5) Korollar. Lad M veere en Cohen—Macaulay modul. Da geelder:

(0) For alle primidealep i statten forM er M, en Cohen-Macaulay modul ov&y, og
depth, M = depthM), = dim M,,.

(1) ModulenM har ingen indlejrede primidealer.

(2) Lad (f1, ..., fr) veere en falge af elementeRi saledes ahty (f1, ..., f,) = r
(specielt kan falgen veere éih-hgjdefalge, eller mere specielt éhreguleer falge).
DaerM/(f1, ..., fr)M en Cohen—Macaulay modul.

(3) ModulenM er katerneer, dvs at for enhver uforfinelig kaede af primideale - - - C
py, I StattenSuppM erh = htpy, /po.

Bevis.Pastand (0) falger umiddelbart af at betingelserne (ixMiydr opfyldt. Pastand (1)
folger af betingelsen (iv), anvendt med= 0.

(2): Seetf := (f1,..., fr), 0g antag, at h§(fR) = r. Vi viser, at betingelsen (4.2)(i)
er opfyldt for kvotientenM /f M. Betragt hertil et maksimalideat i stgtten forM /f M.
Det falger af betingelsen (4.2)(ii), at falgéner M,,-reguleer. Af Hovedseaetning (3.3)(2)
sluttes derfor, at kvotienteM ., /f M, er Cohen—Macaulay oveR,,. Denne sidste kvotient
er lokaliseringen in af M /f M. Altsa er betingelsen (i) opfyldt fav/ /f M.

(3): Denne péastand falger af ligningen (4.2.1). Antag ngnal falgen i (3) er uforfinelig.
Da der ikke findes primidealer mellegn_1 ogp;, er htp; /p;_1 = 1. Af (4.2.1) falger derfor,
at depth M — depth, | M = 1. Ved addition af disse ligninger for=1, ... ., h falger, at
depth,, M — depth,, M = h, og fornyet anvendelse af (4.2.1) viser, apfytpo = h. a

(4.6) Korollar. Lad M veere en Cohen—Macaulay modul, og antag yderliger®{ at co-
equidimensional, dvs at for alle maksimalideater stotten forM erdim M,, = dim M. Da
geelder:

(1) ModulenM er equidimensional, dvs opfylder, at for alle minimale gdealerq for
M erdimR/q =dimM.

(2) Ladf = (f1, ..., f,) veere en falge af elementer iR saledes atty, (fR) = r. Da
erM/f M (Cohen—Macaulay og) co-equidimensionaldmgp M /fM = dimM —r.
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(3) For hvertideah i R saledes aM /aM # 0 geelder ligningen,

htyy a +dimM/aM = dim M.

Bevis.(1): Ladq veere et minimalt primideal foM, og betragt et maksimalideal 2> q.
PrimidealetyR,, er da minimalt primideal for moduleW,,. Da M., er en Cohen-Macaulay
modul overR,,, falger det af Hovedsaetning (3.3), at dMfy, = htm/q. Altsd er htm/q =
dim M. Heraf ses, at dinR/q = dim M.

(2): KvotientenM /f M er Cohen—Macaulay ifglge Korollar (4.5)(2). Lad veere et
maksimalideal i stgtten foM /f M. Da betingelsen (4.2)(ii) geelder fad, erf en M-
reguleer fglge. Da1,,, er Cohen—Macaulay ifglge (4.2)(i), falger det af Hovedsagt(B.3),
at dmM,,/fM,, = dimM,, — r. Da M er co-equidimensional, falger det &t/f M er
co-equidimensional, af den i (2) angivne dimension.

(3): Hgjdenr := hty;(a) er etinfimum. Veelg blandt de minimale primidealer My aM
et primidealq saledes at dim, = r. Veelg videre enM-hgjdefelgef = (f1, ..., f;) i a.
Da hty (fR) = r og dimM, = r, ma primidealet; veere et minimalt primideal fab /f M.
Det falger af (2) og (1), aM /f M er equidimensional, sa di/q = dim M /f M, og videre
falger det af (2), at dim//f M = dimM — r. Altsd err +dim R/q = dim M. Heraf falger,
atr +dimM/aM > dimM, og da den modsatte ulighed er triviel, geelder den pastaede
lighed. a

(4.7) Bemeerkning. Hvis ringenR er lokal, sa er naturligvis enhv&-modul co-equidimen-
sional. | dette tilfeelde svarer pastandene (4.5)(1) og(®)&il pastand (1) i Hovedsaetning
(3.3), og pastand (4.6)(2) svarer til pastand (2) i Hovedsagt(3.3). Bemeerk imidlertid, at
pastand (3) i Hovedsaetning (3.3) i almindelighed ikke geelai&r ringen ikke er lokal. Fx
har vi i Bemaerkning (1.5) betragtet polynomiumsringen= k[X, Y, Z] og den reguleere
falge (f1, f2, f3) i maksimalidealef)t = (X, Y, Z). Som bekendt eR co-equidimensional
af dimension 3, og vi viser herunder, Rter en Cohen—Macaulay ring. Det er Kklart, at
dimR/(f1, f2, f3) = O (ifelge (4.6)(2), eller direkte: det er klart, af1, f2, f3) = IMN).
Men fglgen( f1, f3, f2) er ikke reguleer.

(4.8) Seetning.Antag, atR er en Cohen-Macaulay ring. Da er ogsa polynomiumsringen
R[X] en Cohen-Macaulay ring.

Bevis.Betragt et maksimalidea@t i R[X], og ladp := R N M veere kontraktionen. Det
skal vises, at den lokale rinR[ X]sn er en Cohen-Macaulay ring. Denne lokale ring fas ved
lokalisering afR, [ X] i primidealet svarende tiDt. Yderligere falger det af forudsesetningen,
at R, er en Cohen-Macaulay ring. Idet vi om forngdent erstaktened R, kan vi derfor
antage, aR er lokal og at kontraktionep er maksimalidealen i R. Seeth := dim R. Det
er da velkendt, &t > m[X] og at ht)t = i 4 1. Yderligere e®)t/m[X] et maksimalideal
i polynomiumsringer{R /m)[ X], og altsa (dak/m er et legeme) et hovedideal frembragt af
et normeret polynomium. Specielt findes derf@Rtiet normeret polynomiung'.

Da R er Cohen-Macaulay, findes dtrreguleer falgd = (f1, ..., f») i m. Det er Klart,
at et reguleert element i R, opfattet som (konstant) polynomium, er regulaeR{ X] og at
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R[X]/fR[X] = (R/fR)[X]. Heraf ses, at fglgeher enR[ X]-reguleer fglge, i idealet[ X].
Yderligere er det normerede polynomiufreguleert pa kvotientenR /f R)[X]. Falgen
(f1,..., fn, F) er altsd e[ X]-reguleer falge DN. Ved lokalisering fas e®[ X]oy-reguleer
folge. Heraf ses, at depR{ X]on > h + 1. Dah + 1 = htOt = dim R[X]sn, f@lger det, at
R[X]sn er en lokal Cohen-Macaulay ring. a

(4.9) Korollar. Antag, atR er en Cohen-Macaulay ring. Da er ogsa polynomiumsringen
R[X1, ..., X,] en Cohen-Macaulay ring. Specielt er polynomiumsringesrkeer.

Bevis.Den fgrste pastand falger af Seetningen ved induktion eft&en anden pastand er
en konsekvens af den farste, jfr Korollar (4.5)(4). a

(4.10) Lemma. Lad R veere et normalt integritetsomrade, og jaet R \ (0). Ladp veere et
associeret primideal fak/f R. Da er maksimalideal@tR, i R, et hovedideal. Specielt er
htp = 1.

Bevis.Da R er normal, er det let at vise, at enhver lokaliserfigfR, hvor 0 ¢ S, igen er
normal. Efter lokalisering p kan vi derfor antage, & er lokal og atp er maksimalidealet
i R. Ifglge antagelsen arassocieret tilR/f R. Specielt ep altsa indeholdt i annullatoren
af en klasse forskellig fra OR/fR. Der findes altsa et elemeate R sa ata ¢ Rf og
pa C Rf. Af den sidste inklusion fas inklusionen,

p(a/f) S R, 1)

hvor venstresiden a priori er en undermodul i brgklegenerfoDet pastas, at inklusionen
er en lighed. Antag indirekte, at inklusionen er skarp. Daeasrstresiden indeholdt i mak-
simalidealetp i R, altsdp(a/f) < p. Heraf fis successivt, ala/f)? < p, p(a/f)3 C p
osv. Specielt er sp(a/f)" C R for allen. Da f < p, folger det, atf (a/f)" < R for alle
n. For allen er derfor(a/f)" indeholdt iR-modulenR (1/f) frembragt af Xf. Falgelig er
hele algebraem®[a/f] indeholdtiR(1/f). DaR er noethersk, sluttes videre, Rfa/f] er
endeligt frembragt som-modul. Altsa e/ f hel overR, og darR er antaget normal, ma
veere elementR f. Dette er imidlertid i modstrid med antagelsen am

Vi har vist, at lighed geelder i inklusionen (1). Elementetdlhwmjresiden tilhgrer altsa
venstresiden, sa vi har £ p(a/f), hvor p € p. Det falger nu let af inklusionen i (1), at
p = Rp. Hermed er vist, at er et hovedideal, som gnsket. a

(4.11) Seetning.En ring af dimension hgj§ter en Cohen—Macaulay ring. Et integritetsom-
rade af dimensiok er en Cohen—Macaulay ring. Et normalt integritetsomradéraénsion
2 er en Cohen—Macaulay ring.

Bevis.Betragt en (noethersk) rin§ af dimension hgjst 2 og et primidegli R. Det skal
vises, jfr betingelsen (4.2)(vii), under de respectiveiétseetninger i de tre udsagn, atligningen
depth, R = htp er opfyldt.

Hvis htp = 0 er ligningen nadvendigvis opfyldt (og hermed er den fapéstand bevist).
Hvis htp = 1, forudsaettes & er et integritetsomrade, og s er ligningen opfyldt, idetett
elementf £ 0ip er R-reguleert.
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Antag endelig, athi = 2. | dette tilfaelde forudsaettes,Rer et normaltintegritetsomrade.
Veelg et elementf # 0 ip. Da erf et R-reguleert element. Af Lemma (4.10) falger,
at hvert associeret primideal fat/f R har hgjde 1. Specielt kapm ikke veere indeholdt
I foreningsmaengden af de endelig mange associerede palaider R/f R. Der findes
derfor et elemeng € p, sdledes ag er reguleer p&R/fR. Feglgelig er depthR > 2, og
dermed er depthR = htp. a

(4.12) Bemeerkning. Det fglger af Lemma (4.10), jfr beviset for Seetning (4.11) et
(noethersk) normalt integritetsomrade opfylder betiagel(,), hvor betingelseriS) for
k=1,2,... erSerre’s betingelse:

(Sr) depthR, > inf{k, htp} for alle primidealet.

Det er i gvrigt veerd at bemaerke, at Lemma (4.10) medfgreefalg resultat:
Lad R veere et normal integritetsomrade. Da gaelder i broklegemné falgende lighed:

R= (] Ry (4.12.1)

Bevis:.For en given brgke = a/f betragtes delmaengden&f
a:={reR|ra e R}.

Det er let at se, ad er et ideal iR. Jjensynlig era = R, hvis og kun hvisx € R. Det
pastas for et primideal, ata Z p, hvis og kun hvisx € R,. Er nemlige € Ry, sa har vi
a = b/s hvors ¢ p; gjensynlig el € a, og fglgelig era Z p. Og er omvendt € a \ p, sa
era = (sa)/s en brakir,,.

Nu bemeerkes farst, at venstresiden i (4.12.1) gjensynligdeholdt i hgjresiden. For at
vise ligheden betragtes en brgk= a/f som ikke tilhgrerR. Det skal vises, at der findes et
primidealp af hgjde 1 sdledes at¢ R,.

Det falger af definitionen pa, at forr € R gaelder, ata € Rf hvis og kun hvis- € a.
Heraf ses, at multiplikation med definerer en injektiv homomor®®/a <— R/fR. Da
a ¢ R,erR/a # 0. Veelg nu et associeret primidgafor R/a. Specielt er dg 2 a. Af
inklusionenR /a C R/f R falger, atp ogsa er associeret /£ R. Af Lemma (4.10) falger,
at htp = 1. Daa C p foglger det, atr ¢ R,,.

Altsa harp den gnskede egenskab. Hermed er ligheden i (4.12.1) bevist. a
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5. Graduerede Cohen—Macaulay ringe.

(5.1) Setup. | denne paragraf ek et legeme ogR betegner polynomiumsringeR =
k[X1, ..., Xn]. Med D betegnes maksimalideal€X, ..., X,) i R. Polynomiumsringen
er gradueret:R = @ R,, hvor R, er vektorrummet af homogene polynomier af grad
Maksimalidealeft er homogent, idelt = @@1 R,. @jensynlig er ethvert homogent, aegte
ideal indeholdt Dt. Videre betegneM en endeligt frembragt graduerRtmodul.

Det er velkendt, aR er en Cohen—Macaulay ring af dimensionog yderligere, aR er
bi-equidimensional, dvs for enhver maksimal keede af praaler iR,

O =PoCP1C---C Py,

erh = n. Specielt erR en katernaer ring.

(5.2) Lemma. (1) Etaegte homogent idedd i R er et primideal, nar blot betingelsen,

feeP = fePvVvegeP

er opfyldt for homogene elementérg i R.
(2) Ethvert ideal, der er maksimalt blandt annullatoreAren(x), hvorx # 0 er et
homogent elementM, er et (homogent) primidealR .

Bevis.(1): Antag, at betingelsen i (1) geelder for homogene elearer®. Det skal vises, at
den geelder for alle elementeRi Betragt hertil to elementef, g, s atf ¢ 3 ogg ¢ ‘.
Elementetf er summen af sine homogene Igd Der findes derfor homogene lefl som
ikke tilharer)3. Lad f, veere det homogene led af stgrst mulig grad saledégs at3. Lad
tilsvarendeg,, veere det homogene led iaf starst mulig grad saledesgt ¢ 3. Det falger
da af antagelsen, &} g, ¢ 3. Betragt det homogene led af grad- m i fg, altsd summen

af produkter,
Y fig

i+j=n+m

| denne sum forekommer produktgtg,,, som ikke tilhgrefl3. For alle de gvrige produkter
figj erenten > neller j > m, sa valgene af ogm sikrer, at alle gvrige produkter tilhgrer
B. Heraf falger, at summen ikke tilhgrg. Leddet af gradt +m i fg tilhgrer altsa ikke}s.
Da‘R er antaget homogent, falger detfat ¢ 3.

(2): Deter klart, at en annullator Ain) af et homogent elemeniM er et homogent ideal
i R. Pastanden i (2) fas nu — under brug af (1) — ved at kopiereseéefar det tilsvarende
resultat i det ikke-graduerede tilfeelde. a

(5.3) Seetning.Lad M veere en endeligt frembragt gradueret modul. Da er alle a&ssoc
rede primidealer (og specielt alle minimale primidealer)¥ homogene. Specielt er alle
associerede primidealer indeholdt i maksimalideAlet
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Bevis.Da R er noethersk, falger det af Lemma (5.2), at hMs+ 0 sa findes associerede
primidealer forM, der er homogene. Altsa haf en homogen undermodiM;, der (ikke-

gradueret) erisomorf med en kvotigdit3, hvor? er et homogent primideal. Ved at gentage
argumentet pa/ / M1 og fortseette, ses, dd er noethersk, at der findes en endelig filtration,

O =Mo" M1 C---CM =M,

med homogene undermoduldy, hvor de successive kvotienté; / M; _1 har formenr /33;,
hvorsp3; er et homogent primideal. Det er velkendt, at hvert assec@imideal forM ma
veere et af3;’erne. Hermed er Saetningen bevist. a

(5.4) Bemaerkning.Som bekendt er dimy = 0, hvis og kun hvigy har endelig leengde, altsa
hvis og kun hvis alle minimale primidealer faf er maksimalidealer R. Da de minimale
primidealer ifglge Saetning (5.3) er homogene og dermedioidéi 91, indtreeffer dette netop
nar9t er det eneste primideal, der indeholder Avnaltsa netop nar Ani indeholder en
potens af)t. Akvivalent betyder dette, at hvext er nilpotent pav (eller atM,, = 0 nar

n > 0).

(5.5) Korollar. LadM veere en endeligt frembragt gradueret modul over polynorsiingen
R =k[X1,...,X,]. Daerdim M = dim My, hvor)t er det homogene maksimalideat i
Yderligere gaelder, a¥l er bi-equidimensional, nar blot er equidimensional (ellevly, er
equidimensional).

Bevis.Hvis M = 0, er pastandene trivielle. Antag, &t # 0, og betragt en maksimal kaede
| stagtten forM,

PoCP1C - CPa. ™)
| keeden ef3p et minimalt primideal forM og 33, er et maksimalideal R. Da R er bi-
equidimensional, et = dim R/Bo. Blandt de minimale primidealer fa¥ findes et primi-
dealB3o saledes at dink /Bo = dim M. Ifglge Seetning (5.3) €Bp et homogent primideal,
og dermed indeholdt i det homogene maksimalidgal Der findes derfor en maksimal
kaede (*), hvorl3, = M. Heraf fas, at dinMy, > h = dimR /Py = dim M. Trivielt er
dim My < dim M, og denne ulighed er altsa en lighed.

Antag nu, atMy,; er equidimensional. Lagip veere et minimalt primideal fod?. Da er
Bo homogent, og altsa indeholdf1, sa antagelsen betyder, at der findes en kaede (*) med
B = N ogh = dim My,. Ifglge det lige viste, eh = dim R/Bo og dimMy, = dim M.
Altsa er dimR /B = dim M. Falgelig erM equidimensional. Ligningeh = dim R /o
for enhver maksimal kaede (*) viser nu,Mter bi-equidimensional.

Hermed er Korollaret bevist. i

(5.6) Hovedseetning.Lad M veere en endeligt frembragt gradueret modul over polynomi-
umsringerR = k[ X1, ..., X,]. Antag, atM er en Cohen—Macaulay modul &)~ 0. Da er
M bi-equidimensional. Videre er for enhver folge- (f1, ..., f,) af homogene elementer
af positiv grad falgende betingelser aekvivalente:
(i) Felgert er M-reguleer.
(i) htyy(fR) =r.
(iii) dim M/fM =dimM — r.
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Bevis.DaM er en Cohen—Macaulay modul er ogga en Cohen—Macaulay modul over den
lokale ring Ry;. Af Hovedseetning (3.3) falger sa, My, er equidimensional. Af Korollar
(5.5) falger derfor, abs er bi-equidimensional.

Betragt nu en folgé = (f1,..., f,) af homogene elementer af positiv grad. Eh
reguleer folge er e -hgjdefalge ifalge Saetning (2.10), sa specielt gaeldes({i). Da
(4.6)(2).

Endelig skal vi vise, at (iigz(i). Dette vises ved induktion efter Vi bemaerker farst, at
hvis N # 0 er endeligt frembragt graduetmodul, ogf er et homogent element af positiv
grad, sa geelder ulighederne,

dmN —1<dimN/fN < dimN.

De tilsvarende uligheder geelder nemlig for moduler oveokallring, og vi har visti Korollar
(5.5) at dimensionerne ikke eendres Naerstattes med/y,.
Af denne bemeerkning falger, at ligningen forudsat i (iii)dferer begge ligningerne,

dmM/fiM =dimM -1, dimM'/(fo, ..., )M =dimM — (r — 1),

hvorM’ = M /f1M. Afden farste ligning falger, af; ikke tilhgrer de primidealef i statten
for M for hvilketdim R/QQ = dim M. Nu varM equidimensional, og ifglge Korollar (4.5)(1)
har M ingen indlejrede primidealer. Altsa kafi ikke tilhgre et associeret primideal fof.
Folgelig er f1 regulaer pd. Korollar (4.5)(2) medfgrer s, &’ = M/f1M er en Cohen—
Macaulay modul. Den anden ligning ovenfor medfarer deifafuktivt), at(f2, ..., f,) er
enM’-reguleer falge. Altsa elf1, ..., f,) enM-reguleer falge.

Hermed er sekvivalensen vist, og beviset afsluttet. a

(5.7) Definition. Udover polynomiumsringeR = k[ X1, ..., X,] betragtes polynomiums-
ringenR” := k[Xo, ..., X,]i n+ 1 variable. Ladf € R veere et polynomium forskelligt fra
0, og ladd veere graden af. Polynomietf er en sum af sine homogene lgt= ngd fis

og leddetf; af hgjeste grad er forskelligt fra 0. Vi betegner g€, det er et homogent po-

lynomium af gradi. Ved det til f harendéhomogeniseredgolynomium forstas polynomiet
= XEfo+ XgT it fa
Polynomietf” er et homogent polynomium af grad ringen R". @jensynlig er

fra X, X)) =f og O, Xq, ..., X,) = M

(5.8) Bezout’'s Seetning.Lad (f1, ..., fu) vVaere en folge ai ikke-konstante polynomier
i k[X1,...,X,], og betragt kvotientelr := k[X1, ..., X,]/(f1,..., fn). Antag om de
homogene leg™®, at kvotienterk[ X1, . .., X,]/(f{"®, ..., fi"®) har dimensio®. Da er

dim; I' = (degf1) - - - (degfy). (5.8.1)
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Bevis.HomomorfienR" — R, defineret vedF — F(O0, X1, ..., X,), er surjektiv med
kernen(Xo). Den afbilderf/ pa ™3 og inducerer derfor en isomorfi,

R'J(FE, ..., f1 Xo) = R/(FM, ..., fmax),

Ifalge forudseetningen er hgjresiden af dimension 0. Af Heeetning (5.6) fremgar derfor,
at(ff, ..., f', Xo) erenreguleer falgek”. Falgen(fl, ..., f) eraltsd en reguleer folge i
R" ogikvotienterT" := R /(fl, ..., £ erbilledetxo af Xo et reguleert element. Bemaerk,
at kvotienter™” er en gradueret ring agy er homogen af grad 1.

Betragt nuhomomorfieR" — R, defineretved” — F(1, X1, ..., X,). Dener surjektiv
med kerneriXo—1),0gden afbildep”l.h paf:. Deninducerer derfor en en surjektiv homomorfi
afg: " — T', med kerner(xg — 1). Ved restriktion fas for hverf enk-lineser homomorfi,

. h
<pj.Fj — I

Ligningen (5.8.1) er gjensynlig en konsekvens af falgeng@sande: (1) Billederne ved
homomorfiernep; udgaer en stigende fglge af underruriy iog deres foreningsmaengde er
helel". (2) Homomorfierney; er injektive. (3) Narj >> 0 er dim ij konstant og lig med
hgjresideni (5.8.1).

Pastand (1) er triviel: elementeg er homogent af grad 1 agro = 1. Fora € Fj.l geelder
altsd ligningermp;a = ¢;j+1(xoxr), 0g den viser, at billedet gf; er indeholdti billedet ap; ;1.
Da homomorfiernp: I' — T er surjektiv, el summen af disse billeder, og da billederne
udggr en stigende falge, Erlig med foreningen af billederne.

Pastand (2) vises sdledes: Antag, at der findes et elemgr@ i kernen fory;. Elementet
« er altsd et homogent element af gradl’” og der findes en ligning,

hvor y tilhererI'”. Daa # 0 ery # 0. Lady, og y; veere de homogene led af laveste og
hgjeste grad j. Pa ligningens hgjreside er det homogene led af lavestesgragh.; daxg
er regulaer ', er det homogene led af hgjeste grad lig mgep. Disse to led pa hgjresiden
har graderne ogd + 1. Da de to grader er forskellige, er dette i modstrid med astresiden
a er homogen.

Pastand (3) vises saledes: Dimensionendeﬁq er, narj > 0, givet ved Hilbert-

polynomiet af kvotienteT™" = R"/(fl',..., ). RingenR" er polynomiumsringen i
n + 1 variable, og dens Hilbert-polynomium har derfor grademg multipliciteten 1. Da
felgen(fL, ..., fI) er en reguleer falgeR”, er det let at bestemme Hilbert-polynomiet for
kvotienten. Det bliver konstanten givet ved hgjresiden8.(H.

Hermed er de tre pastande, og dermed ligning (5.8.1), bevist a

(5.10) Bemeerkning. KvotientenT" = R/(f1,..., fu) definerer som bekendt et skema
X i A". Under forudseetningen i Bezout's saetning er ditnspecielt endelig, sX er et
endeligt skema. Af bemaerkning (5.4) fremgar en reekke belseg, som er sekvivalente med
forudseetningen om at dil/(f"®, ..., £,"®) = 0. Uden at vi her kan g& neermere ind pa
det, skal det naevnes at denne forudseetning for Bezout'srg@pstrarer til at skemaex ikke
har uendelige fjerne punkter.
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Regulaere ringe

1. Reguleere lokale ringe.

(1.1) Setup. | denne paragraf betegn@ren lokal noethersk ring med maksimalideatet
0g M betegner en endeligt frembragtmodul.

(1.2) Definition. Vi minder om, at dimensionen & er lig med det mindste antal elementer
i m som frembringer et-primeert ideal, dvs et ideal saledes aR/q har endelig laengde.
Ifglge Nakayama’s Lemma er det minimale antal frembrinderg lig med dimensionen af
q/mq som vektorrum over restklasselegerhet R/m. Specielt geelder altsa uligheden,

dimR < rkm/m?,

hvor hgjresiden er vektorrumsdimensionen.

Den lokale ringR siges at veere eregulaer lokal ring hvis lighedstegn geelder i uligheden
ovenfor, altsa hvis der findes et saef/a& dim R elementer, der frembringer maksimalidealet
m. Et sddant saet af elementer siges ogsa at vaeegudtert parametersystefor R.

(1.3) Observation. En lokal ring R af dimension O er reguleer, hvis og kun hvis den er et
legeme. Da dimensioneher O, udtrykker regularitetsbetingelsen nemlig at makBawealet
m kan frembringes af ingen elementer, dveat (0), eller aekvivalent, aR er et legeme.

(1.4) Seetning.En lokal ring R med maksimalideah og restklasselegenie:= R/m er
reguleer, hvis og kun hvis den graduerede ring

Gu(R):=R/modm/m?>dm?’/m’a@ .-,
er gradueret isomorf med en polynomiumsriji1, . .., X4] (nedvendigvis i = dim R
variable).

Bevis.,Kun hvis*. Lad (x1, ..., x4) veere et reguleert parametersysteR ihvor altsad =
dimR ogm = (x1,...,xs)R. Restklasserne afi modulom? er homogene elementer af
grad 1iG, (R), og dissel restklasser definerer en homomorfi,

G :=k[X1,...,Xs] = Gu(R).

Jjensynlig er denne homomorfi surjektiv. For at vise, at ddijektiv, antages indirekte, at
den ikke er injektiv. Kernen er da et homogent idea+ & I, forskelligt fra O i polynomi-
umsringenG. Lad F # 0 veere et homogent polynomiund.i PolynomietF kan ikke veere

29
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konstant, sa gradenaf F er positiv (og specielt er altsd> 0). DaF € I, erG,_,F C I,
for allen. Nu fas forn > h vurderingen,

Ogrkm”/m”“g n+d-1 B n—h+d—1'
d—1 d—1

Vektorrummetn” /m™+1 p8 venstresiden er nemligisomorft még/ 1, (da homomorfien var
surjektiv), og det er derfor isomorf med en kvotientaf/ F G, _,,. Rangen pa venstresiden er
altsd mindre end eller lig med lig med rangerGaf/ F,G,,_,. Den sidste rang er differensen
rk G, — rk G,_; og dermed lig med differensen pa hgjresiden.

Det er klart, at differensen pa vurderingens hgjreside gmpomial af grad mindre end
d — 1. Dette er i modstrid med at venstresiden ifglge teorien am&Il-polynomier er
polynomial af grad lig med dilR — 1 = d — 1. Hermed er,kun hvis" bevist.

,hvis®. Antag, atG,, er gradueret isomorf med en polynomiumsriig r variable. Da
er specielt vektorrummei’ /mi+1 isomorft med vektorrummes; af homogene polynomier
af gradi. Laengden ak/m”, der er summen af dimensionernewdf/m:t1fori =0, ..., n,
er derfor lig med dimensionen af vektorrummet af polynonaiegrad mindre end. Dette
sidste vektorrum har som bekendt dimensio((éﬁ_l). Funktionenn — longR/m” er

altsa lig med polynomie(t”*f_l), og funktionens grad er saledes lig medPa den anden
side falger det af teorien for Samuel-polynomier, at fumhéins grad er dinR. Altsa er
r = dim R. Dam/m? er isomorf medG1, falger yderligere, at rkn/m? = rk G1 = dim R.
Altsa erR reguleer. i

(1.5) Bemaerkning. Ved Samuel-polynomigbr den lokale ringR forstas polynomiej =
Xm. R, altsd det polynomium, der er bestemt ved ligningen,

x(n) =longR/m" forn > 0. (1.5.1)

Som bekendt hag gradend = dimR, og x har formene(}) + - - + eo. Koefficienten
e = e (R) kaldesmultiplicitetenaf den lokale ringR.

Laengden pa hgjresideni (1.5.1) fas ved at anvende sumrsafieratoreix pa funktionen
n +— rkm”/m"t1 Hvis R er reguleer, er denne sidste funktion bestemt ved isomorfien i
Seetning (1.4). Det falger, jfr beviset for Seetning (1.4h@&tesiden af (1.5.1) for > O er
lig lig med (”*j_l). En regulaer lokal ring af dimensiehhar altsa funktione(f’*j_l) som
Samuelpolynomium, og den har specielt multipliciteten 1.

For de lokale ringe, man mgder i klassisk algebraisk geopgsider omvendt, at hvis
multipliciteten er lig med 1, s er ringen reguleer. Men dettiltat gaelder ikke for generelle
(noetherske) lokale ringe.

(1.6) Korollar. En reguleer lokal ring er et integritetsomrade.

Bevis.Betragt den dalende fglge af idealer,

R=m’>miom?>....
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Ifalge Krull's Snitsaetning gf ), m" = (0). For hvertelement # 0i R findes derfor et starst
muligt n, saledes at € m”". Dette tal siges ogsa at veerss orden ldetn er ordenen af,
betegnes med* restklasseni” /m”*+1 af ¢ modulom”*1. Denne restklasse er et homogent
element af grad i den graduerede ring := G, (R), og valget af: sikrer, ata™ # 0.

For at vise, atR er et integritetsomrade, skal det vises, at nul-reglen ge¢l#. Hertil
betragtes to elementer# 0 ogb # 0i R. Det skal vises, atb # 0. Antag, atn ogm
er ordenerne af og b. Produktetab ligger da im"*", og ifalge konstruktionen afs er
produktetzb en repraesentant for produkieth* i den graduerede ring. Ifglge Saetningen
er G er polynomiumsring over et legeme. Specielteet integritetsomrade. Da nul-reglen
séledes geelderG, era*b* # 0. Produkteud i m” repraesenterer derfor modutd 1 en

klasse som ikke er nul-klassen. Specieltr~ 0. a
(1.7) Korollar. Antag, atR er reguleer lokal med maksimalideal Lad(f1, ..., fi) veere
et regulzert parametersystem (hvor adtsa dim R). Da er falgeri f1, . .., f4) enR-reguleer

folge. Yderligere gaelder far = 1, ...,d, at idealet(f1, ..., f;) er et primideal, og at
kvotientringen,

R:=R/(f1, ..., f),
er en reguleer lokal ring af dimensidn-i. Er omvendt: C m et ideal, saledes at kvotienten
R = R/a er requlaer, sa ar frembragt af = d — dim R elementeX f1, ..., f;), som kan

suppleres til et regulaert parametersystem.

Bevis.Betragt farst et regulaert parametersystghm ..., f;). Frembringerenf; kan ikke
undveeres, sa specielt gr# 0. DaRr er et integritesomrade ifalge det foregadende korollar, er
fireguleer. Heraf falger, at kvotientéh:= R/(f1) er af dimensiod — 1. Maksimalidealet
mi R er gjensynlig frembragt af dé — 1 restklasser,, ..., f,. Folgelig erR reguleer af
dimensiond — 1 og af korollar (1.6) falger, atf1) er et prlmldeal Det er herefter klart, at
Korollarets to fgrste pastande falger ved induktion efter

Antag omvendt, aR := R/a er reguleer. Saat:= dimR. Da kan maksimalideal@® i
R frembringes af restklasserge af s elementegy, . . ., g i m. @jensynlig har vi en eksakt
folge af vektorrum oveR /m:

0O— (a+ mz)/m2 — m/m2 — ﬁ/ﬁz —0.

Vektorrummet i midten har dimensiaehog vektorrummet til hgjre har dimension De s
restklasser ag; modulom? afbildes pa en basis for vektorrummet pa hgjresiden. Fglgel
kan disses restklasser suppleres med en basis for kernen til en basiskborrummet i
midten. Der findes altsd= d — s elementerf, ..., f; i a, hvis restklasser modula? sup-
pleret med restklassernegferne udgar en basis far/m?. Falgen(f1, ..., fi, g1, ..., &s)
af i + s elementer vil derfor frembringes. Dai + s = dim R, er denne fglge endda et
regulaert parametersystem. Ifglge valge(£r, ..., fi) € a, s& ringenR/a er en kvoti-
ent afR/(f1,..., f;). Ifglge det farst viste eR/(f1, ..., f;) et integritetsomrade, og af
samme dimensiod — i = s somR/a. Heraf falger, at kvotiente®® /a ma veere lig med

R/(f1,..., fi),altsdatn = (f1,..., fi).
Hermed er ogsa den anden halvdel af korollaret bevist. a
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(1.8) Korollar. En reguleer lokal ring er en Cohen-Macaulay ring.
Bevis.Pastanden falger umiddelbart af den fagrste pastand i Kordll7). a

(1.9) Lemma. Lad A veere et integritetsomrade med breklegemetvis en brok: i K er
hel overA, sé findes et elementt 0i A, saledes ata” € A foralle p. Hvis A er noethersk,
sa geelder ogsgkun hvis*,

Bevis.Antag, ata er hel overA. Delalgebraen := A[«] af K er da endeligt frembragt
somA-modul. HvisM er frembragt af endelig mange brgker, sa vil en feelles naavfoer
disse brgker gjensynlig opfylde, a4/ € A. Da M indeholder alle potenser af, geelder
specielt, aka? € A for alle p.

Antag omvendt, ata” € A for alle p. Da er algebraem[«] indeholdt i A-modulen
A(1/s). Den sidste modul er, som-modul, isomorf medA. Hvis A er noethersk, sluttes
derfor, at undermoduleA[«] er endeligt frembragt, og dermedater hel overA. a

(1.10) Seetning.En reguleer lokal ringk er normal.

Bevis.Antag, at den lokale rin¢ er reguleer. Ifglge Korollar (1.6) & et integritetsomrade.
Ifglge Saetning (1.4) er den graduerede rthg= G, (R) isomorf med en polynomiumsring
over et legeme. Specielt € normal, da polynomiumsringen er faktoriel. DesuderGer
noethersk ifglge Hilbert's Basissaetning.

Vi viser, at normaliteten af; medfgrer, atR er normal. Betragt hertil en brak/s, som
er hel overR. Det skal vises, at brgken tilhargr altsd atz € s R. Det er nok at vise for alle
n, at

acsR+wm", altsdatu=sx+bhvorx e R, b cm”. (1)

Da vil nemlig restklassen afi M := R/sR tilhgrem” M for allen, og af Krull's Snitsaetning
falger sa, at restklassen er nul, altsa at s R.

Relationen (1) vises ved induktion efter Den er trivielt opfyldt forn = 0. Antag, at (1)
er vist forn. Det er nok at vise, at

besR+m"L (2)

thi s erb = ys + ¢ medc € m**1, og dermed = (x + y)s + ¢ € sR + m"*+1.

Vi har antaget, ab € m”. Hvisb € m"*1, er (2) trivielt opfyldt. Vi antager derfor, at
b ¢ m"*t1. Idet vi anvender notationen fra beviset for Korollar (1h@y b altsé ordem. Nu
erb/s =a/s — x, 09 daa/s er hel overR er ogs&®/s hel overR. Af Lemma (1.9) anvendt
medA := R falger, at der findes+# 0i R saledes ath? ¢ sP R for alle p. Af disse ligninger
i RfalgeriG, att*(b*)? e (s*)? G for alle p. DaG er noethersk, fas af den anden halvdel af
Lemma (1.9) anvendt medl := G, atb*/s* er hel overG. DaG er normal fglger, ab™/s*
tilhagrerG. Altsa findes et element#£ 0 i R sdledes ab* = s*y*. Elementeb havde orden
n, s& ligningerb* = s*y* i G viser, atb er kongruent medy modulom”*1. Altsd er (2)

opfyldt.
Hermed er det gnskede bevist. Q0
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(1.11) Korollar. For en lokal noethersk ring er falgende betingelser aekvivalente:

(i) R er en diskret valuationsring.
(i) R erreguleer af dimensiah
(iii) R er et normalt integritetsomrade af dimension

Bevis.(i) < (ii): Det er et velkendt resultat, at en diskret valuatiomger karakteriseret som
en noethersk lokal ring, der er et integritetsomrade og étkegeme, hvori maksimalidealet
er et hovedideal. Da en regulzer lokal ring er et integritersale ifalge Korollar (1.6), falger
aekvivalensen af (i) og (ii).

(if) = (iii) fglger umiddelbart af Saetningen.

(iii) =(i): Antag, atR er et normalt integritetsomrade af dimension 1. Da dimeresicer
positiv, erm # (0), og da dimensionen er lig med 1,erisoleret primideal for hovedidealet
(f) frembragt af et vilkarligt element # 0 i m. Specielt em associeret tiR/( f). Heraf
falger, som det er velkendt fra kapitlet om dybdenadr et hovedideal. Falgelig & reguleer.

Hermed er sekvivalensen bevist. i

(1.12) Bemeerkning. Antag, at den lokale rin® er reguleer. Da geelder, Rter en faktoriel
ring (Auslander—-Buchsbaum’s Seetning). Desuden geelddnvint primidealp i R, at den
lokale ringR,, er reguleer. Begge disse resultater vises naturligt ved lomisk algebra. Vi
skal senere skitsere dele af et bevis for det fgrste resultat
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2. Reguleere ringe.

(2.1) Definition. Som saedvanlig betegnRroveralt i det falgende en noethersk ring. Ringen
R siges at veere dokalt reguleer ring hvis der for alle primidealgri R geelder, at den lokale
ring R, er reguleer.

(2.2) Bemeerkning. Det er et fundamentalt resultat, som vi ikke kan bevise hesndokal
ring, der er reguleer ifglge Definition (1.2), er lokalt regaulifglge definition ovenfor.

Heraf ses, at det i definitionen ovenfor er nok at kreeve, ataletie ringR,,, er reguleer for
alle maksimalidealer R. Desuden ses, glokalt i Definition (2.1) egentligt er overflgdigt.
Vi kunne blot have sagjreguleer’. Det skal imidlertid understreges, at en reguleay ir
litterat