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Regulære følger, dybde
Cohen–Macaulay ringe

1. Regulære følger.

(1.1) Setup.I hele kapitlet betegnerR en noethersk ring,abetegner et ideal iR, ogM betegner
en endeligt frembragtR-modul. Specielt erM altså noethersk. I denne første paragraf er de
noetherske forudsætninger dog ikke væsentlige.

(1.2) Definition. Et elementf i R, der ikke er en nuldivisor, siges også at være etregulært
element. Betingelsen er at multiplikation medf , dvs afbildningeng 7→ fg, er injektiv. Mere
generelt sigesf at væreregulærpå modulenM, eller at væreM-regulær, hvis multiplikati-
onenx 7→ f x, for x ∈ M, er en injektiv afbildning.

Ved enM-regulær følgeforstås en endelig eller uendelig følge af elementer iR således
at f1 er regulær på modulenM og fi er regulær påM/(f1, . . . , fi−1)M for i = 2, 3, . . . .
Antallet af elementer i følgen kaldes også følgenslængde. Den tomme følge kan opfattes
som enM-regulær følge af længde 0.

(1.3) Eksempel.Følgen(X1, . . . , Xr) af variable i en polynomiumsringR = k[X1, . . . , Xr ]
er en regulær følge. KvotientenR/(X1, . . . , Xi−1) er nemlig isomorf medk[Xi, . . . , Xr ], så
Xi er regulær på kvotienten, fori = 1, . . . , r.

(1.4) Lemma. Hvis (f, g) er enM-regulær følge, altsåf regulær påM og g regulær på
M/fM, så erf regulær påM/gM.

Hvis (f1, . . . , fr ) er enM-regulær følge, ogg er regulær påM/(f1, . . . , fi)M for i =
1, . . . r, så er(f1, . . . , fr ) enM/gM-regulær følge.

Bevis.Forat viseden førstepåstand skal det vises, at hvis en klasse iM/gM ved multiplikation
medf føres over i nul-klassen, så er klassen selv nul. Ladx være en repræsentant for klassen,
og antag atf x repræsenterer nul-klassen, altså atf x ∈ gM. Der findes altsåy ∈ M således
at f x = gy. Af denne ligning følger, dag er regulær påM/fM, aty ∈ fM. Altså findes
z ∈ M således aty = f z. Ved indsættelse fåsf x = gf z, og daf er antagetM-regulær,
følger det, atx = gz. Altså repræsentererx nul-klassen iM/gM.

Den anden påstand vises ved induktion efterr. Forr = 1 er det den første påstand. Antag,
at r > 1. Induktivt følger det så at følgen(f1, . . . , fr−1) er regulær påM ′ = M/gM, så vi
mangler at vise, atfr er regulær påM ′/(f1, . . . , fr−1)M

′. SætM ′′ := M/(f1, . . . , fr−1)M.
Da gælder øjensynlig,

M ′/(f1, . . . , fr−1)M
′ = M ′′/gM ′′
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Ifølge forudsætningerne erfr regulær påM ′′ ogg er regulær påM ′′/frM ′′. Den manglende
påstand fås derfor ved at anvende Lemma’ets første påstand på følgen(fr , g) og modulen
M ′′.

(1.5) Bemærkning. Det er klart, at man under forudsætningerne Lemma (1.4) ikkekan
slutte, atg er regulær påM, og altså ikke kan slutte, at følgen(g, f ) erM-regulær. For
eksempel er følgen(1, 0) altidM-regulær, men følgen(0, 1) er kunM-regulær, nårM = 0.
En permutation af enM-regulær følge vil således normalt ikke væreM-regulær.

HvisR er lokal (noethersk), og(f1, . . . , fr ) er enM-regulær følge i maksimalidealetm,
så vil enhver permutation af følgen igen væreM-regulær. Hertil er det nok at vise, jfr Lemma
(1.4), at hvis(f, g) er enM-regulær følge im, så erg regulær påM. Antag altså, atx ∈ M
og atgx = 0. Dag er regulær påM/fM, følger det, atx ∈ fM, altså at der findesx1 ∈ M
så atx = f x1. Ved indsættelse fåsgf x1 = 0, og daf erM-regulær fåsgx1 = 0. Af gx = 0
følger altså atx = f x1, hvorgx1 = 0. Idet argumentet nu kan anvendes påx1 osv, fås en
følge xn således atxn−1 = f xn og gxn = 0. Specielt er altsåx = f nxn, og følgelig er
x ∈

⋂

f nM. Daf ∈ m, er x således element i
⋂

mnM, og af Krull’s Snitsætning følger
derfor, atx = 0.

Bemærk, at forudsætningen om atR er lokal er væsentlig i det sidste argument. Lad fxR

være polynomiumsringenk[X, Y, Z] med koefficienter i et legemek, og betragt i maksimal-
idealet(X, Y, Z) polynomiernef1 = (1− Y)X, f2 = Y , f3 = (1− Y)Z. Da er(f1, f2, f3)

enR-regulær følge, men(f1, f3, f2) er ikkeR-regulær.

(1.6) Nøgleresultat.Lad f = (f1, . . . , fr) ogg = (g1, . . . , gr) være toM-regulære følger i
idealeta, af samme endelige længde. Da findes en isomorfi afR-moduler,

HomR(R/a, M/fM) ≃ HomR(R/a, M/gM),

hvorHomR(P,Q) betegnerR-modulen afR-lineære afbildninger fraP til Q.

Vi viser i det følgende, at modulen på venstresiden er isomorf med en modul, der kun
afhænger af talletr og ellers er uafhængig af den regulære følge. Denne modul betegnes
Er(M), og den defineres således: Betragt en fast eksakt følge,

· · · -∂3 Rd2 -∂2 Rd1 -∂1 Rd0 -ε R/a - 0. (1.6.1)

For at konstruere en såden følge vælges et sæt afd0 elementer der frembringerR/a. Lad
ε : Rd0 → R/a være den tilsvarende surjektive homomorfi, og ladB0 ⊆ Rd0 være hom-
omorfiens kerne (det oplagte valg er naturligvisd0 = 1 (svarende til atR/a er frembragt
af restklassen af 1), hvorvedB0 = a; men dette valg er irrelevant for det følgende). Vælg
nu et sæt afd1 frembringere for undermodulenB0 i Rd0, ladRd1 → B0 være den tilsva-
rende surjektive homomorfi, og ladB1 ⊆ Rd1 være kernen. Idet vi fortsætter således fås
for n = 0, 1, . . . en surjektiv homomorfiRdn → Bn−1 med kernenBn . Forn = 1, 2, . . .
betegnes med∂n : Rdn → Rdn−1 den sammensatte homomorfiRdn →→ Bn−1 →֒ Rdn−1. Det
er klart, at med denne konstruktion er følgen (1.6.1) eksakt.
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For n < 0 sætter vidn := 0 (og dermedRdn = 0). Herved fremkommer et kompleks
F , hvor Fn = Rdn og hvor differentialet∂n er nul-homomorfien forn 6 0. Den eneste
homologimodul, der ikke er 0, erH0. Homomorfien∂0 er nul-homomorfien, såZ0 = Rd0,
ogB0 er ifølge konstruktionen kernen for den surjektive homomorfi Rd0 → R/a. Altså er
H0 = Z0/B0 = R/a.

For hverR-modulM danner vi nu kompleksetX = X(M) defineret ved at

Xn := HomR(R
dn, M)

Differentialerne i komplekset er homomorfierneXn → Xn+1 defineret vedϕ 7→ ϕ∂n+1. Det
er klart, atX er et kompleks. MedEn(M) betegnes denn’te homologimodul for komplekset
X(M). Nøgleresultatet vil fremgå af Sætningen herunder. Inden vi kan bevise denne sætning
må vi i nogle lemma’er udlede nogle egenskaber vedEr(M) som funktion af modulenM.

Når disse lemma’er, og den efterfølgende sætning, er bevist, er også nøgleresultatet bevist.

(1.7) Lemma. Betragt kompleksetF defineret i(1.6). Lad f være et element i idealeta.
Familien(fn), hvorfn er multiplikation medf påFn, er da en nul-homotop endomorfi af
kompleksetF .

Bevis.Vi skal bestemme en familie(sn) af homomorfiersn : Fn → Fn+1 således at der for
allen gælder:

fn = ∂n+1sn + sn−1∂n. (1)

Homomorfiernesn konstrueres induktivt. Forn < 0 erFn = 0, såsn er nødvendigvis nul-
homomorfien. Med dette valg er (1) opfyldt forn < 0. Forn = 0 erZ0 = F0 ogH0 = F0/B0
er isomorf medR/a ifølge konstruktionen afF . Multiplikation medf afbilder derforF0 ind
i B0. DaF0 er en fri modul ogB0 er billedet for∂1, følger det at der findes en homomorfi
s0 : F0 → F1 så at∂1s0 = f0. Med dette valg afs0 er (1) opfyldt forn 6 0.

Antag nu, atm > 0 og at homomorfiernesn er bestemt forn < m således at (1) er opfyldt.
Vi skal bestemme homomorfiensm : Fm → Fm+1 så at (1) også er opfyldt forn = m.
Betragt hertil differensen,fm − sm−1∂m. Da∂m erR-lineær, gælder∂mfm = fm−1∂m. Ved
anvendelse af (1) forn = m− 1 fås derfor, at

∂m(fm − sm−1∂m) = (fm−1 − ∂msm−1)∂m = sm−2∂m−1∂m = 0.

Denne ligning viser, at differensenfm − sm−1∂m afbilder ind iZm. Da vi har antaget, at
m > 0, erZm = Bm. Differensen afbilder altså ind i billedet for∂m+1. DaFm er en fri
modul, følger det at der findes en homomorfism : Fm → Fm+1 så at differensenfm− sm−1∂m
er lig med∂m+1sm. Denne lighed betyder netop, at (1) er opfyldt forn = m. Hermed er det
induktive skridt i konstruktionen gennemført, hvormed eksistensen af den søgte familie(sn)
er godtgjort.

(1.8) Lemma. Ethvert element i idealeta annullerer alle modulerneEn(M).
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Bevis.Lad f tilhøre a. ModulenEn(M) er denn’te homologimodul af kompleksetX =
X(M). Betragt en klasse iEn(X), repræsenteret ved enn-cykel ϕ, dvs ved en homomorfi
ϕ : Fn → M så atϕ∂n+1 = 0. Det skal vises, atn-cyklenf ϕ er en rand, altså at der findes
en homomorfiψ : Fn−1 → M så at

f ϕ = ψ∂n. (1)

Hertil bemærkes, at daϕ erR-lineær, erf ϕ lig med den sammensatte homomorfiϕfn, hvor
fn er multiplikation medf på modulenFn. Ifølge Lemma (1.7) findes homomorfiersn og
sn−1 således atfn = ∂n+1sn + sn−1∂n. Ved indsættelse fås ligningerne,

f ϕ = ϕfn = ϕ∂n+1sn + ϕsn−1∂n = ϕsn−1∂n.

Ligningen (1) er derfor opfyldt medψ := ϕsn−1.

(1.9) Lemma. En kort eksakt følge0 → M ′ → M → M ′′ → 0 inducerer en lang eksakt
følge,

En−1(M ′) - En−1(M) - En−1(M ′′) -δ En(M ′) - En(M) - En(M ′′) .
(1.9.1)

Bevis.Vi kan antage, atM ′ → M er inklusioneni af en undermodulM ′ i M og atM → M ′′

er den tilhørende kanoniske homomorfip afM på kvotienten. Nu bemærkes først, at vi for
enhver fri modulF = Rd har en eksakt følge,

0 → HomR(F,M
′) → HomR(F,M) → HomR(F,M

′′) → 0.

Uden forudsætninger om modulenF er det nemlig klart, at hvis en homomorfiϕ : F → M ′

opfattet som homomorfiF → M er nul, så erϕ selv nul, og videre, at en homomorfi
ψ : F → M ved sammensætning medp : M → M/M ′ giver nul, hvis og kun hvisψ afbilder
ind i undermodulenM ′. For endelig at vise, at følgen er eksakt i HomR(F,M ′′) bruges atF
er fri ogp : M → M ′′ er surjektiv.

Ifølge definitionen i (1.6) erEn(M) denn’te homologimodul af kompleksetX(M), hvor
Xn(M) = HomR(Fn,M). Idet bemærkningen ovenfor anvendes påFn for allen, fås en kort
eksakt følge af komplekser, 0→ X(M ′) → X(M) → X(M ′′) → 0. Den lange eksakte
følge (1.9.1) er nu blot den inducerede lange eksakte følge af homologimoduler.

(1.10) Sætning.LadM være enR-modul og ladf = (f1, . . . , fr ) være enM-regulær følge
i idealeta. Da erEn(M) = 0 for n < r og

Er(M) = HomR(R/a,M/fM).

Bevis.Påstanden vises ved induktion efterr. For r = 0 er påstanden, atEn(M) = 0 for
n < 0 og

E0(M) = HomR(R/a,M).
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Forn < 0 erXn(M) = 0, og følgelig er ogsåEn(M) = 0. ModulenE0(M) bestemmes ud
fra nul-følgen,

HomR(F−1,M) → HomR(F0,M) → HomR(F1,M).

Her er den første modul lig med nul (daF−1 = 0), ogE0(M) er altså kernen for den anden
homomorfi. Ved denne anden homomorfi afbildesϕ : F0 → M på ϕ∂1. Homomorfienϕ

tilhører altså kernen, hvis og kun hvisϕ∂1 = 0. Da følgenF1 -∂1
F0 - R/a - 0 ifølge

konstruktionen af kompleksetF er eksakt, slutter vi, at homomorfierneϕ i kernen netop
svarer til samtlige homomorfierR/a → M. Hermed er vist, atE0(M) = HomR(R/a,M),
og følgelig gælder påstanden forr = 0.

Antag, atr > 0. SætM ′ := M/f1M. Følgenf ′ = (f2, . . . , fr) er da enM ′-regulær følge
i a af længder − 1, så det kan antages, at påstanden gælder for denne følge. Yderligere er

f1 regulær påM, så vi har en eksakt følge 0→ M -f1
M → M ′ → 0. Idet vi anvender

resultatet i Lemma (1.7) udleder vi en exact følge,

En−1(M) -f1
En−1(M) - En(M ′) -δ En(M) -f1

En(M).

Her er yderligere multiplikationerne medf1 lig med nul-homomorfien ifølge Lemma (1.8).
Altså får vi den eksakte følge,

0 - En−1(M) - En−1(M ′) -δ En(M) - 0.

For n < r er den midterste modul nul ifølge induktionsforudsæningen, og for modulen til
højre gælder derfor ogsåEn(M) = 0. Forn = r er modulen til venstre lig med nul ifølge
det lige viste. Af eksaktheden fås derfor den første lighed iligningerne,

Er(M) = Er−1(M ′) = HomR(R/a,M
′/f ′M ′) = HomR(R/a,M/fM).

Den anden lighed følgeraf induktionsantagelsen og den sidsteaf lighedenM ′/f ′M ′ = M/fM.
Hermed er de ønskede ligheder vist forr.

(1.11) Bemærkning. Det her givne bevis for Nøgleresultatet er ved hjælp af metoder
fra homologisk algebra. De konstruerede modulerEn(M) betegnes her mere udførligt
ExtnR(R/a,M), og de kaldes ogsåExt-modulerne svarende tilR/a og M. De kan også
defineres nårR-modulenR/a erstattes med en vilkårligR-modulN .

Det er klart, at definitionerne i (1.2) ikke forudsætter, atR er noethersk og atM er endeligt
frembragt. Resultaterne i denne paragraf gælder også uden denne forudsætning. I beviserne
er det nemlig om kompleksetF konstrueret i (1.6) kun benyttet, at hvertFn er en friR-modul,
dvs en modul med en (ikke nødvendigvis endelig) basis, og deter let at se, at konstruktionen
i (1.6) i det almindelige tilfælde kan gennemføres med frie modulerFn.
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2. Dybde af noetherske ringe.

(2.1) Setup. Vi minder om, atR betegner en noethersk ring,a betegner et ideal iR, ogM
betegner en endeligt frembragtR-modul. Et elementf i R er som bekendtM-regulært, hvis
og kun hvisf ikke tilhører noget associeret primideal forM.

(2.2) Definition. Ved a-dybdenafM, betegnet depthaM, forstås den største længde af en
M-regulær følge af elementer ia. Mere præcist era-dybden uendelig, hvis der ia findesM-
regulære følger af vilkårlig stor længde; specielt er den uendelig, hvis der ia findes uendelige
M-regulære følger. Bemærk, at nul-modulen har uendelig dybde, idet(0, 0, . . . )er en regulær
følge på nul-modulen.

EnM-regulær følge ia kaldesmaksimal, hvis den er uendelig, eller er endelig og ikke kan
fortsættes til enM-regulær følge ia af større længde. Det er klart, at enhverM-regulær følge
i a kan fortsættes til en maksimal. Vi viser herunder, at alle maksimaleM-regulære følger
i a har samme længde. Specielt era-dybden altså kun uendelig, når der findes en uendelig
M-regulær følge ia.

Hvis ringenR er lokal med maksimalidealetm, så kaldesm-dybden blot fordybdenafM,
og den betegnes depthM.

(2.3) Observation. Dybden depthaM er lig med 0, hvis og kun hvisa er indeholdt i et
associeret primideal forM. Specielt gælder nårR er lokal med maksimalidealetm, at dybden
depthM er lig med 0, hvis og kun hvism er associeret primideal forM.

Foreningsmængden af de associerede primidealer forM er nemlig netop komplementær-
mænden til deM-regulære elementer, og dybden er således 0, netop nåra er indeholdt i denne
forening. Videre er der kun er endelig mange associerede primidealer forM, og så gælder
som bekendt, ata er indeholdt i foreningen af dem, netop hvisa er indeholdt i et af dem.

(2.4) Lemma. Hvis aM ⊂ M, så findes ingen uendeligeM-regulære følger ia.

Bevis.Antag, ataM ⊂ M. Antag indirekte, at der findes en uendeligM-regulær følge
(f1, f2, . . . ) i a. Sætfi := (f1, . . . , fi) for i = 0, 1, . . . . Vi har da en uendelig kæde af
undermoduler iM,

(0) ⊆ f1M ⊆ f2M ⊆ · · · .

Øjensynlig erfiM ⊆ aM, så det følger af antagelsen, atM/fiM 6= 0. Yderligere er antaget,
at multiplikation medfi+1 en injektiv afbildning afM/fiM ind i sig selv. Billedet ved
denne multiplikation er altså ikke nul. Det er klart at billedet, som undermodul iM/fiM er
undermodulenfi+1M/fiM. Denne sidste modul er altså ikke nul,og følgelig erfiM ⊂ fi+1M.
I den uendelige kæde derfor alle inklusionerne skarpe, i modstrid med atM er noethersk.

(2.5) Lemma. Der findes ingenM-regulære elementer ia, altsådepthaM = 0, hvis og kun
hvisHomR(R/a,M) 6= 0.

Bevis.At der ikke findesM-regulære elementer ia betyder, at hvert element tilhører et
associeret primideal forM, altså ata er indeholdt i foreningsmængden af de associerede
primidealer forM. Dette indtræffer, hvis og kun hvisa er indeholdt i et associeret primideal
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for M. De associerede primidealer forM er primidealerne blandt annullatorerne Annx
for x ∈ M, x 6= 0, og som bekendt er enhver sådan annullator indeholdt i et associeret
primideal. Heraf ses, ata ikke indeholderM-regulære elementer, hvis og kun hvisa er
indeholdt i en annullator Annx for x 6= 0 i M. Den sidste betingelse er ensbetydende
med at HomR(R/a,M) 6= 0, idet homomorfierϕ : R/a → M øjensynlig svarer bijektivt til
elementerx ∈ M hvora ⊆ Annx.

(2.6) Sætning.En endeligM-regulær følgef = (f1, . . . , fr ) i a er maksimal, hvis og kun
hvis HomR(R/a,M/fM) 6= 0.

Bevis.Påstanden følger umiddelbart ved at anvende Lemma (2.5) påM/fM.

(2.7) Korollar. Alle maksimaleM-regulære følger ia har samme længde, nemligdepthaM.

Bevis.Hvis der ikke findes en endelig maksimalM-regulær følge ia, har alle maksimale
M-regulære følger uendelig længde.

Antag, at der findes en maksimalM-regulær følgef = (f1, . . . , fr ) i a. Det er nok at
vise, at der for enhver andenM-regulær følge(g1, . . . , gt) i a gældert 6 r. Antag indirekte,
at t > r. Da er delfølgeng := (g1, . . . , gr) enM-regulær følge, der ikke er maksimal. Af
Lemma (2.6) følger nu for modulerne HomR(R/a,M/fM) og HomR(R/a,M/gM), at den
første er forskellig fra 0 og den anden er lig med 0. Dette er øjensynlig i modstrid at de to
moduler er isomorfe ifølge Nøgleresultatet (1.6).

(2.8) Korollar. DybdendepthaM er endelig, hvis og kun hvisaM ⊂ M. Specielt gælder
nårR er lokal, at dybdendepthM er endelig, hvis og kun hvisM 6= 0.

Bevis.Den sidste påstand er en konsekvens af den første ifølge Nakayama’s Lemma.
HvisaM ⊂ M, så følger det af Lemma (2.4), at der findes en endelig maksimalM-regulær

følge ia. Altså er depthaM < ∞.
Antag omvendt, ataM = M, altså at kvotienteM/aM er lig med nul. DaM er endeligt

frembragt, består støtten for kvotientenM/aM af de primidealer, som omfatter Ann(M) og
a. DaM/aM = 0, er støtten tom. Der findes altså ingen primidealer, som omfatter idealet
a+ AnnM, og følgelig era+ AnnM = R. Skriv nu 1= f + n, hvorf ∈ a ogn ∈ AnnM.
Multiplikation medf påM er da den identiske afbildning. Specielt erf et M-regulært
element ia, ogM/fM = 0. Alle elementer er regulære på nul-modulen, så følgen med det
ene elementf kan udvides med en vilkårlig følge af elementer ia (fx til følgen (f, 0, 0, . . . ))
til en uendeligM-regulær følge ia. Altså er dybden uendelig.

(2.9) Korollar. Lad f = (f1, . . . , fr ) være enM-regulær følge ia. Da er

depthaM/fM = depthaM − r.

Bevis.Det er klart, at en følge(f1, . . . , fr , g1, . . . , gt) i a erM-regulær, hvis og kun hvis
følgenf = (f1, . . . , fr ) erM-regulær og følgen(g1, . . . , gt) erM/fM-regulær. Da enhver
regulærM-regulær følge kan udvides til en maksimalM-regulær følge, følger påstanden af
Korollar (2.7).
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(2.10) Sætning.Følgende ulighed gælder:

depthaM 6 htM(a) = inf
p∈SuppM, p⊇a

dimMp. (2.10.1)

Specielt gælder, at enhverM-regulær følge er enM-højdefølge.
For et primidealp erdepthpM 6 depthMp, og hvisp ∈ SuppM erdepthMp 6 dimMp.

Bevis.Det afsluttende lighedstegn i (2.10.1) er blot definitionenaf M-højden. Ulighedens
venstreside er et supremum og dens højreside et infimum. Det skal altså vises, at når
(f1, . . . , fr ) er enM-regulær følge ia og p et et primideal i SuppM medp ⊇ a, så er
r 6 dimMp.

Sættesfi := (f1, . . . , fi), har vi eksakte følger,

0 → M/fi−1M -fi M/fi−1M - M/fiM - 0.

Ved lokalisering ip følger det derfor, at billederne aff1, . . . , fr i Rp er enMp-regulær følge.
Disse billeder ligger i maksimalidealetpRp, daa ⊆ p. Vi kan derfor antage, atR er lokal, og
at følgen ligger i maksimalidealetm for R. Yderligere er såM 6= 0, idetp lå i støtten forM.

Nårf1 erM-regulær, vilf1 ikke ligge i noget associeret primideal forM. Specielt vilf1
ikke tilhøre nogen af de minimale primidealerq for M for hvilke dimR/q = dimM. Altså
er dimM/f1M < dimM. Ved gentagen anvendelse heraf ses, at dimM/fM 6 dimM − r.
Altså err 6 dimM. Hermed er (2.10.1) bevist.

Lad nu(f1, . . . , fr ) være enM-regulær følge, og lada være idealet frembragt af de første
i elementer i følgen. Dissei elementer udgør så enM-regulær følge ia, så depthaM > i.
Uligheden (2.10.1) medfører derfor, ati 6 htM (f1, . . . , fi). Altså er den givne følge en
M-højdefølge.

Betragt endelig et primidealp. Som nævnt i begyndelsen af beviset vil enM-regulær
følge i p lokaliseres til enMp-regulær følge i maksimalidealetpRp. Heraf fås uligheden
depthpM 6 depthMp. HvisMp 6= 0, så fås uligheden depthMp 6 dimMp ved at anvende
(2.10.1) påRp-modulenMp oga := pRp.

Hermed er alle påstande bevist.

(2.11) Bemærkning.For et primidealp gælder der ikke nødvendigvis lighedstegn i uligheden
depthpM 6 depthMp. Det er nemlig ikke svært at konstruere et eksempel på en endeligt
frembragt modulM og primidealerp ⊂ q således atp ligger i SuppM men ikke i AssM og
q ligger i AssM. (Et sådantq er nødvendigvis et indlejret primideal forM.) For et sådant
eksempel gælder depthpM = 0 og depthMp > 0.

(2.12) Sætning.Følgende ligheder gælder:

depthaM = inf
p⊇a

depthMp = inf
p⊇a

depthpM.

Bevis.Tallet i midten er som nævnt mindst lig med tallet til højre, og tallet til højre er trivielt
mindst lig med tallet til venstre. Det er derfor nok at vise den første lighed.
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Lad i(M) betegne tallet i midten. Betragt først tilfældet, hvori(M) = ∞. Det følger så
af Korollar (2.8), atMp = 0 for allep ⊇ a, eller ækvivalent, at støtten forM/aM er tom.
Altså er depthaM = ∞, igen ifølge Korollar (2.8).

Når i(M) er endelig, vises ligheden ved induktion efteri = i(M). For et primidealp
gælder, at depthMp = 0, hvis og kun hvis maksimalidealetpRp er associeret tilMp. Det
sidste indtræffer som bekendt hvis og kun hvisp er associeret tilM. Heraf ses, ati(M) = 0,
hvis og kun hvis depthaM = 0.

Specielt gælder altså ligheden nåri = 0. Antag, ati > 0. Da er også depthaM > 0.
Følgelig findes ia etM-regulært elementf . For hvertp ⊇ a er billedet aff i Rp etMp-
regulært element i maksimalidealetpRp. Af Korollar (2.9) følger derfor, at depthaM/fM =
depthaM − 1 ogi(M/fM) = i(M)− 1. Altså er

depthaM = depthaM/fM + 1 = i(M/fM)+ 1 = i(M),

idet det midterste lighedstegn følger induktivt.

(2.13) Lemma. Lad p være et associeret primideal forM, og ladf være etM-regulært
element. Ethvert primidealq, som er isoleret primideal forp + (f ), vil da være associeret
primideal for kvotientenM/fM.

Bevis.Lad p1 = p, p2, . . . , pt være samtlige associerede primidealer forM, og betragt en
uforkortelig primærdekomposition af undermodulen(0) i M,

(0) = N1 ∩ · · · ∩Nt ,

hvorNj er pj -primær iM (dvs. Ass(M/Nj ) = {pj }). LadQ være fællesmængdenN2 ∩
· · · ∩ Nt . Da erQ 6= (0), da dekompositionen er uforkortelig. Den sammensatte homo-
morfi Q → M → M/N1 har kernenN1 ∩ Q = (0), og den er derfor injektiv. Altså er
AssQ ⊆ AssM/N1 = {p1}, og heraf følger videre, at AssQ = {p1}. På den anden side har
homomorfienM → M/N2⊕· · ·M/Nt kernenQ. Heraf følger ved anvendelse af en sætning
om associerede primidealer, AssM/Q er en delmængde af mængden{p2, . . . pt }, og videre,
at delmængden ikke kan være ægte. Der gælder altså, at

AssQ = {p}, AssM/Q = {p2 · · · , pt}.

Specielt består støtten afQ af de primidealer, der omfatterp. Heraf følger, at SuppQ/fQ
består af de primidealer, der omfatterp + (f ). Det givne primidealq er ifølge antagelsen
minimalt blandt sådanne primidealer. Altså erq et minimalt primideal forQ/fQ. Specielt
erq associeret tilQ/fQ.

Nu varf regulært påM, og følgelig erf ikke element i nogetpi . Specielt erf derfor
regulær påM/Q. Heraf følger (fx ved hjælp af Slangelemmaet), at den kanoniske homomorfi
Q/fQ → M/fM er injektiv. Daq var associeret tilQ/fQ, erq også associeret tilM/fM,
som ønsket.
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(2.14) Dybde-uligheden.Ladp ⊇ q være primidealer, og antag, atq er associeret primideal
for M. Da gælder uligheden,

depthpM 6 htp/q.

Bevis.Uligheden vises ved fuldstændig induktion efterh = htp/q. Antag førsth = 0. Da
er p = q et associeret primideal forM. Følgelig er depthqM = 0. Altså gælder uligheden
(nødvendigvis som en lighed) nårh = 0.

Antag, ath > 0. Uligheden er trivielt opfyldt, hvis venstresiden er lig med 0. Antag derfor,
at depthpM > 0. Da findes ip etM-regulært elementf . Primidealetp vil nu indeholde
idealetq + (f ). Der findes derfor et primidealq′ ⊆ p som er isoleret forq + (f ). Ifølge det
foregående Lemma erq′ associeret primideal forM/fM. Yderligere erq′ ⊃ q, idetf /∈ q,
så specielt er htp/q′ < htp/q. Af Korollar (2.7) og induktion anvendt påp ⊇ q′ ogM/fM
fås derfor ulighederne,

depthpM = depthpM/fM + 1 6 htp/q′ + 1 6 htp/q.

Hermed er Dybde-uligheden bevist.
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3. Lokale Cohen–Macaulay ringe.

(3.1) Setup. I denne paragraf betegnerR betegner en lokal noethersk ring med maksimali-
dealetm ogM betegner en endeligt frembragtR-modul.

(3.2) Definition. ModulenM over den lokale ringR kaldes enCohen–Macaulay modul, hvis
depthM = dimM eller hvisM = 0.

ForM = 0 er depthM = ∞ og dimM = −∞, og altså specielt depthM 6= dimM.
HvisM 6= 0, så følger det af den sidste påstand i Sætning (2.10), anvendt medp := m, at der
gælder uligheden,

depthM 6 dimM,

og betingelsen for atM er Cohen–Macaulay er således, at lighed gælder i denne ulighed.

(3.3) Hovedsætning.Antag, atR er lokal med maksimalidealm. LadM være en Cohen–
Macaulay modul. Da gælder:

(1) For ethvert associeret primidealq for M gælder ligningendimR/q = dimM. Spe-
cielt harM ingen indlejrede primidealer.

(2) Hvis f = (f1, . . . , fr ) er enM-regulær følge im, så erM/fM en Cohen–Macaulay-
modul, og

dimM/fM = dimM − r.

(3) Er omvendtf = (f1, . . . , fr ) en følge afr elementer i maksimalidealetm således at
dimM/fM = dimM − r, så er følgenM-regulær.

Bevis.(1): Lad q være et associeret primideal forM (specielt kanM altså ikke være nul-
modulen). Da gælder ulighederne,

dimM = depthM 6 htm/q = dimR/q 6 dimM.

Den første (lighed) følger af forudsætningen omM, den anden (ulighed) er Dybde-uligheden
(2.14) anvendt medp = m, den tredie (lighed) følger af atR/q er lokal, og den sidste ulighed
følger af atq er associeret forM og derfor i støtten forM.

Af disse uligheder fremgår ligningen i (1). Den anden påstand i (1) er øjensynlig en
konsekvens af den første.

(2): Antag, atf = (f1, . . . , fr ) er enM-regulær følge im. HvisM = 0, er påstanden
triviel. Antag, atM 6= 0. Da er depthM/fM = depthM − r ifølge Korollar (2.9). Nårf1
i m erM-regulær, gælder trivielt, at dimM/f1M 6 dimM − 1. Gentagen anvendelse heraf
giver uligheden dimM/fM 6 dimM − r. Altså gælder ulighederne,

depthM/fM = depthM − r = dimM − r > dimM/fM.

For moduler forskellige fra 0 gælder altid, at dybden højst er dimensionen. I ulighederne
ovenfor gælder derfor lighed. Heraf følger begge påstande i(2).
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(3): Igen er påstanden triviel, hvisM = 0, så vi antagerM 6= 0. Hvis f tilhører
maksimalidealetm, så gælder som bekendt ulighederne,

dimM − 1 6 dimM/fM 6 dimM, (*)

og uligheden til venstre er en lighed hvis og kun hvisf ikke tilhører et af de minimale
primidealerq for M for hvilke dimR/q = dimM.

Påstanden i (3) vises ved induktion efterr. Lad(f1, . . . , fr) være en følge im således at
ligningen dimM/(f1, . . . , fr )M = dimM − r er opfyldt. Det fremgår af ulighederne (*),
at denne ligning medfører begge ligningerne,

dimM/f1M = dimM − 1, dimM ′/(f2, . . . , fr )M
′ = dimM ′ − (r − 1),

hvor M ′ = M/f1M. Af den første ligning følger, atf1 ikke tilhører de primidealerq i
støtten forM for hvilket dimR/q = dimM. Af (1) følger derfor, atf1 ikke kan tilhøre et
associeret primideal forM. Altså erf1 regulær påM. Af (2) følger så, atM ′ = M/f1M er
en Cohen–Macaulay modul. Den anden ligning medfører derfor(induktivt), at(f2, . . . , fr )

er enM ′-regulær følge. Altså er(f1, . . . , fr) enM-regulær følge.
Hermed er de tre påstande bevist.

(3.4) Definition. Den lokale ringR kaldes enCohen–Macaulay ring, hvisR somR-modul
er en Cohen–Macaulay modul, dvs hvis depthR = dimR. Det er klart for en kvotientR/a,
hvora er et ægte ideal (dvsa ⊆ m), at kvotienten er Cohen–Macaulay som ring, hvis og kun
hvis den er Cohen–Macaulay somR-modul.

(3.5) Eksempel. En lokal ring af dimension 0 (fx et legeme) er altid Cohen–Macaulay. En
lokal ring af dimension 1 er Cohen–Macaulay, hvis den er et integritetsområde. Fx er en
diskret valuationsring en Cohen–Macaulay ring.

Betragt polynomiumsringenk[X1, . . . , Xn], hvor k er et legeme. LadR være den lo-
kale ring, der fremkommer ved at lokalisere polynomiumsringen i maksimalidealetM =
(X1, . . . , Xn). Følgen(X1, . . . , Xn) er øjensynlig en regulær følge i polynomiumsringen, og
dermed også en regulær følge i maksimalidealetm i R. Altså er depthR > n. På den anden
side er det velkendt, at dimR = n. Altså erR en lokal Cohen–Macaulay ring.

(3.6) Sætning.LadM 6= 0 være en Cohen–Macaulay modul over den lokale ringR. For en
følge f = (f1, . . . , fr ) af r elementer i maksimalidealetm er følgende betingelser ækviva-
lente:

(i) Følgenf er enM-regulær følge.
(ii) Følgenf er enM-højdefølge.
(iii) htM (fR) = r.
(iv) dimM/fM = dimM − r.

Bevis.Implikationen (i)⇒(ii) følger af Sætning (2.10). Implikationen (ii)⇒(iii) følger af et
korollar til Krull’s Idealsætning.



DBD3. Lokale Cohen–Macaulay ringe 17

(iii) ⇒(iv): Betragt et primidealp i støtten forM/fM. Da gælder ulighederne,

dimM > htm/p + dimMp > htm/p + r,

idet den første ulighed følger af definitionen på Krull-dimension og den anden følger af
antagelsen i (iii). Ulighederne medfører, at der for ethvert sådant primidealp gælder htm/p 6

dimM−r. Heraf ses, at dimM/fM 6 dimM−r. Som bekendt gælderden modsatteulighed,
daM 6= 0. Følgelig gælder ligheden i (iv).

Den afsluttende implikation (iv)⇒(i) følger af Hovedsætning (3.3)(3).

(3.7) Bemærkning. Betingelserne (iii) og (iv) i Sætning (3.6) afhænger øjensynlig ikke af
rækkefølgen af elementernefi . Det følger således nårM er en Cohen–Macaulay modul
over en lokal ring, at betingelserne (i) og (ii) er invariante under permutation af følgens
elementer. Betingelsen (iv) er i øvrigt, nårM 6= 0, ækvivalent med atf er en delfølge af et
parametersystem forM.

I den efterfølgende paragraf skal vi se nærmere på Cohen–Macaulay ringe der ikke forud-
sættes at være lokale, og vi udleder en række egenskaber, deraltså specielt gælder for lokale
Cohen–Macaulay ringe.
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4. Cohen–Macaulay ringe.

(4.1) Setup. I denne paragraf betegnerR en noethersk ring, ogM betegner en endeligt
frembragtR-modul.

(4.2)Hovedsætning.Foren endeligt frembragt modulM overen noethersk ringRer følgende
betingelser ækvivalente:

(i) For alle maksimalidealerm i støtten forM erMm en Cohen-Macaulay modul over
den lokale ringRm.

(ii) For enhver følgef = (f1, . . . , fr) således athtM (fR) = r og ethvert maksimalideal
m ⊇ Rf er følgenf enMm-regulær følge.

(iii) For enhver følgef = (f1, . . . , fr) således athtM (fR) = r og ethvert primideal
p ⊇ Rf er følgenf enMp-regulær følge.

(iv) For enhver følgef = (f1, . . . , fr) således athtM(fR) = r har kvotientenM/fM
ikke indlejrede primidealer.

(v) EnhverM-højdefølge er enM-regulær følge.
(vi) For alle idealera erdepthaM = htM(a).

(vii) For alle primidealerp i støtten forM erdepthpM = dimMp.
(viii) For alle primidealerq i støtten forM og alle primidealerp ⊇ q gælder ligningen,

depthpM − depthqM = htp/q. (4.2.1)

(ix) For alle primidealerp i R erMp en Cohen-Macaulay modul over den lokale ringRp.

Bevis.Betragt en følgef = (f1, . . . , fr)medr elementer. HvisM/fM = 0, så er htM (fR) =
∞. HvisM/fM 6= 0, så gælder ifølge et korllar til Krull’s Idealsætning, at htM(fR) 6 r.
Forudsætningen htM(fR) = r, i betingelserne (ii), (iii) og (iv), er altså ækvivalent med
følgende:M/fM 6= 0 og for hvert primidealp, som omfatterf og tilhører støtten forM, er
dimMp > r.

(i)⇒(ii): Hvis m ikke tilhører støtten forM, er konklusionen i (ii) triviel. Antag derfor, at
m ∈ SuppM. I (ii) er antagelsen omf , at der for hvert primidealp ⊇ f som tilhører støtten
forM gælder uligheden dimMp > r. Dette kan specielt anvendes på primidealerp ⊆ m, og
heraf ses, at htMm

(fRm) = r. Ifølge forudsætningen (i) erMm en Cohen–Macaulay modul.
Af Sætning (3.6), anvendt på billedet iRm af følgenf , følger så, atf er enMm-regulær følge.

(ii)⇒(iii): Vælg et maksimalidealm, der omfatter det i (iii) givne primidealp. Primidealet
p svarer så til et primideal iRm, og ved lokalisering i dette primideal fremkommerMp af
Mm. Ifølge forudsætningen (ii) erf enMm regulær følger, og den lokaliserede følge iRp er
derforMp-regulær.

(iii) ⇒(iv): Antag indirekte, at der findes et indlejret primidealq for M/fM. Primidealet
q er altså associeret tilM/fM og der findes primidealerp i støtten forM/fM således at
p ⊂ q. Af den sidste egenskab følger, at dimMq > htM (fR), dvs at htM q > htM(fR).
Af denne sidste ulighed følger som bekendt, at der findes et elementf ∈ q for hvilket
htM(f , f ) > htM(fR). I (iv) er det antaget, at htM(fR) = r. Altså er htM (f , f ) > r + 1,
og her gælder lighedstegn ifølge Krull’s Idealsætning. Forudsætningen (iii) medfører derfor,
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at følgen(f , f ) erMq regulær. På den anden side erq associeret tilM/fM, og heraf følger
som bekendt at maximalidealetqRq associeret tilMq/fMq. Følgenf i qRq kan derfor ikke
udvides til en større regulær følge. Hermed er den ønskede modstrid opnået.

(iv)⇒(v): Betragt enM-højdefølge(f1, f2, . . . ). Det skal vises, fori = 1, 2, . . . , atfi er
regulær påM/(f1, . . . , fi−1)M. Ladp være et minimalt primideal forM/(f1, . . . , fi−1)M.
Af Krull’s Hovedidealsætning følger, at dimMp 6 i − 1 (endda med lighed, da følgen er en
højdefølge). Da følgen er en højdefølge, ses det, atfi /∈ p. Af forudsætningen (iv), anvendt
medr = i − 1, sluttes derfor, atfi er regulær påM/(f1, . . . , fi−1).

(v)⇒(vi): Lad a være et ideal iR. I den ønskede ligning i (vi) er begge sider∞, hvis
M/aM = 0. Antag derfor, atM/aM 6= 0, og sæth := htM a. Det er da velkendt, at der ia
findes enM-højdefølge af længdeh. Ifølge forudsætningen (v) er denne følge enM-regulær
følge. Altså er depthaM > h. Den modsatte ulighed, og dermed den ønskede lighed, følger
nu af Sætning (2.10).

(vi)⇒(vii): Dette følger umiddelbart, idet vi for primidealerp ∈ SuppM har htM p =
dimMp.

(vii)⇒(viii): Antag, atq ∈ SuppM og atp ⊇ q. Da gælder følgende uligheder:

depthqM + htp/q 6 dimMq + htp/q 6 dimMp = depthpM.

Den første følger nemlig af uligheden i Sætning (2.10) anvendt meda = q, den anden følger
af definitionen på Krull-dimension, og den sidste (lighed) følger af forudsætningen (vii).

Ulighederne medfører, at højresiden i (4.2.1) er mindre endeller lig med venstresiden.
For at vise den modsatte ulighed betragtes en maksimalM-regulær følge(f1, . . . , fq) i
q, hvor altsåq = depthqM. Følgen er da ogsåMq-regulær, og følgens længde er ifølge
forudsætningen (vii) lig med dimMq. Billedet af følgen iRq må derfor være en maksimal
Mq-regulær følge i maksimalidealetqRq. Maksimaliteten medfører, at maksimalidealetqRq

er associeret primideal forMq/(f1, . . . , fq)Mq. Heraf følger som bekendt, atq er associeret
primideal for modulenM/(f1, . . . , fq)M. Nu fås ulighederne,

depthpM = q + depthpM/(f1, . . . , fq) 6 q + htp/q,

idet den første lighed fås af Korollar (2.9) og den anden ulighed af Dybde-uligheden (2.14).
Heraf fremgår, at højresiden i (4.2.1) også er større end eller lig med venstresiden. Hermed
er ligning (4.2.1) bevist.

(viii) ⇒(ix): Lad p være et primideal iR. HvisMp = 0, er påstanden klar. Antag altså,
at p tilhører støtten forM. Der findes da et primidealq ⊆ p i støtten forM således at
dimMp = htp/q. Forudsætningen (viii) medfører derfor, at

dimMp = htp/q = depthpM − depthqM 6 depthpM 6 depthMp,

idet den sidste ulighed er triviel, jfr Bemærkning (2.11). Af Definition (3.2) fremgår nu, at
Mp er en Cohen–Macaulay modul.

(ix)⇒(i): Denne afsluttende implikation er triviel.
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(4.3) Definition. Den endeligt frembragteR-modulM kaldes enCohen–Macaulay modul,
hvis de ækvivalente betingelser i Teorem (4.2) er opfyldt. Hvis ringenR, som modul over
sig selv, er Cohen–Macaulay, kaldes ringen enCohen–Macaulay ring.

For en lokal ring fremgår det af betingelsen (4.2)(i), at definitionen stemmer overens med
Definition (3.2).

(4.4) Bemærkning. Et ideala i R siges at være ‘unmixed’, hvis alle associerede primidealer
for R/a har samme højde. Ækvivalent betyder det, atR/a ikke har indlejrede primidealer
og alle isolerede primidealer fora har samme højde. For et idealRf frembragt af en følge
f = (f1, . . . , fr) med r elementer gælder ifølge Krull’s Idealsætning, at ethvert isoleret
primideal for idealet har højde højstr. Forudsættes at ht(Rf ) = r, så har altså ethvert
isoleret primideal forRf højdenr. Betingelsen (iv) udtrykker altså, at ethvert sådant idealer
‘unmixed’, og den kaldes også ‘unmixedness’ betingelsen.

(4.5) Korollar. LadM være en Cohen–Macaulay modul. Da gælder:

(0) For alle primidealerp i støtten forM erMp en Cohen-Macaulay modul overRp og
depthpM = depthMp = dimMp.

(1) ModulenM har ingen indlejrede primidealer.
(2) Lad (f1, . . . , fr) være en følge af elementer iR således athtM (f1, . . . , fr) = r

(specielt kan følgen være enM-højdefølge, eller mere specielt enM-regulær følge).
Da erM/(f1, . . . , fr )M en Cohen–Macaulay modul.

(3) ModulenM er katernær, dvs at for enhver uforfinelig kæde af primidealer p0 ⊂ · · · ⊂
ph i støttenSuppM erh = htph/p0.

Bevis.Påstand (0) følger umiddelbart af at betingelserne (ix) og (vii) er opfyldt. Påstand (1)
følger af betingelsen (iv), anvendt medr = 0.

(2): Sætf := (f1, . . . , fr), og antag, at htM (fR) = r. Vi viser, at betingelsen (4.2)(i)
er opfyldt for kvotientenM/fM. Betragt hertil et maksimalidealm i støtten forM/fM.
Det følger af betingelsen (4.2)(ii), at følgenf er Mm-regulær. Af Hovedsætning (3.3)(2)
sluttes derfor, at kvotientenMm/fMm er Cohen–Macaulay overRm. Denne sidste kvotient
er lokaliseringen im afM/fM. Altså er betingelsen (i) opfyldt forM/fM.

(3): Denne påstand følger af ligningen (4.2.1). Antag nemlig, at følgen i (3) er uforfinelig.
Da der ikke findes primidealer mellempi−1 ogpi , er htpi/pi−1 = 1. Af (4.2.1) følger derfor,
at depthpi M − depthpi−1

M = 1. Ved addition af disse ligninger fori = 1, . . . , h følger, at
depthphM − depthp0

M = h, og fornyet anvendelse af (4.2.1) viser, at htph/p0 = h.

(4.6) Korollar. LadM være en Cohen–Macaulay modul, og antag yderligere, atM er co-
equidimensional, dvs at for alle maksimalidealerm i støtten forM erdimMm = dimM. Da
gælder:

(1) ModulenM er equidimensional, dvs opfylder, at for alle minimale primidealerq for
M erdimR/q = dimM.

(2) Lad f = (f1, . . . , fr) være en følge afr elementer iR således athtM(fR) = r. Da
erM/fM (Cohen–Macaulay og) co-equidimensional, ogdimM/fM = dimM − r.
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(3) For hvert ideala i R således atM/aM 6= 0 gælder ligningen,

htM a + dimM/aM = dimM.

Bevis.(1): Lad q være et minimalt primideal forM, og betragt et maksimalidealm ⊇ q.
PrimidealetqRm er da minimalt primideal for modulenMm. DaMm er en Cohen-Macaulay
modul overRm, følger det af Hovedsætning (3.3), at dimMm = htm/q. Altså er htm/q =
dimM. Heraf ses, at dimR/q = dimM.

(2): KvotientenM/fM er Cohen–Macaulay ifølge Korollar (4.5)(2). Ladm være et
maksimalideal i støtten forM/fM. Da betingelsen (4.2)(ii) gælder forM, er f enMm-
regulær følge. DaMm er Cohen–Macaulay ifølge (4.2)(i), følger det af Hovedsætning (3.3),
at dimMm/fMm = dimMm − r. DaM er co-equidimensional, følger det atM/fM er
co-equidimensional, af den i (2) angivne dimension.

(3): Højdenr := htM (a) er et infimum. Vælg blandt de minimale primidealer forM/aM
et primidealq således at dimMq = r. Vælg videre enM-højdefølgef = (f1, . . . , fr ) i a.
Da htM (fR) = r og dimMq = r, må primidealetq være et minimalt primideal forM/fM.
Det følger af (2) og (1), atM/fM er equidimensional, så dimR/q = dimM/fM, og videre
følger det af (2), at dimM/fM = dimM − r. Altså err + dimR/q = dimM. Heraf følger,
at r + dimM/aM > dimM, og da den modsatte ulighed er triviel, gælder den påståede
lighed.

(4.7) Bemærkning. Hvis ringenR er lokal, så er naturligvis enhverR-modul co-equidimen-
sional. I dette tilfælde svarer påstandene (4.5)(1) og (4.6)(1) til påstand (1) i Hovedsætning
(3.3), og påstand (4.6)(2) svarer til påstand (2) i Hovedsætning (3.3). Bemærk imidlertid, at
påstand (3) i Hovedsætning (3.3) i almindelighed ikke gælder, når ringen ikke er lokal. Fx
har vi i Bemærkning (1.5) betragtet polynomiumsringenR = k[X, Y, Z] og den regulære
følge(f1, f2, f3) i maksimalidealetM = (X, Y, Z). Som bekendt erR co-equidimensional
af dimension 3, og vi viser herunder, atR er en Cohen–Macaulay ring. Det er klart, at
dimR/(f1, f2, f3) = 0 (ifølge (4.6)(2), eller direkte: det er klart, at(f1, f2, f3) = M).
Men følgen(f1, f3, f2) er ikke regulær.

(4.8) Sætning.Antag, atR er en Cohen-Macaulay ring. Da er også polynomiumsringen
R[X] en Cohen-Macaulay ring.

Bevis.Betragt et maksimalidealM i R[X], og ladp := R ∩ M være kontraktionen. Det
skal vises, at den lokale ringR[X]M er en Cohen-Macaulay ring. Denne lokale ring fås ved
lokalisering afRp[X] i primidealet svarende tilM. Yderligere følger det af forudsætningen,
at Rp er en Cohen-Macaulay ring. Idet vi om fornødent erstatterR medRp kan vi derfor
antage, atR er lokal og at kontraktionenp er maksimalidealetm i R. Sæth := dimR. Det
er da velkendt, atM ⊃ m[X] og at htM = h+ 1. Yderligere erM/m[X] et maksimalideal
i polynomiumsringen(R/m)[X], og altså (daR/m er et legeme) et hovedideal frembragt af
et normeret polynomium. Specielt findes derfor iM et normeret polynomiumF .

DaR er Cohen-Macaulay, findes enR-regulær følgef = (f1, . . . , fh) i m. Det er klart,
at et regulært elementf i R, opfattet som (konstant) polynomium, er regulært iR[X] og at
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R[X]/fR[X] = (R/fR)[X]. Heraf ses, at følgenf er enR[X]-regulær følge, i idealetm[X].
Yderligere er det normerede polynomiumF regulært på kvotienten(R/fR)[X]. Følgen
(f1, . . . , fh, F ) er altså enR[X]-regulær følge iM. Ved lokalisering fås enR[X]M-regulær
følge. Heraf ses, at depthR[X]M > h + 1. Dah+ 1 = htM = dimR[X]M, følger det, at
R[X]M er en lokal Cohen-Macaulay ring.

(4.9) Korollar. Antag, atR er en Cohen-Macaulay ring. Da er også polynomiumsringen
R[X1, . . . , Xn] en Cohen-Macaulay ring. Specielt er polynomiumsringen katernær.

Bevis.Den første påstand følger af Sætningen ved induktion eftern. Den anden påstand er
en konsekvens af den første, jfr Korollar (4.5)(4).

(4.10) Lemma. LadR være et normalt integritetsområde, og ladf ∈ R \ (0). Ladp være et
associeret primideal forR/fR. Da er maksimalidealetpRp i Rp et hovedideal. Specielt er
htp = 1.

Bevis.DaR er normal, er det let at vise, at enhver lokaliseringS−1R, hvor 0 /∈ S, igen er
normal. Efter lokalisering ip kan vi derfor antage, atR er lokal og atp er maksimalidealet
i R. Ifølge antagelsen erp associeret tilR/fR. Specielt erp altså indeholdt i annullatoren
af en klasse forskellig fra 0 iR/fR. Der findes altså et elementa ∈ R så ata /∈ Rf og
pa ⊆ Rf . Af den sidste inklusion fås inklusionen,

p(a/f ) ⊆ R, (1)

hvor venstresiden a priori er en undermodul i brøklegemet for R. Det påstås, at inklusionen
er en lighed. Antag indirekte, at inklusionen er skarp. Da ervenstresiden indeholdt i mak-
simalidealetp i R, altsåp(a/f ) ⊆ p. Heraf fås successivt, atp(a/f )2 ⊆ p, p(a/f )3 ⊆ p

osv. Specielt er såp(a/f )n ⊆ R for alle n. Daf ∈ p, følger det, atf (a/f )n ⊆ R for alle
n. For allen er derfor(a/f )n indeholdt iR-modulenR(1/f ) frembragt af 1/f . Følgelig er
hele algebraenR[a/f ] indeholdt iR(1/f ). DaR er noethersk, sluttes videre, atR[a/f ] er
endeligt frembragt somR-modul. Altså era/f hel overR, og daR er antaget normal, måa
være element iRf . Dette er imidlertid i modstrid med antagelsen oma.

Vi har vist, at lighed gælder i inklusionen (1). Elementet 1 på højresiden tilhører altså
venstresiden, så vi har 1= p(a/f ), hvorp ∈ p. Det følger nu let af inklusionen i (1), at
p = Rp. Hermed er vist, atp er et hovedideal, som ønsket.

(4.11) Sætning.En ring af dimension højst0 er en Cohen–Macaulay ring. Et integritetsom-
råde af dimension1 er en Cohen–Macaulay ring. Et normalt integritetsområde afdimension
2 er en Cohen–Macaulay ring.

Bevis.Betragt en (noethersk) ringR af dimension højst 2 og et primidealp i R. Det skal
vises, jfr betingelsen (4.2)(vii), underde respective forudsætninger i de treudsagn, at ligningen
depthp R = htp er opfyldt.

Hvis htp = 0 er ligningen nødvendigvis opfyldt (og hermed er den førstepåstand bevist).
Hvis htp = 1, forudsættes atR er et integritetsområde, og så er ligningen opfyldt, idet ethvert
elementf 6= 0 i p erR-regulært.
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Antag endelig, at htp = 2. I dette tilfælde forudsættes, atR eret normalt integritetsområde.
Vælg et elementf 6= 0 i p. Da erf et R-regulært element. Af Lemma (4.10) følger,
at hvert associeret primideal forR/fR har højde 1. Specielt kanp ikke være indeholdt
i foreningsmængden af de endelig mange associerede primidealer forR/fR. Der findes
derfor et elementg ∈ p, således atg er regulær påR/fR. Følgelig er depthp R > 2, og
dermed er depthp R = htp.

(4.12) Bemærkning. Det følger af Lemma (4.10), jfr beviset for Sætning (4.11), at et
(noethersk) normalt integritetsområde opfylder betingelsen (S2), hvor betingelsen(Sk) for
k = 1, 2, . . . erSerre’s betingelse:

(Sk) depthRp > inf {k, htp} for alle primidealerp.

Det er i øvrigt værd at bemærke, at Lemma (4.10) medfører følgende resultat:

LadR være et normal integritetsområde. Da gælder i brøklegemet forR følgende lighed:

R =
⋂

htp=1

Rp. (4.12.1)

Bevis:.For en given brøkα = a/f betragtes delmængden afR:

a := {r ∈ R | rα ∈ R}.

Det er let at se, ata er et ideal iR. Øjensynlig era = R, hvis og kun hvisα ∈ R. Det
påstås for et primidealp, at a 6⊆ p, hvis og kun hvisα ∈ Rp. Er nemligα ∈ Rp, så har vi
α = b/s hvor s /∈ p; øjensynlig ers ∈ a, og følgelig era 6⊆ p. Og er omvendts ∈ a \ p, så
erα = (sα)/s en brøk iRp.

Nu bemærkes først, at venstresiden i (4.12.1) øjensynlig erindeholdt i højresiden. For at
vise ligheden betragtes en brøkα = a/f som ikke tilhørerR. Det skal vises, at der findes et
primidealp af højde 1 således atα /∈ Rp.

Det følger af definitionen påa, at for r ∈ R gælder, atra ∈ Rf hvis og kun hvisr ∈ a.
Heraf ses, at multiplikation meda definerer en injektiv homomorfiR/a →֒ R/fR. Da
α /∈ R, erR/a 6= 0. Vælg nu et associeret primidealp for R/a. Specielt er dap ⊇ a. Af
inklusionenR/a ⊆ R/fR følger, atp også er associeret tilR/fR. Af Lemma (4.10) følger,
at htp = 1. Daa ⊆ p følger det, atα /∈ Rp.

Altså harp den ønskede egenskab. Hermed er ligheden i (4.12.1) bevist.
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5. Graduerede Cohen–Macaulay ringe.

(5.1) Setup. I denne paragraf erk et legeme ogR betegner polynomiumsringenR =
k[X1, . . . , Xn]. Med N betegnes maksimalidealet(X1, . . . , Xn) i R. Polynomiumsringen
er gradueret:R =

⊕

Rn, hvorRn er vektorrummet af homogene polynomier af gradn.
MaksimalidealetN er homogent, idetN =

⊕

n>1Rn. Øjensynlig er ethvert homogent, ægte
ideal indeholdt iN. Videre betegnerM en endeligt frembragt gradueretR-modul.

Det er velkendt, atR er en Cohen–Macaulay ring af dimensionn, og yderligere, atR er
bi-equidimensional, dvs for enhver maksimal kæde af primidealer iR,

(0) = P0 ⊂ P1 ⊂ · · · ⊂ Ph,

erh = n. Specielt erR en katernær ring.

(5.2) Lemma. (1) Et ægte homogent idealP i R er et primideal, når blot betingelsen,

fg ∈ P H⇒ f ∈ P ∨ g ∈ P,

er opfyldt for homogene elementerf, g i R.
(2) Ethvert ideal, der er maksimalt blandt annullatorerneAnn(x), hvor x 6= 0 er et

homogent element iM, er et (homogent) primideal iR.

Bevis.(1): Antag, at betingelsen i (1) gælder for homogene elementer iR. Det skal vises, at
den gælder for alle elementer iR. Betragt hertil to elementerf, g, så atf /∈ P og g /∈ P.
Elementetf er summen af sine homogene ledfi . Der findes derfor homogene ledfi som
ikke tilhørerP. Ladfn være det homogene led af størst mulig grad således atfn /∈ P. Lad
tilsvarendegm være det homogene led ig af størst mulig grad således atgm /∈ P. Det følger
da af antagelsen, atfngm /∈ P. Betragt det homogene led af gradn+m i fg, altså summen
af produkter,

∑

i+j=n+m
figj .

I denne sum forekommer produktetfngm, som ikke tilhørerP. For alle de øvrige produkter
figj er enteni > n ellerj > m, så valgene afn ogm sikrer, at alle øvrige produkter tilhører
P. Heraf følger, at summen ikke tilhørerP. Leddet af gradn+m i fg tilhører altså ikkeP.
DaP er antaget homogent, følger det atfg /∈ P.

(2): Det er klart, at en annullator Ann(x) af et homogent element iM er et homogent ideal
i R. Påstanden i (2) fås nu – under brug af (1) – ved at kopiere beviset for det tilsvarende
resultat i det ikke-graduerede tilfælde.

(5.3) Sætning.Lad M være en endeligt frembragt gradueret modul. Da er alle associe-
rede primidealer (og specielt alle minimale primidealer) forM homogene. Specielt er alle
associerede primidealer indeholdt i maksimalidealetN.
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Bevis.DaR er noethersk, følger det af Lemma (5.2), at hvisM 6= 0 så findes associerede
primidealer forM, der er homogene. Altså harM en homogen undermodulM1, der (ikke-
gradueret) er isomorf med en kvotientR/P, hvorP er et homogent primideal. Ved at gentage
argumentet påM/M1 og fortsætte, ses, daM er noethersk, at der findes en endelig filtration,

(0) = M0 ⊆ M1 ⊆ · · · ⊆ Mr = M,

med homogene undermodulerMi , hvor de successive kvotienterMi/Mi−1 har formenR/Pi ,
hvorPi er et homogent primideal. Det er velkendt, at hvert associeret primideal forM må
være et afPi ’erne. Hermed er Sætningen bevist.

(5.4) Bemærkning.Som bekendt er dimM = 0, hvis og kun hvisM har endelig længde, altså
hvis og kun hvis alle minimale primidealer forM er maksimalidealer iR. Da de minimale
primidealer ifølge Sætning (5.3) er homogene og dermed indeholdt iN, indtræffer dette netop
nårN er det eneste primideal, der indeholder AnnM, altså netop når AnnM indeholder en
potens afN. Ækvivalent betyder dette, at hvertXi er nilpotent påM (eller atMn = 0 når
n ≫ 0).

(5.5) Korollar. LadM være en endeligt frembragt gradueret modul over polynomiumsringen
R = k[X1, . . . , Xn]. Da erdimM = dimMN, hvorN er det homogene maksimalideal iR.
Yderligere gælder, atM er bi-equidimensional, når blotM er equidimensional (ellerMN er
equidimensional).

Bevis.HvisM = 0, er påstandene trivielle. Antag, atM 6= 0, og betragt en maksimal kæde
i støtten forM,

P0 ⊂ P1 ⊂ · · · ⊂ Ph. (*)

I kæden erP0 et minimalt primideal forM og Ph er et maksimalideal iR. DaR er bi-
equidimensional, erh = dimR/P0. Blandt de minimale primidealer forM findes et primi-
dealP0 således at dimR/P0 = dimM. Ifølge Sætning (5.3) erP0 et homogent primideal,
og dermed indeholdt i det homogene maksimalidealN. Der findes derfor en maksimal
kæde (*), hvorPh = N. Heraf fås, at dimMN > h = dimR/P0 = dimM. Trivielt er
dimMN 6 dimM, og denne ulighed er altså en lighed.

Antag nu, atMN er equidimensional. LadP0 være et minimalt primideal forM. Da er
P0 homogent, og altså indeholdt iN, så antagelsen betyder, at der findes en kæde (*) med
Ph = N og h = dimMN. Ifølge det lige viste, erh = dimR/P0 og dimMN = dimM.
Altså er dimR/P0 = dimM. Følgelig erM equidimensional. Ligningenh = dimR/P0
for enhver maksimal kæde (*) viser nu, atM er bi-equidimensional.

Hermed er Korollaret bevist.

(5.6) Hovedsætning.LadM være en endeligt frembragt gradueret modul over polynomi-
umsringenR = k[X1, . . . , Xn]. Antag, atM er en Cohen–Macaulay modul ogM 6= 0. Da er
M bi-equidimensional. Videre er for enhver følgef = (f1, . . . , fr) af homogene elementer
af positiv grad følgende betingelser ækvivalente:

(i) Følgenf erM-regulær.
(ii) htM (fR) = r.
(iii) dim M/fM = dimM − r.
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Bevis.DaM er en Cohen–Macaulay modul er ogsåMN en Cohen–Macaulay modul over den
lokale ringRN. Af Hovedsætning (3.3) følger så, atMN er equidimensional. Af Korollar
(5.5) følger derfor, atM er bi-equidimensional.

Betragt nu en følgef = (f1, . . . , fr ) af homogene elementer af positiv grad. EnM-
regulær følge er enM-højdefølge ifølge Sætning (2.10), så specielt gælder (i)⇒(ii). Da
M er bi-equidimensional erM specielt co-equidimensional, så (ii)⇒(iii) følger af Korollar
(4.6)(2).

Endelig skal vi vise, at (iii)⇒(i). Dette vises ved induktion efterr. Vi bemærker først, at
hvisN 6= 0 er endeligt frembragt gradueretR-modul, ogf er et homogent element af positiv
grad, så gælder ulighederne,

dimN − 1 6 dimN/fN 6 dimN.

De tilsvarende uligheder gælder nemlig for moduler over en lokal ring, og vi har vist i Korollar
(5.5) at dimensionerne ikke ændres nårN erstattes medNN.

Af denne bemærkning følger, at ligningen forudsat i (iii) medfører begge ligningerne,

dimM/f1M = dimM − 1, dimM ′/(f2, . . . , fr )M
′ = dimM ′ − (r − 1),

hvorM ′ = M/f1M. Af den første ligning følger, atf1 ikke tilhører de primidealerQ i støtten
forM for hvilket dimR/Q = dimM. Nu varM equidimensional, og ifølge Korollar (4.5)(1)
harM ingen indlejrede primidealer. Altså kanf1 ikke tilhøre et associeret primideal forM.
Følgelig erf1 regulær påM. Korollar (4.5)(2) medfører så, atM ′ = M/f1M er en Cohen–
Macaulay modul. Den anden ligning ovenfor medfører derfor (induktivt), at(f2, . . . , fr) er
enM ′-regulær følge. Altså er(f1, . . . , fr) enM-regulær følge.

Hermed er ækvivalensen vist, og beviset afsluttet.

(5.7) Definition. Udover polynomiumsringenR = k[X1, . . . , Xn] betragtes polynomiums-
ringenRh := k[X0, . . . , Xn] i n+1 variable. Ladf ∈ R være et polynomium forskelligt fra
0, og ladd være graden aff . Polynomietf er en sum af sine homogene led,f =

∑

j6d fj ,
og leddetfd af højeste grad er forskelligt fra 0. Vi betegner detfmax; det er et homogent po-
lynomium af gradd. Ved det tilf hørendehomogeniseredepolynomium forstås polynomiet

f h := Xd0f0 +Xd−1
0 f1 + · · · + fd .

Polynomietf h er et homogent polynomium af gradd i ringenRh. Øjensynlig er

f h(1, X1, . . . , Xn) = f og f h(0, X1, . . . , Xn) = fmax.

(5.8) Bezout’s Sætning.Lad (f1, . . . , fn) være en følge afn ikke-konstante polynomier
i k[X1, . . . , Xn], og betragt kvotientenŴ := k[X1, . . . , Xn]/(f1, . . . , fn). Antag om de
homogene ledfmax

i , at kvotientenk[X1, . . . , Xn]/(fmax
1 , . . . , fmax

n ) har dimension0. Da er

dimk Ŵ = (degf1) · · · (degfn). (5.8.1)
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Bevis.HomomorfienRh → R, defineret vedF 7→ F(0, X1, . . . , Xn), er surjektiv med
kernen(X0). Den afbilderf hi påfmax

i , og inducerer derfor en isomorfi,

Rh/(f h1 , . . . , f
h
n , X0)

∼−→R/(fmax
1 , . . . , fmax

n ).

Ifølge forudsætningen er højresiden af dimension 0. Af Hovedsætning (5.6) fremgår derfor,
at(f h1 , . . . , f

h
n , X0) er en regulær følge iRh. Følgen(f h1 , . . . , f

h
n ) er altså en regulær følge i

Rh og i kvotientenŴh := Rh/(f h1 , . . . , f
h
n ) er billedetx0 afX0 et regulært element. Bemærk,

at kvotientenŴh er en gradueret ring ogx0 er homogen af grad 1.
Betragt nu homomorfienRh → R, defineret vedF 7→ F(1, X1, . . . , Xn). Den er surjektiv

med kernen(X0−1), og den afbilderf hi påfi . Den inducererderforen en surjektiv homomorfi
af ϕ : Ŵh → Ŵ, med kernen(x0 − 1). Ved restriktion fås for hvertj enk-lineær homomorfi,

ϕj : Ŵhj → Ŵ.

Ligningen (5.8.1) er øjensynlig en konsekvens af følgende 3påstande: (1) Billederne ved
homomorfierneϕj udgør en stigende følge af underrum iŴ og deres foreningsmængde er
heleŴ. (2) Homomorfierneϕj er injektive. (3) Nårj ≫ 0 er dimk Ŵhj konstant og lig med
højresiden i (5.8.1).

Påstand (1) er triviel: elementetx0 er homogent af grad 1 ogϕx0 = 1. Forα ∈ Ŵhj gælder
altså ligningenϕjα = ϕj+1(x0α), og den viser, at billedet afϕj er indeholdt i billedet afϕj+1.
Da homomorfienϕ : Ŵh → Ŵ er surjektiv, erŴ summen af disse billeder, og da billederne
udgør en stigende følge, erŴ lig med foreningen af billederne.

Påstand (2) vises således: Antag, at der findes et elementα 6= 0 i kernen forϕj . Elementet
α er altså et homogent element af gradj i Ŵh og der findes en ligning,

α = γ (x0 − 1),

hvor γ tilhørerŴh. Daα 6= 0 erγ 6= 0. Ladγc og γd være de homogene led af laveste og
højeste grad iγ . På ligningens højreside er det homogene led af laveste gradså−γc; dax0
er regulær iŴh, er det homogene led af højeste grad lig medγdx0. Disse to led på højresiden
har gradernec ogd+1. Da de to grader er forskellige, er dette i modstrid med at venstresiden
α er homogen.

Påstand (3) vises således: Dimensionen dimk Ŵ
h
j er, nårj ≫ 0, givet ved Hilbert-

polynomiet af kvotientenŴh = Rh/(f h1 , . . . , f
h
n ). RingenRh er polynomiumsringen i

n + 1 variable, og dens Hilbert-polynomium har derfor gradenn og multipliciteten 1. Da
følgen(f h1 , . . . , f

h
n ) er en regulær følge iRh, er det let at bestemme Hilbert-polynomiet for

kvotienten. Det bliver konstanten givet ved højresiden i (5.8.1).
Hermed er de tre påstande, og dermed ligning (5.8.1), bevist.

(5.10) Bemærkning. KvotientenŴ = R/(f1, . . . , fn) definerer som bekendt et skema
X i An. Under forudsætningen i Bezout’s sætning er dimk Ŵ specielt endelig, såX er et
endeligt skema. Af bemærkning (5.4) fremgår en række betingelser, som er ækvivalente med
forudsætningen om at dimR/(fmax

1 , . . . , fmax
n ) = 0. Uden at vi her kan gå nærmere ind på

det, skal det nævnes at denne forudsætning for Bezout’s Sætning svarer til at skemaetX ikke
har uendelige fjerne punkter.
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Regulære ringe

1. Regulære lokale ringe.

(1.1) Setup. I denne paragraf betegnerR en lokal noethersk ring med maksimalidealetm,
ogM betegner en endeligt frembragtR-modul.

(1.2) Definition. Vi minder om, at dimensionen afR er lig med det mindste antal elementer
i m som frembringer etm-primært ideal, dvs et idealq således atR/q har endelig længde.
Ifølge Nakayama’s Lemma er det minimale antal frembringerefor q lig med dimensionen af
q/mq som vektorrum over restklasselegemetk := R/m. Specielt gælder altså uligheden,

dimR 6 rk m/m2,

hvor højresiden er vektorrumsdimensionen.
Den lokale ringR siges at være enregulær lokal ring, hvis lighedstegn gælder i uligheden

ovenfor, altså hvis der findes et sæt afd = dimR elementer, der frembringer maksimalidealet
m. Et sådant sæt af elementer siges også at være etregulært parametersystemfor R.

(1.3) Observation. En lokal ringR af dimension 0 er regulær, hvis og kun hvis den er et
legeme. Da dimensionend er 0, udtrykker regularitetsbetingelsen nemlig at maksimalidealet
m kan frembringes af ingen elementer, dvs atm = (0), eller ækvivalent, atR er et legeme.

(1.4) Sætning.En lokal ringR med maksimalidealm og restklasselegemek := R/m er
regulær, hvis og kun hvis den graduerede ring

Gm(R) := R/m ⊕ m/m2 ⊕ m2/m3 ⊕ · · · ,

er gradueret isomorf med en polynomiumsringk[X1, . . . , Xd ] (nødvendigvis id = dimR

variable).

Bevis.
”
Kun hvis“: Lad (x1, . . . , xd) være et regulært parametersystem iR, hvor altsåd =

dimR og m = (x1, . . . , xd)R. Restklasserne afxi modulom2 er homogene elementer af
grad 1 iGm(R), og dissed restklasser definerer en homomorfi,

G := k[X1, . . . , Xd ] → Gm(R).

Øjensynlig er denne homomorfi surjektiv. For at vise, at den er bijektiv, antages indirekte, at
den ikke er injektiv. Kernen er da et homogent idealI =

⊕

In forskelligt fra 0 i polynomi-
umsringenG. LadF 6= 0 være et homogent polynomium iI . PolynomietF kan ikke være

29
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konstant, så gradenh afF er positiv (og specielt er altsåd > 0). DaF ∈ Ih erGn−hF ⊆ In
for allen. Nu fås forn > h vurderingen,

0 6 rk mn/mn+1
6

(

n+ d − 1

d − 1

)

−
(

n− h+ d − 1

d − 1

)

.

Vektorrummetmn/mn+1 på venstresiden er nemlig isomorft medGn/In (da homomorfien var
surjektiv), og det er derfor isomorf med en kvotient afGn/FGn−h. Rangen på venstresiden er
altså mindre end eller lig med lig med rangen afGn/FhGn−h. Den sidste rang er differensen
rkGn − rkGn−h og dermed lig med differensen på højresiden.

Det er klart, at differensen på vurderingens højreside er polynomial af grad mindre end
d − 1. Dette er i modstrid med at venstresiden ifølge teorien om Samuel-polynomier er
polynomial af grad lig med dimR − 1 = d − 1. Hermed er

”
kun hvis“ bevist.

”
hvis“: Antag, atGm er gradueret isomorf med en polynomiumsringG i r variable. Da

er specielt vektorrummetmi/mi+1 isomorft med vektorrummetGi af homogene polynomier
af gradi. Længden afR/mn, der er summen af dimensionerne afmi/mi+1 for i = 0, . . . , n,
er derfor lig med dimensionen af vektorrummet af polynomieraf grad mindre endn. Dette
sidste vektorrum har som bekendt dimensionen

(

n+r−1
r

)

. Funktionenn 7→ longR/mn er

altså lig med polynomiet
(

n+r−1
r

)

, og funktionens grad er således lig medr. På den anden
side følger det af teorien for Samuel-polynomier, at funktionens grad er dimR. Altså er
r = dimR. Dam/m2 er isomorf medG1, følger yderligere, at rkm/m2 = rkG1 = dimR.
Altså erR regulær.

(1.5) Bemærkning. Ved Samuel-polynomietfor den lokale ringR forstås polynomietχ =
χm,R, altså det polynomium, der er bestemt ved ligningen,

χ(n) = longR/mn for n ≫ 0. (1.5.1)

Som bekendt harχ gradend = dimR, og χ har formene
(

n
d

)

+ · · · + e0. Koefficienten
e = em(R) kaldesmultiplicitetenaf den lokale ringR.

Længden på højresiden i (1.5.1) fås ved at anvende summationsoperatoren6 på funktionen
n 7→ rk mn/mn+1. Hvis R er regulær, er denne sidste funktion bestemt ved isomorfien i
Sætning (1.4). Det følger, jfr beviset for Sætning (1.4), athøjresiden af (1.5.1) forn > 0 er
lig lig med

(

n+d−1
d

)

. En regulær lokal ring af dimensiond har altså funktionen
(

n+d−1
d

)

som
Samuelpolynomium, og den har specielt multipliciteten 1.

For de lokale ringe, man møder i klassisk algebraisk geometri, gælder omvendt, at hvis
multipliciteten er lig med 1, så er ringen regulær. Men detteresultat gælder ikke for generelle
(noetherske) lokale ringe.

(1.6) Korollar. En regulær lokal ring er et integritetsområde.

Bevis.Betragt den dalende følge af idealer,

R = m0 ⊇ m1 ⊇ m2 ⊇ · · · .
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Ifølge Krull’s Snitsætning er
⋂

nm
n = (0). For hvert elementa 6= 0 iR findes derfor et størst

muligt n, således ata ∈ mn. Dette tal siges også at værea’s orden. Idetn er ordenen afa,
betegnes meda∗ restklassen imn/mn+1 af a modulomn+1. Denne restklasse er et homogent
element af gradn i den graduerede ringG := Gm(R), og valget afn sikrer, ata∗ 6= 0.

For at vise, atR er et integritetsområde, skal det vises, at nul-reglen gælder i R. Hertil
betragtes to elementera 6= 0 ogb 6= 0 i R. Det skal vises, atab 6= 0. Antag, atn ogm
er ordenerne afa og b. Produktetab ligger da imn+m, og ifølge konstruktionen afG er
produktetab en repræsentant for produkteta∗b∗ i den graduerede ringG. Ifølge Sætningen
erG er polynomiumsring over et legeme. Specielt erG et integritetsområde. Da nul-reglen
således gælder iG, era∗b∗ 6= 0. Produktetab i mn repræsenterer derfor modulomn+1 en
klasse som ikke er nul-klassen. Specielt erab 6= 0.

(1.7) Korollar. Antag, atR er regulær lokal med maksimalidealm. Lad (f1, . . . , fd) være
et regulært parametersystem (hvor altsåd = dimR). Da er følgen(f1, . . . , fd) enR-regulær
følge. Yderligere gælder fori = 1, . . . , d, at idealet(f1, . . . , fi) er et primideal, og at
kvotientringen,

R := R/(f1, . . . , fi),

er en regulær lokal ring af dimensiond− i. Er omvendta ⊆ m et ideal, således at kvotienten
R = R/a er regulær, så era frembragt afi = d − dimR elementer(f1, . . . , fi), som kan
suppleres til et regulært parametersystem.

Bevis.Betragt først et regulært parametersystem(f1, . . . , fd). Frembringerenf1 kan ikke
undværes, så specielt erf1 6= 0. DaR er et integritesområde ifølge det foregående korollar, er
f1 regulær. Heraf følger, at kvotientenR := R/(f1) er af dimensiond− 1. Maksimalidealet
m i R er øjensynlig frembragt af ded − 1 restklasserf 2, . . . , f d . Følgelig erR regulær af
dimensiond − 1 og af korollar (1.6) følger, at(f1) er et primideal. Det er herefter klart, at
Korollarets to første påstande følger ved induktion efterd.

Antag omvendt, atR := R/a er regulær. Sæts := dimR. Da kan maksimalidealetm i
R frembringes af restklassernegj af s elementerg1, . . . , gs i m. Øjensynlig har vi en eksakt
følge af vektorrum overR/m:

0 - (a + m2)/m2 - m/m2 - m/m2 - 0.

Vektorrummet i midten har dimensiond og vektorrummet til højre har dimensions. De s
restklasser afgj modulom2 afbildes på en basis for vektorrummet på højresiden. Følgelig
kan disses restklasser suppleres med en basis for kernen til en basis for vektorrummet i
midten. Der findes altsåi = d − s elementerf1, . . . , fi i a, hvis restklasser modulom2 sup-
pleret med restklasserne afgj ’erne udgør en basis form/m2. Følgen(f1, . . . , fi, g1, . . . , gs)

af i + s elementer vil derfor frembringem. Da i + s = dimR, er denne følge endda et
regulært parametersystem. Ifølge valget er(f1, . . . , fi) ⊆ a, så ringenR/a er en kvoti-
ent afR/(f1, . . . , fi). Ifølge det først viste erR/(f1, . . . , fi) et integritetsområde, og af
samme dimensiond − i = s somR/a. Heraf følger, at kvotientenR/a må være lig med
R/(f1, . . . , fi), altså ata = (f1, . . . , fi).

Hermed er også den anden halvdel af korollaret bevist.



32 Regulære ringe

(1.8) Korollar. En regulær lokal ring er en Cohen-Macaulay ring.

Bevis.Påstanden følger umiddelbart af den første påstand i Korollar (1.7).

(1.9) Lemma. LadA være et integritetsområde med brøklegemetK. Hvis en brøkα i K er
hel overA, så findes et elements 6= 0 i A, således atsαp ∈ A for allep. HvisA er noethersk,
så gælder også

”
kun hvis“.

Bevis.Antag, atα er hel overA. DelalgebraenM := A[α] af K er da endeligt frembragt
somA-modul. HvisM er frembragt af endelig mange brøker, så vil en fælles nævners for
disse brøker øjensynlig opfylde, atsM ⊆ A. DaM indeholder alle potenser afα, gælder
specielt, atsαp ∈ A for allep.

Antag omvendt, atsαp ∈ A for alle p. Da er algebraenA[α] indeholdt iA-modulen
A(1/s). Den sidste modul er, somA-modul, isomorf medA. HvisA er noethersk, sluttes
derfor, at undermodulenA[α] er endeligt frembragt, og dermed atα er hel overA.

(1.10) Sætning.En regulær lokal ringR er normal.

Bevis.Antag, at den lokale ringR er regulær. Ifølge Korollar (1.6) erR et integritetsområde.
Ifølge Sætning (1.4) er den graduerede ringG = Gm(R) isomorf med en polynomiumsring
over et legeme. Specielt erG normal, da polynomiumsringen er faktoriel. Desuden erG

noethersk ifølge Hilbert’s Basissætning.
Vi viser, at normaliteten afG medfører, atR er normal. Betragt hertil en brøka/s, som

er hel overR. Det skal vises, at brøken tilhørerR, altså ata ∈ sR. Det er nok at vise for alle
n, at

a ∈ sR + mn, altså ata = sx + b hvorx ∈ R, b ∈ mn. (1)

Da vil nemlig restklassen afa i M := R/sR tilhøremnM for allen, og af Krull’s Snitsætning
følger så, at restklassen er nul, altså ata ∈ sR.

Relationen (1) vises ved induktion eftern. Den er trivielt opfyldt forn = 0. Antag, at (1)
er vist forn. Det er nok at vise, at

b ∈ sR + mn+1, (2)

thi så erb = ys + c medc ∈ mn+1, og dermeda = (x + y)s + c ∈ sR + mn+1.
Vi har antaget, atb ∈ mn. Hvis b ∈ mn+1, er (2) trivielt opfyldt. Vi antager derfor, at

b /∈ mn+1. Idet vi anvender notationen fra beviset for Korollar (1.6)harb altså ordenn. Nu
erb/s = a/s − x, og daa/s er hel overR er ogsåb/s hel overR. Af Lemma (1.9) anvendt
medA := R følger, at der findest 6= 0 iR således attbp ∈ spR for allep. Af disse ligninger
i R følger iG, att∗(b∗)p ∈ (s∗)pG for allep. DaG er noethersk, fås af den anden halvdel af
Lemma (1.9) anvendt medA := G, atb∗/s∗ er hel overG. DaG er normal følger, atb∗/s∗

tilhørerG. Altså findes et elementy 6= 0 i R således atb∗ = s∗y∗. Elementetb havde orden
n, så ligningenb∗ = s∗y∗ i G viser, atb er kongruent medsy modulomn+1. Altså er (2)
opfyldt.

Hermed er det ønskede bevist.
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(1.11) Korollar. For en lokal noethersk ringR er følgende betingelser ækvivalente:

(i) R er en diskret valuationsring.
(ii) R er regulær af dimension1.
(iii) R er et normalt integritetsområde af dimension1.

Bevis.(i)⇔(ii): Det er et velkendt resultat, at en diskret valuationsring er karakteriseret som
en noethersk lokal ring, der er et integritetsområde og ikkeet legeme, hvori maksimalidealet
er et hovedideal. Da en regulær lokal ring er et integritetsområde ifølge Korollar (1.6), følger
ækvivalensen af (i) og (ii).

(ii)⇒(iii) følger umiddelbart af Sætningen.
(iii) ⇒(i): Antag, atR er et normalt integritetsområde af dimension 1. Da dimensionen er

positiv, erm 6= (0), og da dimensionen er lig med 1, erm isoleret primideal for hovedidealet
(f ) frembragt af et vilkårligt elementf 6= 0 i m. Specielt erm associeret tilR/(f ). Heraf
følger, som det er velkendt fra kapitlet om dybde, atm er et hovedideal. Følgelig erR regulær.

Hermed er ækvivalensen bevist.

(1.12) Bemærkning. Antag, at den lokale ringR er regulær. Da gælder, atR er en faktoriel
ring (Auslander–Buchsbaum’s Sætning). Desuden gælder forhvert primidealp i R, at den
lokale ringRp er regulær. Begge disse resultater vises naturligt ved homologisk algebra. Vi
skal senere skitsere dele af et bevis for det første resultat.
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2. Regulære ringe.

(2.1) Definition. Som sædvanlig betegnerR overalt i det følgende en noethersk ring. Ringen
R siges at være enlokalt regulær ring, hvis der for alle primidealerp i R gælder, at den lokale
ringRp er regulær.

(2.2) Bemærkning. Det er et fundamentalt resultat, som vi ikke kan bevise her, at en lokal
ring, der er regulær ifølge Definition (1.2), er lokalt regulær ifølge definition ovenfor.

Heraf ses, at det i definitionen ovenfor er nok at kræve, at denlokale ringRm er regulær for
alle maksimalidealer iR. Desuden ses, at

”
lokalt“ i Definition (2.1) egentligt er overflødigt.

Vi kunne blot have sagt
”
regulær“. Det skal imidlertid understreges, at en regulær ring i

litteraturen ofte antages at have endelig Krull dimension.

(2.3) Sætning.LadR være en lokalt regulær ring. Da gælder:

(1) R er et endeligt produkt af lokalt regulære integritetsområder.
(2) R er en Cohen–Macaulay ring.

Bevis.(1) Ladq1, . . . , qr være de minimale primidealer forR. Betragt den kanoniske homo-
morfi,

R → R/q1 × · · · × R/qr .

Ladp være et primideal. De minimale primidealer forRp svarer da til deqi , som er indeholdt
i p. DaRp er et integritetsområde ifølge Korollar (1.6), følger det,at inklusionenqj ⊆ p

er opfyldt for netop étqj og at der for detteqj gælder, atqjRp = (0). Heraf ses, at den
kanoniske homomorfi efter lokalisering ip bliver bijektiv. Dap var et vilkårligt primideal,
må den kanoniske homomorfi være bijektiv. Yderligere følgerdet, at integritetsområdet
R/qj er en lokalt regulær ring, thi lokaliseresR/qj i et primidealp/qj , svarende tilp ⊇ qj ,
fremkommer den regulære lokale ringRp.

Påstanden (2) følger umiddelbart af Korollar (1.8).

(2.3) Observation.En ring af dimension 0 er som bekendt et legeme, hvis og kun hvis den er
et integritetsområde. Heraf ses, at de lokalt regulære ringe af dimension 0 netop er de ringe,
der er et endeligt produkt af legemer.

(2.4) Sætning.For et noethersk integritetsområdeR af dimension1 er følgende betingelser
ækvivalente:

(i) R er en Dedekindring.
(ii) R lokalt regulær.
(iii) R er normal.

Bevis.En Dedekindring kan som bekendt karakteriseres som et noethersk integritetsområde
R, hvori der der for ethvert maksimalidealmgælder,at den lokale ringRm er en valuationsring.
Af Korollar (1.11) følger derfor at (i)⇔(ii).

For et integritetsområdeR gælder, atR er normal, hvis og kun hvisRm er normal for alle
maksimalidealerm. Af Korollar (1.11) følger derfor at (ii)⇔(iii).
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(2.5) Sætning.LadR være et noethersk integritetsområde af dimension1. LadK betegne
brøklegemet forR, og lad legemetK ′ være en endelig udvidelse afK. Da er den hele
afslutning afR i K ′ en Dedekindring.

Bevis.Lad R′ betegne den hele afslutning afR i K ′. Da erR′ hel overR. Af Cohen–
Seidenberg’s første Sætning følger derfor, atR′ ogR har samme dimension. Altså erR′ et
integritetsområde af dimension 1. Videre erR′ normal, dvs helt afsluttet i sit brøklegeme.
Brøklegemet forR′ er nemlig indeholdt i legemetK ′ (daK ′/K er antaget endelig, gælder
faktisk atK ′ er brøklegemet forR′), så en brøk der er hel overR′ er derfor også hel overR
og dermed element iR′.

For at vise, atR′ er en Dedekindring, skal det altså vises, jfr Sætning (2.4),at R′ er
noethersk. Denne påstand fremgår af det efterfølgende resultat.

(2.6) Krull–Akizuki’s Sætning. Antag forudsætningerne i Sætning(2.5). Da vil enhver
delringT afK ′, som omfatterR, være noethersk af dimension mindre end eller lig med1.

Bevis.Det er nok at vise, at der for hvert ideala 6= (0) i T gælder, at kvotientenT /a har
endelig længde somR-modul. Heraf følger nemlig først, at i enhver stigende følge af idealer
i T ,

a1 ⊆ a2 ⊆ · · · ,
hvora1 6= (0), er antallet af skarpe inklusioner begrænset opad af longR(T /a1). Altså erT
noethersk. Videre følger det, at for hvert primidealp 6= (0) i T er kvotientenT /p af endelig
længde somT -modul, og dermed et legeme. Altså erp et maksimalideal. Følgelig harT
dimension højst 1.

Det skal vises, atT /a har endelig længde somR-modul. Indledende bemærker vi, at der
findes et elementf 6= 0 iR∩a. Betragt nemlig et elementα 6= 0 i a. Da udvidelsenK ′/K er
endelig, erα algebraisk overR. Derfindes altsåen ikke-triviel relationfnαn+· · ·+f1α+f0 =
0, hvorfi ∈ R. DaK ′ er et integritetsområde, kan vi i relationen antage, atf0 6= 0. Af
f0 = −(αn−1fn + · · · + f1)α følger, atf0 ∈ a. Altså erf := f0 det søgte element iR ∩ a.

For at vise atT /a har endelig længde somR-modul, er det nok at vise, at der findes et tall

således at enhver endeligt frembragtR-undermodul afT /a har en længde, der er mindre end
eller lig medl. Vi viser, at en sådan øvre grænse opnås med tallet,

l := |K ′:K| longR/fR.

Her er|K ′:K| rangen afK ′ som vektorrum overK. Længden longR/fR er endelig, daR
er et noethersk integritetsområde af dimension 1 ogf 6= 0.

En endeligt frembragtR-undermodul afT /a er billede af en endeligt frembragtR-un-
dermodulM ⊆ T ved den kanoniske homomorfiT → T /a. Da f ∈ a, inducerer den
kanoniske homomorfi enR-lineær homomorfiM/fM → T /a. Enhver endeligt frembragtR-
undermodul afT /a er derfor homomorft billede afM/fM for en passende endeligt frembragt
R-undermodul afT . Det er derfor nok at vise, at for enhver endeligt frembragtR-undermodul
M afK ′ gælder uligheden,

longM/fM 6 |K ′:K| longR/fR.



36 Regulære ringe

ModulenM har, som delmængde afK-vektorrummetK ′ en endelig rangr, der er mindre
end eller lig med rangen|K ′:K|. Vi viser ligheden,

longM/fM = r longR/fR. (1)

Betragt hertil iM enR-undermodulN frembragt afr elementer, der er lineært uafhængige
overK. Disse frembringere er specielt lineært uafhængige overR, såN = Rr . Yderligere
er hvert elementx i M enK-linearkombinatione af disse frembringere. Idets ∈ R er en
fælles nævner for koefficienterne i en sådan fremstilling, ses det atsx ∈ N . Kvotientmodulen
Q := M/N er derfor en torsionsmodul: hvert element iM/N annulleres af et elements 6= 0
i R. DaR har dimension 1, følger det, at kvotientenQ har endelig længde.

Betragt nu den eksakte følge,

0 - N - M - Q - 0,

og multiplikation medf i hver af de tre moduler. De to første moduler er indeholdt iK ′, og
multiplikation medf er derfor injektiv. LadfQ betegne kernen for multiplikation medf på
Q. Da gælder følgende ligheder:

longM/fM = longN/fN + longQ/fQ− longfQ = longN/fN = r longR/fR.

Den første lighed fås nemlig ved at betragte længderne af modulerne i den eksakte kerne-
kokerne følge og udnytte, at den alternerende sum af længderne er lig med 0. Den anden

lighed fås tilsvarende af den eksakte følge 0- fQ → Q -f Q - Q/fQ - 0, hvor
alle modulerne har endelig længde. Endelig følger den tredie lighed af atN = Rr .

Af disse ligheder fremgår den ønskede ligning (1). Hermed erbeviset fuldført.

(2.7) Bemærkning. I teorien for Dedekindringe anvendes Sætning (2.5) oftest itilfældet,
hvor den givne ringR selv er en Dedekindring. For mange anvendelser er det nødvendigt at
forudsætte, at den hele afslutningR′ er endeligt frembragt somR-modul. Man kan vise, at
dette er tilfældet, hvis udvidelsenK ′/K er separabel, eller hvisR er endeligt frembragt som
algebra over et legeme.

ForR = Z, hvor altsåK = Q, er legemetK ′ et såkaldt algebraisk tallegeme. Den hele
afslutningR′ består her af de hele algebraiske tal iK ′.

(2.8) Sætning.Antag, atR er lokalt regulær. Da er også polynomiumsringenR[X] lokalt
regulær.

Bevis.LadP være et primideal iR[X], og ladp := R∩P være kontraktionen. Det skal vises,
at den lokale ringR[X]P er regulær. Denne lokale ring fås ved ved at lokalisereRp[X] i det
til P svarende primideal. Vi kan derfor antage, atR er en lokal ring og atp er maksimalidealet
i R. Ladh betegne højden afp, altså dimensionen afR. DaR er antaget lokalt regulær, er
specieltR en regulær lokal ring, så der findes et regulært parametersystem, dvsh elementer
(x1, . . . , xh), der frembringerp. Der er nu to muligheder:
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Enten erP = p[X]. I dette tilfælde erP som bekendt af højdeh. Yderligere erP
frembragt af deh elementer(x1, . . . , xh). Den lokale ringR[X]P er derfor regulær.

Eller også erP ⊃ p[X]. I dette tilfælde erP som bekendt af højdeh + 1. Yderligere
svarerP til et ikke trivielt primideal i kvotienten(R/p)[X]. Denne kvotientring er polyno-
miumsringen over et legeme, så det ikke trivielle primidealer et hovedideal. Vælges iR[X]
et polynomiumf , hvis restklasse frembringer dette hovedideal, så erP er frembragt af de
h+ 1 elementer(x1, . . . , xh, f ). Den lokale ringR[X]P er derfor regulær.

(2.9) Eksempel. Polynomiumsringenk[X1, . . . , Xn], hvor k er et legeme ellerk = Z, er
lokalt regulær.
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3. Jacobi’s kriterium.

(3.1) Setup. I det følgende betragtes polynomiumsringenR = k[X1, . . . , Xn] i n variable
over et legemek. For et primidealp i R betegnes medmp maksimalidealet i lokaliseringenRp,
og medκ(p) = Rp/mp betegnes restklasselegemet. For hver brøkf i Rp betegnes medf (p)
restklassen aff modulomp. Værdienf (p) er altså element i legemetκ(p). Legemetκ(p)
er også brøklegemet for integritetsområdetR/p; hvis brøkenf specielt er et polynomium, så
erf (p) blot restklassen aff modulop.

For i = 1, . . . , n betegner∂i den partielle differentiationf 7→ ∂f/∂Xi . Afbildningerne
∂i er k-lineærederivationeri R, dvs de opfylder ligningerne,

∂i(fg) = f ∂ig + g∂if,

og de kan derfor udvides til derivationer i brøkringenRp.

(3.2) Definition. Den sammensatte afbildningf 7→ ∂if 7→ ∂if (p) inducerer ved restriktion
enRp-lineær afbildningmp → κ(p). For f ∈ Rp og g ∈ mp fås nemlig∂i(fg)(p) =
f (p)∂ig(p)+ g(p)∂if (p) = f (p)∂ig(p), idetg(p) = 0.

Da homomorfienf 7→ ∂if (p) er enRp-lineær afbildningmp → κ(p), inducerer den en
lineær afbildning af vektorrum overκ(p),

∂i(p) : mp/m
2
p → κ(p).

Med ∂(p) : mp/m
2
p → κ(p)n betegnes denκ(p)-lineære afbildning, hvisi’te koordinat er

∂i(p).
Bemærk, at rangen af vektorrummetmp/m

2
p er lig med dimensionen af den lokale ring

Rp, daRp er regulær ifølge Eksempel (2.9). Rangen er altså lig med højden af primidealet
p. Af dimensionsformlen følger, at rangen også er lig medn− tdegk(R/p).

(3.3) Lemma. Homomorfien induceret af de partielle derivationer,

∂(p) : mp/m
2
p → κ(p)n,

er injektiv, når blot en af følgende to betingelser er opfyldt:

(1) Primidealetp er et maksimalideal af formen

p = (X1 − p1, . . . , Xn − pn) hvorpi ∈ k.

(2) Legemetk er perfekt legeme, fx et legeme af karakteristik0, eller et algebraisk
afsluttet legeme, eller et endeligt legeme.

Bevis.(1) Maksimalidealet af den angivne form er kernen for homomorfienf 7→ f (p), hvor
p = (p1, . . . , pn) ∈ kn. KvotientenR/p kan altså i dette tilfælde identificeres medk, og
homomorfienf 7→ f (p) kan identificeres medf 7→ f (p).
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PolynomierneXi −pi frembringerp og dermed ogsåmp, og deres restklasser modulom2
p

er enk-basis formp/m
2
p. I denne basis er∂(p) øjensynlig givet ved enhedsmatricen. Specielt

er∂(p) injektiv.

(2) Ladxi betegne restklassen modulopafXi. Da erR/p = k[x1, . . . , xn], og afbildningen
g 7→ g(p) er blot indsættelse,g 7→ g(x1, . . . , xn), i polynomier. Kvotientenk[x1, . . . , xn] er
et integritetsområde og endeligt frembragt som algebra over k. Lad t betegne transcendens-
graden overk.

Vi udtager blandtx1, . . . , xn en transcendensbasis på følgende måde: Enten erxi ’erne
algebraisk uafhængige overk, og så udgør de den søgte transcendensbasis. Eller også findes
ikke-konstante polynomierg i R således atg(x1, . . . , xn) = 0. Vælg i dette tilfælde et sådant
polynomiumg af lavest mulig grad.

Antag først, at legemetk er af positiv karakteristikq. At legemet er perfekt betyder så,
at afbildningena 7→ aq (der jo er en injektiv ringhomomorfik → k) er bijektiv. Med
andre ord er hvert element ik en q ’te potens. Det påstås, at mindst én af de variableXi
forekommer ig med en eksponent, der ikke er delelig medq. I modsat fald ville nemlig alle
monomierXα1

1 · · ·Xαnn der forekommer ig væreq ’te potenser, og da koefficienterne ig også
er q ’te potenser, ville polynomietg være enq ’te potens,g = hq . Af 0 = g(x1, . . . , xn) =
h(x1, . . . , xn)

q ville der så følgeh(x1, . . . , xn) = 0, i modstrid med atg var valgt af minimal
grad. Efter omnummerering kan vi antage, atX1 forekommer ig med en eksponent, der ikke
er delelig medq. Det følger, at det afledede polynomium∂1g ikke er nulpolynomiet. Det
afledede polynomium har lavere grad endg, så valget afg sikrer, at∂1g(x1, . . . , xn) 6= 0.

Hvis karakteristikken afk er 0, er valget lettere. En af de variable forekommer ig, og
efter omnummerering kan vi antage, at det erX1. Det afledede polynomium∂1g er så ikke
er nul-polynomiet, og følgelig er∂1g(x1, . . . , xn) 6= 0.

Øjensynlig erx1 algebraisk overk[x2, . . . , xn]. Nu fortsættes med elementernex2, . . . , xn.
Hvis disse elementer er algebraisk uafhængige, er de den søgte transcendensbasis. I modsat
fald findes (eventuelt efter omnummerering afx2, . . . , xn) et polynomiumg2, som ikke af-
hænger afX1, således atg2(x1, x2, . . . , xn) = 0 og∂2g2(x1, x2, . . . , xn) 6= 0. Dag2 ikke
afhænger afX1 er ∂1g2 = 0.

Processen stopper efter endelig mange skridt (og omnummereringer) med et algebraisk
uafhængigt sætxh+1, . . . , xn blandtxi ’erne og polynomierg1, . . . , gh medgj (x1, . . . , xn) =
0 og ∂jgj (x1, . . . , xn) 6= 0, og således atgj ikke afhænger af de variableX1, . . . , Xj−1.
Elementernexh+1, . . . , xn udgør øjensynlig en transcendensbasis fork[x1, . . . , xn] overk.

Dagj (x1, . . . , xn) = 0, ligger følgen(g) = (g1, . . . , gh) i primidealetp, og dermed også i
mp. Betragtn×hmatricen, hvisj -te søjle er∂gj (p). De førsteh rækker udgør en (kvadratisk)
h× hmatrix. Heri stå på denj ’te plads i diagonalen elementet∂jgj (p) som er forskellig fra
0, og over dette element står∂igj (p) for i < j , som er lig med 0. Heraf ses, at matricen∂g(p)
har rangh.

Det følger, at afbildningen∂(p) : mp/m
2
p → κ(p)n mindst har rangenh. På den anden

side varn− h lig med transcendensgraden afR/p, såh er lig med rangen af vektorrummet
mp/m

2
p, jfr (3.2). Altså er afbildningen∂(p) injektiv.

Hermed er injektiviteten vist i begge tilfælde.



40 Regulære ringe

(3.4) Bemærkning. Transcendensbasen konstrueret i beviset for Sætning (3.3)under forud-
sætning af atk er perfekt er en såkaldtseparerende transcendensbasis. Af beviset fremgår
for de fundne polynomierg1, . . . , gh, at restklasserne modulem2

p er en basis formp/m
2
p.

Polynomierneg1, . . . , gh frembringer derfor maksimalidealetmp. Da h = dimRp, udgør
disse polynomier et regulært parametersystem forRp.

Forudsætningen om atk er perfekt i (3.3)(2) er nødvendig for at homomorfien∂(p) er
injektiv for ethvert primidealp. Antag nemlig, atk ikke er perfekt, og lada være et element
i k, som ikke er enq ’te potens (hvorq er karakteristikken afk). PolynomietXq − a er da et
irreducibelt polynomium, så idealetp = (Xq − a) er et maksimalideal iR := k[X]. Det er
klart, at homomorfien∂(p) : mp/m

2
p → κ(p) her er nul-homomorfien.

(3.5) Setup. I det følgende betragtes iR et sæt afs polynomierf = (f1, . . . , fs). Det
antages, atfj ∈ p. Med∂ f (p) betegnes matricen, hvisj ’te søjle er∂fj (p). Matricen kaldes
Jacobi-matricen. Den er enn× s matrix med koefficienter i legemetκ(p).

(3.6) Jacobi’s kriterium. Antag, at polynomiernef1, . . . , fs tilhører primidealetp. Betragt
kvotientenR := R/(f1, . . . , fs). Da gælderJacobi’s ulighed,

dimRp 6 dimRp − rk ∂ f (p).

Hvis lighed gælder i uligheden, så er den lokale ringRp regulær. Er den lineære afbildning
∂(p) : mp/m

2
p → κ(p)n injektiv, så gælder lighed, hvis og kun hvisRp er regulær.

Bevis.Ladmp betegne maksimalidealet iRp. Betragt følgende diagram af vektorrum over
κ(p):

0 - (f ,m2
p)/m

2
p

- mp/m
2
p

- mp/m
2
p

- 0

6f
?
∂(p)

κ(p)s -∂ f (p)
κ(p)n.

Idealet(f ,m2
p) er idealet iRp frembragt affj ’erne ogm2

p. Pilen øverst til højre er induceret
af den surjektive homomorfimp → mp. Det er klart, at diagrammets øverste række er eksakt.
Den højre pil nedad er homomorfien fra Definition (3.2). Den venstre pil opad er bestemt ved
at denj ’te basisvektor iκ(p)s afbildes på ækvivalensklassen affj modulom2

p. Øjensynlig
er denne pil er surjektiv. Det er klart, at diagrammet er kommutativt.

LadV betegne(f ,m2
p)/m

2
p. Af vektorrummenemp/m

2
p ogmp/m

2
p har det første som nævnt

rang lig med dimRp, og for rangen af det andet gælder som bekendt uligheden dimRp 6

rk mp/m
2
p. På den anden side er differensen mellem rangene af de to vektorrum lig med

rangen afV . Vi har derfor vurderingen,

dimRp 6 rk m/m2 = dimRp − rk V, (1)

og som bekendt er uligheden en lighed, hvis og kun hvisRp er regulær. På den anden
side definerer homomorfien∂(p) ved restriktion enκ(p)-lineær afbildningV → κ(p)n. Da
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homomorfienf er surjektiv, afbildesV ved ∂(p) netop på billedrummet for afbildningen
∂ f (p). Altså fås uligheden,

rk V > rk ∂ f (p), (2)

med lighed, hvis∂(p) er injektiv.
Kombination af (1) og (2) giver umiddelbart Jacobi’s Kriterium.

(3.7) Bemærkning. Resultatet i (3.6) kombineres naturligvis ofte med Lemma (3.3). Hvis
k er et perfekt legeme, eller hvisp = (X1 −p1, . . . , Xn −pn), så er den lokale ringRp altså
er regulær, hvis og kun hvis lighed gælder i Jacobi’s ulighed.

(3.8) Sætning.Antag, under forudsætningerne i(3.6), at lighed gælder i Jacobi’s ulighed,
altså atdimRp = dimRp − rk ∂f (p). Der findes da blandt de isolerede primidealer for
(f1, . . . , fs) netop ét primidealp0, således atp0 ⊆ p. Højden af primidealetp0 er lig med
rangen af matricen∂ f (p).

Lad r betegne rangen af matricen∂ f (p), og antag fx at de førster søjler i matricen,
svarende til de førster polynomierf ∗ = (f1, . . . , fr), er uafhængige over legemetκ(p).
Da findes et polynomiumh medh(p) 6= 0, således at følgende gælder:(1) De tre idealer
(f1, . . . , fr ) ⊆ (f1, . . . , fs) ⊆ p0 har samme ekstension til brøkringenR[h−1]. (2)For hvert
primidealqsåledes atq ⊇ (f ∗)ogh(q) 6= 0gælder, atq ⊇ (f )ogdimRq = dimRq−rk ∂ f (q).

Bevis.Det følger af antagelsen, at den lokale ringRp = Rp/(f )p er regulær. Specielt er
Rp/(f )p et integritetsområde. Heraf følger, at der blandt de isolerede primidealer for(f )
findes netop ét primidealp0, der er indeholdt ip, nemlig kontraktionen tilR af primidealet
(f )p i Rp. Det er klart, at højden afp/p0 er lig med dimRp, og altså ifølge forudsætningen lig
med dimRp − r. På den anden side erR en katernær ring, så højden afp/p0 er differensen
mellem højden afp og højden afp0. Højden afp er lig med dimRp, så det følger, at højden
af p0 er lig medr. Hermed er Sætningens første påstand bevist.

Betragt de tre idealer er(f ∗) ⊆ (f ) ⊆ p0. Ved lokalisering ip fås inklusionerne,

(f ∗)p ⊆ (f )p ⊆ p0Rp.

Ifølge valget afp0 er den sidste inklusion en lighed. Også den første inklusioner en lighed.
Betragt nemlig Jacobi’s ulighed for(f ∗),

dimRp/(f ∗)p 6 dimRp − rk ∂ f ∗(p).

Ifølge valget af(f ∗) er rangen på højresiden lig med rangenr af ∂ f (p). Ifølge forudsætningen
er højresiden derfor lig med dimRp/(f )p, og daRp/(f )p er en kvotient afRp/(f ∗)p, er
højresiden altså mindre end eller lig med venstresiden. Heraf ses først, at lighed gælder i
Jacobi’s ulighed ovenfor, hvorforRp/(f ∗) er regulær, og specielt et integritetsområde. Heraf
følger videre, at(f ∗)p = (f )p, idet de to kvotientringeRp/(f ∗)p og Rp/(f )p har samme
dimension og den første er et integritetsområde.

De tre idealer(f ∗) ⊆ (f ) ⊆ p0 bliver altså ens ved ekstension tilRp. Det følger(!), at de tre
idealer bliver ens ved ekstension til en brøkringR[h−1], hvorh er et passende polynomium
i komplementærmængden tilp, dvsh(p) 6= 0.
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Lad nuq ⊇ (f ∗) være et primideal, således ath(q) 6= 0. Dah ikke tilhørerq er q lig
med kontraktionen af sin ekstension tilR[h−1]. Denne ekstension indeholder ekstensionen
af (f ∗), og den sidste ekstension er ifølge det viste lig med ekstensionen afp0. Heraf følger,
at q ⊇ p0. Specielt er altsåq ⊇ (f ). Med det ovenfor bestemte polynomium gælder altså
Sætningens påstand (1) og den første påstand i (2).

Den anden påstand i (2) er ligheden dimRq − dimRq = rk ∂ f (q). Hertil bemærker vi
først, at dah ikke tilhører primidealetq, erRq en lokalisering afR[h−1]. Idealerne(f ) og
p0 har derfor samme ekstension tilRq. Heraf følger, at kvotientenRq = Rq/(f )q er lig med
Rq/p0Rq. Dimensionen afRq er derfor lig med højden afq/p0. Da polynomiumsringenR
er katernær, er htq/p0 = dimRq − htp0. Videre er htp0 = rk ∂ f (p) ifølge det først viste.
Vi udleder derfor ligningen,

dimRq − dimRq = rk ∂ f (p).

Venstresiden i denne ligning er ifølge Jacobi’s ulighed større end eller lig med rk∂ f (q), og det
er Sætningens sidste påstand, at venstresiden i denne ligning er lig med rk∂ f (q). Ækvivalent
gælder altså uligheden,

rk ∂ f (q) 6 rk ∂ f (p), (*)

og det er påstanden at lighed gælder. For at vise denne lighed, må vi være mere omhyggelige
med valget af polynomieth. Da r er rangen af matricen∂ f (p) findes i denne matrix en
r × r underdeterminant, der er forskellig fra 0. I Jacobi-matricen∂ f findes altså enr × r

underdeterminanth1, således ath1(p) 6= 0. Multiplicerer vi h medh1 ændrer vi ikke de
benyttede egenskaber vedh. Vi kan derfor antage, ath1 er divisor ih. Dah(q) 6= 0, følger
det så, ath1(q) 6= 0. Matricen∂ f (q) har altså enr × r underdeterminant forskellig fra 0, og
dens rang er derfor mindstr. Heraf sluttes, at uligheden (*) må være en lighed, og hermed
er Sætningens sidste påstand bevist.

(3.9) Bemærkning. Som bekendt definerer det givne sæt(f ) af polynomier et skemaV i An,
med koordinatringenŴ(V ) = R = R/(f ). Primidealerne iR svarer til integritetsskemaer
indeholdt iX. Specielt svarer de minimale primidealer iR, dvs de isolerede primidealer for
(f ), til komponenterne afV , og maksimalidealerne iR, dvs maksimalidealer iR som omfatter
(f ), svarer til punkterne påV . Vilkårlige primidealerp ⊇ (f ) kaldes også

”
punkter“ påV .

I Sætning (3.8) definerer tilsvarende de førster polynomier(f ∗) et skemaV ∗ ⊇ V . Hvis
h er et polynomium medh(p) 6= 0, så definerer betingelsenh(q) 6= 0 en såkaldtåben omegn
af p. Forudsætningen om at lighed gælder i Jacobi’s ulighed udtrykkes ved at sige, atV er
glat i punktetp. Sætningens indhold kan udtrykkes geometrisk som følger:

Antag, atV er glat i punktetp. Da liggerp på netop én komponentV0 afV , og dimensionen
af V0 er lig medn− rk ∂ f (p).

Desuden gælder i en åben omegn afp er V ∗ = V , og heri erV et integritetsskema af
dimensionn− r, og glat i alle sine punkter.

(3.10) Bemærkning. Antag, at legemetk er perfekt. Af Lemma (3.3) og Jacobi’s Kriterium
følger så for et primidealp ⊇ (f ), at ligningen dimRp = dimRp − rk ∂ f (p) gælder, hvis og
kun hvis den lokale ringRp er regulær.
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Antag specielt, at idealet(f ) selv er et primidealp0. Da erR = R/p0 et integritetsområde,
og den lokale ringRp0 er brøklegemet herfor. Den lokale ring er derfor regulær, afdimension
0. Af Sætning (3.8) følger nu specielt, at der findes et polynomiumh, som ikke tilhørerp0,
således at der for alle primidealerq ⊇ p0 medh /∈ q gælder, at den lokale ringRq er regulær.

(3.11) Bemærkning. Betragt tilfældet hvork = R. For maksimalidealer af formen

p = (X1 − p1, . . . , Xn − pn),

svarende til punkterp = (p1, . . . , pn) ∈ Rn, jfr Sætning (3.3), gælder, atp ⊇ (f ), hvis og
kun hvisfj (p) = 0 for j = 1, . . . , s. Sådanne primidealer svarer altså til punkterp ∈ Rn,
der tilfredsstiller ligningerne,

fj (x) = 0 for j = 1, . . . , s. (3.11.1)

Betragt nu et punktp ∈ Rn i løsningsmængden til ligningerne (3.11.1). Ladr være rangen
af Jacobi-matricen∂ f (p). Da gælder:

Sætning. Den lokale ringRp er regulær (nødvendigvis af dimensionn− r), hvis og kun hvis
løsningsmængden til ligningerne(3.11.1)i en omegn afp er en glatC∞ mangfoldighed af
dimensionn− r.

Bevis.Antag først, at den lokale ringRp er regulær. Med betegnelserne fra Sætning (3.8)
betragtes polynomieth. Betingelsenh(x) 6= 0 for punkterx i Rn bestemmer da en åben
delmængdeU afRn. Af Sætning (3.8) følger, at des ligninger (3.11.1) i den åbne delmængde
U er ensbetydende med der ligningerfj (x) = 0 for j = 1, . . . , r. Desuden har Jacobi-
matricen∂ f ∗ for disser ligninger i punktetp den maksimale rangr. Af sætningen om implicit
givne funktioner følger derfor, at løsningsmængden iU til ligningerne i en omegn afp er en
glat mangfoldighed af dimensionn− r.

Antag omvendt, at løsningsmængden til ligningerne (3.11.1) i et givet punktp er glat af
dimensionn− r. Det påstås, at den lokale ringRp så er regulær (nødvendigvis af dimension
n − r). Lad t være dimensionen afRp. Vælg først et polynomiumh medh(p) 6= 0, så
at brøkringenS := R[h−1] har samme dimensiont somRp. RingenS er somR-algebra
frembragt af billedernexi af Xi i S samt af 1/h(x1, . . . , xn). Ifølge Noether’s Normalise-
ringslemma findes iS et sæt aft algebraisk uafhængige elementery1, . . . , yt , således atS er
endeligt frembragt som modul over delringenS0 := R[y1, . . . , yt ]. Elementerneyj i S har
formen

yj = ϕj (x1, . . . , xn)

h(x1, . . . , xn)
dj
,

hvorϕj ’erne er polynomier. Højresiderne i disse ligninger definerC∞-funktioner på den åbne
delmængdeU af Rn, der er bestem ved ulighedenh(x) 6= 0. Højresiderne bestemmer altså
enC∞-afbildning

ϕ : U → R
t .
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Lad Z betegne den del af løsningsmængden til (3.11.1), som liggeri U . Det er velkendt,
hvordan restriktionenϕ : Z → Rt er bestemt ved inklusionenS0 ⊆ S: Et punktp i Z svarer
til et maksimalideal iS, og kontraktionen af dette maksimalideal tilS0 er et maksimalideal
svarende til billedpunktetq = ϕ(p). DaS er endeligt frembragt som modul overS0 følger
det specielt, at afbildningenϕ : Z → Rt har endelig fibre.

Nu var løsningsmængden ifølge antagelsen glat af dimensionn− r i en omegn afp. Der
findes altså en åben delmængdeV af Rn−r og enC∞-afbildningψ : V → Z, som afbilder
V homeomorft (og specielt injektivt) på en åben omegn iZ af punktetp. Den sammensatte
afbildningϕψ er så enC∞-afbildningV → Rt , og den har endelig fibre. Heraf følger let,
at n − r 6 t . I Jacobi’s ulighed,t 6 n − r, gælder derfor lighed, og den lokale ringRp er
derfor regulær ifølge Kriteriet.

Hermed er også det omvendte eftervist.

(3.12) Eksempel. Betragt forn = 2 polynomiumsringenR = k[X, Y ] og polynomiet
f = Y 2 − X2(X + 1). Øjensynlig erf et irreducibelt polynomium, og idealet(f ) er
altså et primidealp0. KvotientenR = R/(f ) er altså et integritetsområde, af dimension 1.
Jacobimatricen∂f er søjlen med koordinaterne−(3X2 + 2X) og 2Y . Betragt et primideal
p ⊇ (f ), og ladx ogy betegne billederne afX ogY i R/p. Da er

y2 = x2(x + 1), og∂f (p) =
(

−(3x2 + 2x)
2y

)

Betragt først tilfældet, hvorx = 0. Her følger det af ligningen, at ogsåy = 0. At x = y = 0
betyder imidlertid, atX ogY tilhørerp, og så måp være maksimalidealet(X, Y ) i R. Dette
p svarer til punktet(0, 0) i k2, jfr Lemma (3.3)(1). Den lokale ringRp har her dimension 1,
og matricen∂f (p) er øjensynlig 0, og altså af rang 0. Der gælder altså ikke lighed i Jacobi’s
ulighed. Altså er den den lokale ringRp ikke regulær, jfr Bemærkning (3.10).

Betragt dernæst tilfældetx 6= 0. Her får søjlen∂f (p) rangen 1. Hvis nemlig 2y 6= 0, dvs
hvisy 6= 0 og karakteristikken ikke er 2, er dette klart. Hvisy = 0, så følger det af ligningen
(idetx 6= 0), atx = −1, og så er 3x2 + 2x = 1 6= 0. Og endelig, hvis karakteristikken er 2,
så er 3x2 + 2x = x2 6= 0. Af Jacobi’s kriterium følger derfor, atRp er regulær.

En tilsvarende undersøgelse kan udføres med polynomiernef = Y 2 − X3 og f =
Y 2 −X(X − 1)(X + 1).

(3.13) Eksempel. Betragt forn = 3 og R = R[X, Y, Z] de to polynomier(f1, f2) =
(XY,XZ). MængdenL af punkter(x, y, z) i R3, der opfylder ligningernexy = xz = 0, er
øjensynlig foreningsmængden afx-aksen (y = z = 0) ogyz-planen (x = 0). Jacobi-matricen
er

∂f =
(

y z

x 0
0 x

)

.

Punkteto = (0, 0, 0) er øjensynlig singulært. [Det svarer til maksimalidealeto = (X, Y, Z)

i R. Idealet(f ) er øjensynlig fællesmængden af primidealerne(X) og(Y, Z), så disse primi-
dealer svarer til de to minimale primidealer iR. Da begge disse primidealer er indeholdt io,
erRo ikke engang et integritetsområde.]
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Betragt et punktp 6= o påx-aksen. Heri har Jacobi-matricen rangen 2 (dax 6= 0), ogL er
glat af dimension 1 nærp. Altså erRp regulær af dimension 1.

Betragt dernæst et punktp 6= o i yz-planen. Heri har Jacobi-matricen rangen 1 (da enten
y 6= 0 ellerz 6= 0), ogL er glat af dimension 2 nærp. Altså erRp regulær af dimension 2.
Bemærk, at punktetp her i en vis forstand er singulært for Jacobi-matricen. Ip er rangen lig
med 1, men i en omegn afp er rangen lig med 2 næsten overalt. Det er således ikke kun ved
at se på Jacobi-matricen, at man kan indse, atL nærp er glat af dimension 2.
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Lidt om algebraisk geometri
I dette kapitel betegnerk et fast grundlegeme. Svarende til et fast taln > 1 betragtes
mængden af punkter ikn, dvsn-sætp = (p1, . . . , pn)medpi ∈ k, og ringenk[X1, . . . , Xn]
af polynomier in variable.

1. Affine mangfoldigheder.

(1.1) Definition. Ved indsættelse af et punktp = (p1, . . . , pn) i et polynomiumF frem-
kommer værdienF(p) = F(p1, . . . , pn). Hvis F(p) = 0, så kaldesp et nulpunktfor F ,
ogF siges atforsvindei punktetp. For hver mængdeF af polynomier betegnes medV(F)
mængden af fælles nulpunkter for polynomierne iF. Med andre ord erV(F) delmængden af
kn bestående af de punkterp for hvilkeF(p) = 0 for alle polynomierF ∈ F.

En delmængdeV afkn, der har formenV(F) for en delmængdeF afk[X1, . . . , Xn], kaldes
en (affin)(algebraisk) mangfoldighed. Den siges også at være bestemt ved mængdenF, eller
ved ligningerneF = 0 for F ∈ F.

(1.2) Observation. Enhver mangfoldighed ikn kan beskrives som mængden af fælles nul-
punkter for polynomierne i et ideal iR = k[X1, . . . , Xn]. Lad nemligF være en mængde af
polynomier. Da udgør de polynomier, der kan skrives på formenG1F1 + · · · +GlFl , hvor
Gi ∈ R ogFi ∈ F, et idealI, og det er klart, atV(I) = V(F).

Enhver mangfoldighed ikn kan beskrives som mængden af fælles nulpunkter for endelig
mange polynomier. Ifølge Hilbert’s Basissætning er nemlighvert idealI i R frembragt af
endelig mange polynomierF1, . . . , Fr , og så følger det, atV(I) = V(F1, . . . , Fr).

(1.3) Definition. For hver delmængdeU af kn betegnes medI(U) idealet af polynomier,
der forsvinder i alle punkter afU . Med andre ord erI(U) delmængden afk[X1, . . . , Xn]
bestående af de polynomierF for hvilke F(p) = 0 for alle punkterp ∈ U . Det er klart, at
den beskrevne mængde af polynomier udgør et ideal i polynomiumsringen.

Et ideal ik[X1, . . . , Xn], der er af formenI(U) for en passende delmængdeU af kn, vil
vi kalde etgeometrisk ideal.

(1.4) Observation.For en delmængdeU bestående af et enkelt punktp består idealetI(p) af
de polynomier der forsvinder ip. IdealetI(p) er med andre ord kernen for ringhomomorfien
k[X1, . . . , Xn] → k defineret vedF 7→ F(p). Denne ringhomomorfi er surjektiv, så den
tilsvarende kvotientring (af polynomier modulo kernen), er isomorf medk. Dak er et legeme,
følger det, at idealetI(p) er et maximalideal ik[X1, . . . , Xn]. Det er velkendt, og let at vise,
at idealet netop er maksimalidealet,

Mp = (X1 − p1, . . . , Xn − pn),

47
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frembragt af polynomierneXi − pi for i = 1, . . . , n.
Heraf fås en beskrivelse afI(U) for enhver delmængdeU af kn: DaF(p) = 0, hvis og

kun hvisF ∈ Mp, gælder ligningen,

I(U) =
⋂

p∈U
Mp.

Specielt ses, at de geometriske idealer ik[X1, . . . , Xn] netop er de idealer, der er en fælles-
mængde af maksimalidealer af formenMp.

(1.5) Sætning.AfbildningerneV og I, defineret på henholdsvis delmængderF af R =
k[X1, . . . , Xn] og delmængderU af kn, har følgende egenskaber:

V(∪Fα) = ∩V(Fα), I(∪Uα) = ∩I(Uα), (1.5.1)

F ⊇ F′ ⇒ V(F) ⊆ V(F′), U ⊇ U ′ ⇒ I(U) ⊆ I(U ′), (1.5.2)

U ⊆ V(I(U)), F ⊆ I(V(F)), (1.5.3)

U ⊆ V(F) ⇔ I(U) ⊇ F, (1.5.4)

V(I(V(F))) = V(F), I(V(I(U))) = I(U), (1.5.5)

V(F·F′) = V(F) ∪ V(F′), (1.5.6)

V(R) = ∅, I(∅) = R, (1.5.7)

V(0) = kn, I(kn) = (0), (1.5.8)

hvor den sidste ligning dog forudsætter, at legemetk er uendeligt.

Bevis.Egenskaberne i (1.5.1), (1.5.2), (1.5.3) og (1.5.4) følgerumiddelbart af definitionerne.
Ligningerne (1.5.5) indses således: LadF være en delmængde afk[X1, . . . , Xn]. Anvend

den første egenskab i (1.5.2) på den anden inklusion i (1.5.3). Det følger, atV(I(V(F))) ⊆
V(F). Her gælder også den omvendte inklusion, hvilket indses vedat anvende den første
inklusion i (1.5.3) påU := V(F). Altså gælder den første ligning i (1.5.5). Den anden
ligning indses analogt.

I (1.5.6) betegner produktetF · F′ delmængden bestående af alle produkterFF ′, hvor
F ∈ F og F ′ ∈ F′. Det er klart, at(FF ′)(p) = 0, hvis og kun hvisF(p) = 0 eller
F ′(p) = 0. Heraf følger ligningen i (1.5.6). Ligningerne i (1.5.7) og den første ligning i
(1.5.8) gælder trivielt.

Betragt nu den anden ligning i (1.5.8), og antag, atk har uendelig mange elementer. Det
påstås, at hvisF er et polynomium, således atF(p) = 0 for alle punkterp ∈ kn, så erF = 0.
Denne påstand vises ved induktion eftern. Forn = 1 erF et polynomium i én variabel, som
har hvert elementp ∈ k som rod. Dak har uendelig mange elementer, harF altså uendeligt
mange rødder. Heraf følger, atF = 0.

Antag, atn > 1 og at påstanden gælder for polynomier in− 1 variable. Idet leddene iF
ordnes efter potenser afXn fås en fremstilling,

F = FN (X1, . . . , Xn−1)X
N
n + FN−1(X1, . . . , Xn−1)X

N−1
n + · · · + F0(X1, . . . , Xn−1),
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hvor Fi ’erne er polynomier i de variableX1, . . . , Xn−1. Ved indsættelse af et vilkårligt
(n − 1)-sætp′ = (p1, . . . , pn−1) for disse variable, fås følgende polynomium i den ene
variabelXn:

F(p′, Xn) = FN (p
′)XNn + FN−1(p

′)XN−1
n + · · · + F0(p

′).

Ifølge antagelsen vil dette polynomium forsvinde ved indsættelse af enhver værdipn forXn.
Af det lige viste forn = 1 følger derfor, at dette sidste polynomium er nulpolynomiet. Hver af
koefficienterneFi(p′)er altså lig med 0. Her varp′ = (p1, . . . , pn−1)et vilkårligt(n−1)-sæt.
PolynomietFi forsvinder således i ethvert punktp′ af kn−1. Af induktionsforudsætningen
følger derfor, atFi er nulpolynomiet. Følgelig erF = 0.

(1.6) Korollar. (1)Endelig foreningsmængde og vilkårlig fællesmængde af mangfoldigheder
er igen mangfoldigheder. Den tomme mængde∅ og helekn er mangfoldigheder. HvisI og
J er idealer af polynomier, da er

V(I ∩ J) = V(IJ) = V(I) ∪ V(J),

V(I + J) = V(I) ∩ V(J).

(2) En vilkårlig fællesmængde af geometriske idealer er igen etgeometrisk ideal. Polynomi-
umsringenk[X1, . . . , Xn] er et geometrisk ideal. Idealet(0) er geometrisk, hvis legemetk
er uendeligt.

Bevis.(1) De første påstande følger umiddelbart af ligningerne i Sætning (1.5). De første
ligninger ses således: Som bekendt erI ∩ J ⊇ IJ, og produktetIJ af idealer omfatter
produktetI·J af mængder. Af relationerne i Sætning (1.5) fås derfor følgende kæde af
inklusioner,

V(I ∩ J) ⊆ V(IJ) ⊆ V(I·J) = V(I) ∪ V(J).

På den anden side erI∩ J ⊆ I, og heraf følger, atV(I) ⊆ V(I∩ J). En tilsvarende relation
fås forJ, og så følger det, atV(I) ∪ V(J) ⊆ V(I ∩ J). Heraf sluttes, at alle inklusionerne i
kæden ovenfor må være ligheder. Altså gælder de første ligninger i (1). Den sidste ligning i
(1) gælder trivielt.

(2) Påstandene følger umiddelbart af sætningen.

(1.7) Sætning.AfbildningerneV og I definerer en bijektiv forbindelse mellem på den ene
side mangfoldighederne ikn og på den anden side de geometriske idealer ik[X1, . . . , Xn].
Den bijektive forbindelse vender inklusioner, og endelig forening af mangfoldigheder svarer
til endelig fællesmængde af geometriske idealer. For hver mangfoldighedV erV(I(V )) = V

og for hvert geometrisk idealI erI(V(I)) = I.

Bevis.MangfoldighederneV er delmængderne af formenV = V(F). LigningenV(I(V )) =
V for mangfoldigheder følger derfor umiddelbart af den første ligning i (1.5.5). Tilsvarende
følger ligningenI(V(I)) = I for geometriske idealer af den anden ligning i (1.5.5). Af deto
ligninger følger, atV og I er

”
hinandens inverse“ på de to anførte mængder. De resterende

påstande følger nu umiddelbart.
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(1.8) Korollar. LadU være en vilkårlig delmængde afkn. Da er mangfoldighedenW :=
V(I(U)) den mindste mangfoldighed, der indeholderU , ogI(W) = I(U).

Bevis.Lad V være en mangfoldighed, og sætI := I(V ). Det følger af Sætningen, at
V = V(I). Af (1.5.4) følger derfor, atV ⊇ U , hvis og kun hvisI ⊆ I(U). Den sidste
betingelse er, ifølge Sætningen, ensbetydende med atV ⊇ W . Den søgte ligning følger
umiddelbart af den anden ligning i (1.5.5).

(1.9) Korollar. Den nedstigende kædes egenskab gælder for mangfoldighederne i kn. Med
andre ord: I enhver uendelig kæde af mangfoldigheder,

V1 ⊇ V2 ⊇ V3 ⊇ · · · ,

gælder lighedstegnet fra et vist trin. Og ækvivalent: I enhver ikke-tom mængdeS af mang-
foldigheder findes en mangfoldighed, der er minimal blandt mangfoldighederne iS.

Bevis.Ifølge Sætning (1.7) svarer påstandene om mangfoldighedertil tilsvarende påstande
om (visse) idealer ik[X1, . . . , Xn]. Da ringenk[X1, . . . , Xn] er noethersk ifølge Hilbert’s
Basissætning, gælder påstandene.

(1.10) Definition. Lad V være en mangfoldighed. Hvert polynomiumF definerer da en
polynomiumsfunktionFV : V → k, nemlig afbildningen bestemt ved

FV (p) = F(p) for p ∈ V.

Polynomiumsfunktionerne påV udgør øjensynlig en ring, endda enk-algebra. Den beteg-
nesŴ(V ). Specielle polynomiumsfunktioner påV er den koordinatfunktioner påV , dvs
funktionerne,

vi : p 7→ pi for p ∈ V.

Afbildningen F 7→ FV , der til et polynomiumF lader svare den tilhørende polynomi-
umsfunktionFV , er en surjektivk-lineær ringhomorfik[X1, . . . , Xn] → Ŵ(V ). Ved denne
homomorfi afbildes polynomietXi på koordinatfunktionenvi . Somk-algebra erŴ(V ) derfor
frembragt af den koordinatfunktionervi ,

Ŵ(V ) = k[v1, . . . , vn].

RingenŴ(V ) af polynomiumsfunktioner påV kaldes ogsåkoordinatringen forV .

(1.11) Observation. LadV være en mangfoldighed. Øjensynlig forsvinder et polynomium
F i alle punkterp ∈ V , hvis og kun hvis funktionenFV er nul-funktionen. IdealetI(V )
er altså kernen for homomorfienF 7→ FV , og homomorfiens billede er netop ringen af
polynomiumsfunktioner påV . Isomorfisætningen for ringe bestemmer derfor en naturlig
isomorfi,

k[X1, . . . , Xn]/I(V )
∼−→Ŵ(V ) . (1.11.1)

Ved denne isomorfi svarer restklassenX̂i til koordinatfunktionenvi .
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(1.12) Korollar. LadV ogW være mangfoldigheder ikn således atW ⊂ V . Da findes en
polynomiumsfunktion påV , som ikke er nul-funktionen og som forsvinder påW .

Bevis.Det følger af den bijektive forbindelse i Sætning (1.7), atI(V ) ⊂ I(W). Vælg et
polynomiumF , der tilhørerI(W), men ikkeI(V ). DaF /∈ I(V ) erFV ikke nul-funktionen.
DaF ∈ I(W), er restriktionenFW nul-funktionen påW .

(1.13) Definition. En mangfoldighedV kaldesreducibel, hvisV er den tomme mangfoldig-
hed ellerV kan skrives som en foreningsmængde,V = V1 ∪ V2, af to mangfoldigheder, der
begge er ægte indeholdt iV . En irreducibelmangfoldighed, dvs en mangfoldighed der ikke
er reducibel, kaldes også envarietet.

(1.14) Sætning.For en mangfoldighedV er følgende betingelser ækvivalente:

(i) MangfoldighedenV er irreducibel.
(ii) IdealetI(V ) er et primideal ik[X1, . . . , Xn].
(iii) KoordinatringenŴ(V ) er et integritetsområde.

Bevis.Dak[X1, . . . , Xn]/I(V )
∼−→Ŵ(V ), jfr (1.11.1), følger det umiddelbart, at (ii) og (iii)

er ensbetydende.
(i) ⇒ (iii): Ringen Ŵ(V ) er ikke nul-ringen, thi ringenŴ(V ) er nul-ringen, hvis og kun

hvis 1∈ I(V ), og dette gælder kun nårV = ∅.
Det skal videre vises, at nulreglen gælder iŴ(V ). Antag altså, atf1 ogf2 er polynomi-

umsfunktioner påV og at produktetf1f2 er nul-funktionen. LadVi betegne delmængden
bestående af de punkterp i V , hvor fi(p) = 0. Da erVi en mangfoldighed. Funktionen
fi er nemlig af formenfi = (Fi)V , hvorFi er et polynomium, ogV er mængden af fælles
nulpunkter for en mængdeF af polynomier, og så erVi øjensynlig mængden af fælles nul-
punkter for mængdenF∪{Fi}. Videre erV = V1 ∪V2, da produktetf1f2 er nul-funktionen.
Da V er antaget irreducibel, følger det, atV er lig med et afVi ’erne. AtV = Vi betyder
netop, atfi(p) = 0 for allep ∈ V , altså atfi er nul-funktionen. Altså er et affi ’erne lig
med 0. Hermed er nul-reglen forŴ(V ) eftervist.

(iii) ⇒ (i): MangfoldighedenV er ikke tom, thi da et integritetsområde ikke er nul-ringen,
er funktionerne 1 og 0 forskellige funktioner påV .

Antag videre, atV = V1 ∪V2 er en foreningsmængde af mangfoldigheder. Det skal vises,
at et afVi ’erne er lig medV . Antag, indirekte, atVi ⊂ V for i = 1, 2. Det følger da af
Korollar (1.12), at der findes polynomiumsfunktionerfi 6= 0, så atfi er nul-funktionen på
Vi . DaV = V1 ∪ V2 følger det, at produktfunktionenf1f2 er lig med 0. Men dette er den
ønskede modstrid, idet nul-reglen gælder i integritetsområdetŴ(V ).

(1.15) Sætning.Enhver mangfoldighedV i kn har en fremstilling som en endelig forening
af irreducible mangfoldigheder,

V = V1 ∪ · · · ∪ Vr . (1.15.1)

For en sådan fremstilling gælder, at hvisW er en irreducibel mangfoldighed indeholdt iV ,
da erW indeholdt i et afVi ’erne.
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Bevis.Eksistensen af fremstillingen vises ved en såkaldt noethersk induktion. Beviset er
indirekte: Antag, at der findes mangfoldigheder, der ikke eren endelig foreningsmængde af
irreducible mangfoldigheder. MængdenS af sådanne mangfoldigheder er da ikke-tom. Ifølge
Korollar (1.9) findes da en mangfoldighedV i S, der er minimal blandt mangfoldighederne i
S. DaV ∈ S, kanV specielt ikke selv være irreducibel. Desuden erV 6= ∅, da den tomme
mangfoldighed har en fremstilling af den ønskede form (nemlig som en forening af ingen
irreducible mangfoldigheder). DaV er reducibel og ikke-tom, erV en foreningsmængde,
V = V ′ ∪ V ′′, af mangfoldigheder, der begge er strengt indeholdt iV . DaV ′ ⊂ V ogV er
minimal i mængdenS, kanV ′ ikke tilhøreS. Altså erV ′ en endelig forening af irreducible
mangfoldigheder. Tilsvarede erV ′′ en endelig forening af irreducible mangfoldigheder. Men
så er ogsåV = V ′ ∪ V ′′ en endelig forening af irreducible mangfoldigheder, i modstrid med
atV var element iS. Hermed er eksistensen af fremstillingen bevist.

Betragt nu en fremstilling (1.15.1), og ladW ⊆ V være en irreducibel mangfoldighed.
DaW ⊆ V fås følgende ligning,

W = (W ∩ V1) ∪ · · · ∪ (W ∩ Vr ).

DaW er irreducibel, følger det af ligningen, atW er lig med en af mangfoldighederneW ∩Vi
på ligningens højreside. AfW = W ∩ Vi følgerW ⊆ Vi , som ønsket.

(1.16) Definition. Lad V være en mangfoldighed, og betragt en fremstilling (1.15.1). I
denne fremstilling kan man bortkaste hvertVi , der er indeholdt i et af de øvrige. Det følger af
Sætning (1.15), at de tiloversblevneVi ’er netop er de maksimale blandt de mangfoldigheder,
der er irreducible og indeholdt iV . De kaldes også forV ’s komponenter. Den fremstilling
af V , der fremkommer når overflødigeVi ’er bortkastes, er entydig, idet de tiloversblevne
Vi ’erne netop erV ’s komponenter.
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2. Morfier.

(2.1) Definition. LadV være en mangfoldighed ikn og ladW være en mangfoldighed ikm.
En afbildningg : W → V , der er af formen,

g(q) = (G1(q), . . . , Gn(q)) for q ∈ W,
hvorGi ’erne er polynomier im variable, siges at være enalgebraisk afbildning, eller at være
enmorfifraW til V . Betingelsen er, at afbildningensn koordinatfunktioner, dvs funktionerne
gi(q) = Gi(q) for i = 1, . . . , n, er polynomiumsfunktioner påW og at afbildningen ind ikn

bestemt ved disse koordinatfunktioner afbilder ind i delmængdenV ⊆ kn.
For en morfig er billedmængdengW sædvanligvis ikke en mangfoldighed ikn. Den

mindste mangfoldighed ikn, som indeholder billedmængden, jfr Korollar (1.8), kaldesbil-
ledmangfoldigheden, og betegnesgW .

(2.2) Observation. De n koordinatfunktionervi påV er polynomiumsfunktionerV → k,
og de er netop koordinaterne for inklusionsafbildningenV → kn. Inklusionsafbildningen er
altså en morfi. Mere generelt følger det, at hvisV er indeholdt i en mangfoldighedV ′, så er
inklusionsafbildningenV → V ′ en morfi.

(2.3) Sætning.Lad W være en mangfoldighed ikm, og ladg : W → kn være morfien
svarende til et sæt afn polynomiumsfunktionerg1, . . . , gn påW . Da gælder:

(1) For hver mangfoldighedV i kn er originalmængdeng−1(V ) en mangfoldighed.
(2) IdealetI(gW) af polynomier, der forsvinder på billedmangfoldighedengW , består af

de polynomierF i k[X1, . . . , Xn], som opfylder ligningen,

F(g1, . . . , gn) = 0. (∗)

(3) LadV være en mangfoldighed ikn bestemt ved delmængdenF af k[X1, . . . , Xn]. Da
erg en morfiW → V , hvis og kun hvis ligningen(∗) gælder for alleF i F.

Bevis.(1) Afbildningens koordinatfunktioner er polynomiumsfunktioner påW ,dvs af formen
gi = (Gi)W , hvorGi ’erne er polynomier im variable. Antag nu, atV er bestemt ved
mængdenF af polynomier ik[X1, . . . , Xn]. Et punktq i W vil da tilhøre originalmængden
g−1(V ), hvis og kun hvis der for billedpunktetg(q) gælder, atF(g(q)) = 0 for alleF ∈ F.
FunktionsværdienF(g(q)) fås øjensynlig ved at indsætteq i polynomietF(G1, . . . , Gn).
De fælles nulpunkter for polynomierne af denne form, forF ∈ F, udgør en mangfoldighed
i km. Da originalmængdeng−1(V ) er fællesmængden af denne mangfoldighed ogW , er
originalmængden en mangfoldighed.

(2) IdealetI(gW) for billedmangfoldigheden er ifølge Korollar (1.8) netop lig med idealet
af polynomier, der forsvinder på billedmængdengW . Det påstås altså, at ligningen (∗) er
opfyldt, hvis og kun hvisF forsvinder på billedmængdengW . Venstresiden i ligningen (∗)
er element iŴ(W), altså en polynomiumsfunktion påW . Det er klart, at denne funktions
værdi i punktetq netop fås ved indsættelse afg(q) i polynomietF . Heraf følger påstanden
umiddelbart.

(3) Antag, atV = V(F). At g definerer en morfiW → V betyder at billedmængdengW
er indeholdt iV . Af egenskaben (1.5.3) følger, atg(W) ⊆ V , hvis og kun hvisF ⊆ I(g(W)).
Påstanden følger derfor umiddelbart af (2).



54 Lidt om algebraisk geometri

(2.4) Definition. Lad g : W → V være en morfi. Det følger umiddelbart af definitionen,
at hvisf : V → k er en polynomiumsfunktion påV , så er den sammensatte afbildning
fg en polynomiumsfunktion påW . Morfieng inducerer altså en homomorfi afk-algebraer
θ : Ŵ(V ) → Ŵ(W), kaldet denassocierede homomorfi.

Hvis vi er deni’te koordinatfunktion påV , jfr Definition (1.10), så ervig øjensynlig den
i’te koordinatfunktion for morfieng. Homomorfienθ afbilder altsåvi på funktionengi .

(2.5) Korollar. Afbildningen, der til hver morfig : W → V knytter den associerede homo-
morfi afk-algebraerθ : Ŵ(V ) → Ŵ(W), er bijektiv.

Bevis.RingenŴ(V ) af polynomiumsfunktioner påV er frembragt somk-algebra af koordi-
natfunktionernevi ,

Ŵ(V ) = k[v1, . . . , vn].

Heraf ses, at en homomorfiθ af k-algebraer fraŴ(V ) til Ŵ(W) er helt bestemt ved sættet af
billeder,gi = θ(vi) for i = 1, . . . , n. Dette sæt af billeder kan ikke foreskrives vilkårligt; af
isomorfien (1.11.1) ses, at et foreskrevet sætg1, . . . , gn af billeder definerer en homomorfi
af k-algebraer, hvis og kun hvis følgende betingelse er opfyldt:

F(g1, . . . , gn) = 0 for alleF ∈ I(V ). (∗)

På den anden side svarer sæt afn polynomiumsfunktionerg1, . . . , gn påW til morfierW →
kn. Et sådant sæt definerer en morfiW → V , hvis og kun hvis afbildningenW → kn afbilder
ind i V . DaV = V(I(V )) følger det af Sætning (2.3)(3), at afbildningen afbilder ind i V ,
hvis og kun hvis betingelsen (∗) er opfyldt.

Hermed er den bijektive forbindelse etableret.

(2.6) Bemærkning. Det er klart, at den bijektive forbindelse mellem morfier af mangfol-
digheder og homomorfier afk-algebraer respekterer sammensætning: Erg′ : V → V ′ endnu
en morfi, svarende til algebrahomomorfienθ ′ : Ŵ(V ′) → Ŵ(V ), så svarer den sammensatte
morfi g′g : W → V ′ til den sammensatte homomorfiθθ ′ : Ŵ(V ′) → Ŵ(W).

En morfi g : W → V kaldes enisomorfi, hvis der findes en morfiψ : V → W , som
opfylder atgψ = 1V ogψg = 1W . Det er klart, atg er en isomorfi, hvis og kun hvisg er
bijektiv og den inverse afbildningg−1 igen er en morfi. Det følger af Sætningen, at morfien
g er en isomorfi, hvis og kun hvis den tilhørende homomorfi afk-algebraer er en isomorfi
(dvs bijektiv).

(2.7) Bemærkning. Lad g : W → V være en morfi af mangfoldigheder. Betragt billedet
for den tilhørende homomorfi afk-algebraerθ : Ŵ(V ) → Ŵ(W). Billedet ændres ikke nårθ
sammensættes med den surjektive homomorfik[X1, . . . , Xn] → Ŵ(V ). Af Sætning (2.3)(2)
følger, at homomorfienk[X1, . . . , Xn] → Ŵ(W) har kernenI(gW). Af Isomorfisætningen
og isomorfien (1.11.1) følger derfor, at billedet er kanonisk isomorft med koordinatringen
Ŵ(gW). Homomorfienθ er derfor en sammensætning,

Ŵ(V ) → Ŵ(gW) → Ŵ(W),
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hvor den første homomorfi svarer til den surjektive homomorfipå billedet og den anden svarer
til inklusionen af billedet iŴ(W).

På den anden side er morfieng øjensynlig en sammensætning af morfier,

W → gW → V,

hvor den sidste morfi er inklusionen afgW i V . Det er let at se, at de to
”
faktoriseringer“

svarer til hinanden: Til morfienW → gW svarer den injektive inklusion af billedalgebraen,
Ŵ(gW) → Ŵ(W); til inklusionsmorfiengW → V svarer den surjektive homomorfi på
billedalgebraen,Ŵ(V ) → Ŵ(gW).

Specielt aflæses:Den associerede homomorfiθ er surjektiv, hvis og kun hvis morfieng er
en isomorfi afW på en mangfoldighed indeholdt iV . Er dette tilfældet, kaldesg enindlejring
afW i V .

Og videre:Den associerede homomorfiθ er injektiv, hvis og kun hvis mangfoldigheden
V er den mindste mangfoldighed ikn, som indeholder billedmængdeng(W). I dette tilfælde
sigesg at være endominerende morfi.

(2.8) Notation. Som nævnt i beviset for Lemma (2.3) er en homomorfi afk-algebraer
θ : Ŵ(V ) → Ŵ(W) helt bestemt ved værdierneθ(vi) = gi , som tilhører koordinatringen
Ŵ(W). Hvisw1, . . . , wm er koordinatfunktionerne påW , så erŴ(W) = k[w1, . . . , wm], og
værdierne er altså polynomier iwj ’erne. Ligningerne har altså formen,

θ(vi) = Gi(w1, . . . , wm) for i = 1, . . . , n, (2.8.1)

hvorGi ’erne er polynomier im variable. Men det skal understreges, at disse ligninger ikke
kan foreskrives vilkårligt. Betingelsen er, at højresidernegi = Gi(w1, . . . , wm) opfylder, at
F(g1, . . . , gn) = 0 for ethvert polynomiumF i en mængde af polynomierF, der bestemmer
V .

Bemærk, at hvis denne betingelse er opfyldt, så beskrives den tilhørende morfiW → V ud
fra ligningerne (2.8.1) på følgende måde: Et punkt iW , medw-koordinaterne(w1, . . . , wm)

afbildes på det punkt iV , hvisv-koordinater er bestemt ved ligningerne,

vi = Gi(w1, . . . , wm) for i = 1, . . . , n. (2.8.2)

Her er der sket en forkastelig, men i praksis særdeles anvendelig, sammenblanding af notation:
I (2.8.1) betegnerwj ’erne ogvi ’erne koordinatfunktioner, i (2.8.2) er disse betegnelserbrugt
om koordinaterne for et punkt iW og dets tilhørende billedpunkt iV . Vi vil naturligvis
ofte anvende denne forkastelige sammenblanding, og sige, at morfien g er defineret ved
ligningerne (2.8.2).

(2.9) Eksempel. Antag, atk er et uendeligt legeme. Polynomiumsringenk[t ] er da koor-
dinatringen for mangfoldighedenW = k. Betragt yderligere mangfoldighedenV i k2 med
ligningenY 2 = X3. Idetx ogy betegner de to koordinatfunktioner påV , ery2 = x3.

De to polynomierg = t2 ogh = t3 i Ŵ(k) bestemmer en morfik → k2. Den associerede
homomorfi af algebraerk[X, Y ] → k[t ] er bestemt vedX 7→ g, Y 7→ h. Øjensynlig er
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h2 = g3. Af Sætning (2.3)(3) følger derfor, at afbildningen afbilder ind iV . Afbildningen
er altså en morfik → V . Den siges at være bestemt ved ligningerne,

x = t2, y = t3.

Idealet svarende til billedmangfoldigheden er ifølge Sætning (2.3)(2) netop kernen for hom-
omorfienk[X, Y ] → k[t ]. Som nævnt vil kernen indeholdeY 2−X3; det er ikke svært at vise,
at kernen netop er hovedidealet(Y 2 −X3). Af sætningen følger derfor, at dette hovedideal er
et geometrisk ideal, og herefter videre, at hovedidealet netop er idealetI(V ). Endelig følger
det, atV netop er billedmangfoldigheden.

Bemærk, at morfienk → V er en bijektiv afbildning (hvorfor?), men ikke en isomorfi af
mangfoldigheder (hvorfor?).
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3. Nulpunktssætningen.

(3.1) Hilbert’s Nulpunktssætning, version 2.Antag, at legemetk er algebraisk afsluttet.
Da gælder: (1) Maksimalidealerne ik[X1, . . . , Xn] er netop idealerne af formenMp =
(X1 − p1, . . . , Xn − pn) for p ∈ kn.

(2) Hvis idealetI ikke er hele polynomiumsringenk[X1, . . . , Xn], så har polynomierne i
I et fælles nulpunkt.

(3) For hvert idealI i k[X1, . . . , Xn] gælder formlen,

I(V(I)) = RadI.

Bevis.(1) Lad M være et maksimalideal ik[X1, . . . , Xn]. Betragt kvotientringenA :=
k[X1, . . . , Xn]/M. På den ene side erA, som kvotient af polynomiumsringen, en endelig
frembragt algebra overk. På den anden side erA et legeme, daM er et maksimalideal.
Af Hilbert’s Nulpunktssætning, version 1, følger derfor, at A er endeligdimensional som
vektorrum overk. Da k er et algebraisk afsluttet legeme, følger det videre, atA er lig med
k, eller – mere præcist – at homorfienk → A er en isomorfi. Homomorfien er altså specielt
surjektiv, så fori = 1, . . . , n vil restklassernêXi i A derfor tilhøre billedet ved homomorfien.
Der findes altså elementerpi i k, så atX̂i = p̂i . Denne ligning iA betyder, at restklassen af
Xi − pi moduloM er lig med 0. Altså erXi − pi element iM. Det følger, at idealetMp er
indeholdt iM. DaMp øjensynlig er et maksimalideal, følger det endelig, atMp = M, som
ønsket.

(2) Antag, at idealetI ikke er hele polynomiumsringen. Ifølge Eksistenssætningen findes
da et maksimalidealM i k[X1, . . . , Xn], således atI ⊆ M. Ifølge (1) erM = Mp for et
punktp i kn. InklusionenI ⊆ Mp betyder netop atp er fælles nulpunkt for alle polynomierne
i I, jfr Observation (1.4). Hermed er (2) bevist.

(3) SætV := V(I). Ligningens venstreside er da idealetI(V ) af polynomier, der for-
svinder påV . Først vises, at ligningens højreside er indeholdt i venstresiden. Antag, atF
tilhører højresiden RadI, altså at der findes en potensF n som tilhørerI. Ifølge (1.5.3) er
I ⊆ I(V ). DaF n ∈ I, vil potensenF n altså forsvinde i alle punkter afV . For hvert punkt
p erF n(p) = F(p)n og da værdienF(p) tilhører legemetk, erF(p) = 0 hvis og kun hvis
F(p)n = 0. Da potensenF n forsvinder i alle punkter afV , vil altså ogsåF forsvinde i alle
punkter afV . Og det betyder netop, atF tilhører ligningens venstreside.

Den modsatte inklusion vises således. Antag, at polynomietF ikke tilhører højresi-
den RadI. Da vil ingen af potenserneF i tilhøre idealetI. Betragt kvotientenR :=
k[X1, . . . , Xn]/I, og ladf ∈ R betegne restklassen afF moduloI. Da er alle potensernef i

forskellige fra 0. BrøkringenRf er altså forskellig fra nulringen. Ifølge Eksistenssætningen
findes derfor et maksimalidealm i Rf . Ifølge Lokaliseringsprincippet kontraheresm til et
primideal iR, som ikke indeholderf , og ifølge Kvotientprincippet kontraheres dette primi-
deal i kvotientenR til et primidealP i k[X1, . . . , Xn], som indeholderI og ikke indeholder
F . Altså er

I ⊆ P og F /∈ P. (∗)
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På den anden side er kvotientenRf /m et legeme og en endelig frembragt algebra overk

(nemlig frembragt af billederne afXi og af brøken 1/f ). Af Hilbert’s Nulpunktssætning,
version 1, følger derfor at kvotientenRf /m er endeligdimensional overk. Dak er algebraisk
afsluttet følger det videre, at kvotientenRf /m er lig medk. Specielt findes fori = 1, . . . , n
elementerpi ∈ k således atXi ogpi har samme billede ved den sammensatte homomorfi,

k[X1, . . . , Xn] → R → Rf → Rf /m .

Kernen for denne sammensatte homomorfi er netop kontraktionenP. PolynomierneXi −pi
tilhører derforP. Heraf følger, atMp ⊆ P. DaMp er et maksimalideal, følger det videre,
atP = Mp.

Nu viser den første relation i (∗) atI ⊆ Mp, og den anden atF /∈ Mp. Heraf følger, atp
tilhørerV og atF(p) 6= 0. PolynomietF forsvinder derfor ikke i alle punkter afV . Altså er
F ikke element i venstresiden.

Hermed er den modsatte inklusion vist, og beviset for Nulpunktssætningen afsluttet.

(3.2) Korollar. Antag, atk er algebraisk afsluttet. Da er de geometriske idealer netopradikal-
idealerne ik[X1, . . . , Xn], dvs de idealer, der er lig med deres eget radikal. Ved den bijektive
forbindelse fra(1.7) svarer primidealerne ik[X1, . . . , Xn] netop til de irreducible mangfol-
digheder ikn, og de uforkortelige fremstillinger af mangfoldigheder som forening af endelig
mange irreducible mangfoldigheder svarer til uforkortelige fremstillinger af radikalidealer
som endelig fællesmængde af primidealer.

Bevis.Påstanden følger umiddelbart af Nulpunktssætningen, idetprimidealer øjensynlig er
radikalidealer.

(3.3) Definition. En mangfoldighedH i kn, der kan beskrives som mængden af nulpunkter,
H = V(F ), af ét ikke-konstant polynomiumF i k[X1, . . . , Xn] kaldes, nårk er algebraisk
afsluttet, en (reduceret)hyperflade.

Det følger af Nulpunktssætningen, at en hyperflade ikke kan være den tomme mangfol-
dighed. Da et algebraisk afsluttet legeme er uendeligt, erkn ikke selv en hyperflade ikn.
(Men kn kan naturligvis opfattes som hyperfladen ikn+1 bestemt ved ligningenXn+1 = 0.)

(3.4) Sætning.Antag, atk er algebraisk afsluttet. De irreducible hyperflader ikn er netop
mangfoldighederne af formenV(P ), hvorP er et irreducibelt polynomium. LadH = V(F )

være hyperfladen bestemt ved et polynomiumF med primopløsningen,

F = P
m1
1 · · ·Pmqq

(hvor Pj ’erne er forskellige (ikke-associerede) irreducible polynomier ogmj > 1). Da er
H ’s komponenter hyperfladerneV(Pj ), og idealetI(H) er lig med hovedidealet(P1 · · ·Pq).
Bevis.Det er velkendt, at polynomiumsringenk[X1, . . . , Xn] er en faktoriel ring. Heraf
følger, at hovedidealet(P ) frembragt af et irreducibelt polynomiumP er et primideal. Det
følger videre af den entydige primopløsning, at

Rad(F ) = (P1 · · ·Pq) = (P1) ∩ · · · ∩ (Pq).
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Korollar (3.2) viser nu først, at hyperfladenV(P ) bestemt ved et irreducibelt polynomiumP
er irreducibel, og videre, at

V(F ) = V(P1) ∪ · · · ∪ V(Pq)

er fremstillingen afV(F )som foreningsmængde af irreducible mangfoldigheder. Heraf følger
de resterende påstande let.

(3.5) Bemærkning. LadV være en mangfoldighed ikn, og betragt ringenŴ(V ) af polyno-
miumsfunktioner påV . For hver delmængdeU ⊆ V kan vi da betragte idealetIV (U) af de
funktioner iŴ(V ), der forsvinder påU , og for hvert idealI i Ŵ(V ) kan vi betragte mæng-
denV(I) af fælles nulpunkter for funktionerne iI. Herved etableres en bijektiv forbindelse
mellem på den ene side de mangfoldighederW , der er indeholdt iV , og på den anden side
visse (såkaldte) geometriske idealer iŴ(V ). Mere præcist:Ŵ(V ) = k[X1, . . . , Xn]/I(V ),
så ifølge Noether’s anden Isomorfisætning svarer idealer iŴ(V ) til idealerI ⊇ I(V ), og ved
denne forbindelse svarer geometriske idealer iŴ(V ) til geometriske idealer ik[X1, . . . , Xn],
som omfatterI(V ).

Til et punktp i V svarer specielt maksimalidealetMV,p bestående af de funktioner iŴ(V ),
der forsvinder ip. Brøkringen, der fremkommer ved lokalisering afŴ(V ) i maksimalidealet
MV,p, kaldesden lokale ring forV i punktetp, og den betegnesOV,p . Den består af brøker
f/g, hvor f og g er funktioner iŴ(V ) og g(p) 6= 0. Ifølge Lokaliseringsprincippet er
OV,p en lokal ring, og maksimalidealet består af brøker der kan skrives på formenf/g, hvor
f (p) = 0. Maksimalidealet iOV,p betegnes ogsåmV,p . Bemærk, at restklasselegemet
OV,p/mV,p er lig medk, idetŴ(V )/MV,p var legemetk.

Hvert idealI i Ŵ(V ) har en ekstension til brøkringenOV,p . Hvis I ikke er indeholdt i
MV,p, dvs hvis idealet indeholder en funktiong således atg(p) 6= 0, så bliver ekstensionen
hele ringenOV,p . I modsat fald, dvs hvis alle funktioner iI forsvinder i punktetp, så er
ekstensionen indeholdt imV,p . For et geometrisk ideal iŴ(V ) svarende til en mangfoldighed
W ⊆ V er den sidste betingelse, atp ∈ W . Det er ikke svært at vise, at mangfoldighederW

således atp ∈ W ⊆ V herved svarer bijektivt til visse (geometriske) idealer iOV,p .
Hvis k er algebraisk afsluttet, forenkles denne forbindelse: Derer en bijektiv forbindelse

mellem primidealerP i Ŵ(V ) og irreducible mangfoldighederW ⊆ V , og yderligere en
bijektiv forbindelse mellem primidealerp i OV,p og irreducible mangfoldighederW således
at p ∈ W ⊆ V . Disse påstande følger af Kvotientprincippet og Lokaliseringsprincippet
under brug af Korollar (3.2).
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4. Skemaer.

(4.1) Definition. Ved etpunkt i An forstås i det følgende et maksimalideal i polynomiums-
ringenk[X1, . . . , Xn].

Maksimalidealerne af formenMp for p ∈ kn er ifølge definitionen punkter iAn. De
kaldes ogsårationale punkteri An. Hvis legemetk er algebraisk afsluttet, så følger det af
Hilbert’s Nulpunktssætning, version 2, at alle punkter er rationale.

På trods af ordlyden i definitionen vil vi aldrig opfatte et punkt i An som værende et mak-
simalideal ik[X1, . . . , Xn]. Definitionen skal opfattes således at den fastlægger en bijektiv
forbindelse mellem på den ene side punkter iAn og på den anden side maksimalidealer i
k[X1, . . . , Xn]. Punkternep i kn opfattes herved som de rationale punkter iAn. I analogi
med betegnelsen for rationale punkter vil maksimalidealet, der svarer til et givet punktp i
An, blive betegnetMp.

Ladp være et punkt iAn. Da idealetMp er et maksimalideal, er kvotienten,

κ(p) := k[X1, . . . , Xn]/Mp,

et legeme. Dette legeme kaldesrestklasselegemetfor punktetp. Restklasselegemet er en
k-algebra, og specielt et vektorrum overk. Vektorrumsdimensionen afκ(p) kaldes også
graden af punktetp, og betegnes|p : k|, altså

|p : k| := dimk κ(p).

De rationale punkter er karakteriseret ved at homomorfienk → κ(p) er en isomorfi eller,
ækvivalent, at graden er lig med 1. Hvis legemetk er algebraisk afsluttet, har alle punkter
grad 1.

(4.2) Definition. Ved etskemaX i An forstås i det følgende en kvotient af polynomiumsringen
k[X1, . . . , Xn].

Igen vil vi på trods af ordlyden aldrig opfatte et skema som værende en kvotientring af
k[X1, . . . , Xn]. Definitionen skal opfattes således at den fastlægger en bijektiv forbindelse
mellem på den ene side skemaer iAn og på den anden side kvotienter afk[X1, . . . , Xn].
Den kvotient afk[X1, . . . , Xn], der herved svarer til et givet skemaX, kaldes skemaets
koordinatring, og den betegnesŴ(X). En kvotient kan naturligvis lige så vel bestemmes ved
et ideal i polynomiumsringen: der er en bijektiv forbindelse mellem idealer og kvotienter.
Idealet, der svarer til et givet skemaX, betegnesI(X). Omvendt bestemmer hvert idealI

et skema, svarende til kvotientenk[X1, . . . , Xn]/I. Hvis idealet er frembragt af polynomier
Fα siges skemaet også at være defineret ved polynomierneFα, eller ved ligningerneFα = 0.
Bemærk, at ligningen,

k[X1, . . . , Xn]/I(X) = Ŵ(X),

blot udtrykker, at kvotienter er noget der defineres ved hjælp af idealer.
Skemaet bestemt ved idealet(0)betegnesAn, og skemaet, hvis koordinatring er nul-ringen,

betegnes∅og kaldes dettommeskema. KoordinatringenŴ(An)er altså ringenk[X1, . . . , Xn],
og koordinatringenŴ(∅) er altså nul-ringen.
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(4.3) Definition. LadX være et skema iAn. Et punktp i An siges atligge på skemaet, eller
at tilhøre skemaet, hvisI(X) ⊆ Mp. At dette er tilfældet udtrykkes også ved skrivemåden,

p ∈ X.

Hvis X er skemaet defineret ved et idealI i k[X1, . . . , Xn], så følger det, at de rationale
punkter påX netop er elementerne i delmængdenV(I). Udover disse rationale punkter vil
et skema sædvanligvis indeholde andre punkter. Men det skalunderstreges, at et skema ikke
må opfattes som værende

”
mængden af sine punkter“.

Ifølge definitionen svarer punkternep påX til de maksimalidealerMp, der indeholder
I(X). Det følger derfor af Kvotientprincippet, at punkterne påX svarer bijektivt til samtlige
maksimalidealer i kvotientenŴ(X) = k[X1, . . . , Xn]/I(X); idetMX,p betegner det tilMp

svarende maksimalideal iŴ(X), følger det yderligere, at kvotientenŴ(X)/MX,p er isomorf
med restklasselegemetκ(p).

(4.4) Notation. LadX være et skema iAn, og ladp være et punkt påX. Denlokale ring, der
fremkommer ved lokalisering afŴ(X) i maksimalidealetMX,p, betegnesOX,p og maksi-
malidealet iOX,p betegnesmX,p. Det følger af Lokaliseringsprincippet, at restklasselegemet
for den lokale ring, dvs kvotientenOX,p/mX,p, er isomorf med restklasselegemetκ(p).

(4.5) Hilbert’s Nulpunktssætning. (1) For hvert punktp i An er restklasselegemetκ(p) af
endelig dimension overk. Graden|p:k| er altså endelig.

(2) På ethvert ikke-tomt skemaX findes et punkt.
(3) LadX være skemaet bestemt ved et idealI i k[X1, . . . , Xn]. Da gælder formlen,

Rad(I) =
⋂

p∈X
Mp.

Bevis.(1) Ifølge definitionen svarer et punkt iAn til et maksimalidealM i polynomiumsringen
k[X1, . . . , Xn] og restklasselegemet er kvotientenk[X1, . . . , Xn]/M. Denne kvotient er et
legeme og en endeligt frembragt algebra overk. Af Hilbert’s Nulpunktssætning, version 1,
fremgår derfor at kvotienten er endeligdimensional overk.

(2) For et ikke-tomt skemaX er koordinatringenŴ(X) ikke nul-ringen. Følgelig findes
maksimalidealer iŴ(X). Disse maksimalidealer svarer til punkter påX.

(3) Beviset er næsten identisk med beviset for Hilbert’s Nulpunktssætning, version 2.
Formlens højreside er fællesmængden af de maksimalidealerM, som omfatterI. Det er
derfor klart, at venstresiden er indeholdt i højresiden.

For at vise den omvendte inklusion betragtes et polynomiumF , som ikke tilhører venstre-
siden. Det antages altså atF n /∈ I for allen. Idetf betegner restklassen afF i R := Ŵ(X)

følger det, atf n 6= 0 for allen. BrøkringenRf er derfor ikke nulringen. Følgelig findes et
maksimalidealm i brøkringenRf . LadM betegne kontraktionen afm til k[X1, . . . , Xn]. Da
er M et primideal,F /∈ M, ogM ⊇ I. Det er nok at vise, atM er et maksimalideal, thi
så erM blandt maksimalidealerne på højresiden, og daF /∈ M erF således ikke element i
højresiden.
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Det skal vises, atM er et maksimalideal ik[X1, . . . , Xn], altså at kvotientenκ :=
k[X1, . . . , Xn]/M er et legeme. Det følger af Hilbert’s Nulpunktssætning, version 1, at
kvotientenRf /m er endeligdimensional overk. Da denne kvotient indeholder kvotientenκ,
er ogsåκ endeligdimensional overk. Altså erκ hel over legemetk og et integritetsområde.
Heraf følger som bekendt, atκ er et legeme, som påstået.

Hermed er de tre påstande i Nulpunktssætningen bevist.

(4.6) Definition. LadZ ogX være skemaer iAn. HvisI(Z) ⊇ I(X), sigesZ også at være
et skemai X eller etdelskemai X. Betingelsen udtrykkes ved skrivemåden,

Z ⊆ X.

Bemærk, at relationen, der udtrykkes ved inklusionen ovenfor, ikke er ensbetydende med en
inklusion mellem punkterne. Af definitionerne følger umiddelbart, at hvisZ ⊆ X, så er hvert
punkt påZ også et punkt påX. Men det omvendte kan ikke sluttes. Mere præcist følger det
af Nulpunktssætningen, at hvert punkt påZ også er et punkt påX, hvis og kun hvis radikalet
af I(Z) omfatter radikalet afI(X).

Ifølge definitionen svarer delskemaer iX til de idealer ik[X1, . . . , Xn], som omfatterI(X).
Det følger derfor af kvotientprincippet, at delskemaerZ i X svarer bijektivt til idealerne i
koordinatringenŴ(X).

LadX ogZ være skemaer iAn. Ved fællesmængden, ellersnitskemaet, forstås da skemaet
Z ∩X defineret ved idealetI(Z)+ I(X). Tilsvarende defineres foreningsmængdenZ ∪X
ved idealetI(Z) ∩ I(X).

Et (maksimal)idealM omfatterI + J, hvis og kun hvisM omfatter bådeI og J. Med
andre ord, et punktp i An ligger på snittetZ∩X, hvis og kun hvis det ligger på begge skemaer
Z ogX.

Det er velkendt, at et maksimalidealM omfatterI∩ J, hvis og kun hvisM omfatter et af
idealerneI eller J. Der gælder altså tilsvarende, at et punktp ligger på foreningenZ ∪ X,
hvis og kun hvis det ligger på et af skemaerneZ ogX.

(4.7) Definition. Et skemaX kaldes etintegritetsskema, hvis koordinatringenŴ(X) er et
integritetsområde.

KoordinatringenŴ(X) er et integritetsområde, hvis og kun hvis det tilhørende ideal I(X)
er et primideal. Integritetsskemaer iAn svarer altså bijektivt til primidealer ik[X1, . . . , Xn].
Mere generelt ses, at integritetsskemaer i et givet skemaX svarer bijektivt til primidealer i
koordinatringenŴ(X).

Det følger af Nulpunktssætningen, at et integritetsskema er
”
bestemt ved sine punkter“.

HvisX er et integritetsskema, er idealetI(X) et primideal og dermed lig med sit eget radikal.
Følgelig erI(X) lig med fællesmængden af maksimalidealerneMp for p ∈ X.

(4.8) Definition. LadX være et skema iAn og ladY være et skema iAm. Ved enmorfi af
skemaerϕ : Y → X forstås en homomorfi afk-algebraerθ : Ŵ(X) → Ŵ(Y).

Ladq være et punkt iY svarende til maksimalidealetMY,q i Ŵ(Y). Kontraktionen tilŴ(X),
dvs originalmængdenM := θ−1(MY,q), er da et maksimalideal iŴ(X). Kontraktionen er
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nemlig kernen for den sammensatte homomorfi,

Ŵ(X) → Ŵ(Y) → Ŵ(Y)/MY,q = κ(q),

så kvotientenŴ(X)/M er isomorf med billedet ved denne homomorfi. Billedet er en delal-
gebra afκ(q). Daκ(q) er endeligdimensional overk ifølge Nulpunktssætningen, er også
billedet endeligdimensionalt overk. Da billedet også er et integritetsområde, sluttes at billedet
er et legeme. Følgelig erM et maksimalideal iŴ(X). Punktet iX, svarende til kontraktionen
M = θ−1(MY,q), kaldesbilledpunktetved morfienϕ, og det betegnesϕq.

Det fremgår af konstruktionen, at restklasselegemetκ(ϕq) for billedpunktet er et delle-
geme afκ(q). Specielt er graden af billedpunktetϕq en divisor i graden afq. Mere præcist:
Som vektorrum overκ(ϕq) er legemetκ(q) af endelig dimension, betegnet|q :ϕq|, og for
graderne gælder formlen,

|q : k| = |q :ϕq| · |ϕq : k|.

(4.9) Definition. LadX ogY være skemaer med koordinatringeneA := Ŵ(X) ogB := Ŵ(Y).
Lad videreϕ : Y → X være en morfi af skemaer, svarende til homomorfien afk-algebraer
θ : A → B. Lad endeligZ ⊆ X ogW ⊆ Y være delskemaer svarende til idealerneI i A og
J i B. Ved billedskemaetϕW forstås skemaet iX svarende til kontraktionenA ∩ J i A, og
vedoriginalskemaetϕ−1Z forstås skemaet iY svarende til ekstensionenIB i B.

Morfienϕ : Y → X siges at være endominerende morfi, hvis billedskemaetϕY er lig med
skemaetX.

Et punktp i X svarer til et maksimalidealMX,p i A, og det kan derfor opfattes som et
delskema afX. Originalskemaetϕ−1p er skemaet defineret ved ekstensionenMX,pB. Det
kaldes ogsåfibereni punktetp for morfienϕ.

(4.10) Observation. Det er let at se, at et punktq i Y tilhører originalskemaetϕ−1Z, hvis
og kun hvis billedpunktetϕq tilhørerZ. Specielt er punkterne på fiberenϕ−1p netop de
punkterq i Y for hvilkeϕq = p. Videre er det klart, at hvisq tilhørerW , så vil billedpunktet
ϕq tilhøre billedskemaetϕW ; men i almindelighed vil billedskemaetϕW også indeholde
punkter, der ikke er billedpunkter.

SkemaetY , som delskema iY , svarer til idealet(0) i Ŵ(Y). BilledskemaetϕY er derfor
delskemaet iX, hvis ideal er kontraktionen tilŴ(X) af (0). Denne kontraktion er blot kernen
for homomorfienŴ(X) → Ŵ(Y). MorfienY → X er således dominerende, hvis og kun hvis
homomorfienŴ(X) → Ŵ(Y) er injektiv.

Bemærk, at for et integritetsskemaW i Y er billedskemaetϕW et integritetsskema iX.
Dette følger af at kontraktion af et primideal er et primideal.

(4.11) Note. Det skal understreges, at definitionerne i dette afsnit i sigselv er ret indholds-
løse. De fastlægger blot at der anvendes en geometrisk sprogbrug ved beskrivelsen af visse
fænomener knyttet til polynomiumsringenk[X1, . . . , Xn].
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5. Endelige skemaer og endelige morfier. Dimension.

(5.1) Sætning.For et skemaX er følgende betingelser ækvivalente:

(i) SkemaetX indeholder kun endelig mange punkter.
(ii) Alle primidealer iŴ(X) er maksimalidealer.
(iii) RingenŴ(X) har endelig længde.
(iv) AlgebraenŴ(X) er af endelig dimension som vektorrum overk.

Er disse betingelser opfyldt, og erp1, . . . , pr de endelig mange punkter påX, så findes en
naturlig isomorfi,

Ŵ(X) ∼−→OX,p1 × · · · × OX,pr . (5.1.1)

Bevis.Antag, atX er defineret ved idealetI i k[X1, . . . , Xn]. Da gælder ifølge Hilbert’s
Nulpunktssætning, at RadI er fællesmængden af maksimalidealerneMp for p ∈ X. I
kvotientringenŴ(X) gælder derfor, at Rad(0) er fællesmængden af maksimalidealerneMX,p

for p ∈ X.
Antag, at betingelsen (i) er opfyldt. Da er fællesmængden ovenfor en endelig fælles-

mængde. Ladp være et primideal iŴ(X). Da vil p indeholde radikalet Rad(0), og dermed
den endelige fællesmængde af maksimalidealerneMX,p. Heraf følger som bekendt, atp
indeholder et af idealerneMX,p. Af p ⊇ MX,p følger videre, atp = MX,p. Følgelig er
MX,p’erne samtlige primidealer iŴ(X). Altså gælder betingelsen (ii).

Det er et korollar til Filtrationssætningen, at betingelserne (ii) og (iii) er ækvivalente, og
yderligere, at betingelserne medfører, atŴ(X) kun har endelig mange maksimalidealer. Da
disse maksimalidealer svarer bijektivt til punkterne påX, følger det at betingelserne (ii) eller
(iii) medfører (i).

Betingelsen (iv) medfører (iii), idet der trivielt gælder longŴ(X) 6 dimk Ŵ(X). Antag
omvendt, at (iii) er opfyldt, altså at ringenŴ(X) har endelig længde. Da harŴ(X) en
filtration hvor de successive kvotienter er simple, altså afformenŴ(X)/Mi , hvorMi ’erne
er maksimalidealer iŴ(X). Maksimalidealerne har formenMi = MX,pi , hvor pi er et
punkt påX, og kvotienterne er altså restklasselegemerneκ(pi). Kvotienterne er derfor af
endelig dimension overk ifølge Hilbert’s Nulpunktssætning. Følgelig er ogsåŴ(X)af endelig
dimension overk. Altså gælder (iv).

Hermed er ækvivalensen bevist. Den anførte isomorfi er et velkendt korollar til Filtrati-
onssætningen.

(5.2) Definition. Et skemaX, der opfylder de ækvivalente betingelser i Sætning (5.1), kaldes
et endeligt skema.

LadX være et endeligt skema og ladp være et punkt påX. Den lokale ringOX,p har
da endelig længde. Dette følger af Filtrationssætningen, og det er også en konsekvens af
isomorfien i (5.1.1), idet det fremgår, atOX,p er af endelig dimension overk. Længden
af den lokale ringOX,p kaldesmultipliciteten af punktetp på skemaetX, og den betegnes
multp(X).
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(5.3) Korollar. LadX være et endeligt skema. Da gælder formlen

dimk Ŵ(X) =
∑

p∈X
|p : k| · multp(X). (5.3.1)

Bevis.Venstresiden i formlen er dimensionen af venstresiden i isomorfien (5.1.1). Dimen-
sionen af højresiden af denne isomorfi er øjensynlig summen af dimensionerne afOX,p for
p ∈ X. Det er derfor nok at vise forp ∈ X, at

dimk OX,p = |p : k| · multp(X). (5.3.2)

Multiplicitetenm := multp(X) er længden af ringenO := OX,p. Denne ring er lokal med
maksimalidealetm := mX,p, og den har altså en filtration medm kvotienter, der alle er
isomorfe med kvotientenO/m. Den sidste kvotient er restklasselegemetκ(p). Dimensionen
afO er derform gange dimensionen afκ(p). Den sidste dimension er lig med graden|p : k|.
Følgelig gælder formlen (5.3.2). Hermed er det ønskede bevist.

(5.4) Note. Formlen udsiger for et endeligt skemaX, at vektorrumsdimensionen dimk Ŵ(X)
er lig med antallet af punkter påX,

”
talt med multiplicitet“. Denne multiplicitet omfatter dels

punktets multiplicitet multp(X), dels graden|p : k|. Hvisk er algebraisk afsluttet (eller mere
generelt, hvis alle skemaets punkter er rationale punkter), så er alle disse grader lig med 1.

(5.5) Definition. En morfi af skemaerϕ : Y → X, svarende til homomorfien afk-algebraer
θ : Ŵ(X) → Ŵ(Y), siges at være enendelig morfi, hvisŴ(Y) er endeligt frembragt som modul
overŴ(X).

(5.6) Eksempel. Lad X være et ikke-tomt skema. Da findes en endelig, dominerende
morfi ϕ : X → Ad , thi ifølge Noether’s Normaliseringslemma erŴ(X) endeligt frembragt
som modul over en delalgebrak[y1, . . . , yd ] frembragt af et sæt afd algebraisk uafhængige
elementery1, . . . , yd . Delalgebraen er altså isomorf med polynomiumsringenk[Y1, . . . , Yd ],
og inklusionen af delalgebraen svarer til en injektiv homomorfi k[Y1, . . . , Yd ] → Ŵ(X).

”
Oversat“ til skemaer er dette den søgte morfi.

(5.7) Sætning.Ladϕ : Y → X være en endelig morfi af skemaer. For hvert punktp i X er
fiberenϕ−1p da et endeligt skema. Antag yderligere, atϕ er dominerende. Da gælder:

(1) Ethvert punktp i X er billede af et punkt iY .
(2) Ethvert integritetsskemaZ i X er billede af et integritetsskemaW i Y .
(3) HvisW ogW ′ er integritetsskemaer iY således atW ⊂ W ′, da erϕW ⊂ ϕW ′.

Bevis.SætA := Ŵ(X) og B := Ŵ(Y). Ifølge forudsætningen svarer morfienϕ da til en
homomorfiA → B, således atB er endeligt frembragt somA-modul. Ladm := MX,p

være maksimalidealet iA svarende til et punktp påX. Fiberenϕ−1p er da, som delskema
af Y , bestemt ved idealetmB i B, og koordinatringenŴ(ϕ−1p) er kvotientenB/mB. Det
skal vises, jfr betingelse (iv) i Sætning (5.1), atB/mB er af endelig dimension overk. Hertil
bemærkes, atB er endeligt frembragt somA-modul, og følgelig erB/mB endeligt frembragt
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som modul overκ(p) = A/m. Yderligere er restklasselegemetκ(p) af endelig dimensions
overk. Heraf følger det ønskede.

Antag nu yderligere, atϕ er dominerende, altså at homomorfienA → B er injektiv. For
at vise (1), skal det vises, at fiberenϕ−1(p) ikke er det tomme skema, altså at ekstensionen
mB er forskellig fraB. Da homomorfienA → B er injektiv, fås ved lokalisering im en
injektiv homomorfiAm → Bm. Da den lokale ringAm ikke er nulringen følger det, atBm er
forskellig fra 0. Videre erB endeligt frembragt som modul overA, ogBm er derfor endeligt
frembragt som modul overAm. Af Nakayama’s Lemma følger derfor, at kvotientenBm/mBm

er forskellig fra 0. Ifølge Lokaliseringsprincippet er denne kvotient isomorf med den modul
der fremkommer ved lokalisering im af kvotientenB/mB. Denne sidste kvotient er derfor
forskellig fra 0. Følgelig er idealetmB et ægte ideal iB, som ønsket.

(2) Et irreducibelt delskemaZ af X svarer til et primidealp i A. Det skal vises at der
findes et primidealq i B, således atA ∩ q = p.

Ved lokalisering fås inklusionenAp → Bp. Ganske som i beviset for (1) følger det, at
maksimalidealetpAp i den lokale ringAp er kontraktion af et primideal iBp. Dette sidste
primideal kontraheres til et primidealq i B, hvis kontraktion tilA er lig medp, som ønsket.

(3) De givne integritetsskemaerW ⊂ W ′ i Y svarer til primidealerq ⊃ q′ i B. Det skal
vises for kontraktionerne, atA ∩ q ⊃ A ∩ q′.

Betragt kontraktionenp := A ∩ q′. Da erp kernen for den sammensatte homomorfi
A → B → B/q′, ogA/p er derfor (isomorf med) en delring afB/q′. Primidealetq svarer til
et primideal forskelligt fra(0) i kvotientenB/q′. Ved at erstatteB med kvotientenB/q′ og
A medA/p kan det derfor antages, atA ogB er integritetsområder og atq 6= (0). Det skal
så vises, atA ∩ q er forskellig fra(0).

Vælg hertil et elementb 6= 0 i q. Ifølge antagelsen erB endeligt frembragt somA-modul.
Specielt erB hel overA. Der findes derfor en helhedsrelation forb overA. Denne relation
kan skrives på formen,

b(bn−1 + a1b
n−2 + · · · + an−1) = −an,

hvorai ’erne tilhørerA. Vælg nu denne relation såatnermindst mulig. Daeran 6= 0. Imodsat
fald var nemlig produktet på venstresiden lig med 0; da faktorerne tilhører integritetsområdet
B ogb 6= 0 ville den anden faktor så være lig med 0, og dette ville være en helhedsrelation af
gradn−1, i modstrid med valget afn. Elementetan i A er altså forskelligt fra 0. Af relationen
fremgår, atan tilhører idealet iB frembragt afb. Dab ∈ q, er altsåan ∈ q. Følgelig eran et
element forskelligt fra 0 iA ∩ q. Altså erA ∩ q 6= (0), som ønsket.

Hermed er sætningens tre påstande bevist.

(5.8) Definition. LadX være et skema. Veddimensionenaf X forstås da det største antal
skarpe inklusionener, der kan være i en kæde,

Zd ⊂ · · · ⊂ Z1 ⊂ Z0 ⊆ X, (5.8.1)

af integritetsskemaerZi i X. Dimensionen afX betegnes dimX.
Det tomme skema tillægges sædvanligvis dimensionen−1.
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(5.9) Observation. For et givet skemaX svarer integritetsskemaerZ i X bijektivt til primi-
dealerp i Ŵ(X), og kæder (5.8.1) af integritetsskemaer iX svarer til kæder,

p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pd , (5.9.1)

af primidealer iŴ(X). Dimensionen er et supremum over sådanned ’er. At dimensionen er
mindre end 1 betyder således, at der ikke iŴ(X) findes primidealerp ⊂ p′, eller ækvivalent,
at alle primidealer iŴ(X) er maksimalidealer. Af betingelsen (5.1)(ii) følger derfor, at
skemaerne af dimension 0 netop er de ikke-tomme, endelige skemaer.

For at bestemme dimensionen afX er det nok at betragte kæder (5.9.1) af primidealer i
Ŵ(X) hvorp0 er et minimalt primideal ogpd er et maksimalideal. DaŴ(X) er noethersk, er
der som bekendt kun endelig mange minimale primidealer iŴ(X). Disse primidealer svarer til
integritetsskemaer iX, der er maksimale. Disse endelig mange maksimale integritetsskemaer
i X kaldes ogsåkomponenterne af skemaetX.

(5.10) Sætning.(1) SkemaetAn har dimensionn.
(2) Ladϕ : Y → X være en endelig, dominerende morfi. Da erdimY = dimX.
(3) LadX være et integritetsskema. Da erdimX = tdegk Ŵ(X).

Bevis.(1) Det skal vises for polynomiumsringenk[X1, . . . , Xn], at for enhver kæde af pri-
midealer (5.9.1) erd 6 n, og at der eksisterer en kæde medd = n. Eksistensen indses ved
at betragte kæden defineret vedpi = (X1, . . . , Xi).

Uligheden vises således: KvotientenAi := k[X1, . . . , Xn]/pi−1 er en endeligt frem-
bragtk-algebra og et integritetsområde, og har derfor en endelig transcendensgrad overk. I
kvotientenAi svarerpi til et primideal forskelligt fra(0). Det er velkendt, at transcendens-
graden går ned, når der divideres med et primideal forskelligt fra (0). Polynomiumsringen
k[X1, . . . , Xn] har transcendensgradn, og transcendensgraden kan derfor højst gå nedn

gange. Følgelig indeholder kæden (5.9.1) højstn skarpe inklusioner.
(2) De to uligheder dimY > dimX og dimX > dimY følger af resultaterne (2) og (3) i

Lemma (5.7).
Betragt nemlig først en vilkårlig kæde (5.8.1) iX. Af (5.7)(2) følger, at der findes et inte-

gritetsskemaW0 i Y således atϕW0 = Z0. Øjensynlig definererϕ en endelig, dominerende
morfiW0 → Z0. Anvendt på denne morfi, og integritetsskemaetZ1 i Z0, følger det tilsva-
rende, at der findes et integritetsskemaW1 i W0 således atϕW1 = Z1. Efterd gentagelser af
argumentet ses, at der findes en kæde af integritetsskemaerWi i Y medd skarpe inklusioner.
Følgelig er dimY > d. Da (5.8.1) var en vilkårlig kæde, sluttes at dimY > dimX.

Betragt omvendt en kæde af integritetsskemaerWi i Y mede skarpe inklusionener. Af
(5.7)(3) sluttes, at billedskemaerneϕWi er en kæde af integritetsskemaer iX mede skarpe
inklusioner. Heraf sluttes, at dimX > dimY .

(3) Ifølge Noether’s Normaliseringslemma findes iŴ(X) et sæt afd algebraisk uafhængige
elementery1, . . . , yd således atŴ(X) er endeligt frembragt som modul over delalgebraen
k[y1, . . . , yd ]. Antallet d er som bekendt transcendensgraden tdegk Ŵ(X). Inklusionen af
k[y1, . . . , yd ] i Ŵ(X) svarer til en endelig, dominerende morfiX → Ad . Af de foregående
resultater (1) og (2) følger derfor, at dimX = d, som ønsket.

Hermed er de tre påstande bevist.
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(5.11) Note. Lad ϕ : Y → X være en endelig morfi, og ladp være et punkt iX. Fiberen
ϕ−1p er da delskemaet afY defineret ved idealetMX,pŴ(Y), og koordinatringen for fiberen
er altså kvotientenŴ(ϕ−1p) = Ŵ(Y)/MX,pŴ(Y). Da Ŵ(Y) er endeligt frembragt som
modul overŴ(X), er kvotientenŴ(ϕ−1p) endeligt frembragt som modul over kvotienten
Ŵ(X)/MX,p. Den sidste kvotient er legemetκ(p), såŴ(ϕ−1p) er et vektorrum af endelig
dimension overκ(p). Denne dimension kaldesgraden af morfienϕ i punktetp, og den
betegnes degp ϕ. VektorrummetŴ(ϕ−1p) er af endelig dimension overκ(p), og dermed
også af endelig dimension overk; mere præcist gælder, at

dimk Ŵ(ϕ
−1p) = |p : k| · degp ϕ. (5.11.1)

Specielt er fibrene forϕ altså endelige skemaer. For hvert punktq i fiberenϕ−1p gælder
|q : k| = |q :p| · |p : k|, jfr Definition (4.8). Af formel (5.11.1) og Korollar (5.3) fås derfor
formlen,

degp ϕ =
∑

q 7→p

|q :p| · multq(ϕ
−1p),

hvor summationen er over alle punkterq i fiberenϕ−1p. Graden afϕ i p angiver altså,
”
talt

med multiplicitet“, antallet af punkter i fiberenϕ−1p.

(5.12) Note.For en endelig morfiϕ : Y → X kan graden i et punktp ∈ X yderligere fortolkes
på følgende måde.

SætA := Ŵ(X) og B := Ŵ(Y). Morfien svarer da til en homomorfiA → B, således
at B er endeligt frembragt somA-modul. Ladp være et punkt iX, sætM := MX,p.
Koordinatringen for fiberenϕ−1p er da kvotientenB/MB. Graden afϕ i p er dimensionen
af kvotienten som vektorrum overκ(p) = A/M. Hvis B er frembragt somA-modul af
e elementer, så er kvotienten frembragt somκ(p)-modul billederne af dissee elementer;
følgelig er graden degp ϕ mindre end eller lig mede. Specielt ses, at graden i (det vilkårlige
punkt)p er begrænset opad af det mindste antal elementer, der frembringerB somA-modul.

Dette resultat kan forstærkes. Ved lokalisering afA i maksimalidealetM fås nemlig den
lokale ringO := OX,p. Det følger af Lokaliseringsprincippet at kvotientenB/MBer isomorf
med kvotienten afBM modulo idealetMBM. Her erBM en endeligt frembragt modul over
den lokale ringO. Graden afϕ, dvs dimensionen af kvotienten som vektorrum overκ(p),
er derfor ifølge Nakayama’s Lemma lig med det minimale antalelementer, som frembringer
O-modulenBM.

Et sæt afe elementer, der frembringerBM somO-modul, svarer til en surjektivO-lineær
afbildningOe → BM. Det kan antages, at dee elementer er brøker med nævner 1, således
at sættet svarer til enA-lineær afbildningAe → B. At sættet frembringerBM betyder at
homomorfienAe → B efter lokalisering iM bliver surjektiv.

Betragt nu en vilkårligA-lineær afbildningAe → B, og ladQ betegne kokernen. Af
Isomorfisætningen for Brøkmoduler følger da, at homomorfienbliver surjektiv efter lokali-
sering iM, hvis og kun hvisQM = 0, altså hvis og kun hvisM ikke tilhører støtten for
A-modulenQ. Primidealerne i støtten forQ er som bekendt netop primidealerne, der om-
fatter annullatoren forQ. Annullatoren er et ideal iA, og svarer altså til et skemaZ i X.
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HomomorfienAe → B er altså surjektiv efter lokalisering iM, hvis og kun hvisp ikke
tilhører skemaetZ.

Af disse overvejelser følger:Lad e være graden afϕ i et givet punktp i X. Da findes et
delskemaZ i X således atp /∈ Z og således at graden afϕ er mindre end eller lig mede for
alle punkter i komplementærmængdenX\Z.

(5.13) Note. Det foregående resultat er specielt simpelt, nårX er et integritetsskema af
dimension 1. Hertil bemærkes, at under denne forudsætning er ethvert skemaZ i X, således
atZ ⊂ X, nødvendigvis et endeligt skema, idet dimension afZ må være strengt mindre end
dimensionen afX. For en endelig morfiϕ : Y → X må graden antage sin mindste værdi,e.
Anvendes resultatet i (5.12) på et punkt iX, hvori denne mindste værdie antages, sluttes det,
at gradendegp ϕ er lig mede på nær eventuelt i endelig mange punkterp påX.

ForX := A1 gælder yderligere:LadY være et integritetsskema, og ladϕ : Y → A1 være
en endelig, dominerende morfi. Da er gradendegp ϕ konstant som funktion af punkterp i
A1.

For at vise påstanden betragtes den tilϕ hørende homomorfiA → B, hvorA = k[T ]
er koordinatringen forA1 og ogB = Ŵ(Y). Ifølge forudsætningen er denne homomorfi
injektiv, ogB er endelig frembragt somA-modul. Videre erB et integritetsområde. Heraf
følger øjensynlig, at annullatoren iA af et element forskelligt fra 0 iB kun består af nul-
elementet iA. DaA som bekendt er et hovedidealområde, følger det af Struktursætningen
for moduler over hovedidealområder, atB har en basis somA-modul. Der findes altså en
A-lineær isomorfiB → Ae. Af overvejelserne (5.11) sluttes nu for hvert punktp i A1,
at koordinatringen for fiberen,Ŵ(ϕ−1p) = B/MpB, som modul overA/Mp = κ(p) er
isomorf medκ(p)e. Graden degp ϕ er derfor lig mede for det vilkårlige punktp ∈ A1.
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6. Plane kurver.

(6.1) Lemma. Hvert primidealP i k[X1, X2] falder i netop én af følgende tre klasser: Klas-
sen bestående alene af primidealet(0), klassen bestående af hovedidealer(P ) frembragt af
irreducible polynomierP , og klassen af maksimalidealer.

Bevis.Dak[X1, X2] er en faktoriel ring, er hovedidealet(P ), hvorP er et irreducibelt poly-
nomium, et primideal.

Det påstås først, at et sådant primideal(P ) ikke kan være et maksimalideal. Antag,
indirekte, at(P )er et maksimalideal. Maksimalidealet svarer da til et punkti A2, og kvotienten
A := k[X1, X2]/(P ) er restklasselegemet for dette punkt. Af Hilbert’s Nulpunktssætning
(4.5)(1) følger så, at kvotientenA er endeligdimensional overk. I kvotientenA er altså
restklassenxi af Xi modulo (P ) derfor algebraisk overk. Der findes altså fori = 1, 2
normerede polynomierfi således atfi(xi) = 0. Ligningenf1(x1) = 0 i kvotienten betyder,
at f1(X1) ∈ (P ), altså atP er divisor i f1(X1). Heraf følger, atX2 ikke forekommer
i polynomietP . Tilsvarende ses, atX1 ikke forekommer iP . Følgelig erP konstant, i
modstrid med atP er antaget at være et irreducibelt polynomium.

Det skal dernæst vises, at et givet primidealP nødvendigvis tilhører en af de tre klasser.
Antag, atP 6= 0. Da findes et polynomium forskelligt fra 0 iP. Dette polynomium er et
produkt af irreducible polynomier, og daP er et primideal følger det at en af de irreducible
faktorerP tilhørerP. Altså er(P ) ⊆ P. Antag nu yderligere, atP ikke tilhører den anden
klasse. Da er

(0) ⊂ (P ) ⊂ P.

Det påstås, atP så er et maksimalideal. Det er velkendt, at ringenk[X1, X2] har transcen-
densgrad 2 overk. Heraf følger, at kvotientenk[X1, X2]/(P ) har transcendensgrad højst
1 overk, og videre, at kvotientenA := k[X1, X2]/P har transcendensgrad højst 0 overk.
Følgelig harA transcendensgrad 0 overk. Med andre ord erA algebraisk overk, og dermed
specielt hel overk. Altså erA er et integritetsområde og helt over legemetk. Heraf følger
som bekendt, atA er et legeme. DaA var kvotientenk[X1, X2]/P, erP et maksimalideal,
som påstået.

(6.2) Definition. Ved enplan kurveforstås et skemaC i A2 defineret ved et ikke-konstant
polynomiumF i k[X1, X2]. Kurvens idealI(C)er altså hovedidealet(F ), og koordinatringen
Ŵ(C) er kvotientenk[X1, X2]/(F ). Graden af polynomietF kaldes ogsågraden af kurven
C, og denne grad betegnes også degC.

Betragt primopløsningen,

F = P
n1
1 · · ·P nrr , (6.2.1)

af polynomietF . Som bekendt gælder da, at primidealerne(Pi) netop er de minimale
primidealer for kvotientenk[X1, X2]/(F ). KurverneCi defineret ved polynomiernePi er
altså de maksimale integritetsskemaer iC. De kaldes ogsåkomponenterne af kurvenC,
jfr Observation (5.9). Eksponentenni kaldes ogsåmultipliciteten af komponentenCi .
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(6.3) Observation. En kurveC indeholder uendelig mange punkter. PolynomietF , der
definererC har nemlig en irreducibel divisorP . Følgelig er(F ) ⊆ (P ), så primidealet(P )
svarer til et primideal iŴ(C). Ifølge Lemma (6.1) er dette primideal ikke er et maksimalideal.
Af betingelsen (5.1)(ii) følger derfor atC ikke kan være et endeligt skema.

Ladp være et punkt på kurvenC. Den lokale ringOC,p afhænger da kun af de komponen-
ter, der indeholderp. Antag nemlig mere præcist, atC er bestemt ved polynomietF med pri-
mopløsningen (6.2.1). Antag videre, atp tilhører komponentenCi for i = 1, . . . , t og ikke for
i = t+1, . . . , r. LadD være kurven defineret ved polynomietG := P

n1
1 · · ·P ntt . Det påstås,

at de lokale ringeOC,p ogOD,p er isomorfe. Ifølge definitionen erŴ(C) = k[X1, X2]/(F )
ogŴ(D) = k[X1, X2]/(G). Af Kvotientprincippet følger derfor, at

OC,p = k[X1, X2]Mp/(F ) og OD,p = k[X1, X2]Mp/(G).

Nu var F = HG, hvor de irreducible faktorer iH netop erPi ’erne, som ikke tilhører
Mp. PolynomietH tilhører derfor ikkeMp, og følgelig erH invertibel i den lokale ring
k[X1, X2]Mp . I denne lokale ring er hovedidealerne frembragt afF = HG ogG derfor ens,
hvoraf påstanden følger.

(6.4) Definition. Ethvert polynomiumF i k[X1, X2] har en fremstilling,

F = F0 + F1 + F2 + · · · (6.4.1)

som en (endelig) sum af homogene polynomierFi af gradi, kaldet dehomogene ledi F .
LeddetF0 er konstantleddet iF . LeddetF1 er førstegradspolynomiet(∂F/∂X1)(o)X1 +
(∂F/∂X2)(o)X2, hvor de partielle afledede er taget i det rationale punkto = (0, 0). Det
størstei for hvilket Fi 6= 0 er graden af polynomietF . Det mindstei for hvilket Fi 6= 0
kaldes polynomietsordeneller multiplicitet i punkteto. Ordenen er øjensynlig positiv, hvis
og kun hviso er et nulpunkt forF . Bemærk, at ordenenh er mindre end eller lig med graden
d, hvisF ikke er nulpolynomiet, og at fremstillingen (6.4.1) i så fald er en fremstilling,

F = Fh + · · · + Fd . (6.4.2)

Nulpolynomiet tillægges sædvanligvis orden+∞. Bemærk, at potensenMh af maksimali-
dealetM := (X, Y ) netop består af polynomier af orden mindsth.

Mere generelt defineres multipliciteten afF i et vilkårligt punkt(p1, p2) ∈ k2 som mul-
tipliciteten io = (0, 0) af polynomietF(X1 + p1, X2 + p2).

Lad C være kurven defineret ved polynomietF , og ladp = (p1, p2) være et rationalt
punkt påC. Ved multipliciteten i punktetp af kurvenC forstås da multipliciteten afF i
punktetp. Multipliciteten i p betegnes multp(C). Den er positiv, hvis og kun hvis punktet
p tilhørerC. Det er ofte bekvemt at udstrække definitionen og sætte multipliciteten til 0 i
punkterp, der ikke ligger på kurven.

(6.5) Sætning.Ladp være et rationalt punkt på kurvenC, og ladm betegne maksimalidealet
i den lokale ringOC,p . Da er

multp(C) = dimk m
i/mi+1 for i ≫ 0. (6.5.1)



72 Lidt om algebraisk geometri

Bevis.Det er nok at vise påstanden forp = o. Parallelforskydningx 7→ x + p definerer
nemlig en isomorfiA2 → A2, så der findes en kurveC ′ der ved parallelforskydningen føres
over iC. Herved svarer punkteto påC ′ til punktetp påC. Venstresiden i ligningen er ifølge
definitionen multipliciteten afC ′ i punkteto, og højresiden ændres ikke, når ringenOC,p

erstattes med den isomorfe ringOC′,o.
Antag altså, atp = o. Venstresiden i ligningen i (6.5.1) er altså ordenenh af polynomiet

F , betragtet i (6.4.2). Betragt nu forO := OC,p den eksakte følge,

0 → mi/mi+1 → O/mi+1 → O/mi → 0.

Højresiden i ligningen (6.5.1) er dimensionen af vektorrummetmi/mi+1, og altså lig med
differensen mellem dimensionerne af det midterste vektorrum og det efterfølgende. Det er
derfor nok at vise, at der findes en konstanth1 således at

dimk O/m
i = hi + h1 for i ≫ 0. (6.5.2)

Den lokale ringO fremkommer ved lokalisering afŴ(C) i maksimalidealetMC,o. Af en
velkendt egenskab ved maksimalidealer følger derfor, at kvotientenO/mi er isomorf med
kvotientenŴ(C)/Mi

C,o.
Sæt nu videreM := Mo = (X1, X2). Det følger da af Noether’s anden Isomorfisætning,

at kvotientenŴ(C)/Mi
C,o er isomorf medk[X1, X2]/(Mi, F ).

Endelig består idealetMi af polynomier af orden mindsti. Antag, ati > h. Da definerer
multiplikationenG 7→ FG enk-lineær afbildning, ogFG tilhørerMi , hvis og kun hvisG
tilhørerMi−h. Heraf udledes let den exakte følge,

0 → k[X1, X2]/Mi−h -F k[X1, X2]/Mi - k[X1, X2]/(Mi, F ) → 0.

Af exaktheden følger, at dimensionen af det midterste vektorrum er summen af dimensionerne
af de to omgivende. Det er let at se, at kvotientenk[X1, X2]/Mi har dimension

(

i+1
2

)

. Af de
fundne isomorfier følger derfor fori > h, at

dimk O/m
i =

(

i + 1

2

)

−
(

i − h+ 1

2

)

= hi − h(h − 1)

2
.

Heraf fremgår resultatet (6.5.2) (medh1 := −h(h− 1)/2), som ønsket.

(6.6) Note. Ladp være et punkt på et skemaX. Betragt den lokale ringO := OX,p med
maksimalidealetm := mX,p. Det er klart, at for hverti har kvotientenO/mi endelig længde.
Sætλ(i) := longO/mi .

Antag først, atX er et endelig skema. I dette tilfælde er multipliciteten afX i p defineret
som længden af ringenO. Da længden er endelig, gældermi = mi+1, nåri ≫ 0, og så følger
af Nakayama’s Lemma, atmi = (0), når i ≫ 0. Med andre ord: Nåri ≫ 0 er funktionen
λ(i) konstant og lig med multp(X).
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Antag dernæst, atX er en plan kurve og atp er et rationalt punkt påX. Da erO/m = k,
og følgelig erλ(i) = dimk O/m

i . Af beviset for den foregående sætning følger derfor, at for
i ≫ 0 erλ(i) = hi+h1, hvorh er kurvens multiplicitet i punktetp. Nåri ≫ 0 er funktionen
λ(i) altså et førstegradspolynomium.

I almindelighed (dvs for et vilkårligt punktp på et vilkårligt skemaX) kan man vise, at
funktionenλ(i) for i ≫ 0 er et polynomium, dvs er af formen

λ(i) = hid + h1i
d−1 + · · · + hd ;

multipliciteten af skemaetX i p defineres som højrestegradskoefficientenh ganget medd!.
HvisX er et integritetsskema er talletd lig med dimensionen afX.

(6.7) Sætning.Lad C være en plan kurve defineret ved polynomietF og ladp være et
rationalt punkt påC. Da er følgende fem betingelser ækvivalente:

(i) KurvenC har multiplicitet1 i punktetp.
(ii) En af de partielle afledede∂F/∂Xi er forskellig fra0 i punktetp.
(iii) Den lokale ringOC,p er et integritetsområde, ikke et legeme, og maksimalidealet

mC,p er et hovedideal.
(iv) Den lokale ringOC,p er en valuationsring, dvs et integritetsområde, ikke et legeme,

hvori idealerne er totalt ordnede.
(v) Den lokale ringOC,p er et hovedidealområde, ikke et legeme.

Bevis.Det er velkendt for noetherske ringe, at betingelserne (iii), (iv) og (v) er ækvivalente,
og denne ækvivalens antages i det følgende.

Ifølge definitionen bestemmes multipliciteten ip ved at betragte de homogene ledGi af
polynomietG(X1, X2) = F(X1 + p1, X2 + p2). KonstantleddetG0 erG(o) = F(p), som
er 0 dap tilhørerF , og

G1 = ∂F

∂X1
(p)X1 + ∂F

∂X2
(p)X2.

At multipliciteten er lig med 1 betyder, atG1 6= 0. Det er herefter klart, at (i) og (ii) er
ækvivalente. For at bevise den fulde ækvivalens kan det antages, jfr beviset for Sætning
(6.5), atp er punkteto = (0, 0). Det er nok at vise, at (i) medfører (iii) og at (iv) medfører
(i).

Antag først, at (i) (og dermed også (ii)) er opfyldt. Det kan yderligere antages, atF er
et irreducibelt polynomium. I almindelighed erF nemlig et produkt,F = P1 · · ·Pt , hvor
Pi ’erne er (ikke nødvendigvis forskellige) irreducible polynomier. Udfra definitionen er det
klart, atF ’s orden io er summen afPi ’ernes orden io. DaF ’s orden ifølge antagelsen er lig
med 1, har netop ét afPi ’erne orden 1, og de øvrigePi ’er har orden 0. Antag fx atP = P1
har orden 1, og ladD være kurven bestemt ved polynomietP . Af Observation (6.3) følger
nu, at den lokale ringOC,o ikke ændres nårC erstattes medD. I stedet for at erstatteC med
D (ogF medP ), kan vi følgelig antage, atF er et irreducibelt polynomium.

Idealet(F ) er nu et primideal, og koordinatringenŴ(C) = k[X1, X2]/(F ) er derfor et
integritetsområde. Den lokale ringO fremkommer afŴ(C) ved at lokalisere iMC,o, og den er
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derfor ligeledes et integritetsområde, og øjensynlig ikkeet legeme. IdealetMo er frembragt
afX1 ogX2, så maksimalidealetm := mC,o er frembragt af billedernex1 ogx2 afX1 ogX2.
Det påstås, at maksimalidealetm i O er frembragt af ét afxi ’erne. Mere præcist følger det
af (ii), at en af de aflededeai := (∂F/∂Xi)(o) er forskellig fra 0. Antag fx ata2 6= 0. Det
påstås, at billedetx1 så frembringer idealetm.

Ifølge antagelsen erF en sum,F = a1X1 + a2X2 + · · · , hvor de tre prikker betegner en
sum af led af grad mindst 2. Summen grupperes, idet vi først samler alle led, der indeholder
X2, og dernæst sætterX1 uden for parentes i de resterende. Herved fremkommer en ligning,

F = SX2 + TX1, hvorS = a2 + · · · , T = a1 + · · · .

Modulo(F ) er venstresiden lig med 0, så iO fås ligningen 0= sx2+tx1, hvors ogt betegner
billederne afS ogT . Ifølge antagelsen erS(o) = a2 forskellig fra 0. PolynomietS tilhører
derfor ikkeMo, så billedets er invertibelt iO. Af ligningensx2 + tx1 = 0 følger derfor, at
der i brøkringenO gælder atx2 ∈ Ox1. Som nævnt var maksimalideletm frembragt afx1
ogx2. Af det viste følger, at frembringerenx2 er overflødig. Altså erm lig med hovedidealet
Ox1.

Hermed er det vist, at den lokale ringO opfylder betingelsen (iii). Betingelsen (i) medfører
altså (iii). Omvendt vil (iv) medføre (i). NårO er en valuationsring, er det nemlig klart, at
mi/mi+1 er et 1-dimensionalt vektorrum over restklasselegemetO/m. Her erO/m = k, da
punkteto er et rationalt punkt. Af Sætning (6.5) følger derfor, at multipliciteten afC i punktet
o er lig med 1.

Hermed er ækvivalensen af de fem betingelser eftervist.

(6.8) Definition. Ladp være et rationalt punkt på kurvenC. Kurven siges da at væreglat i
punktetp, hvis de ækvivalente betingelser i Sætning (6.7) er opfyldt. HvisC er glat i punktet
p = (p1, p2) siges

”
linien“ L med ligningen,

(∂F/∂X1)(p)(X1 − p1)+ (∂F/∂X2)(p)(X2 − p2) = 0,

også at være kurvenstangenti punktetp.
Bemærk, at

”
glathed“ herved kun er defineret for rationale punkter påC. Hvis punktet

p påC ikke er et rationalt punkt, sigesC at være glat ip, hvis den lokale ringOC,p er en
valuationsring. Punkterp, hvori kurven ikke er glat, kaldes ogsåsingulæreeller multiple
punkter på kurven.

(6.9) Eksempel.Enlinie, også kaldet en førstegradkurve, er en kurve givet ved et polynomium
a1X1 + a2X2 + b, hvor a1 og a2 ikke begge er 0. Den er øjensynlig glat i ethvert af sine
rationale punkter, og i ethvert sådant punkt er linien selv tangenten. Man kan vise, at en linie
faktisk er glat i alle sine punkter.

(6.10) Eksempel. Betragt dernæst etkeglesnitC, også kaldet en andengradskurve, dvs en
kurve givet ved et andetgradspolynomiumF . Hvis legemetk ikke er algebraisk afsluttet kan
det ikke udelukkes, atC slet ikke indeholder rationale punkter. Antag nu, at der findes et
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rationalt punkt, hvori kurven ikke er glat. Efter en parallelforskydning kan det antages, at
dette multiple punkt er punkteto = (0, 0). Da erF0 = F1 = 0, så polynomietF har formen,

F = aX2
1 + bX1X2 + cX2

2.

Antag i det følgende, at legemetk ikke har karakteristik 2. Ladd = b2 − 4ac betegne
diskriminanten af polynomietF . Hvis a 6= 0, så gælder ligningen,

4aF = (2aX1 + bX2)
2 − dX2

2.

Heraf, og af et par trivielle overvejelser hvisa = 0, fås følgende klassifikation:
d = 0. I dette tilfælde erF , bortset fra en konstant faktor, kvadratet på et førstegradspoly-

nomium. Dette førstegradspolynomium svarer til en linie som er komponent med multiplicitet
2 afC. Alle rationale punkter påC er multiple.
d 6= 0 ogd er et kvadrat ik. I dette tilfælde erF et produkt af 2 førstegradspolynomier,

svarende til atC’s komponenter er to forskellige linier gennemo, begge med multiplicitet 1.
Øjensynlig erC er glat i alle rational punkter, på nær liniernes skæringspunkt o.
d 6= 0 ogd er ikke kvadratet på et element ik. I dette tilfælde ero det eneste rationale

punkt påC.

Bemærk, at hvis et andetgradspolynomium er reducibelt, så er det et produkt af to før-
stegradspolynomier, og for det tilsvarende keglesnit er komponenterne to linier. Dette er
situationen i de første to tilfælde behandlet ovenfor. Ud over disse tilfælde kunne de to
komponenter være parallelle linier.

(6.11) Eksempel.Betragt endelig enkubisk kurveC, dvs en kurve defineret ved et polyno-
miumF af grad 3. Antag fx, atF = X 2

2 − f (X1), hvorf er et polynomium af grad 3 (i
én variabel). De partielle afledede er∂F/∂X1 = −f ′(X1) og ∂F/∂X2 = 2X2. Antag, at
karakteristikken fork ikke er 2. Da er∂F/∂X2 forskellig fra 0 i alle punkter(p1, p2), hvor
p2 6= 0. Kurven er altså glat i alle rationale punkter, der ikke ligger påX1-aksen. Betragt
dernæst et rationalt punkt påX1-aksen, dvs et punkt af formen(p1, 0). Punktet ligger på
kurven, hvis og kun hvisf (p1) = 0, dvs hvis og kun hvisp1 er rod if , og kurven er glat i
punktet, hvis og kun hvis der yderligere gælder atf ′(p1) 6= 0. De to betingelser,f (p1) = 0
ogf ′(p1) 6= 0, er som bekendt opfyldt, netop hvisp1 er en simpel rod if . Trediegradspo-
lynomietf kan højst have én multipel rod. Følgelig erC glat i alle sine rationale punkter, på
nær eventuelt i ét punkt af formen(p1, 0) svarende til en multipel rodp1 i f .
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7. Snit af kurver.

(7.1) Definition. Lad C og D være to plane kurver definerede ved polynomierF ogG.
SnittetC ∩D er da skemaet defineret ved idealet(F,G) i k[X1, X2], og et punktp tilhører
snittet, hvis og kun hvis det tilhører begge kurver. For hvert punkt p i C ∩ D defineres
snitmultipliciteteni p som tallet

ip(C.D) := longOC∩D,p.

Snitmultipliciteten kan være∞; den er endelig, når den lokale ring på højresiden har endelig
længde. Det er sædvane at sætteip(C.D) := 0 for punkterp, som ikke tilhører snittetC∩D.

Hvis snittetC∩D er et endeligt skema, så er snitmultipliciteterneendelige, idetip(C.D) =
multp(C ∩D), jfr Definition (5.2).

Ofte lader man polynomierne indgå i betegnelserne, og skriverip(F.G) = ip(C.D). Yder-
ligere udstrækkes denne betegnelse til tilfældet hvor et eller begge polynomier er konstant:
Hvis et af polynomierneF , G ikke tilhørerMp, sættesip := 0. Hvis de begge tilhørerMp

og et af dem er nulpolynomiet, sættesip := ∞.

(7.2) Observation. Antag, atp tilhører snittetC ∩D. Restklasselegemet for den lokale ring
OC∩D,p er da legemetκ(p), jfr (4.4). Ifølge Hilbert’s Nulpunktssætning (4.5) er restklassel-
egemetκ(p) af endelig dimension overk. Heraf ses, at den lokale ring har endelig længde,
hvis og kun hvis den har endelig dimension som vektorrum overk, jfr beviset for Korollar
(5.3). Specielt ses, at snitmultiplicitetenip(C.D) er endelig, hvis og kun hvis den lokale ring
OC∩D,p er af endelig dimension overk.

(7.3) Observation. Lad p være et punkt iC ∩ D. Koordinatringen for snittetC ∩ D er
kvotientenŴ(C∩D) = k[X1, X2]/(F,G). Følgelig erŴ(C ∩D) isomorf med kvotienten af
Ŵ(C) = k[X1, X2]/(F ) modulo idealet frembragt af billedet afG. Idet (G) også – sjusket,
men praktisk – betegner hovedidealet iŴ(C) frembragt af billedet afG, er altså

Ŵ(C ∩D) = Ŵ(C)/(G).

Herved svarer maksimalidealetMC∩D,p i kvotientenŴ(C ∩ D) til maksimalidealetMC,p

i Ŵ(C). Ved lokalisering afŴ(C) i MC,p fremkommer den lokale ringOC∩D,p, og ved
lokalisering afŴ(C∩D) i MC∩D,p fremkommer den lokale ringOC,p. Af Kvotientprincippet
fås derfor en isomorfi,

OC∩D,p ≃ OC,p/(G),

hvor(G) på højresiden nu betegner hovedidealet frembragt af billedet afG i OC,p . Det følger
specielt, jfr Observation (6.3), at snitmultiplicitetenip(C.D) kun afhænger af de afC’s kom-
ponenter, der indeholderp. Med andre ord kan man ved bestemmelse af snitmultipliciteten
ip(C.D) fra F fjerne de irreducible faktorer, der ikke tilhørerMp.

Det følger ligeledes af Kvotientprincippet, at den lokale ring OC∩D,p også kan fås som
kvotienten af den lokale ringk[X1, X2]Mp , dvs afOA2,p, modulo idealet(F,G) frembragt
af F ogG heri.
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(7.4) Sætning.Lad C ogD være plane kurver bestemt ved polynomierneF ogG. Da er
snittetC ∩D et endeligt skema, hvis og kun hvisC ogD ikke har fælles komponenter, dvs
hvis og kun hvis polynomierneF ogG er primiske. Yderligere gælder for et punktp på
C∩D, at snitmultiplicitetenip(C.D) er endelig, hvis og kun hvis de to kurver ikke har fælles
komponenter, der indeholderp.

Bevis.HvisF ogG har en ikke-triviel fælles divisorH , så er(F,G) ⊆ (H). SnittetC ∩D,
der er defineret ved idealet(F,G), vil altså indeholde kurven bestemt ved polynomietH . Af
Observation (6.3) følger derfor, atC ∩D indeholder uendelig mange punkter.

Antag omvendt, atC ∩D indeholder uendelig mange punkter. Af Sætning (5.1) følgerså,
at koordinatringenk[X1, X2]/(F,G) indeholder et primideal, der ikke er et maksimalideal.
Dette primideal svarer ifølge Kvotientprincippet til et primidealP i k[X1, X2], som ikke er
et maksimalideal og som omfatter(F,G). Ifølge Lemma (6.1) erP et hovedideal(P ). Af
(F,G) ⊆ (P ) følger nu, atP er en ikke-triviel fælles divisor iF ogG, som ønsket.

Hermed er sætningens første påstand bevist. For at vise den anden påstand betragtes et
punktp ∈ C∩D. Antag først, at de to kurver ikke har fælles komponenter, der indeholderp.
Den lokale ringOC∩D,p afhænger kun af de komponenter, der indeholderp, jfr Observation
(6.3). Følgelig kan det antages, at kurverneC ogD ikke har fælles komponenter. Af det
allerede viste følger, atC ∩D så er et endeligt skema. Snitmultipliciteten er daip(C.D) =
multp(C ∩D), og specielt er den endelig.

Antag dernæst, at de to kurver har en fælles komponent gennemp. Det er nok at vise, jfr
Observation (7.2), at den lokale ringOC∩D,p er uendeligdimensional som vektorrum over
k. Det følger af antagelsen, at polynomierneF ogG har en irreducibel fælles divisorP ,
således atP ∈ Mp. Nu er (F,G) ⊆ (P ) ⊆ Mp. Lad E være kurven bestemt vedP .
Det følger af Kvotientprincippet, at den lokale ringOE,p er lig med kvotienten afOC∩D,p
modulo idealet frembragt af billedet afP . Det er således nok at vise, at den lokale ring
OE,p er uendeligdimensional. Denne lokale ring er en lokalisering afŴ(E), og daŴ(E) er et
integritetsområdevil den lokale ring indeholdeŴ(E). Som nævnt i Observation (6.3)erE ikke
et endeligt skema, og af betingelsen (5.1)(iv) følger derfor, atŴ(E) er uendeligdimensional.
Heraf følger påstanden.

Hermed er de to påstande i Sætningen bevist.

(7.5) Sætning.Lad p være et rationalt punkt, der tilhører begge kurverC og D. Da er
snitmultiplicitetenip(C.D) lig med1, hvis og kun hvis kurverneC ogD er glatte ip med
forskellige tangenter.

Bevis.Det kan antages, atper punkteto = (0, 0). LadF ogGvære polynomierne, der define-
rerC ogD. Den lokale ringO := OC∩D,o fremkommer ved lokalisering afk[X1, X2]/(F,G)
i maksimalidealetMo svarende til punkteto. MaksimalidealetMo er frembragt afX1 ogX2,
så maksimalidealetm i O er frembragt af billedernex1 ogx2 afX1 ogX2. Snitmultiplicite-
ten io(C.D) er længden af den lokale ringO. At snitmultipliciteten er lig med 1 er således
ensbetydende med atm = (0).

Da punkteto ligger på begge kurver findes på den anden side fremstillinger,

F = a11X1 + a12X2 + · · · ogG = a21X1 + a22X2 + · · · ,
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hvor de tre prikker står for summer af led af grad mindst 2. Ladα betegne 2× 2 matricen
(aij ). Det er klart, at begge kurver er glatte io, med forskellige tangenter, hvis og kun hvis
determinanten detα er forskellig fra 0. Det skal altså vises, at detα 6= 0, hvis og kun hvis
m = (0).

Antag først, at detα 6= 0. Leddene af grad mindst 2 i fremstillingerne ovenfor tilhører
M2
o, og modulo(F,G) er venstresiderne lig med 0. Af fremstillingerne følger derfor, at

søjlenα
(

x1
x2

)

tilhørerm2. Da matricenα er invertibel følger det, at søjlen
(

x1
x2

)

tilhørerm2.

Maksimalidealet er frembragt afx1 og x2. Af det viste følger derfor, atm = m2. Af
Nakayama’s Lemma fås derfor, atm = (0).

Antag omvendt, atm = (0). Billedet xi af Xi er altså lig med 0 i den lokale ringO.
Den lokale ring er en lokalisering af koordinatringenk[X1, X2]/(F,G). Der findes derfor
polynomierSi i k[X1, X2], så atSi(o) 6= 0 og så atSiXi tilhører idealet(F,G). Fori = 1, 2
findes derfor polynomierBi1 ogBi2 så at

SiXi = Bi1F + Bi2G. (7.5.1)

Lad si og bij betegne konstantleddene i polynomierneSi og Bij . Ved sammenligning af
førstegradsleddene på de to sider af ligning (7.5.1) fås ligningen

siXi = bi1(a11X1 + a12X2)+ bi2(a21X1 + a22X2). (7.5.2)

Lad β betegne 2× 2 matricen(bij ), og ladσ betegne diagonalmatricen meds1 og s2 i
diagonalen. Ligningerne (7.5.2) fori = 1, 2 kan da sammenfattes til matrixligningenσ =
βα. Das1s2 6= 0, følger det af matrixligningen, at detα 6= 0.

Hermed er det ønskede bevist.

(7.6) Note. Under forudsætningen i Sætning (7.5) kan man vise, at

ip(C.D) > multp(C) · multp(D),

altså at snitmultipliciten ip er større end eller lig med produktet af de to kurvers multiplicitet
i p. Yderligere er det nemt at afgøre hvornår lighed indtræffer, idet der gælder følgende
(som vi for letheds skyld formulerer forp = o): Lighedenio(C.D) = multo(C)· multo(D)
gælder, hvis og kun hvis de homogene led af laveste orden iF ogG er primiske.

(7.7) Multiplicitetssætningen. Snitmultiplicitetip(F.G), for punkterp i A2 og polynomier
F ,G i k[X1, X2], har følgende egenskaber:

(1) Værdierne opfylder0 6 ip(F.G) 6 ∞. Værdien er positiv, hvis og kun hvis begge
polynomier tilhører maksimalidealetMp, og værdien er∞, hvis og kun hvis de to polynomier
har en fælles irreducibel divisor, som tilhørerMp.

(2) Snitmultiplicitet afhænger kun af idealet(F,G). Specielt er værdienip(F.G) sym-
metrisk iF ogG, og den afhænger kun afG’s restklasse modulo(F ).

(3) Snitmultiplicitet adderes når funktioner multipliceres iden forstand at

ip(F.GH) = ip(F.G)+ ip(F.H).
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(4) Snitmultiplicitet er invariant under isomorfi (specielt under parallelforskydning) af
A2. Forp = o ogF = X2 er snitmultiplicitetenio(X2.G) lig med ordenen af polynomiet
G(X1, 0).

Bevis.Påstanden (1) følger umiddelbart af Sætning (7.4). Påstand(2) følger af definitionen,
jfr Observation (7.3).

For at vise additiviteten i (3) betragtes et produktGH . Påstanden er triviel, hvisF er
konstant, eller hvisG ellerH er nul-polynomiet. Antag derfor, atF ikke er konstant og atG
ogH er forskellige fra nul-polynomiet. Ifølge Observation (7.3) kan det videre antages, at
alle irreducible divisorer iF tilhører maksimalidealetMp. LadC være kurven defineret ved
polynomietF . Punktetp ligger så påC. Yderligere kan det antages, at ingen af polynomierne
G ogH har en ikke-triviel divisor fælles medF , idet additiviteten ellers er en konsekvens af
(1). Lad nuA = k[X1, X2]/(F ) være koordinatringen forC, og sætO := OC,p . Den lokale
ring O fås altså ved at lokalisereA i maksimalidealetMC,p . Lad videreg og h betegne
restklasserne afG og H modulo (F ). De tre snitmultipliciteter er da ifølge Observation
(7.3) længderne af følgende kvotienter:O/ghO, O/gO ogO/hO. Disse kvotienter fås ved
lokalisering iMC,p af modulerne i følgen,

0 → A/(h) -g A/(gh) - A/(g) → 0, (7.7.1)

hvor den første homomorfi er induceret af multiplikation medg. Det er nok at vise, at følgen
(7.7.1) er exakt, thi så er også den lokaliserede følge exakt, og den søgte additivitet følger af
at længde af moduler er additiv på exakte følger.

Følgen (7.7.1) er trivielt exakt bortset fra at det kræver enovervejelse at multiplikation
medg inducerer en injektiv homomorfi. Hertil bemærkes, at de tre midterste moduler i
følgen øjensynlig er kokernerne for multiplikation iAmedh, medgh, og medg. Bortset fra
nul-modulen til venstre er følgen (7.7.1) altså den sidste del af kerne-kokerne følgen for den
sammensatte multiplikationgh. Da kerne-kokerne følgen for en sammensat homomorfi som
bekendt er exakt, er det derfor nok at vise, at kernen for multiplikation medg kun består af
nul-elementet iA.

Antag altså, atr ∈ A og atgr = 0. RingenA er kvotientringen afk[X1, X2] modulo
(F ), sår repræsenteres af et polynomiumR ∈ k[X1, X2]. Produktetgr repræsenters da af
polynomietGR, så ifølge antagelsen erGR kongruent med 0 modulo(F ). Altså erF divisor
i GR. Da polynomiumsringenk[X1, X2] er faktoriel ogG var antaget primisk medF , følger
det, atF er divisor iR. Restklassenr er derfor lig med nul-elementet iA. Hermed er det
ønskede opnået, og additiviteten i (3) er eftervist.

Den første påstand i (4) følger af at den lokale ring, der definererip(F.G), erstattes med en
isomorf, når der anvendes en isomorfi afA2. Antag endelig, atp = o og atF = X2. Ifølge (2)
er snitmultiplicitetenip(X2.G) uændret nårG erstattes med et polynomium, der er kongruent
medG modulo(X2). PolynomietG kan derfor erstattes med polynomietG(X1, 0). Hvis
dette sidste polynomium er nulpolynomiet, så er både orden og snitmultiplicitet lig med∞.
Hvis det sidste polynomium har endelig ordenh, så kan det skrivesXh1G̃(X1), hvorG̃(o) 6= 0.
Af definitionen følger så umiddelbart, atio(X2, G̃) = 0. Den multiplikative egenskab (3)
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giver derfor,
io(X2, G) = hio(X2, X1) = h,

hvor den sidste ligning enten ses direkte af definitionen, eller ved brug af Sætning (7.5). Heraf
aflæses den sidste påstand i (4).

Hermed er de fire egenskaber bevist.

(7.8) Note. Snitmultipliciteten er i Definition (7.1) bestemt ved en simpel algebraisk formel.
Denne definition kan ses som afslutningen på en lang diskussion, der foregik i det meste
af forrige århundrede. Det skal understreges, at det i praksis er ganske let at bestemme
snitmultipliciteten i et givet (rationalt) punkt alene vedbrug af de i Hovedsætningen angivne
egenskaber. Problemet er at give en definition, der tilladerat udlede disse egenskaber.

Snitmultipliciteten i et rationalt punkt kan bestemmes veden metode, der essentielt er
Euklid’s algoritme: Ved en simpel parallelforskydning kandet antages at punktet ero =
(0, 0). Bemærk, at snitmultiplicitetenio umiddelbart kan bestemmes hvis et af polynomierne
F ogG kun afhænger af den variableX2. Antag nemlig, at fxF kun afhænger afX2. Hvis
F(o) 6= 0 ellerG(o) 6= 0, så erio = 0. Betragt derfor tilfældet, hvorF(o) = G(o) = 0.
Hvis F = 0, så erio = ∞, og hvisF 6= 0, så harF specielt formenF = Xd2H , hvor
H(o) 6= 0; af reglerne (3), (4) og (1) følger så, atio er lig medd gange ordenen af polynomiet
G(X1, 0).

Sæt nui := 0 og gennemløb følgende algoritme:
A1. HvisF ellerG kun afhænger afX2, så sættesi := i + io(F.G) og algoritmen stoppes.
A2. Hvis begge polynomier er delelige medX2, så sættesi := ∞ og algoritmen stoppes.
A3. Hvis et af polynomierneF ellerG, fx G, er deleligt medX2, så sættesG := G/X2 og
i := i + io(F.X2). Dette gentages indtil ingen af polynomierne er delelige medX2.
A4. De to polynomier ordnes efter potenser afX1,

F = fXd1 + · · · , G = gXe1 + · · · ,

hvorf ogg er polynomier forskellige fra 0, der kun afhænger afX2, og hvor de tre prikker står
for polynomier, hvis grad iX1 er mindre end henholdsvisd og e. Efter eventuel ombytning
af F medG kan det antages, atd > e. Sæt nu førstF := gF og i := i − io(g.G). Sæt
dernæstF := F − fXd−e1 G, og fortsæt medA1.

[Hvorfor stopper algoritmen? Hvorfor indeholderi den søgte snitmultiplicitet når algorit-
men stopper?]

(7.9) Definition. Betragt to plane kurverC ogD definerede ved polynomierF ogG. Ladc
og d være graderne afC ogD, og ladFc ogGd være de homogene led af højeste grad i de
to polynomier. I det følgende vil vi sige, atC ogD harendelig skæring, hvis polynomierne
Fc ogGd er primiske.

Uden at vi her kan komme nærmere ind på den såkaldte projektive geometri skal det
bemærkes, at de irreducible divisorer i højestegradsleddet Fc svarer til såkaldte

”
uendeligt

fjerne“punkter på kurvenC. Forudsætningen om endelig skæring betyder altså at de to kurver
C ogD ikke har fælles uendeligt fjerne punkter.
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(7.10) Observation. Det er klart at endelig skæring medfører at polynomierneF ogG er
primiske, altså at snittetC ∩D er et endeligt skema, jfr Sætning (7.4).

(7.11) Bezout’s Sætning.LadC ogD være plane kurver således at snittetC∩D er endeligt.
Da gælder uligheden,

∑

p∈C∩D
|p : k| · ip(C.D) 6 (degC)(degD),

og denne ulighed er en lighed, hvis og kun hvisC ogD skærer endeligt.

Bevis.DaC∩D ifølge forudsætningen er et endeligt skema, er snitmultiplicitetenip(C.D) lig
med multipliciteten multp(C ∩D). Af Korollar (5.3) følger derfor, at ulighedens venstreside
er lig med dimensionen afŴ(C∩D). Det skal således vises, at denne dimension er mindre eller
lig medcd, og at lighed gælder, hvis og kun hvis højestegradsleddeneFc ogGd er primiske.
KoordinatringenŴ(C ∩D) er kvotientenk[X1, X2]/(F,G), hvorF ogG er polynomierne,
der definererC ogD. Det fremgår derfor umiddelbart af det følgende Lemma, at den påståede
lighed gælder hvis de homogene højestegradsledFc ogGd er primiske. Uligheden og

”
kun

hvis“ kan indses ved en udbygning af Lemma’et. Det overladestil læseren.

(7.12) Lemma. SætŴ := k[X1, X2], og ladŴ6h ogŴh betegne underrummene iŴ bestående
af polynomier, der er henholdsvis af grad mindre eller lig med h, og homogene af gradh.
LadF ogG være polynomier af gradc og d således at de homogene højestegradsledFc og
Gd er primiske. Da gælder følgende ligninger:

(F,G) ∩ Ŵ6h = Ŵ6h−cF + Ŵ6h−dG for alleh, og (7.12.1)

= Ŵ6h−cF ⊕ Ŵ6h−dG for h < c + d, (7.12.2)

Ŵc+d−1 = Ŵd−1Fc ⊕ Ŵc−1Gd , (7.12.3)

Ŵh = Ŵh−cFc + Ŵh−dGd for h > c + d − 1, (7.12.4)

Ŵ = (F,G)+ Ŵ6h for h > c + d − 2. (7.12.5)

Endelig gælder, atdimk Ŵ/(F,G) = cd.

Bevis.Højresiden i (7.12.1) er øjensynlig indeholdt i venstresiden. Lad omvendtP være et
polynomium, der tilhører venstresiden. Graden afP er altså højsth, ogP har en fremstilling

P = AF + BG. (∗)

Det er nok at vise, at polynomierneA ogB i en sådan fremstilling kan vælges således atA

har grad højsth− c. Er dette nemlig opfyldt, så harAF højst gradh, ogBG = P −AF har
derfor grad højsth; følgelig harB højst gradh− d, og så viser fremstillingen, atP tilhører
højresiden af (7.12.1). Vælg nu fremstillingen (∗) således atA har mindst mulig grada. Det
er skal altså vises, ata 6 h− c. Antag, indirekte, ata > h − c. ProduktetAF har da grad
større endh, og h er større end eller lig med graden afP . Af (∗) følger derfor, atAF og
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BG har samme grad (større endh), og at der for de homogene højestegradsled gælder, at
0 = AaFc +BbGd (hvora+ c = b+ d). DaFc ogGd ifølge forudsætningerne er primiske
medfører ligningen, at der findes et homogent polynomiumK således atAa = KGd og
Bb = −KFc. Af (∗) fås en ny fremstilling,

P = (A−KG)F + (B +KF)G,

og ifølge valget afK har differensenA − KG en grad, der er mindre end graden afA.
Hermed er den ønskede modstrid nået, idet fremstillingen (∗) var valgt således at graden af
A var mindst mulig.

Ligningen (7.12.2) udsiger, at summen på højresiden af (7.12.1) er direkte, nårh < c+ d.
Det er nok at vise, at de to underrum på højresiden kun har nul-polynomiet fælles. Et
polynomiumP i fællesmængden erdeleligt med bådeF ogG. Det følgeraf forudsætningerne,
atF ogG er primiske, ogP er derfor deleligt med produktetFG. Hvis P 6= 0, er graden
derfor specielt større end eller lig medc+ d. På den anden side er graden afP højst lig med
h, ogh < c + d. Altså erP = 0, som påstået.

Betragt videre (7.12.3). Øjensynlig er de to underrum på højresiden indeholdt i venstresi-
den. DaFc ogGd er primiske, følger det ganske som i beviset for (7.12.2), atde to underrum
danner direkte sum. Det er derfor nok at vise, at de to sider har samme endelige dimension
overk. Dette følger ved en simpel addition, idet underrummetŴh øjensynlig har dimension
h+ 1.

For at vise ligningerne (7.12.4) er det nok at vise at hvert monomiumM = Xi1X
j
2, hvor

i + j = h > c+ d − 1, tilhører højresiden. Et sådan monomium kan øjensynlig skrives som
et produktM = M1M2 af et monomiumM1 af gradh− (c+ d − 1) og et monomiumM2 af
gradc + d − 1. Af (7.12.3) følger, atM2 har en fremstillingM2 = AFc + BGd , hvorA og
B er homogene polynomier af gradd − 1 ogc − 1. Ved at multiplicere denne fremstilling
medM1 fås den ønskede fremstilling afM.

For endelig at eftervise (7.12.5) skal det vises, at hvert polynomiumP modulo(F,G) er
kongruent med et polynomium af grad højsth. Dette vises ved induktion efter gradenl af
polynomietP . Hvis l 6 h er polynomiet selv af grad højsth. Hvis l > h, så er specielt
l > c+d−1. Det homogene højestegradsledPl kan derfor ifølge (7.12.4) skrives på formen
Pl = AFc+BGd , hvorAogB er homogene polynomier af gradl−c ogl−d. Modulo(F,G)
erP kongruent med differensenP −(AF +BG). Differensen har ifølge konstruktionen grad
mindre endl, så ifølge induktionsantagelsen er differensen kongruentmed et polynomium
af grad højsth. Følgelig erP kongruent med et polynomium af grad højsth. Hermed er
(7.12.5) bevist.

Den afsluttende formel for dimensionen er en konsekvens af ligningerne (7.12.2) og
(7.12.5). Vælg en værdi afh for hvilke begge ligninger er opfyldt. Der er to mulighe-
der,h = c + d − 1 ogh = c+ d − 2. Af (7.12.5) følger, atŴ = (F,G)+ Ŵ6h. Isomorfien
i Noether’s første Isomorfisætning er altså en isomorfi,

Ŵ/(F,G) ≃ Ŵ6h/
(

(F,G) ∩ Ŵ6h

)

.

På højresiden er tælleren og nævneren endeligdimensionaleoverk. Tællerens dimension er
lig med antallet af monomierXi1X

j
2 med i + j 6 h, og altså lig med(h + 1)(h + 2)/2.
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Nævnerens dimension kan beregnes af den direkte sum fremstilling i (7.12.2). Differensen
af dimensionerne er dimensionen af kvotienten. Som resultat fås ligningerne,

dimk Ŵ/(F,G) =
(

h+ 2

2

)

−
(

h− c + 2

2

)

−
(

h− d + 2

2

)

= cd,

idet det sidste lighedstegn fås ved en simpel udregning nårh har en af de to valgte værdier.
Dette resultat er det ønskede. Hermed er Lemmaets påstande bevist.

(7.13) Bemærkning. Bezout’s Sætning udsiger, at kurver af gradc og d, under passende
forudsætninger, skærer hinanden icd punkter, talt med multiplicitet. Hvis legemetk ikke er
algebraisk afsluttet kan nogen af skæringspunkterne naturligvis være ikke-rationale punkter,
og graden af disse punkter skal så medregnes i multipliciteten.

For små værdier afc og d er det ofte muligt at sige noget yderligere om multiplicitetog
grad af punkterne iC ∩D.

(7.14) Eksempel.Betragt to linierL1 ogL2, definerede ved førstegradspolynomier. De to
polynomier er primiske, netop når de ikke er proportionale.Ifølge Sætning (7.4) er snittet
L1 ∩ L2 derfor endeligt, netop nårL1 og L2 er forskellige. Bemærk, at betingelsen om
endelig skæring er at de to linier ikke er parallelle. Bezout’s Sætning udsiger her, at snittet i
dette tilfælde består af ét punkt, som endda må være et rationalt punkt. Men det er jo ingen
overraskelse.

(7.15) Eksempel. Betragt dernæst en kurveC af gradn og en linieL, definerede ved et
n-tegradspolynomiumF og et førstegradspolynomiuma1X1 + a2X2 + b. SnittetC ∩ L er
da endeligt, netop hvisF ikke er delelig meda1X1 + a2X2 + b. Betingelsen om endelig
skæring er her, atFn ikke er delelig meda1X1 + a2X2. Bezout’s Sætning udsiger, at snittet i
dette tilfælde består afn punkter, talt med multiplicitet. Hvisp er et rationalt punkt påC∩L,
så følger det af Sætning (7.5), atp bidrager med multiplicitet 1, hvis og kun hvisC er glat
i p og linienL ikke er tangenten; i alle andre tilfælde bidragerp med en multiplicitet større
end 1.

Antag for eksempel, atn = 2, altså atC er et keglesnit. Her kan tallet 2, for punkterne i
C ∩L talt med multiplicitet, fremkomme på flere måder: Skæringenkan bestå af 2 rationale
punkter; i hvert af disse måC være glat, ogLer forskellig fra tangenten. Videre kan skæringen
bestå af ét rationalt punktp, hvori ip(C.L) = 2; det er tilfældet, hvisC er glat ip ogL er
tangenten, eller hvisp er et multipelt punkt påC, jfr Eksempel (6.10). Endelig kan skæringen
bestå af ét ikke-rationalt punktp, hvori nødvendigvis graden|p : k| er lig med 2.

(7.16) Eksempel. Som fortsættelse af det foregående eksempel betragtes tilfældet, hvorC
er den kubiske kurve defineret ved polynomietF = X 2

2 − f (X1) i Eksempel (6.11). Det
homogene højestegradsled iF er en konstant gangeX 3

1 . SkæringenC ∩ L er altså endelig,
netop nåra2 6= 0, dvs netop når linienL ikke er parallel medX2-aksen. Ladp og q være
rationale, glatte punkter påC og ladL være bestemt som linien gennemp ogq, hvisp ogq
er forskellige, og som tangenten ip, hvisp = q. Antag, atL ikke er parallel medX2-aksen,
og betragt snittetC ∩ L. Talt med multiplicitet er der 3 punkter i snittet.
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Betragt først tilfældet, hvorp 6= q. Begge punkter bidrager med multiplicitet mindst 1
til summen 3. Enten bidrager begge med multiplicitet 1 til summen. I så fald bestårC ∩ L
af yderligere ét punktr, som bidrager med multiplicitet 1. Dette tredie punktr må specielt
være et glat og rationalt punkt påC (ogL må være forskellig fra tangenten ir). Eller ét af
punkterne bidrager med multiplicitet 2. I dette tilfælde bestårC ∩ L af 2 punkter, hvoraf ét
skal tælles dobbelt, ogL er tangenten til det

”
dobbelte“ punkt.

Betragt dernæst tilfældet, hvorp = q ogL er tangenten ip. Her bidragerp medip(C.L)
som mindst er 2. Enten er altsåip(C.L) = 3; i dette tilfælde siges punktetp at være et
flexpunktpå kurven: SnittetC ∩L består kun af punktetp, som skal tælles med multiplicitet
3. Eller også erip(C.L) = 2. I dette tilfælde konkluderes, atC ∩ L består af yderligere ét
punktr, som bidrager med multiplicitet 1. Dette andet punktr må specielt være et glat og
rationalt punkt påC (ogL må være forskellig fra tangenten i punktetr).

(7.17) Note. Lad C være en plan kurve af gradc defineret ved polynomietF . Hvis C
har en multipel komponent, jfr Definition (6.2), så følger det umiddelbart af definitionen, at
alle rationale punkter på denne komponent er multiple punkter påC. Antag nu, atC er et
integritetsskema, altså at polynomietF er irreducibelt. Antag yderligere, at legemetk har
karakteristik 0. Den sidste antagelse medfører at en af de partielle afledede afF , fx ∂F/∂X1,
er forskellig fra 0. SætF ′ := ∂F/∂X1. Hvis F ′ er konstant, så erC glat i hvert af sine
rationale punkter ifølge Sætning (6.7). Antag, atF ′ ikke er konstant, og ladC ′ være kurven
defineret vedF ′. PolynomietF ′ har højst gradc − 1, så det er primisk med det irreducible
polynomiumF . Af Sætning (7.4) følger derfor, atC ∩ C ′ kun har endelig mange punkter.
I alle rationale punkterp som ligger påC, men ikke påC ′, er den partielle aflededeF ′

forskellig fra 0. Følgelig erC glat i disse punkter. Specielt er der således kun endelig mange
rationale punkter hvoriC ikke er glat.

Mere præcist følger det af Bezout’s Sætning, at snittetC ∩ C ′ højst indeholderc(c − 1)
punkter talt med multiplicitet. Hvert rationalt punktp, hvori C ikke er glat, tilhører snittet
C ∩ C ′, og det bidrager med multiplicitet mindst 2. Følgelig gælder, at antallet af rationale,
multiple punkter påC højst erc(c − 1)/2.
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8. Max Noether’s Sætning.

(8.1) Definition. Ved en (punkt-)cykeli A2 forstås en formel, endelig heltalslinearkombination
af punkter iA2. En cykelc kan altså skrives på formen

c =
∑

njpj ,

hvor pj ’erne er endelig mange forskellige punkter iA2 og nj ’erne er hele tal. Talletnj er
cyklens koefficient i punktetpj , og det betegnesipj (c). Det er ikke udelukket, at nogle af
nj ’erne kan være lig med 0, og det er faktisk bekvemt at sætteip(c) := 0 for hvert punktp,
der ikke er et afpj ’erne. Herved kan cyklen skrives

c =
∑

p

ip(c) p ,

hvor altså kun endelig mange af koefficienterneip er forskellige fra 0. Vedgraden af cyklen
forstås tallet

degc :=
∑

p

|p : k| · ip(c).

Graden er altså summen af koefficienterne, idet hvert punktp vægtes med sin grad.
Cyklerne iA2 udgør, med en oplagt definition af addition, en kommutativ gruppe. Endvi-

dere kan cyklerne ordnes partielt: Erc′ endnu en cykel skrives

c ≺ c′,

hvis der for alle punkterp gælderip(c) 6 ip(c
′), og for mindst ét punkt gælder den skarpe

ulighed.
Lad C og D være to plane kurver således at snittetC ∩ D er endeligt. Da defineres

snitcyklenC.D ved formlen,

C.D =
∑

p∈C∩D
multp(C ∩D)p .

Snitcyklens koefficienter er med andre ord snitmultipliciteterne. Ifølge definitionen er graden
af snitcyklen bestemt ved

deg(C.D) =
∑

p∈C∩D
|p : k| · ip(C.D).

Bezout’s Sætning udsiger med andre ord, at graden af snitcyklen er mindre end eller lig med
produktet af kurvernes grader, og at lighed gælder, hvis skæringen er endelig.
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(8.2) Max Noether’s Sætning.Lad C, D og E være plane kurver således at bådeD og
E skærerC endeligt. Antag videre, atC.D ≺ C.E. Antag endelig, at kurvenC er glat i
hvert punkt afC ∩D. Da findes en plan kurveE′, som skærerC endeligt i differenscyklen
C.E − C.D, dvs således at

C.E′ = C.E − C.D .

Bevis.Lad F , G ogH være polynomier, som definerer kurverneC, D og E, og ladc, d
og e betegne graderne. AtC.D ≺ C.E betyder, at der for hvert punktp påC ∩ D for
snitmultipliciteterne gælder uligheden,

ip(C.D) 6 ip(C.E).

Snitmultiplicitetenip(C.D) er ifølge definitionen lig med længden af den lokale ringOC∩D,p.
Som nævnt i Observation (7.3) er denne lokale ring kvotienten OC,p/GOC,p . Længden af
denne kvotient er altså ulighedens venstreside. Ulighedens højreside er tilsvarende længden
af kvotientenOC,p/HOC,p . Det følger således af forudsætningerne, at der for alle punkter
p i C ∩D gælder uligheden,

longOC,p/GOC,p 6 longOC,p/HOC,p .

Uligheden medfører, at der for allep i C ∩D gælder følgende inklusion mellem idealer:

HOC,p ⊆ GOC,p .

Af forudsætningerne følger nemlig at ringenOC,p er en valuationsring, så dens idealer er
totalt ordnede. Følgelig vil uligheden mellem længderne afkvotienterne medføre den ønskede
inklusion mellem idealerne.

Inklusionen mellem idealerne betyder, at billedet afH i kvotientenOC,p/GOC,p er lig
med 0 for alle punkterp i C ∩D. Denne kvotient er netop den lokale ringOC∩D,p. Billedet
afH i den lokale ringOC∩D,p er altså lig med 0 for alle punkterp i C ∩D. Ifølge Sætning
(5.1) følger heraf, atH tilhører idealetI(C ∩D). Med andre ord erH ∈ (F,G).

PolynomietH har grade. DaH ∈ (F,G) følger det derfor af (7.12.1), atH kan skrives
på formen

H = AF + BG, (∗)

hvor graden afA er højste − c og graden afB er højste − d. Bemærk, at differensene − d

er positiv. Den forudsatte relation mellem snitcyklerne medfører nemlig den skarpe ulighed
mellem deres grader, og graderne er ifølge Bezout’s sætningcd ogce.

Videre bemærkes, atB har grade − d. Ellers ville graden afB nemlig være mindre end
e−d og sammenligning af de homogene led af grade på de to sider af (∗) ville give ligningen
He = Ae−cFc, som er i modstrid med atE ogC har endelig skæring. Altså erB af grad
e − d.
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LadE′ være kurven bestemt ved polynomietB. Det påstås, atE′ opfylder de stillede krav.
Sammenligning af de homogene led af grade på de to sider af (∗) giver ligningen,

He = Ae−cFc + Be−dGd .

Af denne ligning følger, at højestegradsleddeneFc ogBe−d er primiske, idet en fælles prim-
divisor også ville være fælles primdivisor forFc ogHe, i modstrid med atC ogE skærer
endeligt. Følgelig skærerC ogE′ endeligt. Den anførte ligning mellem snitcyklerne udsiger,
at der for alle punkterp gælder ligningen,

ip(F.H) = ip(F.G) + ip(F.B).

Denne sidste ligning følger af(∗) under brug af egenskaberne (2) og (3) i Hovedsætning (7.7).
Hermed er vist, at kurvenE′ opfylder de anførte krav.

(8.3) Korollar (Pascal’s Sætning).Betragt en sekskant indskrevet i et keglesnitD, dvs en
følge af6 (forskellige) rationale punkterp1, . . . , p6 påD. Antag, atD er glat i hvert af de
6 punkter; hvisD består af2 linier, antages yderligere at punkterne ligger skiftevis på de to
linier. Antag endelig for hvert af de tre par af modstående sider i sekskanten, at de to sider
skærer hinanden. Da ligger de tre skæringspunkter for de modstående par af sider på en ret
linie.

Bevis.Sekskantens 6 sider er linierne gennempi og pi+1 for i = 1, . . . , 6 (her sættes
p7 := p1). Siderne benævnes i rækkefølgen svarende til punkterne:C1, E3, C2, E1, C3,
E2. Gennem hvert punktpi går énC-linie og énE-linie. De tre par af modstående sider er
linierneCj , Ej for j = 1, 2, 3. Ifølge forudsætningen skærerCj ogEj hinanden. Ladqj
være skæringspunktet, forj = 1, 2, 3. Det er Sætningens påstand, at de 3 punkterqj ligger
på en ret linie.

Lad hertilC være kurven, hvis komponenter er de tre linierC1, C2 ogC3. Polynomiet
for C er altså produktet af tre førstegradspolynomier, og specielt harC grad 3. KurvenC er
altså glat i alle punkter, som ikke er skæringspunkter mellem Cj ’erne. Specielt ligger de 6
punkterpi påC, ogC er glat i disse punkter. Lad tilsvarendeE betegne trediegradskurven,
hvis komponenter erEi ’erne.

SnittetC ∩E indeholder ifølge Bezout’s Sætning 9 punkter, talt med multiplicitet. Blandt
disse 9 punkter er de 6 punkterpi . Hertil kommer de 3 skæringspunkterqj , altså ialt 9
skæringspunkter. SnitcyklenC.D er derfor disse 9 punkter, hvert talt med multiplicitet 1. Af
disse 9 punkter udgør de 6 punkterpi snitcyklenC.D. DifferenscyklenC.E − C.D består
derfor af de tre punkterqj . Af Max Noether’s Sætning følger, at disse tre punkter ligger på
en kurveE′ af grad 3− 2 = 1, dvs på en linie.

Hermed er Pascal’s Sætning bevist.

(8.4) Note. Specialtilfældet, hvor keglesnittet består af 2 rette linier, kaldes ogsåPappos’
Sætning.

Det er også muligt at drage konklusioner, hvis et eller flere par af modstående sider er
parallelle. Hvis ét par af modstående sider er parallelle, kan man vise at dette par af sider er
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parallelle med linien gennem de to skæringspunkter for de toresterende par. Og hvis to par
af modstående sider er parallelle kan man vise, at også det tredie par af sider er parallelle.
Disse konklusioner nås bedst i den såkaldte projektive geometri.

(8.5) Note. Som endnu en anvendelse af Max Noether’s Sætning betragtes den såkaldte
addition på en kubisk kurve. LadC være en kubisk kurve, fx som i Eksemplerne (6.11) og
(7.16). Vi betragter udelukkende rationale punkter påC. Resultatet i Eksempel (7.16) kan
udtrykkes således: Ladp og q være glatte punkter påC og ladL være bestemt som linien
gennemp og q, hvisp og q er forskellige, og som tangenten ip, hvisp = q. Antag, atL
ikke er parallel medX2-aksen. Da findes netop ét glat punktr påC, således at

C.L = p + q + r. (∗)

Punktetr er
”
det tredie skæringspunkt“ på linien gennemp ogq. Det kan godt falde sammen

medp og/ellerq. Vælg nu et vilkårligt fast punkte blandt de glatte punkter påC. For hvert
glat punktp påC betegnes medp∗ det tredie skæringspunkt på linien gennemp oge. Definer
nu en komposition i mængden af glatte punkter på følgende måde: ladp og q være glatte
punkter. Bestem det tredie skæringspunktr på linien gennemp ogq, og sæt

p ∗ q := r∗.

Det påstås, atmængden af glatte punkter påC med denne komposition er en kommutativ
gruppe.

Det er en let følge af definitionen, at kompositionen er kommutativ, ate er neutralt element,
og at det inverse tilp er det tredie skæringspunkt på linien gennemp oge∗. Den ikke-trivielle
påstand er at kompositionen er associativ. Lad hertilp, q ogs være tre punkter påC. Betragt
punktet(p ∗ q) ∗ s. Dette punkt bestemmes ved først at bestemme linienE1 og punktetr, og
dernæst linienE2 og punktett så at

C.E1 = p + q + r, C.E2 = r∗ + s + t .

Det søgte punkt er dat∗. På den anden side bestemmes punktetp ∗ (q ∗ s) ved først at
bestemme linienD1 og punktetu, og dernæst linienL og punktetv således at

C.D1 = q + s + u, C.L = p + u∗ + v.

Det søgte punkt er dav∗. Det er påstanden, att∗ = v∗, eller, ækvivalent, att = v. Den sidste
påstand er igen ækvivalent med at punkternep, u∗ og t ligger på en ret linie (nemligL).

Hertil bemærkes, at ifølge definitionen ligger punkternee, r og r∗ på en linieD2 og
punkternee, u og u∗ ligger på en linieE3. De 9 punkter,p q, r, s, r∗, t , e, u∗, u ligger på
linierneE1,E2 ellerE3, og de udgør derfor snitcyklenC.E, hvorE er trediegradskurven med
med komponenterEj . Af de 9 punkter ligger de 6 punkterq, s, u, e, r∗, r på linierneD1 eller
D2, og de udgør derfor snitcyklenC.D, hvorD er andengradskurven med komponenterne
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D1 ogD2. Af Max Noether’s Sætning følger derfor, at de resterende punkter, dvs punkterne
p, u∗ og t , ligger på en førstegradskurve, som påstået.

Det skal afslutningsvis bemærkes, at påstanden (og derfor også beviset) har et væsentligt
hul. Det tredie skæringspunkt på linien gennemp og q er jo slet ikke defineret, hvis denne
linie er parallel medX2-aksen. For at udfylde dette hul er det strengt taget nødvendigt at
tilføje et uendeligt fjernt skæringspunkt iX2-aksens retning. Dette hul udfyldes nemmest i
den såkaldte projektive plan.
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9. Appendix: Koszul-følgen i planen.

(9.1) Notation. I det følgende betegnerŴ polynomiumsringenŴ := k[X, Y ] i to variable
over legemetk. MedŴ<n betegnes underrummet iŴ bestående af polynomier af grad mindre
endn. Videre sættesM := Mo. MaksimalidealetM = (X, Y ) består altså af de polynomier,
der forsvinder i punkteto = (0, 0), og potensenMn består af polynomier af orden større end
eller lig medn. Endelig betegnes medŴn kvotientringenŴn := Ŵ/Mn.

Bemærk, atŴ<n ogMn er komplementære underrum iŴ: polynomierne af grad mindre
endn erk-linearkombinationer af monomierneXiY j for i+ j < n og polynomierne iMn er
k-linearkombinationer af monomierneXiY j for i + j > n. Det følger, at den sammensatte
homomorfiŴ<n → Ŵ → Ŵn er en isomorfi af vektorrum overk. Specielt har de to vektorrum
altså den samme endelige dimension,

dimk Ŵ<n = dimk Ŵ
n =

(

n+ 1

2

)

. (9.1.1)

Forn 6 0 er det naturligt at sætteŴ<n = (0) ogMn = Ŵ (og dermedŴn = 0). Bemærk, at
formlen ovenfor for dimensionen også gælder forn = 0 ogn = −1, men ikke forn < −1.

(9.2) Definition. I det følgende betragtes i polynomiumsringenŴ to polynomierF ogG
forskellige fra 0. Svarende hertil betragtes følgen afŴ-lineære afbildninger,

0 - Ŵ -α Ŵ ⊕ Ŵ -β Ŵ -κ Ŵ/(F,G) - 0, (9.2.1)

hvor α er afbildningenH 7→ (HG,−HF), hvorβ er afbildningen(A, B) 7→ AF + BG,
og hvorκ er den kanoniske afbildning på kvotienten.

Følgen (9.2.1) kaldesKoszul-følgenknyttet til polynomierneF ogG.
Lad c ogd være graderne afF ogG. For hvertn inducerer multiplikation medF da ved

restriktion enk-lineær homomorfiŴ<n−c → Ŵ<n, og multiplikation medG inducerer en
k-lineær homomorfiŴ<n−d → Ŵ<n. Koszul-følgen inducerer derfor en følge afk-lineære
homomorfier,

0 - Ŵ<n−c−d -αn Ŵ<n−c ⊕ Ŵ<n−d -βn Ŵ<n -κn Ŵ<n/(F,G)<n - 0, (9.2.1n)

hvor (F,G)<n betegner fællesmængden(F,G) ∩ Ŵ<n.
Betragt tilsvarende ordenernef og g af polynomierneF ogG. Multiplikation medF

inducerer ved restriktion en homomorfiMn−f → Mn, og heraf induceres en homomorfi
Ŵn−f → Ŵn mellem kvotienterne: restklassen moduloMn−f af et polynomiumP afbildes
på restklassen moduloMn afPF . Tilsvarende inducerer multiplikation medG en homomorfi
Ŵn−g → Ŵn. Koszul-følgen inducerer derfor en følge,

0 - Ŵn−f−g -αn Ŵn−f ⊕ Ŵn−g -β
n

Ŵn -κn Ŵ/(Mn, F,G) - 0. (9.2.1n)

(9.3) Observation. Det er let at se, at Koszul-følgen er en nul-følge. Videre erκ surjektiv,
og øjensynlig er Imβ = Kerκ. Yderligere erα injektiv, når blotF ellerG er forskellig fra
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0. Endelig er Imα = Kerβ, hvisF ogG er primiske, thi afAF + BG = 0 følger så, atA
er et multiplum afG, altsåA = GH , og ved indsættelse og division medG fåsB = −FH .
HvisF ogG er primiske, er Koszul-følgen altså exakt.

Da Koszul-følgen er en nulfølge, er det umiddelbart at se, atde inducerede følger (9.2.1n)
og (9.2.1n) er nulfølger. Selv om Koszul-følgen er exakt, vil de inducerede følger imidlertid
i almindelighed ikke være exakte.

(9.4) Lemma. Antag, at polynomierneF ogG er primiske, og ladc og d betegne deres
grader. Betragt følgen(9.2.1n) for et fastn > c + d − 1. Da gælder:
(1) Følgen er exakt på nær at der kun gælderIm βn ⊆ Kerγn.
(2) Følgende ulighed gælder:dimk Ŵ<n/(F,G)<n 6 cd.
(3) Følgende betingelser er ækvivalente:

(i) Følgen er exakt.
(ii) Ŵ<n−cF + Ŵ<n−dG = Ŵ<n ∩ (F,G).
(iii) dim k Ŵ<n/(F,G)<n = cd.
(iv) De homogene ledFc ogGd af højeste grad er primiske.

Bevis.Påstand (1) følger umiddelbart af at Koszul-følgen er exakt. Homomorfienαn er blot
restriktionen afα. Da α er injektiv, er ogsåαn injektiv. Betragt videre et par(A, B) i
Ŵ<n−c ⊕ Ŵ<n−d således atβn(A, B) = 0. Da Koszul-følgen er exakt, findes et polynomium
H således at(A, B) = (HG,−HF). DaA = HG har grad mindre enn − c, måH have
grad mindre endn − c − d. Altså erH ∈ Ŵ<n−c−d , og følgelig er(A, B) element i Imαn.
Endelig erκn blot den kanoniske homomorfi på kvotienten, og derfor surjektiv.

For at vise påstanden (2) bemærkes, at vektorrummene i følgen er af endelig dimension
overk. Af påstand (1) fås derfor ligningerne,

dim Imβn = dimŴ<n−c + dimŴ<n−d − dimŴ<n−c−d ,

dim Kerκn = dimŴ<n − dimŴ<n/(F,G)<n,

og videre, at venstresiden i den første ligning er mindre endeller lig med venstresiden i den
anden ligning. Af ligningerne og denne sidste ulighed fås,

dimŴ<n/(F,G)<n 6 dimŴ<n − dimŴ<n−c − dimŴ<n−d + dimŴ<n−c−d

=
(

n+ 1

2

)

−
(

n− c + 1

2

)

−
(

n− d + 1

2

)

+
(

n− c − d + 1

2

)

= cd.

idet den første ligning er observeret i (9.1) (her bruges, atn > c + d − 1), og den anden
ligning følger ved simpel udregning. Hermed er uligheden i påstand (2) eftervist. Yderligere
ses det af udledningen, at uligheden er en lighed, hvis og kunhvis dim Imβn = dim Kerκn,
dvs hvis og kun hvis følgen (9.2.1n) er exakt.

Endelig vises ækvivalensen af betingelserne i påstand (3).Betingelsen (ii) udtrykker blot,
at Imβn = Kerκn; det fremgår af (1), at denne ligning er ækvivalent med exaktheden i
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(i), og som det fremgår af beviset for (2) er ligningen også ækvivalent med ligheden i (iii).
Betingelserne (i), (ii) og (iii) er altså ækvivalente. Nu vises, at betingelserne (ii) og (iv) er
ækvivalente.

Antag først, at (iv) er opfyldt, altså atFc ogGd er primiske. Det er nok at vise, at højresiden
af ligningen i (ii) er indeholdt i venstresiden. Betragt altså et polynomiumP af grad mindre
endn i idealet(F,G). Da harP en fremstilling,

P = AF + BG, (∗)

og det skal vises, atP har en sådan fremstilling medA af grad mindre endn− c ogB af grad
mindre endn− d. Betragt hertil en fremstilling (∗) afP med polynomietA af mindst mulig
grad. Det er nok at vise, at med dette valg har polynomietA grad mindre endn− c, thi så har
BG = P −AF grad mindre endn og følgelig harB grad mindre endn−d. Antag, indirekte,
atA har en grada, der mindst er lig medn− c. ProduktetAF har da mindst gradn, ogn er
større end graden afP . Af fremstillingen følger derfor, atAF ogBG har samme grad (nemlig
a+ c > n), og at der for de homogene led af højeste grad gælder, at 0= AaFc+BbGd (hvor
a + c = b + d). DaFc ogGd ifølge forudsætningerne er primiske medfører ligningen, at
der findes et homogent polynomiumK således atAa = KGd ogBb = −KFc. Af (∗) fås en
ny fremstilling,

P = (A−KG)F + (B +KF)G,

og ifølge valget afK har differensenA − KG en grad, der er mindre end graden afA.
Hermed er den ønskede modstrid nået, idet fremstillingen (∗) var valgt således at graden af
A var mindst mulig.

Antag omvendt, at polynomierneFc ogGd ikke er primiske, altså at de har en ikke-triviel
fælles divisorK. Da erFc = F ′K ogGd = G′K, hvorK er homogen af gradk > 0 ogF ′

ogG′ er homogene af graderc− k ogd − k. Ifølge forudsætningen ern > c+ d − 1. Tallet
m := n − c − d + k er altså større end eller lig med 0. Vælg nu et homogent polynomium
M af gradm således atM ikke er et multiplum afK. Betragt polynomiet,

Q := MG′F −MF ′G.

De to produkter på højresiden har samme grad, nemligm + (d − k) + c = n, og samme
homogene led af højeste grad, nemligMG′F ′K. DifferensenQ har derfor grad mindre end
n, og daQ øjensynlig tilhører(F,G) vil Q tilhøre højresiden i (ii). Det påstås, atQ ikke
tilhører venstresiden. Antag, indirekte, atQ tilhører venstresiden i (ii), altså atQ har en
fremstilling,

Q = AF + BG,

hvorA har grad mindre endn − c og B har grad mindre endn − d. Ved subtraktion fås
ligningen,

(MG′ − A)F = (B +MF ′)G.

DaF ogG ifølge forudsætningen er primiske, viser ligningen, atB +MF ′ er et multiplum
af F . Specielt er højestegradsleddet iB +MF ′ et multiplum afFc. PolynomietB har grad
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mindre enn − d og produktetMF ′ er homogent af grad lig medm + (c − k) = n − d.
Højestegradsleddet er altsåMF ′, og dette polynomium er altså et multiplum afFc = KF ′.
Ved division sluttes, atM er et multiplum afK, i modstrid med valget afM. Hermed er
den ønskede modstrid opnået, og det er således vist, atQ tilhører højresiden i (ii) og ikke
venstresiden.

Hermed er også ækvivalensen af (ii) og (iv) vist, hvormed beviset for Lemmaet er fuldført.

(9.5) Sætning.Antag, at polynomierneF ogG er primiske, og ladc og d betegne deres
grader. Da gælder uligheden,

dimk Ŵ/(F,G) 6 (degF)(degG),

og lighed gælder, hvis og kun hvis de homogene ledFc ogGd af højeste grad er primiske.
Hvis de to homogene led er primiske, så gælder yderligere, athomomorfien,

Ŵ<c+d−1 → Ŵ/(F,G),

er surjektiv.

Bevis.Betragt homomorfienŴ<n → Ŵ/(F,G) for n > c + d − 1. Billedet er et underrum
i kvotientenŴ/(F,G), og øjensynlig er kvotienten den voksende foreningsmængde(for n
gående mod uendelig) af disse billeder. Homomorfiens kerne er (F,G)<n, så billedet er
kvotientenŴ<n/(F,G)<n. Det følger derfor af Lemma (9.4)(ii), at hvert af billederne er af
endelig dimension, begrænset opad afcd. Heraf sluttes, at nårn ≫ 0, så er billedet hele
kvotientenŴ/(F,G). Følgelig gælder ulighederne,

dimŴ<n/(F,G)<n 6 dimŴ/(F,G) 6 cd , (9.5.1)

og i den første ulighed gælder lighed, nårn ≫ 0. Sætningens påstande er nu en konsekvens
af Lemma (9.4). Den påståede ulighed er nemlig vist ovenfor.HvisFc ogGd er primiske, så
følger det af Lemma (9.4), anvendt på en vilkårlig værdin > c + d − 1, at begge uligheder
i (9.5.1) må være ligheder; den anden lighed er den påståede lighed, og forn = c + d − 1
viser den første lighed, atŴ<c+d−1 → Ŵ/(F ;G) er surjektiv. Antag omvendt ligheden
dimŴ/(F,G) = cd. Forn ≫ 0 er så begge uligheder i (9.5.1) ligheder. Af Lemma (9.4)
følger derfor, atFc ogGd er primiske.

(9.6) Lemma. Antag, at polynomierneF ogG er primiske, og ladf og g betegne deres
ordener. Betragt følgen(9.2.1n) for et fastn > f + g − 1. Da gælder:
(1) Følgen er exakt på nær at der kun gælderIm αn ⊆ Kerβn.
(2) Følgende ulighed gælder:dimk Ŵ/(M

n, F,G) > fg.
(3) Følgende betingelser er ækvivalente:

(i) Følgen er exakt.
(ii) Mn−fF + Mn−gG = Mn ∩ (F,G).
(iii) dim k Ŵ

n/(F,G)n = fg.
(iv) De homogene ledFf ogGg af laveste grad er primiske.
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Bevis.Påstand (1) om exakthed indses således: Homomorfienαn er injektiv. Vedαn afbildes
nemlig klassen afH moduloMn−f−g på parret bestående afHG moduloMn−f og−HF
moduloMn−g. Hvis klassen repræsenteret afHG er 0, erHG af orden mindstn − f , og
følgelig erH af orden mindstn−f−g; altså repræsentererH nul-elementet iŴn−f−g. Videre
er Imβn = Kerκn. Betragt nemlig iŴn en klasse i Kerκn, og ladP være en repræsentant for
klassen. ModuloMn erP da af formenP = AF+BG. PolynomierneA ogB repræsenterer
et par iŴn−f ⊕ Ŵn−g , som vedβn afbildes på den givne klasse repræsenteret afP . Endelig
erκn øjensynlig surjektiv.

For at vise påstanden (2) bemærkes, at vektorrummene i følgen er af endelig dimension
overk. Af påstand (1) fås derfor ligningerne,

dim Imαn = dimŴn−f−g,

dim Kerβn = dimŴn−f + dimŴn−g − dimŴn + dimŴ/(Mn, F,G),

og videre, at venstresiden i den første ligning er mindre endeller lig med venstresiden i den
anden ligning. Af ligningerne og denne sidste ulighed fås, at

dimŴ/(Mn, F,G)n > dimŴn − dimŴn−f − dimŴn−g + dimŴn−f−g

=
(

n+ 1

2

)

−
(

n− f + 1

2

)

−
(

n− g + 1

2

)

+
(

n− f − g + 1

2

)

= fg,

idet den første ligning er observeret i (9.1) (her bruges, atn > f + g − 1), og den anden
ligning følger ved simpel udregning. Hermed er uligheden i påstand (2) eftervist. Yderligere
ses det af udledningen, at uligheden er en lighed, hvis og kunhvis dim Imαn = dim Kerβn,
dvs hvis og kun hvis følgen (9.2.1n) er exakt.

Endelig vises ækvivalensen af betingelserne i (3). Af påstand (1) fremgår, at betingelsen (i)
er opfyldt, hvis og kun hvis Imαn = Kerβn. Af beviset for påstand (2) fremgår derfor, at (i)
og (iii) er ækvivalente. Det følger videre, at ækvivalensenaf (i) og (ii) kan udtrykkes således:
Ligheden Imαn = Kerβn gælder, hvis og kun hvis homomorfienµ : Mn−f ⊕ Mn−g →
Mn ∩ (F,G) er surjektiv. For at vise ækvivalensen af (i) og (ii) betragtes derfor følgende
kommutative diagram,

0 - Mn−f ⊕ Mn−g - Ŵ ⊕ Ŵ - Ŵn−f ⊕ Ŵn−g - 0

?
µ

?
ν

?
βn

0 - Mn ∩ (F,G) - (F,G) - Ŵn,

hvor de lodrette homomorfier er induceret af(A, B) 7→ AF + BG. Diagrammets rækker
er øjensynligt exakte, og homomorfienµ er surjektiv. Af Slangelemmaet fås en exakt følge
mellem kerner og kokerner,

0 - Kerµ - Kerν - Kerβn - Cokerµ - 0.
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Da Koszul-følgen er exakt, er Kerν = Ŵ, og heraf følger let, at Kerµ = Mn−f−g. Homom-
orfien Kerµ → Ker ν er blot inklusionenMn−f−g → Ŵ, der har kokernenŴn−f−g. Det er
nu klart, at den exakte følge ovenfor svarer til en exakt følge,

0 - Im αn → Kerβn → Cokerµ - 0.

Heraf aflæses, at Imαn = Kerβn, hvis og kun hvis homomorfienν er surjektiv. Hermed er
ækvivalensen af (i) og (ii) bevist.

Den manglende ækvivalens af (ii) og (iv) kan nu bevises helt analogt med beviset for den
tilsvarende ækvivalens i Lemma (9.4).

Hermed er Lemmaets påstande godtgjort.

(9.7) Sætning.Antag, at polynomierneF ogG er primiske, og ladf ogg betegne deres orde-
ner. LadO betegne den lokale ring, der fremkommer ved lokalisering afŴ i maksimalidealet
M. Da gælder uligheden,

dimk O/(F,G)O > (multo F)(multoG),

og lighed gælder, hvis og kun hvis de homogene ledFf ogGg af laveste grad er primiske.
Hvis de to homogene led er primiske, så gælder yderligere, at

Mf+g−1 ⊆ (F,G)O.

Bevis.Påstanden er triviel, hvisf eller g er lig med 0, dvs hvis et af polynomierneF ogG
ikke tilhørerM. I så fald er nemlig et af polynomierne invertibelt i den lokale ring O, og
idealet(F,G)O er derfor hele ringenO. Det kan derfor antages, atF ogG tilhørerM.

Betragt kvotientringeneŴ := Ŵ/(F,G) ogO := O/(F,G)O. Da(F,G) ⊆ M, svarerM
ifølge Kvotientprincippet til et maksimalidealM i G, og kvotientenO er den lokale ring der
fremkommer ved lokalisering afŴ i maksimalidealetM. Ladm betegne maksimalidealet i
den lokale ringO. Det er da velkendt, at kvotientenO/mn er isomorf med kvotientenŴ/M

n
.

Den sidste kvotient er ifølge Noether’s anden Isomorfisætning isomorf medŴ/(Mn, F,G).
Der findes altså kanoniske isomorfier,

Ŵ/(Mn, F,G) ∼−→O/mn ∼−→O/(Mn, F,G)O.

For allen > f + g − 1 gælder derfor ulighederne,

dimO/(F,G) = dimO > dimO/mn = dimŴ/(Mn, F,G) > fg, (9.7.1)

idet den sidste ulighed følger af Lemma (9.6).
Dimensionen af kvotientenO/mn vokser medn. Det andet lighedstegn ovenfor viser, at

dimensionen altid er begrænset opad af dimŴ/(F,G) (som er endelig ifølge Sætning (9.4)).
For n ≫ 0 er dimO/mn altså konstant. Det påstås, at for disse værdier afn ermn = (0).
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Af ligningen dimO/mn = dimO/mn+1 følger nemlig, atmn = mn+1, og af Nakayama’s
Lemma (anvendt påmn som modul over den lokale ringO) konkluderes, atmn = (0). Det
fremgår derfor, at den første af de to uligheder ovenfor er enlighed, nårn ≫ 0.

Sætningens påstande er nu en konsekvens af Lemma (9.6). Den anførte ulighed er nemlig
vist ovenfor. HvisFf ogGg er primiske, så følger det af Lemma (9.6), anvendt på en vilkårlig
værdin > f + g− 1, at den anden ulighed i (9.7.1) må være en lighed; da den første ulighed
er en lighed nårn ≫ 0, følger det, at begge uligheder må være ligheder for allen > f +g−1.
Specielt viser den første lighed forn = f + g− 1, atMf+g−1 ⊆ (F,G)O. Antag omvendt
ligheden dimO/(F,G)O = fg. Det følger da specielt, at den sidste ulighed i (9.7.1) er en
lighed. Af Lemma (9.6) følger derfor, atFf ogGg er primiske.



Associative algebraer

1. Simple og semisimple moduler og ringe.

(1.1) Setup. I dette kapitel betegner3 en fast, ikke nødvendigvis kommutativ ring (med
1-element). Vedradikaletaf3, betegnetr(3), vil vi her forstå Jacobson-radikalet defineret
som fællesmængden af alle maksimale venstre-idealer. Det er et ideal (to-sidet), og må natur-
ligvis ikke forveksles med

”
nil-radikalet“ af en kommutativ ring, bestående af de nilpotente

elementer. HvisA er kommutativ, ligger hvert nilpotent element øjensynlig ir(A).
Moduler vil altid være venstre-moduler over3, med mindre andet udtrykkeligt er forudsat.

Med3s betegnes3 som (venstre-)modul over sig selv. En modulS er som bekendtsimpel,
hvisS 6= 0 ogS kun har trivielle undermoduler, eller, ækvivalent, hvisS er isomorf med en
kvotient3s/m, hvorm er et maksimalt venstreideal i3.

(1.2) Semisimpel modul.LadN være en undermodul i3-modulenM. Ved etkomplement
til N i M forstås en undermodulK ⊆ M medN ⊕ K = M, dvs således, at den kanoniske
homomorfi(n, k) 7→ n+ k er en isomorfiN ⊕K ∼−→M.

En undermodulN i M, som har et komplement, kaldes endirekte sumandi M. HvisN
er direkte sumand iM er alle komplementer isomorfe, nemlig isomorfe medM/N .

ModulenM kaldessemisimpel, hvis enhver undermodulN ⊆ M er direkte sumand iM.

(1.3) Observation. Undermoduler og kvotientmoduler i en semisimpel modulM er igen
semisimple.

Bevis.Betragt nemlig først en undermodulN ⊆ M. LadN0 ⊆ N være en undermodul iN .
Så harN0 et komplement iM, altsåN0 ⊕K = M, og så er det let at indse, atK ∩ N er et
komplement iN til undermodulenN0.

Den anden påstand følgerafden første, thi foren kvotientmodulM/N harN et komplement
K i M, og så erM/N isomorf med undermodulenK afM.

(1.4) Lemma. En semisimpel modulM er sum af simple undermoduler.

Bevis.Nul-modulen er sum af den tomme mængde af undermoduler, så vikan antageM 6= 0.
Vi viser først, atM så har en simpel undermodul.

Medm 6= 0 iM er3m nemlig så en cyklisk undermodul, isomorf med3a/a, hvora er et
ægte venstreideal i3. Af Zorns Lemma følger som bekendt, at det eksisterer et maksimalt
venstreidealm ⊇ a. Den simple modulS := 3s/m er så en kvotient af3s/a = 3m. DaM
er semisimpel, er3m semisimpel, og så er den simple kvotientS isomorf med en undermodul
af3m, og denne undermodul er så en simpel undermodul afM.

97
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Lad nuM0 være summen af alle simple undermoduler afM. HvisM0 ⊂ M, harM0 er
komplementK 6= 0. Ifølge det viste harK så en simpel undermodul, men det er i modstrid
med at alle simple undermoduler afM er indehold iM0. Altså erM0 = M.

(1.5) Udskiftningssætningen.Antag, at3-modulenM er sum af simple undermodulerSi ,
i ∈ I . LadN ⊆ M være en undermodul. Da findes en delmængdeJ ⊆ I således, atM er
direkte sum af undermodulerneN ogSj for j ∈ J .

Bevis,(for I endelig, ellers bruges Zorns Lemma). LadJ være maksimal blandt de delmæng-
derI ′ ⊆ I , som opfylder at undermodulerneN ogSj for j ∈ I ′ er uafhængige. Specielt er
undermodulerneN ogSj for j ∈ J uafhængige, og deres sum (der jo så er direkte),

M0 := N ⊕
⊕

j∈J Sj

er en undermodul afM. Vi skal vise, atM0 = M. Antag, indirekte, atM0 ⊂ M. Så findes
i ∈ I medSi 6⊆ M0. DaSi er simpel, følger det atSi∩M0 = 0, og så erM0 ogSi uafhængige.
DaJ ⊂ J ∪ {i}, er det i modstrid med maksimaliteten afJ .

(1.6) Sætning.For en3-modulM er følgende betingelser ækvivalente:

(i) M er semisimpel.
(ii) M er sum af simple undermoduler.
(iii) M er direkte sum af simple undermoduler.

Bevis.Implikationen (i)⇒ (ii) er Lemma (1.4), (iii)⇒ (i) er trivielt, og at (ii) medfører (i)
og (iii) følger af Udskiftningssætningen.

(1.7). Der gælder en entydighedssætning om fremstillingen af en semisimpel modul som
direkte sum af simple undermoduler. Vi begrænser os til følgende resultat:

Sætning. Antag, atM =
∑

i∈I Si er sum af simple undermodulerSi (og altså semisimpel).
Da er enhver simpel undermodul afM isomorf med en af undermodulerneSi . Yderligere
gælder, atM har endelig længde, hvis og kun hvisM er endeligt frembragt. Er dette tilfældet
gælder:
M har en entydig fremstillingM = S

n1
1 ⊕ · · · ⊕ S

nr
r , hvor undermodulerneSj er simple

og parvis ikke-isomorfe.

Bevis.Lad S ⊆ M være en simpel undermodul. DaM er semisimpel erS isomorf med en
kvotientmodul afM, så der findes en surjektiv homomorfiM → S. Restriktion tilSi giver
for hvert i en homomorfiSi → S. Mindst en af disse homomorfier må være forskellig fra
nul-homomorfien, og den må så være en isomorfiSi

∼−→ S.
Antag, at nu atM endeligt frembragt. DaM er semisimpel, kan vi antage at summen er

direkte,M =
⊕

j∈J Sj . De endeligt mange frembringere har da kun koordinater forskellige
fra 0 for endeligt mange indicesj , og vi slutter, atJ består af disse endeligt mange indices,
altså atJ er en endelig mængde,M = S1 ⊕ · · · ⊕ Sp. Heraf følger som bekendt, atM har
endelig længde, og at undermodulerneSi , med multiplicitet, er entydigt bestemte.
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(1.8) Skævlegemer.LadD være et skævlegeme. Det betyder som bekendt, atD 6= 0 og at
hvert elementλ 6= 0 i D har en invers. Det er nok at kræve, at hvertλ 6= 0 har en venstre-
invers, og ækvivalent betyder det, atD har præcis to venstre-idealer, nemlig de to trivielle
idealer. Med andre ord:Ringen3 er et skævlegeme, præcis når3 som venstremodul over
sig selv er simpel.

LadV være enD-modul (etD-vektorrum). Forv 6= 0 erDv ≃ Ds en simpel undermodul,
så trivielt erV altså sum af simple undermoduler. Altså erV en semisimpelD-modul, og
derfor en direkte sum af simple undermoduler. Med andre ord:Der findes en basis forV .

Betragt et øjeblik for en vilkårlig ring3 matrixringen Matn(3) og 3-modulen3n af
søjler som Matn(3)-moduler. Produktetαx for α ∈ Matn(3) og x ∈ 3n er blot produktet
af matricenα med søjlenx.

For hver matrixα ∈ Matn(3) erx 7→ αx enhøjre-3-lineær afbildning3n → 3n. Det er
let at se, at disse afbildninger er samtlige højre-3-lineære afbildninger3n → 3n, og mere
præcist, at der etableres en ringisomorfi Matn(3)

∼−→ End3(3nd).
For skævlegemetD gælder der specielt det følgende resultat.

Lemma. ModulenS := Dn af søjler er simpel som modul over matrixringen3 := Matn(D).

Bevis.Det skal vises for hvertx 6= 0 i S, at3x = S, altså at der for hvertx 6= 0 i S og
hvert y ∈ S findesα ∈ 3 medy = αx, altså at der findes en højre-D-lineær afbildning
α : Dn → Dn medα(x) = y. Det følger af, atDn er semisimpel somD-modul. Vektoren
x 6= 0 kan derfor suppleres til en basis forDn, og en højre-D-lineær afbildningα fraDn kan
bestemmes ved at foreskrive værdierne på denne basis. Specielt kanα(x) = y opnås.

(1.8) Semisimple ringe.Ringen3 kaldessemisimpel, hvis3 er semisimpel som modul over
sig selv, altså hvis3s er en semisimpel3-modul. Som vi om lidt skal se, medfører dette,
at også højre-modulen3d er semisimpel. Der er således ingen grund til at skelne mellem
(venstre-)semisimpel og højre-semisimpel.

For en semisimpel ring3 er3s endeligt frembragt og semisimpel, så der findes en entydig
fremstilling,

3s = S
n1
1 ⊕ · · · ⊕ Snrr , (1.8.1)

hvor undermodulerneSi er parvis ikke-isomorfe. Specielt har3s endelig længde. En cyklisk
3-modul er en kvotient af3s , og dermed semisimpel og isomorf med en direkte sum af nogle
af modulerneSi . Specielt er enhver simpel modul isomorf med en af modulerneSi , og enhver
3-modul er semisimpel.

Det er let at se, at et produkt3 = 31×· · ·×3r af semisimple ringe igen er en semisimpel
ring.

Et skævlegemeD er naturligvis en semisimpel ring af længde longDs = 1. Videre gælder:

Observation. MatrixringenMatn(D) er en semisimpel ring af længdenlong Matn(D) = n,
og modulenS = Dn af søjler er den eneste simpleMatn(D)-modul.

Bevis.Vi har nemlig set, atS = Dn er simpel som modul over3 = Matn(D). Lade1, . . . , en
være den kanoniske (højre-)D-basis forS = Dn. Afbildningen Matn(D) → Sn, bestemt
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ved
α 7→ (αe1, . . . αen),

knytter til matricenα sættet af matricensn søjler. Den er klart bijektiv, og trivielt en Matn(D)-
lineær afbildning. Altså er3s

∼−→ Sn, hvoraf påstandene fremgår.

(1.9) Første struktursætning. For en ring3 er følgende betingelser ækvivalente:

(i) 3s er semisimpel.
(ii) Enhver3-modul er semisimpel.
(iii) 3 er et endeligt produkt,

3 = Matn1(D1)× · · · × Matnr (Dr),

af matrixringe over skævlegemerDi .
(iv) 3s har endelig længde, og3 er uden radikal, dvsr(3) = 0.

Bevis.Implikationen (ii)⇒ (i) er triviel. Antag omvendt, at3s er semisimpel. Det følger,
at enhver kvotient af3s , altså enhver cyklisk modul, er semisimpel og dermed en sum af
simple undermoduler; da enhver3-modul er sum af cykliske undermoduler, følger det, at
enhver3-modul er sum af simple undermoduler, og dermed semisimpel.

(i) ⇒ (iii): Betragt fremstillingen (1.8.1). Fori 6= j erSi ogSj ikke isomorfe, og derfor
er Hom3(Si, Sj ) = 0. Heraf følger:

3op = End3(3s) =
∏

i

End3(S
n
i ) =

∏

i

Matni (End3(Si))

Videre gælder ifølge Schur’s lemma, at endomorfiringenDi := End3(Si) er et skævlegeme.
Fremstillingen har altså formen

3op =
∏

i

Matni (Di),

og heraf fås den ønskede fremstilling, blot med skævlegemerneDop
i .

(i) ⇒ (iv): Antag, at3 er semisimpel. Af sætningen i (1.7) fremgår, at3s har endelig
længde. Specielt er radikaletr = r(3) et endeligt frembragt venstre-ideal. Lad nu venstre-
idealeta være et komplement tilr; specielt er sår ∩ a = (0). Vi har ra ⊆ a, og yderligere er
ra ⊆ r, dar er tosidet. Altså erra = (0). Nu følger det, at

r = r3 = r(r + a) = r2,

og Nakayama giverr = (0).
[Alternativ: r(simpel) = 0 ⇒ r(semisimpel) = 0 ⇒ r(3s) = 0 (når3s er semisimpel.

(iv) ⇒ (i): Da 3s har endelig længde, findes specielt kun endelig mange maksimale
venstre-idealerm1, . . . ,mr i 3. Fællesmængden af idealernemi er radikaletr = (0). Det
betyder, at den naturlige afbildning er injektiv:

3s →֒ 3s/m1 ⊕ · · · ⊕3s/mr .

Kvotienten3s/mi er en simpel modul. Højresiden er derfor semisimpel. Altså er også
undermodulen3s semisimpel.
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(1.10) Simple typer. Lad 3 være en semisimpel ring, og vælge en fremstilling3s ≃
S
n1
1 ⊕ · · · ⊕ S

nr
r , hvor modulerneSλ for λ = 1, . . . , r er simple, og parvis ikke-isomorfe.

Enhver simpel3-modulS er da isomorf med netop en af modulerneSλ; modulenS siges at
være simpel af typeλ; der er altsår simple typer. ErM en3-modul, siges undermodulen

M(λ) =
∑

{S | S ⊆ M er simpel af typeλ}

at væreM ’s isotypiske komponent af typeλ. ModulenM er den direkte sum af siner
isotypiske komponenter,

M =
⊕

λ

M(λ),

thi daM er semisimpel, erM =
∑

M(λ), og summen er direkte: Ellers fandtes etλ således,
atM(λ) ∩

∑

µ 6=λM(µ) 6= 0; denne fællesmængde ville så indeholde en simpel undermodul
S, men det er i modstrid med at enhver simpel undermodul afM(λ) har typeλ og enhver
simpel undermodul af

∑

µ 6=λM(µ) må have type forskellig fraλ.
Det er klart, atM(λ) er invariant under enhver3-endomorfi afM.

Andvendt påM = 3s fås fremstillingen3s =
⊕

3s(λ). Komponentenaλ = 3s(λ) er
en undermodul i3s , altså et venstreideal i3. De er faktisk idealer, altså også højreidealer,
idet der mere præcist gælder det efterfølgende resultat.

Sætning. Komponenterneaλ for λ = 1, . . . , r er idealer i3, og hvert ideal i3 er en direkte
sum af nogle af komponenterneaλ.

Bevis.Vi udnytter, at idealerne i3 netop er de venstre-idealer, der er invariante under alle
endomorfier af3s .

Heraf følger klart, at hver komponentaλ, og dermed også en sum af komponenter, er et
ideal i3.

Lad omvendtb være et ideal i3. Som venstreideal har vi fremstillingenb =
⊕

b(λ), og
øjensynlig erb(λ) ⊆ aλ. Det skal vises, at hvisb(λ) 6= 0, så erb(λ) = aλ, eller, ækvivalent:
Hvis S, T ⊆ 3s er simple undermoduler af samme typeλ, ogS ⊆ b, så erT ⊆ b. Hertil
bemærkes, at daS ogT har samme type, findes en3-isomorfif : S → T . DaS er direkte
sumand i3s , kanf udvides til en3-lineær endomorfif̃ : 3s → 3s , fx ved at sættef̃ = 0
på et komplement tilS. Dab er invariant underf̃ og S ⊆ b, følger det, atT = f̃ (S) ⊆ b,
som ønsket.

(1.11) Simple ringe. Ringen3 kaldessimpel, hvis3 er semisimpel og har netop to idealer
(som så må være(0), og3, og3 6= 0).

Sætning. For en ring3 er følgende betingelser ækvivalente:

(i) 3 er simpel.
(ii) 3 er semisimpel, og der findes netop en simpel type.
(iii) Der findes en isomorfi3s ≃ Sn, hvorS er en simpel3-modul.
(iv) 3 = Matn(D) er (isomorf med) en matrixring over et skævlegeme.
(v) 3s har endelig længde, og der findes præcis to idealer i3.
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Bevis.Ækvivalensen følger umiddelbart af de foregående resultater.
Det skal understreges, at man i litteraturen også kan møde egenskaben i (v), uden forud-

sætning om endelig længde, som definitionen på en simpel ring.
Bemærk, at de semisimple kommutative ringe netop er produkter af legemer, de simple er

legemerne.
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2. Associative algebraer.

I det følgende betegnerR enkommutativring, men i almindelighed forudsættes ringeikke
at være kommutative.

(2.1) Modul med produkt. LadA være enR-modul. Ved etbilineært produkti A forstås
enR-bilineær afbildningA × A → A. Et produkt er altså en komposition iA, betegnet
(a, b) 7→ ab, med bilinearitetskravene (fora, b, c ∈ A og r ∈ R):

(a + b)c = ac + bc, a(b + c) = ab + ac, (ra)b = a(rb) = r(ab).

De to første ligninger udsiger, at den distributive lov er opfyldt.
Pålægges produktet eventuelt yderligere krav, fremkommerforskellige typer algebraer. Vi

vil her alene omtale associative algebraer.

(2.2) Associative algebraer.Ved enassociativR-algebra, også kaldet enassociativ algebra
overR, forstås enR-modulA med et bilineært produkt, som er associativt og har et neutralt
element (kaldet algebraens et-element). Udførligt burde det hedde en associativ algebra med
et-element. I det følgende nøjes vi med ordetalgebra.

I enR-algebraAer produktet specielt distributivt med hensyn til additionen iR-modulenA,
så de ekstra krav sikrer, atA, med modulens addition og det givne produkt som multiplikation,
er en ring. EnR-algebra kan alternativt opfattes som en ringA, hvor der også er givet en
multiplikation med skalarer fraR, som med ringens addition gørA til en R-modul, og
således at multiplikation med skalar erkompatibelmed ringens multiplikation i den forstand,
at r(ab) = (ra)b = a(rb).

Af kompatibiliteten fremgår specielt, at

(r1A)a = a(r1A) = ra.

Specielt kommuterer elementetr1A (for r ∈ A) med alle elementer i ringenA. Elementet
ligger altså icentretCent(A) for ringenA. Det er let at se, at afbildningenr 7→ r1A er en
ringhomomorfi,

ϕ : R → Cent(A) →֒ A. (2.2.1)

Omvendt, hvisA er en given ring, og der er givet en ringhomomorfi (2.2.1), så organisesA
somR-algebra, idet modul-addition iA er ringens addition, og multiplikation med skalar er
bestemt vedra := ϕ(r)a. Det er faktisk i mange henseender enklest at opfatte enR-algebra
A som et par(A, ϕ) bestående af en ringA og en ringhomomorfiϕ : R → Cent(A), kaldet
algebraens strukturhomomorfi.

Bemærk, at idealer og venstre-idealer i ringenA automatisk er undermoduler iR-modulen
A. Begreber somR-delalgebraogR-kvotientalgebra, ogR-algebrahomomorfiog billedal-
gebrahar oplagte definitioner.



104 Associative algebraer

(2.3) Eksempler. (1) Enhver given ringA kan opfattes somZ-algebra med den kanoniske
homomorfiZ → A som strukturhomomorfi.

(2) Enhver ringA kan opfattes som algebra over enhver delringR ⊆ Cent(A).

(3) EnkommutativR-algebraS er blot en homomorfiϕ : R → S mellem kommutative ringe.
Specielt, for et givet ideala ⊆ R erR/a enR-algebra.

(4) Matrixringen Matn(R) er enR-algebra, med strukturhomomorfienr 7→ r1n, hvorr1n er
skalar-matricenmedr i diagonalen.

(5) Endomorfiringen EndR(M) af enR-modulM er enR-algebra, med strukturhomomorfien
r 7→ r1M , hvorr1M (eller rM ) betegner multiplikationenx 7→ rx med skalarenr.

(6) PolynomiumsringenR[T ] er enR-algebra, idet strukturhomomorfien er den naturlige
inklusionR →֒ R[T ].

Observation. Lad a være et element i enR-algebraA. Da findes netop enR-algebra-
homomorfiψ : R[T ] → A således, atψ(T ) = a, nemlig afbildningenp(T ) 7→ p(a).
Billedalgebraen er den mindste delalgebra afA, som indeholdera; den er kommutativ(og
den betegnesR[a]).

(7) PolynomiumsringenR[T1, . . . , Rn] i n variable er en algebra overR, idet strukturhom-
omorfien er den naturlige inklusionR →֒ R[T1, . . . , Tn].

Observation. Lad a1, . . . , an være et sæt afn kommuterende elementer i enR-algebraA.
Da findes netop enR-algebrahomomorfiψ : R[T1, . . . , Tn] → A således, atψ(Ti) = ai
for i = 1, . . . , n, nemlig afbildningenp(T1, . . . , Tn) 7→ p(a1, . . . , an). Billedalgebraen
er den mindste delalgebra, som indeholdera1, . . . , an; den er kommutativ(og betegnes
R[a1, . . . , an]).

(8) GruppenalgebraenR[G] (eller blotRG) for en given (multiplikativ) gruppeG defineres
således: SomR-modul er det den direkte sumR⊕G, der kan opfattes som en friR-modul
med basiselementeres svarende til elementernes ∈ G. Multiplikation defineres bilineært
ved for basiselementeres oget at sætte

es · et := est .

Elementerne iR[G] er så summer
∑

s∈G rses , hvor rs 6= 0 kun for endelig manges ∈ G.
HomomorfienR → R[G] er inklusionenr 7→ re1, hvor1 erneutralelementet i gruppenG. Af
definitionen følger, ats 7→ es er en multiplikativ homomorfiG →֒ R[G]. Gruppealgebraen
R[G]

”
indeholder“ altsåG; når kompositionen iG (som her) er multiplikativt skrevet, fører

det ikke til misforståelse blot at skrives for elementetes i gruppealgebraen.
Definitionen afRG forudsætter i øvrigt kun atG er etmonoid, dvs en mængde med en

komposition, der er associativ og har et neutralt element.

Observation. Lad α : G → A være en multiplikativ homomorfi afG ind i enR-algebra
A. Da findes netop enR-algebrahomomorfiψ : R[G] → A således, atψ |G = α, nemlig
afbildningen

∑

s rss 7→
∑

s rsα(s).

NårG er en gruppe, følger ligningenα(1) = 1, hvor 1 står for det neutrale element iG
og for et-elementet iA, af multiplikativiteten; hvisG blot er et monoid, må denne ligning
forudsættes.
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(9) Til hver mængdeU hører et
”
frit monoid“M(U) frembragt afU . MonoidetM(U) består

af alle endelige ord, inklusive det tomme ord, dannet medU som mængden af bogstaver.
Produkt iM(U) er sammenkædning/sammenføjning af ord. Den tilhørende monoid-algebra
R[M(U)] kan betegnesR〈U 〉. Hvis U endelig,U = {u1, . . . , un}, bruges betegnelsen
R〈u1, . . . , un〉.
(10) Et produkt afA = A1 × · · ·×An afR-algebraerAi , med koordinatvise kompositioner,
er igen enR-algebra.

(2.4) Moduler over en algebra. LadA være enR-algebra. Ved enA-modul forstås blot
en (venstre-)modul over ringenA. EnA-modulM kan specielt opfattes somR-modul, idet
multiplikation med skalarer fraR defineres via strukturhomomorfienR → A. Den sidste
homomorfi afbilder ind i centret Cent(A). Heraf følger, fora ∈ A, at multiplikation iM med
skalarena, betegnetaM og givet vedaM(x) = ax, er enR-lineær afbildning. Vi har altså
aM ∈ EndR(M). Det er let at se, ata 7→ aM er enR-algebrahomomorfi,

A → EndR(M),

og det er af og til bekvemt at opfatte enA-modulM som et par(M, ϕ) bestående af en
R-modulM og enR-algebrahomomorfiϕ : A → EndR(M).

(2.5) Eksempler. (1) EnR[T ]-modulM er (det samme som) enR-modulM med en given
endomorfiα ∈ EndR(M).

(2) EnR[T1, . . . , Rn]-modulM er enR-modulM med et givet sæt(α1, . . . , αn) af kom-
muterende endomorfierαi ∈ EndR(M).

(3) EnR[G]-modulM er enR-modulM med en given multiplikativ afbildningG →
EndR(M) (hvisG er en gruppe, er det automatisk en gruppehomomorfiG → AutR(M)).
En R[G]-modulM kaldes også enR-lineærrepræsentation afG (i M). ForM = Rn er
EndR(Rn) = Matn(R) (og AutR(M) = GLn(R)), og repræsentationer iRn kaldes også
matrixrepræsentationer.

Specielt ses, nårG er det frie monoid frembragt af{u1, . . . , un}, at enR〈u1, . . . , un〉-
moduler enR-modulM med et givet sæt(α1, . . . , αn) af (ikke nødvendigvis kommuterende)
endomorfierαi ∈ EndR(M).

(4) En modulM over et produktA = A1 × · · ·An er essentielt en familie(M1, . . . ,Mn),
hvor Mi er enAi-modul. Mere præcist: For en given familie(M1, . . . ,Mn) organiseres
M = M1 ×· · ·×Mn somA-modul, med koordinatvis multiplikation med skalarer fraA. Og
enhverA-modulM har denne form: Idetei ∈ A er skalaren med 1 på deni’te plads og 0 på
de øvrige pladser, genfindesMi ud fraM somMi = eiM.

Bemærk specielt, atA-undermoduler iM1 × · · · ×Mn har formenN1 × · · · × Nr , hvor
Ni er enAi-undermodul afMi .

(2.5) Forskellige typer af algebraer. Lad A være enR-algebra. Specielt erA så enR-
modul, men samtidig erA en ring, og dermed også en venstre- og højre-modul over sig selv.
I forbindelse med modul-begreber kan det altså være vigtigtat præcisere, fra hvilke ringe
skalarerne kommer.
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AlgebraenA kaldessemisimpel, eller simpel, hvis ringenA har egenskaben. Algebraen
kaldesvenstre-noethersk, venstre-artinsk, eller siges at have endeligvenstre-længde, hvis
ringenA har egenskaben som modul over sig selv. Venstre-idealer i ringenA er specielt un-
dermoduler iR-modulenA, så hvis en af endelighedsbetingelserne er opfyldt forR-modulen
A, er de også opfyldt for algebraenA.

AlgebraenA kaldes endivionsalgebra, hvis ringenA et skævlegeme.
AlgebraenA kaldesendeligt frembragtoverR (eller mere præcist: endeligt frembragt

somsomR-algebra), hvis der findes endelig mange elementera1, . . . , an ∈ A således, atA
er den mindste delalgebra, der indeholder disse elementer;ækvivalent betyder det, atA er
isomorf med en kvotient afR〈u1, . . . , un〉. Det må selvfølgelig ikke forveksles med, atA
kan væreendeligt frembragt somR-modul.

Trivielt gælder, at hvis enR-algebraA somR-modul er noethersk, artinsk, eller af endelig
længde, så erA som modul over sig selv (både venstre- og højre-) noethersk,artinsk, af
endelig længde.

(2.6) Tensorprodukt af algebraer. LadA ogB væreR-algebraer. OpfattesA ogB som
R-moduler, kan vi danne tensorproduktetA⊗R B, der igen er enR-modul. Det er let (men
omstændeligt) at se, at forskriften,

(a ⊗ b)(a′ ⊗ b′) := aa′ ⊗ bb′,

bestemmer et veldefineret produkt iA⊗R B, og atA⊗R B hermed er enR-algebra, kaldet
tensorproduktetafA ogB.

Øjensynlig erA⊗RR = A ogR⊗R B = B. De to afbildningera 7→ a⊗1 ogb 7→ 1⊗b
er homomorfier afR-algebraer,

ιA : A → A⊗R B, ιB : B → A⊗ B.

Er C endnu enR-algebra, siges to homomorfierα : A → C og β : B → C at kommutere,
hvis der for allea ∈ A og b ∈ B gælderα(a)β(b) = β(b)α(a). Øjensynlig kommuterer
homomorfierneιA og ιB .

Observation. Lad α : A → C og β : B → C være kommuterendeR-algebrahomomorfier.
Da findes netop enR-algebrahomomorfiψ : A⊗R B → C således, atψ(a ⊗ 1) = α(a) og
ψ(1 ⊗ b) = β(b).

(2.7) Eksempler. (0) LadR → S være en homomorfi mellem kommutative ringe. For en
R-algebraA bliver S ⊗R A enS-algebra med strukturhomomorfienιS : S → S ⊗R A. Den
siges at fremgå afR-algebraenA ved atudvide skalarringen fraR til S.

(1) For en vilkårligR-algebraA gælder:

A⊗R R[T ] = A[T ], specielt:R[X] ⊗R R[Y ] = R[X, Y ].

(2) For en vilkårligR-algebraA gælder:

A⊗R Matn(R) = Matn(A), specielt: Matp(R)⊗R Matn(R) = Matn(Matp(R))
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= Matnp(R); den sidste isomorfi fås ved at opfatte en(np × np)-matrix som en blokmatrix
bestående afn2 blokke af(p × p)-matricer.

(3) EnA⊗R B-moduler enR-modul, som også er både enA-modul og enB-modul, som
begge udvider multiplikation med skalarer fraR, og således, at multiplikation med skalarer
a fraA kommuterer med multiplikation med skalarerb fraB, altså

a(bx) = b(ax), a ∈ A, b ∈ B, x ∈ M.

At multiplikation med skalarena ∈ A kommuterer med multiplikation med skalarer fra
B kan udtrykkes ved at endomorfienaM er B-lineær, altså ved at homomorfiena 7→ aM
afbilder ind i delringen EndB(M). En modulM overA ⊗R B kan altså alternativt opfattes
som enB-modulM med en givenR-algebrahomomorfi,

A → EndB(M).

(4) EnBop-modul er det samme som en højreB-modul. I enA⊗R B
op-modul er det derfor

naturligt at skrive skalarer fraA til venstre og skalarer fraB til højre for modul-elementet.
Kommutationsreglen i (3) får så form af en

”
kompatibilitet“:

a(xb) = (ax)b, a ∈ A, b ∈ B, x ∈ M.

EnA⊗R B
op-modul kaldes også enA-B-bimodul.

Bemærk specielt, at enA-A-bimodul er det samme som enA⊗RA
op-modul: EnR-modul,

som er en venstreA-modul og også en højre-A-modul (som begge udvider multiplikation
med skalarer fraR), og som opfylder kompatibilitetskravet ovenfor fora, b ∈ A. Ud over
ringenA ⊗R A

op som modul over sig selv, erA det oplagte eksempel på enA-A-bimodul.
Undermodulerne, altsåA-A-biundermodulerne iA, er netop idealerne (to-sidede) iA.

(5) Det er let for et endeligt produktA = A1 × · · · × An og en algebraB at bestemme en
isomorfi,

(A1 × · · · × An)⊗R B = (A1 ⊗R B)× · · · × (An ⊗R B).
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3. Divisionsalgebraer.

(3.1) Setup. I hele dette afsnit betegnerk et givet (kommutativt) legeme. Algebraer forud-
sættes, når intet andet er nævnt, at væreendeligdimensionalealgebraer overk. Specielt er
algebraerne af endelig længde, og specielt både noetherskeog artinske.

Struktursætning. For en endeligdimensionalk-algebraA er følgende betingelser ækviva-
lente:

(i) A er semisimpel.
(ii) A = Matn1(D1)× · · ·× Matnr (Dr ) er et produkt af matrixringe over endeligdimen-

sionale divisionsalgebraerD1, . . . , Dr .
(iii) A er uden radikal.

Videre er følgende betingelser ækvivalente:

(i) A er simpel.
(ii) A = Matn(D) er en matrixring over en endeligdimensional divisionsalgebraD.
(iii) A har netop to idealer.

(3.2) Hovedsætning om gruppealgebra.Lad k være et legeme, og ladG være en endelig
gruppe. GruppealgebraenkG har da dimensiondimkG = |G|. Yderligere gælder, hvis
karakteristikken Char(k) ikke går op i ordenen|G| (fx i karakteristik0), at gruppealgebraen
kG er semisimpel.

Bevis.LadA = kG være gruppealgebraen. Det skal vises, atA-modulenM := As er semi-
simpel, altså at der til hverA-undermodulN ⊆ M findes en komplementærA-undermodul.
Nu varM enA-modul, og specielt erM et vektorrum overk og N et underrum. Derfor
findes iM et komplementært underrumV til N , hvor altsåM = N ⊕ V . Ladπ : M → N

være den tilhørendek-lineære projektion, bestemt vedπ(n+ v) = n. Af forudsætningen om
karakteristikken følger, at ordenen|G| har en invers ik. Vi kan derfor definere afbildningen
p : M → N ved

p(x) = 1

|G|
∑

s∈G
s−1π(sx).

Hvisx ∈ N , så ersx ∈ N (daN var enA-undermodul), og daπ var projektionen påN følger
det atπ(sx) = sx, og dermed ers−1π(sx) = x; hvert led i summen ovenfor er altså lig med
x, så vi får ligningenp(x) = x. Derfor erp : M → N en projektion. Yderligere er det let at
se, atp erA-lineær. Derfor er kernen forp enA-undermodul, komplementær tilN .

(3.3) Eksempel. Et interessant spørgsmål er, hvornår man ud fra simpelhed, eller semisim-
pelhed omA ogB kan slutte noget om tensorproduktetA⊗k B.

Betragt fx for et primtalp legemetk = Fp(t) (brøklegemet for polynomiumsringenFp[t ]
over det endelige legeme medp elementer). PolynomietXp−t er et irreducibelt polynomium.
Adjungeres en rodα i dette polynomium tilk, fremkommer et legemeK = k(α) af dimension
p overk. Specielt erK en simpel algebra. Men tensorproduktetK ⊗k K er ikke engang en
semisimpel algebra. Vi har nemlig

(

α ⊗ 1 − 1 ⊗ α
)p = αp ⊗ 1 − 1 ⊗ αp = t ⊗ 1 − 1 ⊗ t = 0;
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det sidste lighedstegn følger af att ∈ k. Venstresidenα ⊗ 1 − 1 ⊗ α er altså et ikke-trivielt
nilpotent element iK ⊗k K. Det følger, daK ⊗k K er kommutativ, at radikalet afK ⊗k K

er ikke trivielt.
Vi undersøger spørgsmålet nærmere i det følgende.

(3.4) Central algebra. Hvis k-algebraenA ikke er nul-algebraen, er homomorfienk → A

injektiv, og vi kan identificerek med billedet iA; der gælder altså

k ⊆ Cent(A) ⊆ A.

Hvis algebraerneA og B ikke er nul, er homomorfierneA → A ⊗k B og B → A ⊗k B

injektive; vi vil ofte identificereAogBmed delalgebraer afA⊗kB. Med denne identifikation,
altsåa = a ⊗ 1 ogb = 1 ⊗ b for a ∈ A, b ∈ B, er

a ⊗ b = (a ⊗ 1)(1 ⊗ b) = ab.

AlgebraenA over k kaldescentral, hvis k = Cent(A). Lad mere genereltM være en
A-A-bimodul, altså enA⊗k A

op-modul. Vedcentret forM forstås delmængden, øjensynlig
et k-underrum afM:

Cent(M) := {m ∈ M | am = ma for allea ∈ A}.

BimodulenM kaldescentral, hvis den naturlige homomorfiA ⊗k Cent(M) → M er en
isomorfi:

A⊗k Cent(M) ∼−→M. (3.4.1)

(3.5) Observation.Antag, at algebraenA er endeligdimensional og central overk. For en
A-A-bimodulM er følgende betingelser ækvivalente:

(i) M er central.
(ii) Der findes enA-A-isomorfiM ≃ A⊗k V med et vektorrumV overk.
(iii) Der findes enA-A-isomorfiM ≃ A⊕J med en indexmængdeJ .

Bevis.(i)⇒(ii) følger af definitionen, medV := Cent(M). Et valg af basis for et vektorrum
V giver en isomorfiV ≃ k⊕J ; derfor gælder (ii)⇒(iii). Det er let at bestemme centret for en
direkte sum, så af (iii) fås Cent(M) ≃ k⊕J , og dernæst isomorfien (3.4.1), dvs (i).

(3.6) Observation. En endeligdimensionalk-algebraA er simpel, hvis og kun hvisA er
simpel som modul overA⊗k A

op.

Bevis.Da A er antaget endeligdimensional overk, harA specielt endelig venstrelængde.
Derfor erA en simpel ring, hvis og kun hvisA har præcis to idealer. Idealerne iA svarer til
venstre-undermoduler iA⊗k A

op-modulenA. Heraf følger påstanden umiddelbart.
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(3.7) Lemma. Antag, atA er endeligdimensional, simpel og central overk. LadM være en
centralA-A-modul. Da er enhver under-A-A-modulN afM ligeledes central, og altså lig
medA⊗k Cent(N).

Bevis.MedAe := A⊗k A
op erM enAe-modul. Af forudsætningen følger, atA er en simpel

Ae-modul, og af Observation (3.5) fås enAe-isomorfiM ≃ A⊕J . Altså erM en semisimpel
Ae-modul, og enhver simpelAe-undermodul afM er isomorf medA. Heraf følger videre,
at under-Ae-modulenN er isomorf med en direkte sumN = A⊕I , og nu følger det igen af
Observation (3.5) atN er central,N = A⊗k Cent(N).

(3.8) Hovedsætning.Antag, atA ogB er endeligdimensionale, simple algebraer, og atA er
central overk. Da erA⊗k B simpel, med centrum (som ring) lig med centret af ringenB.

Bevis.SætC := A ⊗k B. Da harC endelig dimension overk, og specielt endelig længde.
For at vise, atC er simpel, er det altså nok at vise, at ethvert idealc ⊆ C er trivielt.

Anvend det foregående medM := C somAe-modul via faktorenA. Da erM central
ifølge Observation (3.5), medB = CentA(C), hvor indexA indikerer, at det er centret som
Ae-modul. Idealetc er specielt enAe-undermodul, og derfor central ifølge Lemma (3.6),
altsåc = A ⊗k U , hvorU = CentA(c) er etk-underrum afB. Da c var et ideal iC, erU
invariant under venstre- og højre-multiplikation med elementer fraB. Det betyder, atU er
et ideal iB. DaB er simpel, er der kun mulighederneU = 0 ellerU = B, og altså kun
mulighedernec = 0 ellerc = C, som påstået.

Centret i ringenC består øjensynlig af de elementer i CentA(C) = B, som kommuterer
med multiplikation fra højre og venstre med elementer fraB. Centret er altså centret iB.

(3.9) Korollar. Antag, atA ogB er endeligdimensionale, simple og centrale overk. Da er
C := A ⊗k B simpel og central overk, og dermed isomorf med en matrixringMatn(D),
hvorD er en central divisionsalgebra. LadS være den simpleC-modul, opfattet som en
B-modul med enk-algebrahomomorfiA → EndB(S), betegneta 7→ aS , jfr. (3.6)(3). Da er
Dop isomorf medA’s kommutant iEndB(S), bestående af deB-endomorfier, der kommuterer
med endomorfierneaS for a ∈ A. Videre gælder ligningerne,

dimkA dimkB = n2 dimk D, dimkA longB B = n longB S.

(3.10) Korollar. LadD være en endeligdimensional, central divisionsalgebra over k. Da
findes en isomorfi

D ⊗k D
op ≃ Matn(k).

Bevis.SætC := Dop ⊗k D. Da erD en simpelC-modul, idetC-undermodulerne iD er de
tosidede idealer iD, og altså trivielle. Ifølge (3.9), anvendt medA = Dop ogB = D, er
C = Matn(E) simpel og central, ogEop erDop’s kommutant i EndD(D). Denne kommutant
er øjensynlig centret iD, altså lig medk. Altså erE = k, ogC = Matn(k), som ønsket.
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(3.11)Skolem–Noether’s sætning.Ladϕ, ϕ′ : A → Matn(D)være tok-algebrahomomorfier
fra en endeligdimensional, simpelk-algebraA til en matrixring over en endeligdimensional,
central divisionsalgebraD. Da erϕ ogϕ′ konjugerede i den forstand, at der findes en invertibel
matrixQ ∈ Matn(D) således at

ϕ′(a) = Qϕ(a)Q−1 for allea ∈ A. (3.11.1)

Bevis.SætE := Dop. Den direkte sumDn er en højre-D-modul, altså enE-modul, og
de E-lineære afbildningerDn → Dn er netop afbildningernex 7→ Px med en matrix
P ∈ Matn(D). Forbindelsen er en isomorfi af algebraer EndE(D

n) = Matn(D), og den
givne homomorfiϕ er kan opfattes som en homomorfi af algebraer,

ϕ : A → EndE(D
n).

Herved organiseresDn som en modul, betegnetM, overA ⊗k E, jfr (3.6)(3), Tilsvarende
betegnes medM ′ denA⊗k E-modul, der fås via homomorfienϕ′.

Ifølge Hovedsætning (3.8) erA⊗k E simpel. Altså erM ogM ′ isomorfe med en direkte
sum af eksemplarer af den simpleA⊗k E-modul. DaM ogM ′ er isomorfe somE-moduler
(begge har dimensionn), følger det, atM ogM ′ er isomorfe somA⊗kE-moduler. Isomorfien
M → M ′ er specieltE-lineær, og dermed af formenx 7→ Qx medQ ∈ Matn(D). At
isomorfien også erA-lineær, betyder at

Q(ϕ(a)x) = ϕ′(a)(Qx),

for allea ∈ A ogx ∈ Dn. Og den ligning, for allex = Q−1y, er ensbetydende med (3.11.1).

(3.12) Bemærkning. I Skolem–Noether’s sætning er homomorfierne, fra en simpel ring,
nødvendigvis injektive, så billederne er to isomorfe simple delalgebraer af Matn(D). Sæt-
ningen formuleres ofte sådan:LadA ogA′ være simple delalgebraer afMatn(D), hvorD
er en endeligdimensional, central divisionsalgebra overk. Enhver isomorfiψ : A ∼−→A′

kan da realiseres ved en indre automorfi i den forstand, at derfindes en invertibel matrix
Q ∈ Matn(D) således, atψ(a) = QaQ−1 for allea ∈ A.

(3.13) Korollar. LadD være en endeligdimensional, central divisionsalgebra over k, og lad
L ⊆ D være en maksimal kommutativ delalgebra afD. Da erL et legeme, og der findes en
isomorfi afL-algebraer,

L⊗k D ≃ Matt (L), og t = diml L = dimLD.

Specielt erdimk D = t2 et kvadrat.

Bevis.Vi kan opfatteD som (venstre)D-modul og som højreL-modul, altså som modul over
Lop ⊗k D = L⊗k D. Da erD simpel somL ⊗k D-modul, alene fordiD kun har trivielle
venstreidealer. Anvend (3.9) medA = L ogB = D. Det følger, atL⊗kD = Matt (E), hvor
Eop er isomorf medL’s kommutant i EndD(D), ogn = dimk L. Denne kommutant består
øjensynlig af de elementerα i D, som kommuterer med alle elementer iL. For et sådant
elementα erL[α] øjensynlig igen en kommutativ delalgebra, og maksimaliteten afL sikrer
derfor, atα ∈ L. Altså er kommutanten lig medL, hvorafE = L. Af L⊗k D = Matt (L)
følger, at dimk D = t2, og så følger det videre, at dimD L = t .
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(3.14) Frobenius’ sætning.På isomorfi nær findes kun tre endeligdimensionale divisionsal-
gebraer overR, nemligR, C ogH.

Bevis.LadD være en divisionsalgebra overR, ladk være centrum iD, og ladL ⊇ k være
en maksimal kommutativ delalgebra afD. Så er

R ⊆ k ⊆ L ⊆ D.

Sætt = dimk L, og altså ogsåt = dimLD. Det er en simpel følge af algebraens fundamen-
talsætning, at en kommutativ divisionsalgebra overR, altså et legeme af endelig dimension
overR, må være entenR ellerC. HvisR ⊂ k, må vi altså havek = L = C, og dermedt = 1
ogD = C.

Antag derfor, atR = k. Hvis k = L får vi igent = 1, altsåD = R.
Antag derfor yderligere, atR = k ⊂ L. Heraf følger, atL ≃ C, hvoraf t = 2 og

dimC(D) = 2. Lad i ∈ L være den imaginære enhed (svarende til valg af en isomorfi
L ≃ C). Kompleks konjugering iL er en automorfi afL, og den er en indre automorfi ifølge
Skolem–Noether’s sætning. Der findes altså et elementj ∈ D således, at

j ij−1 = −i. (*)

Da j /∈ L er 1, j enL-basis forD, og 1, i, j, ij er følgelig enR-basis forD.
Af (*) følger, at j2 kommuterer medi, og derfor kommutererj med de 4 elementer i

R-basen. Altså liggerj2 i centret, dvsj2 ∈ R. Her gælder endda, atj2 < 0, thi ellers var
j2 = a2 meda ∈ R, og (j − a)(j + a) = 0 medfører, atj = ±a ∈ R, en modstrid. Vi har
altsåj2 = −b2 medb > 0; erstattesj medj/b gælder (*) stadig, og nu kan det antages, at
j2 = −1. Ialt har vi så relationerne,

i2 = −1, j2 = −1, ij + j i = 0,

(den sidste ifølge (*)), og disse relationer bestemmerH.

(3.15) Wedderburn’s sætning.Alle endelige skævlegemer er kommutative.

Bevis.LadD være et endeligt skævlegeme, ladk være centrum iD, og ladL være en vilkårlig
maksimal kommutativ delring. Vi har

k ⊆ L ⊆ D.

Sætq := |k| og t = dimk L (=
√

dimk D, uafhængigt afL). LegemetL har altsåq t

elementer, og derfor erL spaltningslegeme for polynomiumetXq
t −X overk. Heraf følger

videre, at alle maksimale kommutative delalgebraerL ⊆ er k-isomorfe, fx isomorfe med en
fast valgtL0.

Ifølge Skolem–Noethers sætning er en isomorfiL0 ≃ L nødvendigvis indre, dvs af formen
a 7→ yay−1 medy ∈ D∗, ogL er altså konjugeret tilL0, dvsL = yL0y

−1.
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Ethvert element iD, og specielt ethvert element iD∗, er indeholdt i en kommutativ
delalgebraL. Altså er

D∗ =
⋃

y 6=0

yL∗
0y

−1.

En sådan ligning,G =
⋃

yHy−1, for en undergruppeH af en endelig gruppeG, kan
imidlertid kun være opfyldt, hvisH = G. Antallet af konjugeredeyHy−1 er jo |G:N |,
hvorN er nomalisatoren afH , og hver konjugeret gruppeyHy−1 indeholder|H | elementer.
Elementantallet i foreningsmængden er altså6 |G : N |·|H | og specielt6 |G|. To forskellige
undergrupperyHy−1 er ikke disjunkte. Hvis elementantallet er= |G|, er der altså kun én
undergruppeyHy−1, og |H | = |G| medførerH = G.

Følgelig erD∗ = L∗
0, og specielt erD kommutativ.

(3.16) Separabel algebra.For en endeligdimensionalk-algebraA er følgende betingelser
ækvivalente:

(i) A⊗k A
op er en semisimpel ring.

(ii) DenA-A-lineære multiplikationsafbildningµ : A ⊗k A → A har enA-A-lineær
højreinvers.

(iii) Der findes et elementσ ∈ A⊗k A således, atµ(σ) = 1 og (a⊗ 1)σ = σ(1⊗ a) for
allea ∈ A.

(iv) For enhver semisimpelk-algebraB erB ⊗k A semisimpel.
(v) For enhver endelig udvidelsek ⊆ K af legemer erK ⊗k A semisimpel.

(vi) A er et produkt af matrixringe over endeligdimensionale divisionsalgebraerDi ,

A = Matn1(D1)× · · · × Matnr (Dr),

hvor centret iDi for i = 1, . . . , r er en endelig separabel udvidelse afk.

(3.17) Eksempel.

(1) Gruppealgebraenk[G] for en endelig gruppeG, hvis orden|G| er invertibel i k, er
separabel, medσ = |G|−1∑(s−1 ⊗ s).

(2) (Bruges/kan bruges i beviset for (3.16)) En separabel legemsudvidelseK/k er separabel
som algebra overk. HvisK = k(θ) ogp er det minimale polynomium forθ , erp′(θ) 6= 0.
Vi har k(θ) = k[X]/(p), og kan identificereK ⊗k K medK[X]/(p). Ladξ være klassen af
X i K[X]/(p). Multiplicationenµ : K[X]/(p) → K er bestemt vedξ 7→ θ . I K[X] har vi
p = (X − θ)β, hvorβ ∈ K[X]. og heraf følger(ξ − θ)β(ξ) = 0 ogβ(θ) = p′(θ) 6= 0. Nu
virker σ := β(ξ)/β(θ).
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