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Forord

Narvaerende hafte bestar af en samling til dels uafhaengige afsnit udarbejdet gennem de
sidste ca. fem ar i forbindelse med kurserne Mat X og Mat Y. Materialet er uhomogent og
formen til tider uhgjtidelig, snakkende. Notesaettet skal tjene flere formal:

— at give den absolut ngdvendige ballast i matematisk logik og meengdelsere
— at levere studiemateriale til kurset Mat Y

— at tilbyde videre studiemateriale i matematikkens grundlag, der kan fglge den stude-
rende gennem hele matematikstudiet

— at pege pa spandende filosofisk/erkendelsesteoretiske problemer, der kan inspirere til
videre fordybelse

Her nogle kommentarer til hvert af disse mal:

Forste mal: Det ngdvendige stof deekkes af afsnittene BML samt NM. Emnekredsen er de
sidste ar blevet fremdraget under introduktionsugen pa Matematik 1. Vi har desuden ofte
anbefalet et &ldre notesaet til selvstudium. Et isleet af matematisk logik og naiv meaengdelsere
kunne godt fortjene en mere rodfaestet plads i studieplanen. Der vil veere flere muligheder for
egnet studiemateriale, altsa ogsa dele af neerveerende heefte.

Andet mal: P4 Mat Y suppleres de ovenfor nsevnte dele med omtale af uendelighedsbegrebet
(UES og evt. KT), aksiomatisk meengdeleere (kun de indledende dele af AM) og sa et afsnit
(MT) om matematisk teoridannelse, som jeg haber vil veere en hjelp for den studerende som
forberedelse til de mange teorier, man senere bliver praesenteret for. Det er ogsa hensigten
med MT-afsnittet at opdrage (indoktrinere?) den studerende til at se, hvad der er “god smag”
i matematikken.

Tredie mal: Alle matematikstuderende mgder gennem hele studiet betragtninger, der inddra-
ger matematikkens grundlag. Her er det rart at have en reference, hvor man kan sla dette
eller hint op. Det er lidt praetentigst at haevde, at neerveerende hafte opfylder dette behov.
Maske burde der suppleres med mere omkring matematisk logik. Men jeg vover alligevel at
haevde, at med dette haefte er man godt rustet, hvis man blot er interesseret i at anvende
grundlagstingene, og ikke har ambitioner om at studere grundlaget i sin egen ret.

Fjerde mal: Iseer logik-afsnittet og flere af betragtningerne i den aksiomatiske maengdelsere
kan medvirke til at veekke interessen for matematikkens grundlag (Godel og alt det der!). Det
er min erfaring, at denne interesse i vid udstrakning allerede er tilstede ved studiets start—og
at vi under studiet, ak det er vist ikke urigtigt, snarere medvirker til at kvaele denne interesse,
end til at fremme den. Kan dette notesaet medvirke til at fastholde og udvide en interesse for
den smukke matematik, er det fornemmeste mal med disse noter indfriet.

Jeg ber maske undskylde, at jeg har medtaget nok sa vidtlgftige dele (noget af AM og UD).
Det kan give antydninger af muligheder for senere fordybelse, og I bgr ikke blive forskraekkede,
hvis I finder det uforstaeligt ved forste gjekast. Her er faktisk stof til 2.dels kurser.

I den anden ende af spektret er medtaget ganske let-tilgaengelige sager. Afsnittet JBHH er
fra en samling “appetitveekkere” udgivet af Matematikleererforeningen og gengives her med
Foreningens tilladelse. Og MNNM er et matematik-filosofisk essay fra vort eget fakultets
blad, Naturligvis. Ogsa UES er rimeligt elementzert og oprindeligt skrevet til interesserede
gymnasieelever.



Min tidligere kollega, lektor Anton Jensen, ekspert i matematikkens grundlag, samt endnu en
ekspert pa omradet, professor Mai Gehrke, der i 1996/97 var gaest pa instituttet, har givet
rad vedrgrende BML og AM. Jeg har ogsa lyttet til mange studerende, hvilket—det haber
jeg da—har medvirket til at centrale dele af noterne praesenteres pa et rimeligt niveau.

Det er en forngjelse at udgive noteszettet pa HCO-tryk fremfor at uddele (til dels handskrevne)
noter. Det vil sikkert ogsa gge jeres nydelse. Men I bgr naturligvis ikke lade jer blende af
den ydre form. Noteseettet er ikke i endegyldig form og kan til dels ses som et debatopleeg.

I kan takke jeres medstuderende, stud. scient. Jan Caesar, for at noterne (afsnittene NM,
KT, MT, AM, UD) er transformeret fra min handskrift til IATEX format. JC har uopfordret
gjort dette og uegennyttigt stillet TpX-filerne til Matematisk Afdeling’s disposition. Tak!
Finpudsning m.v. er som sadvanlig foretaget her pa Afdelingen, hvor sekreteer Lene Korner
har ydet en stor indsats, ikke mindst set i lyset af min lidt rodede/stressende arbejdsform.

Flemming Topsge
Kgbenhavn, 9. februar 1998

Ved revisionen er der foretaget en del rettelser og omlaegninger af teksten. De tekniske for-
bedringer skyldes igen Jan Caesar, nu cand. scient.

Flemming Topsge
Kgbenhavn, januar 2001

Endnu en revision er foretaget. Kun fa rettelser og justeringer er gennemfort. Egentlig ville
jeg godt have lavet en mere gennemgribende revision af BML og NM. Specielt teenkes pa en
grundigere behandling via eksempler af raeesonnementer, hvori kvantorerne indgar. Som det er
nu, har mange endog meget sveert ved at se meningen med de praedikatlogiske slutningsregler
(US, UG, ES og EG). Hvis den pateenkte studiereform levner plads for genbrug af neerveerende
notesaet, kan en revision som antydet komme pa tale.

Flemming Topsge
Kgbenhavn, november 2001



Brudstykker af den matematiske logik

1 Introduktion

Al matematik bestar af tre dele. De to fgrste er

e Et regelsaet for vor raesonneren.

e Noget at raesonnere om.

Forste del deekkes af den matematiske logik, anden del af meengdelseren. Meaengdelseren inde-
holder de objekter, matematikken beskeeftiger sig med.

I streng formel forstand skal ethvert matematisk objekt kunne henfgres til maengdelseren
og ethvert matematisk udsagn (enhver “seetning”, ethvert “teorem”, hvilken sprogbrug I nu
foretrackker) skal kunne udledes ved brug af logikkens regler ud fra seerlig simple udsagn, de
sakaldte maengdeteoretiske aksiomer.

Logikken og meengdelaeren udggr matematikkens grundlag. De er vores spilleregler. Kender
vi dem, har vi i princippet mulighed for at beherske al matematik. Historisk set, har der
ikke veaeret en skelnen mellem logikken og maengdeleeren. Denne skelnen er af nyere dato, den
stammer fra vort arhundrede. Den har fgrt til en klarggring af matematikken og til helt ny
erkendelse af matematisk-filosofisk karakter.

Jeg naevnte, at der er tre bestanddele i matematik. Ifglge ovenstaende skulle de to fgrste,
logikken og maengdelaeren, vaere nok. Men der mangler noget, ja faktisk det vigtigste, nemlig

e resten: hensigten, fortolkningerne, drgmmene, visionerne, skgnheden!

Det var med hensigten matematikken begyndte. Tal og regning hermed til at holde hus med
ting og sager, geometriske objekter og manipulationer hermed til at beskrive og forsta form
(flodkulturerne and all that!).

Der ligger nok mere hensigt og fortolkning og mindre skgnhed bag ovenstaende antydninger.
Og det humanistiske isleet i beskrivelsen gdelsegges helt, nar vi beteenker den magt der har
ligget i—og stadig ligger i—at beherske videnskaberne, her altsa specielt matematikken.

Astetikken, skgnheden, er gradvist vokset frem i forbindelse med mere reflektive overvejelser,
der har fort til en udstrakt abstraktion. Og hvad er det sa, der er sa smukt ved matematik-
ken? Opdagelsen af tankens kraft, opdagelsen af faellestrack, muligheden for at sammenfatte,
friheden til at modellere virkeligheden, det overraskende reesonnement, den smukke szetning,
... . Jeg skal spare jer for mere end disse overskrifter pa mulige svar. Men sikkert er det,
at det eestetiske element for mange—og ikke blot for os “professionelle” leerere, men, ja det
haber jeg da, ogsa for jer studerende—er det vigtigste incitament til at give sig matematikken
i vold. Hos enkelte er der ligefrem tale om en besattelse ... det er selvfglgelig for meget af
det gode, der er jo, heldigvis, andet end matematik i tilveerelsen.
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Lad mig igen understrege betydningen af “det tredje element” (hensigten ... ). Det siger sig
selv, at dette spiller ind nar man arbejder med modeller af virkeligheden (anvendt matematik).
Men, noget overraskende, galder det enhver selv nok sa abstrakt arbejdende matematiker.
Nok har vi det formelle apparat at holde os til, altsd de to fgrste elementer, logikken og
maengdeleren. Men det viser sig at veere praktisk umuligt at arbejde strengt formelt uden
at hensigten og skgnheden gar tabt. Situationen er endda helt absurd, idet kun de aller
feerreste matematikere kender matematikkens grundlag som det er indeholdt i logikken og
maengdelaeren.

Senere—i kapitlet om aksiomatisk maengdeleere—skal jeg naermere komme ind pa grundene
hertil.

Nok er det kun de feerreste, der kender matematikkens grundlag, men alle matematikere
kender til det! Det er ngdvendigt for at opna sikkerhed i reesonnementer og teoridannelse, og
desuden for at erkende matematikkens muligheder. Derfor skal I ogsa—her pa Mat Y—have
et indblik i matematikkens grundlag. Herved far I en ballast, der vil veaere en stor styrke pa
jeres videre vej ind i matematikkens verden. Lad mig vide, hvis jeg tager fejl!

Endelig nogle ord om niveau og sprog. Niveauet vil vaere noget overfladisk og ufuldstendigt,
men med enkelte videregaende afsnit og opgaver. Sproget er naturligvis dansk, men nar jeg
fremdrager det, er det faktisk en lidt anden dimension, jeg har i tankerne. Netop nar man ser
pa matematikkens grundlag, bgr man i princippet ngje redeggre for sprogbrug (behov for et
formelt sprog). Dette er dog at ga for vidt. Tkke alene skal vi anvende dansk, vi skal anvende
peeredansk og ga ud fra en velvillig indstilling som den kommer til udtryk i fglgende

Tese. Vi kan tale og forsta hinanden

—Neaeppe rigtigt, men uden denne tese risikerer vi at blive suget ned i et bundlgst, selvbe-
skuende filosofisk morads, og det vil nzeppe fremme tilegnelsen af de idéer og den visdom der
ligger gemt i matematikkens grundlag.

2 Kontekst

Logikken giver et regelsaet for vor teenkning, som er uathaengig af konteksten (kontekst = sam-
menhaeng, omstendigheder). En kontekst bestar af et univers, hvortil er knyttet funktioner,
relationer og udsagn.

Selve universet indeholder objekterne (genstandene), vi interesserer os for.

Funktionerne kan veere af flere typer. De simpleste er de 0-ere funktioner, funktioner, der
ikke kraever noget argument. Med andre ord, dette er konstanterne. De 1-@re funktioner er
funktioner, der til hvert objekt knytter et andet objekt. De 2-ere, eller binere, funktioner
knytter objekter til givne par af objekter. Og sa fremdeles for 3-acre, 4-sere, ..., m-gere
funktioner.

Relationerne falder ogsa i typer efter “aeritet”. De simpleste og vigtigste er her de 2-ere,
normalt kaldet de binere relationer. Disse knytter en af sanhedsveaerdierne “sand” og “falsk” til
et givet par af objekter. Enhver kontekst har tilknyttet en bestemt relation, kaldet identiteten
og betegnet “=". Det er en biner relation, der “opfgrer sig som lighed bgr ggre” (praeciseres
ikke i alle detaljer, men belyses ved eksempler).



2. Kontekst BML3

Udsagnene knyttet til en kontekst falder dels i atomiske udsagn, dels i sammensatte udsagn.
De atomiske udsagn udnytter de funktioner og relationer, der er knyttet til konteksten. Da
enhver kontekst er udstyret med identitet, har vi altid atomiske udsagn sa som “x = y”
og “a = b”. Udsagnet “x = y” er sandt, hvis sandhedsvaerdien, som relationen “identitet”
knytter til parret (z,y) af objekter netop er “sand”. Ellers er udsagnet falsk. Vi kan nu nsevne
nogle af de krav, der stilles til identiteten. Det er fglgende tre krav: Refleksivitet: “x = x” skal
vaere sand for alle objekter x, symmetri: er “x = y” sand, da ogsa “y = x” og transitivitet:
er “r =y” og “y = 2" sande, da ogsa “x = 2.

Indeholder konteksten ogsa en 1-zer funktion f, er der flere muligheder for at danne atomiske
udsagn, nemlig “y = f(x)”, “f(x1) = f(x2)” og varianter heraf (“b = f(a)” osv.). Identitets-
relationen antages at veere sa “staerk”, at vi ikke kommer i strid med almindelig sund fornuft,
med det, der er vores hensigt med denne relation (“identitetsrelationens idé”). Hermed me-
ner vi blot, at vi af sandheden af udsagnene “y = f(x)” og “z = y” kan slutte sandheden
af udsagnet “z = f(x)”. Der skal altsa geelde et substitutionsprincip for identitetsrelationen
(ovenfor blev y substitueret med z). Nar konteksten indeholder flere relationer og funktioner,
udvides substitutionsprincippet for identitetsrelationen tilsvarende.

De sammensatte udsagn er udsagn, der dannes ud fra atomiske udsagn eller ud fra tidligere
fundne sammensatte udsagn efter seerlige regler, der behandles udfgrligt i det fglgende.

Udsagnene kan ogsa opdeles efter aksiomer og andre udsagn. Aksiomerne er seerlige (sam-
mensatte) udsagn knyttet til konteksten som pa forhand er erkleeret at veere sande.

Eksempel 2.1. Konteksten de naturlige tal med 0. Her er universet maengden N af naturlige
tal inklusiv 0. Desuden hgrer der til konteksten konstanten 0, de to bingere funktioner “+”
Og 13 ”
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samt, som sadvanlig, identiteten “=" og derudover endnu en binger relation, “<”. Af
udsagn har vi “2+2 = 4” osv. Det er konkrete udsagn, der ikke kreever videre specifikation for
at fastsla sandhedsveerdien. Mere generelle abne udsagn (ogsa kaldet predikater, se senere)
er udsagn af typen “a = b+ ¢, “a < 2 + z” osv. Disse udsagn kreever en specifikation
(ovenfor af a,b,c og x) for sandhedsvaerdierne kan fastlaegges. I denne kategori findes ogsa
mere komplicerede udsagn som f.eks.fglgende: “for alle x geelder 2+ x > a” eller, udtrykt ved
brug af alkvantoren (se ogsa senere): “Va : 2+ x > a”. Laeg meerke til at sandhedsveerdien af
det sidst naevnte udsagn kun afheenger af veerdien af a (ikke af nogen specifikation af x).

Blandt aksiomerne, der hgrer til denne kontekst naevnes folgende to “Vo : x +0 = z” og
“YaVy :x +y =1y + x”. Der er mange flere, men vi skal ikke komme ind herpa. O

Eksempel 2.2. Konteksten alle endelig dimensionale vektorrum over R. Her interesserer
vi os for to slags objekter, dels de enkelte vektorrum, der kan komme pa tale (f.ecks. R3,
vektorrumet af polynomier af grad hgjst 5 med reelle koefficienter osv.), dels elementerne
(vektorerne) i disse vektorrum (f.eks. vektoren (5,0, —v/2) i R3 eller polynomiet 22 — 223 +2°
i vektorrummet af polynomier af grad hgjst 5). Universet indeholder sa vektorrum og vektorer.

Betegner vi vektorrum med store latinske bogstaver og vektorer med fed skrift, kan vi f.eks.
se pa fglgende atomiske udsagn: “a = b”, “a € X7, “a+ b = ¢” osv. samt fglgende mere
komplicerede udsagn: “for vektorrummet X findes en basis med 3 elementer”, “Y er et un-
derrum af X7, “underrummene Y og Z i X danner direkte sum” osv. Aksiomerne er dem, vi
kender fra den linesere algebra, f.eks. “er X et vektorrum, findes en vektor 0 € X s 0+a =a
for alle a € X” osv. O

Eksempel 2.3. Konteksten reelle funktioner af en reel variabel. Universet bestar sa af disse
funktioner og udvalget af (atomiske) udsagn og aksiomer afspejler vor hensigt, der typisk
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bestar i at vi vil kunne tale om funktionsveerdier, vi vil kunne regne med funktioner og vi vil
kunne sammenligne funktioner. g

Eksempel 2.4. Konteksten af dagligdags objekter og idéer samt udsagn herom. Mens de
allerede naevnte eksempler fra matematikkens verden kunne defineres ganske praecist (hvil-
ket vi dog ikke gjorde), er det ikke klart, hvordan dette skulle ggres for denne kontekst.
Universet kunne indeholde objekter som “hus”, “dreng”, “pige”, “regn”, “kultur” osv. og
udsagn kunne veere “det regner”, “huset har 4 vinduer”, “Morlille er en sten” osv. Vi skal
ikke sgge at praecisere denne kontekst nesermere. Den er medtaget for at understrege, at en
kontekst ikke behgver veere af matematisk natur. O

Maske kan folgende billede veaere til hjeelp: En kontekst kan vi forestille os som en eeske,
universet, der indeholder alle kontekstens objekter. Aisken har pa indersiden af laget paskrevet
en masse tekst, der dels forteeller os om nogle muligheder, vi har (svarende til f.eks. muligheden
for at undersgge lighed, stgrrelsesforhold, sammensaetning v.hj. af regneregler osv. osv.), dels
fremheaever visse egenskaber, aksiomerne, som fabrikanten hgjt og helligt svaerger pa er opfyldt.

Tit er det veesentligste ved en kontekst de tilhgrende objekter, mens de tilhgrende udsagn,
specielt aksiomerne er underforstaet. Derfor vil vi ofte tillade os at tale om universet, selvom
vi egentlig har hele konteksten i tankerne.

Den fremstilling, vi har lagt op til med fokusering pa begrebet kontekst, sigter mod det
semantiske, det betydningsbaerende. Objekterne i en bestemt kontekst har en betydning for
os og de relationer, der findes mellem objekterne i en kontekst forteeller os om fortolkningerne.
Man kan godt have en anden kontekst med objekter og relationer af helt samme type, men for
hvilken der geelder lidt andre udsagn. Eksempelvis kunne vi se pa “en gruppe”. En kontekst
af denne type kunne vaere en kommutativ gruppe, en anden kunne dreje sig om en ikke-
kommutativ gruppe.

Ovenstaende kan nok virke noget uklart. I mere udfgrlige fremstillinger skelner man mellem
“typer” (f.eks.typen af grupper) og realisationer heraf, som man sa foretraekker at kalde
“modeller” (frem for vores mere neutrale betegnelse “kontekst”).

Det semantiske lag indeholder nogle dybe filosofiske problemer: Er der nogen forbindelse
mellem det matematiske eksistensbegreb og virkelighedens eksistensbegreb? I gvrigt, hvad er
“virkeligheden”? Og hvad dackker det matematiske sandhedsbegreb over? Min egen indstilling
til sddanne problemer er dyb fascination, men samtidig veegrer jeg mig ved at fortabe mig
heri, da det let kan blive for navlebeskuende og lidet konstruktivt.

Det sproglige—og nu taenker jeg pa vort seedvanlige sprog, dagligsproget, brugssproget—spil-
ler ind ved diskussion af kontekst og fortolkninger. Det er jo dette veerktej vi bruger, nar vi
opstiller modeller, reesonnerer derover og forteeller om hensigten. Og vi ma bygge pa, at dette
“metasprog” (vort daglige sprog, som jo ligger uden for den matematiske teoridannelse og det
matematisk logiske sprog, men hvorigennem vi betragter og diskuterer disse sager) forstas i
kommunikationen mennesker imellem. Lad mig derfor igen minde om tesen fra indledningen:
Vi kan tale og forsta hinanden!

3 Konkrete udsagn, udsagnsvariable

Det kan virke meerkeligt, at vi brugte megen tid pa at diskutere kontekst, nar vi netop slog
fast, at logik er kontekstuafhaengig. Jeg tror nu, det vil lette forstaelsen en hel del.
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3. Konkrete udsagn, udsagnsvariable BML5

Lad os fgrst se pa betrebet “udsagn”. Dette begreb har en dagligdags betydning, der faktisk
ligger teet pa logikkens brug. Der er dog i logikken flere beslaegtede, men forskellige begreber,
der knytter an hertil. Nar vi har opnéet en vis gvelse, vil vi bruge “udsagn” som fallesbeteg-
nelse for disse forskellige begreber. Hvilket begreb, man har i tankerne kan variere fra gang
til gang og ma sa fremga af sammenheaengen.

Vi ser fgrst pa det, vi udfgrligt vil kalde konkrete udsagn. Som eksempler naevnes “242 = 47,
“der er uendelig mange primtal af formen 22" + 17, « fol e*dr = 07, “det regner”, osv. Mere
preecist kan vi sige, at et konkret udsagn er en bestemt pastand horende til en bestemt kontekst.
Desuden skal det understreges, at vi udelukkende vil arbejde inden for den klassiske logiks
rammer, hvilket giver sig udslag i, at ethvert konkret udsagn enten er sandt eller falskt, og
ikke begge dele.’.

For at kunne arbejde kontekstuafheengigt i logikken, indferer vi begrebet udsagnsvariabel.
En udsagnsvariabel er sadan set kun et tegn, f.eks. P, Q, R, S, T, Pi, P,, Ps eller visse
andre tegn. Tanken er den, at—Ilad os f.eks. se pa tegnet P—P kan sta for et hvilket som
helst udsagn. For at tilleegge P en konkret “veerdi”, skal der en specifikation til. Dels skal
konteksten specificeres, dels skal man inden for den valgte konteksts rammer specificere et
konkret udsagn. Sa P kan bade sta for det konkrete udsagn “2 + 2 = 4”7 og det konkrete
udsagn “der er uendelig mange primtal af formen 22" + 1”7, begge hgrende til konteksten af
naturlige tal. Eller P kunne sta for andre konkrete udsagn hgrende til andre kontekster.

Der er endnu en ting at sige om udsagnsvariable. I princippet skal de tegn, vi bruger til at
betegne udsagnsvariable tages fra en pa forhand fastlagt liste af reserverede tegn, dvs. disse
tegn ma ikke senere benyttes til andre formal. Dette strenge krav vil vi dog ikke overholde.
F.eks. vil vi i plangeometrien ikke afholde os fra at bruge P og @ til at betegne punkter
i planen, selvom det strengt taget er forbudt, nar tegnene nu optraeder i den reserverede
liste af tegn til at betegne udsagnsvariable. Vi vil ikke vaere alt for pernittengryn, og skal
saledes atholde os fra at nedskrive en praecis liste af tegn, reserveret til udsagnsvariable. Vor
lgsagtighed pa dette punkt giver i praksis ingen problemer fremover. Det veesentlige er, at
vi kan forestille os, at der findes en sadan liste af reserverede tegn, der star for hver deres
udsagnsvariabel. To udsagnsvariable er altsa kun den samme udsagnsvariabel, nar tegnet, der
betegner dem er det samme.

Nar en udsagnsvariabel er specificeret, er der to muligheder for sandhedsveerdien af

det derved fremkomne konkrete udsagn: “sand” og “falsk”. Dette giver vi udtryk P
for i sandhedstabellen over P, der blot opregner mulighederne. Vi har valgt overalt i 1
sandhedstabeller og lignende opskrivninger at bruge sandhedsverdierne 1 og 0, “1”
til at betegne “sand” og “0” til at betegne “falsk”.

Arbejder vi i en vis sammenhaeng med flere udsagnsvariable pa én gang, kan vi i en sandheds-
tabel opregne de muligheder, der er for sandhedsveaerdierne af de indgaende udsagnsvariable.

! Jeg forestiller mig, at mange, der allerede har hgrt om Gédel’s uafhaengighedsresultater, her kunne komme i
tvivl om fornuften heri. Sagen er jo den, at Gédel har vist, at enhver blot nogenlunde righoldig matematisk teori
fastlagt ved aksiomer tillader udsagn, der hverken kan bevises eller modbevises. Hvordan kan vi sa insistere pa
at hvert konkret udsagn er enten sandt eller falskt? For at forsta det, ma vi holde fast i kontekstbegrebet. To
kontekster (teenk evt. pa sesker med objekter, som vi lagde op til) kan udmaeerket veere forskellige og alligevel
have tilknyttet helt samme begreber og aksiomer (deklarationer pa indersiden af seskens lag). De er sa af
samme type (jf. s. 2). S& er der mulighed for at et og samme (sammensatte) udsagn giver god mening i begge
kontekster og er sand i den ene kontekst og falsk i den anden. Som antydet s. 2 kunne det dreje sig om noget
sa uskyldig som den kendsgerning, at der bade findes kommutative og ikke-kommutative grupper. Det, der
gor Godel’s resultat ejendommeligt, overraskende og maske sveert forstaeligt er, at det ogsa geelder, nar vi ser
pa kontekster, der sigter pa at afspejle hele matematikken
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BML6 4. Sammensatte udsagn (udsagnsformer), sekvivalens

F.eks. for de tre udsagnvariable P, () og R finder vi de otte muligheder udtrykt i nedenstaende
sandhedstabel

OO OO~ ~RKR RN
SO R OO RO

O~ O~ OO R

Sandhedstabel for P, Q, R.

Nar flere udsagnsvariable optreeder, vil vi altid antage (uden eksplicit at ggre opmeerksom
herpa), at vi ved specifikation veelger samme kontekst for dem alle. Derimod er der, sa snart
konteksten er fastlagt, fuld frihed til at vaelge konkrete udsagn (fra den givne kontekst) til
at sta for de indgaende udsagnsvariable. Vedtaegten er helt naturlig. Den svarer blot til, at
man ferst specificerer konteksten og dermed de objekter, man vil sige noget om, fgr man
underkaster konkrete udsagn en nsermere undersggelse.

Det er let at se, at alle 8 muligheder for sandhedsveerdierne af P, @@ og R opregnet i
ovenstaende tabel kan forekomme ved specifikation. Hvis vi arbejder med plangeometrien—
dette er sa vor kontekst—og A betegner en retvinklet trekant, kan vi f.eks. specificere P, @)
og R som fglger:

P: A er en polygon
Q: A er en trekant
R : A indeholder en ret vinkel.

Med denne specifikation bliver alle tre udsagn sande, svarende til den fgrste af de opreg-
nede muligheder. Det er klart, at vi med andre specifikationer kan illustrere alle opregnede
muligheder (gor det!).

4 Sammensatte udsagn (udsagnsformer), sekvivalens

Lidt lgst kan vi definere et sammensat udsagn, ogsa kaldet en udsagnsform pa folgende ma-
de: Lad P,Q,...,V vere udsagnsvariable. Vi siger da, at ¢(P,Q,...,V) er et sammensat
udsagn med P,Q,...,V som indgaende udsagnsvariable, safremt der til enhver specifika-
tion af P,@,...,V er knyttet en bestemt sandhedsveerdi, som vi kalder sandhedsveerdien af
o(P,Q,...,V), og safremt denne sandhedsvaerdi kun athzenger af sandhedsveerdierne for de
indgaende udsagnsvariable P, Q,... ,V.

Det, der interesserer os ved sammensatte udsagn er de tilknyttede sandhedsveerdier. Og ifglge
definitionen giver dette, praecis som for udsagnsvariable, kun mening nar vi har foreskrevet en
specifikation. I henhold til definitionen behgver vi imidlertid ikke angive en fuld specifikation
for at kende sandhedsvaerdien af et sammensat udsagn. Det er nok, vi angiver sandheds-
veerdierne for de indgaende udsagnsvariable. Derfor kan sammensatte udsagn angives via
sandhedstabeller. Lad os se et eksempel.
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4. Sammensatte udsagn (udsagnsformer), sekvivalens BMLY

Eksempel 4.1. Lad P, Q og R vere udsagnsvariable og definer udsagnsformen U =
©(P,Q, R) via nedenstaende skema.

o oo~ R~ RIN
o R~ OO~ RO
O~ O~ OO R
oOrror oo ord

F.eks. ser vi, at hvis, ved en bestemt specifikation, P er falsk og @) og R begge sande, sa er
U sand. 0

Vi fremhaevede for, at det, der interesserer os ved en udsagnsform er dets sandhedsveerdier
(svarende til de forskellige spcifikationer). Denne holdning afpejles i folgende vigtige defini-
tion: To udsagnsformer er ekvivalente, nar de har samme sandhedsverdier. Mere preecist:
Udsagnsformen U og udsagnsformen V er @kvivalente, og vi skriver U = V|, nar U og V har
samme sandhedsvaerdi ved enhver specifikation af samtlige udsagnsvariable, der indgar enten
iU elleriV.

I logisk henseende regnes sekvivalente udsagnsformer for helt ligeberettigede, og der er ingen
grund til at skelne sddanne udsagnsformer fra hinanden.

To udsagnsformer, tautologien og absurditeten (eller kontradiktionen), spiller en seerlig rolle.
Kort kan tautologien defineres som den altid sande udsagnsform og absurditeten som den
altid falske udsagnsform. Mere preaecist kan de defineres som udsagnsformerne U og V med
kun den ene indgaende udsagnsvariabel P ud fra sandhedstabellen:

PlU V
111 0
01 O

Vi kunne ogsa have defineret tautologien og absurditeten som udsagnsformerne med f.eks. P
og () som indgaende udsagnsvariable ud fra tabellen

P QlU V
T 1] 1 o0
1 0|1 o0
0 1|1 o0
0 0| 1 0

Selvom formen pa U og U’ er lidt forskellig (U har én, U’ to indgaende udsagnsvariable),
kommer de ud pa ét; ved specifikation af P og ) giver de altid samme sandhedsveerdi.
M.a.o., U og U’ er ®kvivalente: U = U’. Tilsvarende er V = V'. Da vi ikke gnsker at skelne
mellem de mulige udsagnsformer, der alle er ackvivalente med tautologien U, indfgrer vi
feellesbetegnelsen 1 for en vilkarlig af de mulige udsagnsformer, og vi teenker pa 1 som én
udsagnsform tautologien 1.
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BML8 5. De logiske konnektiver

Tilsvarende indfgrer vi betegnelsen 0 for absurditeten. At vi misbruger symbolerne 0 og 1—der
jo allerede har mange betydninger (tal, sandhedsvaerdier, nulvektorer osv.)—giver normalt
ikke anledning til misforstaelser, men medvirker til at holde matematikkens symbolskov nede.
Prisen herfor er en vis flertydighed.

5 De logiske konnektiver

Vi indfgrer nogle helt centrale udsagnsformer: negation, konjunktion, disjunktion og implika-
tion. Hertil ser vi pa de to skemaer

Pl P P Q| PAQ|PVQ| P=0Q
1] o I 1 1 1 1
0| 1 1 0 0 1 0

0o 1 0 1 1

0 0 0 0 1

Den fgrste udsagnsform, P, er negationen af P, ogsa kaldet non-P. De naste, der har to
indgaende udsagnsvariable, her P og Q, er konjunktionen P A @Q af P og Q (“bade og”),
disjunktionen PV @Q af P og @ (“enten eller”, i matematikken altid forstaet som enten den
ene, eller den anden eller begge) og implikationen P = @ (“hvis, sa” eller “ .- medfgrer

S,

Vi refererer til 7, A,V og = som logiske konnektiver.

Ovenstaende er et fgrste skridt i opbygningen af nye udsagnsformer. Vi skal blot anvende
et enkelt princip, substitutionsprincippet, sammen med ovenstaende konstruktioner for at
fa en metode til dannelse af et sandt veeld af nye udsagnsformer. For eksempel kan vi se
pa konjunktion. Vi har kun defineret konjunktion af to udsagnsvariable (vi valgte P og Q
ovenfor). Men det er klart, at safremt U og V er vilkarlige udsagnsformer, giver det god
mening at se pa udsagnsformen “bade U og V", som vi betegner U A V. Tilsvarende giver
det for vilkarlige udsagnsformer god mening at se pa udsagnsformerne 'U,UVV og U = V.

Eksempel 5.1. Lad os se pa udsagnsformen U fra Eksempel 4.1 og udsagnsformen V =
PV Q. Udsagnsformen U AV har sa sandhedsveaerdier som vist i tabellen.

P Q R| U] V] UAV
T 1 1] 1] 1 1
1 1 0| 0| 1 0
1 0 1| 0] 1 0
1 0 o 0] 1 0
o 1 1| 1|1 1
o 1 0] of 1 0
0o 0 1] 1| 0 0
0o 0 of of 0 0

Nedskriver vi ogsa sandhedsveerdierne for Q A R, ser vi, at det giver samme resultat som
U A V. Derfor geelder skvivalensen U AV = Q A R. O
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6. Udsagnskalkylen, udsagnslogiske identiteter BML9

Vi anvender substitutionsprincippet til pa én gang at definere den logiske konnektiv biim-
plikation, betegnet < for vilkarlige udsagnsformer U og V: Ved biimplikationen U < V
forstas konjunktionen af de to implikationer U = V og V = U. Vi har altsa pr. definition
ekvivalensen

UsV=U=V)AV=U).

Dette kan ogsa tydeligggres i en sandhedstabel:

U VIiU=V|V=U| UsV
1 1 1 1 1
1 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1

Leeg maerke til, at vi her har anfort en sandhedstabel med udsagnsformer (og ikke udsagnsva-
riable som hidtil) som indgange. Det er der heller ikke noget i vejen for, saleenge man ser
pa egenskaber, der kun afhaenger af sandhedsvaerdierne for de anforte udsagnsformer (og
ikke pa egenskaber, der kreever kendskab til sandhedsveerdierne for de—muligvis mange—
udsagnsvariable, der indgar i disse udsagnsformer).

6 Udsagnskalkylen, udsagnslogiske identiteter

Udsagnskalkylen giver os nogle regler i haende, der kan hjeelpe os til at etablere sammenhaenge
mellem givne udsagnsformer. Der er iszer to former for ssmmenhaeng, der interesserer os: Dels
den allerede indforte logiske @kvivalens (for blot kaldet sekvivalens), dels logisk konsekvens.
Lad os forst omformulere kravet til sekvivalens (se afsnit 4) pa to mader.

To udsagnsformer U og V er logisk aekvivalente hvis og kun hvis udsagnsformen U <V er
sand ved en vilkarlig specifikation. Dette er klart (overvej!) Da en tautologi er en altid sand
udsagnsform, ses heraf, at ackvivalens kan udtrykkes mere elegant som fglger.

To udsagnsformer U og V' er logisk ekvivalente, hvis og kun hvis udsagnsformen
U &V er en tautologi.

Vi vil nu definere, hvad det vil sige, at en udsagnsform V' er en logisk konsekvens af en anden
udsagnsform U. Vi vedtager, at dette skal betyde, at implikationen U = V er sand ved en
vilkarlig specifikation. Lidt mere malende og intuitivt ser vi, at dette kommer ud pa at V af
rent logiske grunde folger af U, idet gyldigheden af implikationen U = V ikke athaenger af
konteksten, men er noget, der geelder for enhver specifikation.

I lighed med logisk sckvivalens, ser vi, at logisk konsekvens ogsa kan udtrykkes elegant via
tautologier:

Udsagnsformen V er en logisk konsekvens af udsagnsformen U, hvis og kun hvis
implikationen U =V er en tautologi.

For logisk konsekvens bruges tegnet |= , altsa skrives U =V for “V er en logisk konsekvens
af U”. Bemeaerk, at den form for logisk askvivalens og logisk konsekvens, som vi har indfert,
er semantik-orienterede, idet de knytter an til specifikationer af en kontekst.
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BML10 6. Udsagnskalkylen, udsagnslogiske identiteter

Lad os nedenfor samle de vigtigste logiske sekvivalenser, som vi ogsa kalder de udsagnslogiske
identiteter:

UDSAGNSLOGISKE IDENTITETER, UI 1-16
1. Uvv = VvU

2. UANV = VAU

3. TVv{UvVV) = (T'vU)VV

4. TANUANV) = (TANU)AV

5. TVUAV) = (TVU)AN(TVYV)
6. TAUVV) = (TANU)V(TAV)
7. Uvo = U

8. UNnl = U

9. Uuoviu =1

10. UNVU = 0

11. U =7("0)

12. U=V ="TUVV

13. U=V =WV=TU

14. UesV = U=V)AN(V=0)
15. WUvv) =" UNV

16. (UAV) =7UVV.

Vi bgr maske ogsa eksplicit naevne folgende to regler:

17. lvi=1
18. 0AN0=0,

der dog forholdsvis let kan udledes af de gvrige (eller mere banalt via sandhedstabeller).

Reglerne 1 og 2 er de kommutative regler, 3 og 4 er de associative regler, 5 og 6 er distributive
regler, 11 er reglen om dobbeltnegering, 13 er reglen om kontraponering og 14 og 15 er de
Morgan’s regler. Ved hjelp af de Morgans regler og reglen om dobbeltnegering indses, at der
geelder en vis form for dualitet blandt udsagnsformer, der kun indeholder konnektiverne 7,V
og A (sammenlign 1 og 2, 3 og 4, 5 og 6). Vi overlader det til leeseren at eftervise alle disse
akvivalenser. Beviserne kan fgres via sandhedstavler.

Vi vil ikke her veere lige sa grundige ved opstilling af logiske konsekvenser, men ngjes med et
enkelt eksempel og vil sa senere vende tilbage hertil.

Eksempel 6.1. Der gelder for vilkarlige udsagnsformer U og V', at V er en logisk konsekvens
af konjunktionen af U og U = V, dvs. der geelder

UNU=V)EV.
Ifglge definitionen kommer dette ud pa, at udsagnsformen
UNU=V)=>V

er en tautologi. Det kan laeseren sikkert let vise ved at opstille en sandhedstabel. Imidlertid
vil vi vise, at man kan klare sig uden (de lidt barnlige!) sandhedstabeller og i stedet benytte
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7. Udsagnsformer pa konjunktiv normalform BML11

de udsagnslogiske identiteter. Vi har

UANU=V)=V = UA(UVV) =V
(UANU)V (UAV)) =V
OVUAV) =V
UAV)=V

WAVIVY
CUVWV)VV
Vv (UvY)

Vv (VVID)
(VVIWV)VIU
Al
17

som gnsket. Laeseren opfordres til for hver sekvivalens at ggre sig klart, hvilken regel, der er
anvendt.

Eksemplet er interessant ved at vi har beveeget os ind pa det syntaktiske plan. Herom mere
senere. 0

Vedrgrende hierarkiet af de logiske symboler geelder folgende vedteegter (som vi i det fo-
regaende stiltiende har benyttet nogle gange): Fra “steerkest” til “svagest” er raekkefplgen af
symbolerner folgende:

TV A, =, &

Negationssymbolet er altsa det, der binder steerkest. Vi tilfgjer, at det af og til er bekvemt
at benytte “impliceres af”, <=, der binder lige sa staerkt som = og defineres ved:

U<«V=V=UT.

Til reekken af logiske konnektiver skal tilfgjes “metasymbolerne” = og t-. Disse kommer sidst i
raekken og binder altsa svagest. Saledes betyder ovenstaende sekvivalens (U < V) = (V = U).
Af andre eksempler naevnes, at 'U = V betyder ('U) = V, ikke (U = V), at UANV = W
betyder (UAV) = W, ikke UAN(V = W), at U & V = W betyder U < (V = W), ikke
(U < V) = W og endelig fremhaeves de ikke helt sa naturlige vedteaegter:

UVVAW
UNVVW

UVV)AW,
UA(VVW),

hvor man nok star sig ved altid at saette parenteserne.

Som en sidste notationsmeaessig regel naevnes, at hvis der er tvivl om betydningen af en
udsagnsform, sa ssetter man parenteserne leengst til hgjre forst.

7 Udsagnsformer pa konjunktiv normalform

Udsagnsformer kan veere opbygget pa meget kompliceret og uoverskuelig vis ud fra de
indgaende udsagnsvariable. Se f.eks. pa udsagnsformen

(PV(Q="(PVR)A(PAQAR®=S).
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BML12 7. Udsagnsformer pa konjunktiv normalform

Det er imidlertid betryggende, at enhver udsagnsform er sekvivalent med en udsagnsform
skrevet pa en standard form. Man kan vaelge mellem forskellige standardformer. Af hensyn
til et senere resultat skal vi heefte os ved konjunktiv normalform.Ferst nogle hjslpebegreber.
En simpel udsagnsform er en udsagnsform, der enten er en udsagnsvariabel eller negationen
af en udsagnsvariabel. Eksempelvis er P, P, S og 'S simple udsagnsformer. En klausul er
en disjunktion af simple udsagnsformer, dog regnes tautologien 1 og absurditeten 0 ogsa med
til klausulerne (de trivielle klausuler). Eksempelvis er 0, 1, P, R, PV R, PV RVISVT alle
klausuler. Ogsa PV RV SV 'RV T er en klausul. Den er dog logisk skvivalent med tautologien
1, og man vil normalt skrive den pa denne form. Udsagnsformen P = @) er ikke skrevet som
en klausul, men dog akvivalent med klausulen P V Q.

Vi kan nu indfgre den bebudede standardform:

En udsagnsform er pa konjunktiv normalform, hvis den er skrevet som en konjunktion af
klausuler.

Udsagnsformen P A (QVR)A™S er pa konjunktiv normalform (med 3 klausuler), mens (P =
Q) V (R = Q) ikke er det. Udsagnsformen PVTR V S er ogsa pa konjunktiv normalform,
selvom den slet ikke indeholder konjunktioner. Den indeholder kun én klausul.

Saetning 7.1. Enhver udsagnsform er @kvivalent med en udsagnsform pa konjunktiv nor-
malform.

Bevis. Lad U veere en udsagnsform med indgaende udsagnsvariable P, Q, ... ,T. Saet V ="U.
Teenk pa sandhedstabellen for V:

P Q TV
1 1 0| 1
0 1 1] 0

Enhver raekke i tabellen svarer til en konjunktion af simple udsagn (de to antydede raekker
svarer til hhv. PA QA ---A"T og "P AQ A --- AT). Se nu pa de rakker, der giver V
sandhedsveaerdien 1. Det er klart, at V er sekvivalent med disjunktionen af de tilhgrende
konjunktioner af simple udsagn. Sa er negationen af V', altsa U, sekvivalent med den tilhgrende
konjunktion af disjunktioner af simple udsagn, hvilket netop er en udsagnsform pa konjunktiv
normalform. O

Bemerkning 7.2. Den metode, der bruges i beviset virker, men er typisk den darligste me-
tode, hvis vi straeber efter at na frem til en enkel konjunktiv normalform.

Normalt er fglgende en bedre strategi: Fjern forst implikationer og biimplikationer ved hjselp
af eekvivalenserne

U=sV=WUVV; UsV=U=V)AV=U)

Fjern dernesest negationer eller flyt dem sa langt ind i parentesudtryk som muligt; hertil
benyttes aekvivalenserne

TU=U; (UAV)=UVV; (UVV)=TUAWV.
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8. Formelle beviser i udsagnslogikken BML13

Benyt endelig de distributive love.

Eksempel 7.3. Lad os skrive (P = @) = R A P pa konjunktiv normalform. Vi anvender
opskriften ovenfor og finder

(P=Q)=RAP T(P=Q)V(RAP)
(P=Q)V(RAP)
("PVQ)V(RAP)
("PVQ)VR)A((PVQ)VP)
("PVQVR)AN(TPVQVP)

der er pa den gnskede form. O

8 Formelle beviser i udsagnslogikken

Definition 8.1. Ved et logisk argument (i udsagnslogikken) forstas et skema af formen

Uy
Us
Un
Vv

hvor Uy, Us, ... ,U, og V er udsagnsformer. U’erne kaldes argumentets premisser og V kaldes
argumentets konklusion. Det logiske argument siges at veaere gyldigt, hvis V er en logisk
konsekvens af konjunktionen af U’erne, altsa hvis

Ul/\UQ/\"‘/\Unle

Vi ser altsa, at det logiske argument er gyldigt, netop nar det for enhver specifikation af de ud-
sagnsvariable, der indgar i preemisserne og i konklusionen gelder, at safremt alle prasmisserne
er sande, sa er ogsa konklusionen sand.

Laeg meaerke til, at vi ogsa taler om et logisk argument i tilfeelde, hvor det ikke er gyldigt. I
sa fald findes en specifikation, sa alle preemisserne er sande, men konklusionen falsk.

Vi udnaevner 5 serlig enkle gyldige logiske argumenter som “byggesten” for andre gyldige
logiske argumenter. Tanken er den, at vi ved hjeelp af disse byggesten—udsagnlogikkens slut-
ningsregler—samt de tidligere fremhaevede logiske sekvivalenser stiler efter at kunne afggre
om et vilkarligt logisk argument er gyldigt eller ej.
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De 5 sarlige regler er fglgende:

UDSAGNSLOGISKE SLUTNINGSREGLER, SR 1-5

SR 1: U=V

SR 2: U
Uvv

SR 3: UAV
U

SR 4: U
v
TNV

SR 5: uvvv
WVR
VVR

At disse logiske argumenter alle er gyldige, checkes let efter (vedrgrende SR 1, se afsnit 6,
Eksempel 6.1).

Slutningreglen SR 1 hedder modus ponens og slutningsreglen SR 5 kaldes resolution.
Definition 8.2. Lad

Ux

Us

Un

v

veere et logisk argument i udsagnskalkylen. Ved et formelt bevis for argumentet forstas en
nummereret liste af udsagnsformer, der starter med praemisserne Uy, ... ,U, og slutter med
konklusionen V' og er saledes indrettet, at enhver udsagnsform pa listen fremkommer ved
at anvende de udsagnslogiske identiteter samt slutningsreglerne SR 1-5 pa udsagnsformer
tidligere pa listen. Desuden kraeves, at det for hver udsagnsform pa listen er angivet, hvordan
den er fremkommet af tidligere udsagnsformer.

Det er klart, at formelle beviser kunne veere defineret anderledes uden at det havde fgrt
til noget veesentligt andet. Vi kunne have haeftet os ved at andre slutningsregler og andre
identiteter. Vi har valgt et system, der gor det ret let at behandle forbindelsen mellem det
semantiske og det syntaktiske. Derimod ligger vort valg ikke seerlig teet pa ssedvanlig praksis
for bevisfgrelse. Hvis f.eks. vi i en speciel sammenhang skal eftervise implikationen A = B,
er det hyppigt mest naerliggende at raesonnere i fglgende trin: Lad mig antage, at A geelder;
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s& ma ... og ... geelde; ergo geelder B. Denne vigtige form for rasesonneren har vi ikke
specielt lagt op til. Vi gnsker kun at belyse nogle fundamentale begreber og sammenhange,
ikke at give en udtgmmende behandling af almindelig praksis i konkrete situationer. Derfor
opfordres I til at fortseette med at bruge “almindelig sund fornuft”. Nok er det meningen, at
betragtningerne her skal hjelpe jer, men hvis I insisterer pa at jeres matematiske raesonneren
fra nu af udelukkende skal bygge pa retningslinierne fra dette kursus, kommer I galt af sted!

Eksempel 8.3. Man kan let—via en sandhedstabel eller mere direkte—overbevise sig om
gyldigheden af fglgende logiske argument

PVQ=R
R=S
)
Q
Vi skal nu fgre et formelt bevis for argumentet. Med “UI” refereres til de udsagnslogiske

identiteter, som blev nummereret i afsnit 6, og med “SR” til udsagnlogikkens slutningsregler.
Her er beviset:

1. PVvQ=R preemis
2. R=S praemis
3. ) preemis
4. 1S =R UI 13 pa 2.
5. R SR 1 pa 3. og 4.
6. "TR=7(PVQ) UI 13 pa 1.
7. (PVQ) SR 1 pa 5. og 6.
8. TPATQ UI 15 pa 7.
9. QNP UI 2 pa 8.
10. Q SR 3 pa 9.

I 10. genfinder vi den gnskede konklusion og beviset er fort.

Bemeerk igvrigt, at hvis de udsagnsvariable P, @, R og S erstattes med vilkarlige udsagns-
former U, V, W og Z (tegn, der ikke er pa vor liste af reserverede tegn over udsagnsvariable),
kan betragtningerne ovenfor gennemfgres pa helt samme méade, og forer sa til et formelt bevis
for det logiske argument

UvV =W
W=7
z

%

O

Det er klart, at ethvert logisk argument, der har et formelt bevis, er gyldigt. Overvejl Man
anvender sprogbrugen, at det formelle bevis er et (formelt) bevis for gyldigheden af det logiske
argument. Normalt er et formelt bevis noget mere uoverskueligt end et bevis pa almindelig
godt dansk, hvor vi blot bruger vor sunde fornuft. Tzenk blot pa eksemplet ovenfor!

Det er alligevel uhyre interessant at heefte sig ved de formelle beviser. Herved far vi en
mulighed for at praecisere den ingrediens i matematikken, nemlig beviset, der mere end nogen
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anden skiller matematik ud fra de andre videnskaber. Desuden er der andre grunde til at
fremhaeve det formelle bevis, bl.a.at dette peger pa et moderne forskningsfelt i datalogi og
matematik, der beskeeftiger sig med konstruktion af programmer (algoritmer) til automatisk
bevisfarelse. Og naturligvis er det interessant, at alle raesonnementer i udsagnslogikken kan
baseres pa ganske fa slutningsregler og identiteter.

Vi kan lsere meget mere med udgangspunkt i eksemplet og definitionen ovenfor. Teenker vi
over det, indser vi nemlig, at vi med beviset for gyldigheden af det logiske argument i ek-
semplet har forladt vor semantiske betragtningsmade. Det var pa intet tidspunkt ngdvendigt
at taenke pa en bestemt kontekst og bestemte specifikationer. Beviset var netop formelt, rent
mekanisk, byggende pa en bestemt syntaks. Syntaksen er givet med slutningsreglerne og de
udsagnslogiske identiteter. Vi har dermed introduceret det syntaktiske lag i den matematiske
logik.

Mange undersggelser i logik gar ud pa at sammenholde det semantiske lag med det syn-
taktiske. Vi vil ogsa skelne notationsmeessigt mellem disse lag, idet tegnet = (som hidtil)
bruges til at udtrykke logisk konsekvens af semantiske grunde, mens - bruges til at udtrykke
logisk konsekvens af syntaktiske grunde. Saledes udtrykker (U3 AU A--- AU,) E V, at det
logiske argument med Uy, Us, ... ,U, som praemisser og V som konklusion er gyldigt, mens
(U AUy A+ ANUp) F V udtrykker, at der findes et formelt bevis for argumentet.

Laeseren har sikkert allerede stillet sig et centralt spgrgsmal: Vi udvalgte lidt tilfeeldigt nogle
basale aekvivalenser og slutningsregler (UI 1-16 og SR 1-5), og definerede sa et formelt bevis
med reference hertil. Var det nu klogt? Har vi “glemt” nogle basale regler? Med andre ord,
vi spegrger om ethvert gyldigt logisk argument ogsa kan begrundes med et formelt bevis efter
vores definition. Det kan det:

Saetning 8.4. Ethvert gyldigt logisk argument i udsagnskalkylen har et formelt bevis.

Dette hovedresultat er ikke helt let at vise. Jeg henviser til Appendix.

Selvom vi altsa viger tilbage for at bevise s@tningen i hovedteksten, kan vi dog let angive en
opskrift, der altid virker! Opskriften er ganske enkel:

e Erstat preemisserne med dermed sekvivalente udsagnsformer pa konjunktiv normalform;

e Erstat hver preemis, nu skrevet pa konjunktiv normalform, med de indgaende klausuler
(hertil udnyttes SR 3);

e Anvend resolution (og SR 2) indtil man har fundet udsagnsformer, der er identiske med
de klausuler, der indgar i den gnskede konklusion, skrevet pa konjunktiv normalform.

e Indgar flere klausuler i konklusionen, anvendes tilsidst SR 4 til at “sammenstykke” hele
konklusionen.

Eksempel 8.5. Vi vil give et formelt bevis for gyldigheden af folgende logiske argument:

(PANQ)=R
T=0Q

W =P

R

W =T

N =
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Anvendes metoden skitseret ovenfor, kan det formelle bevis forlgbe ved tilfgjelse af folgende
udsagnsformer til preemisserne 1-4:

5. (PAQ)VR UL 12 pa 1.

6. "PVQV R UI 16 (og 3) pa 5.

7. TV Q UI 12 pa 2.

8. PV RV'T SR 5(+---) pa6.ogT.

9. W P UI 12 pé 3.

10. RVITVW SR5 (+---) pa8. og9.
11. VW SR 5 (+---) pa 4. og 10.
12. W =TT UT 12 (+---) pa 11.

Bemseerk, at nar vi kan anvende resolution pa 4 og 10 (se 11), skyldes det, at 4 kan skrives pa
formen "RV 0.

Da vi endte med den gnskede konklusion, har vi hermed fgrt formelt bevis for gyldigheden
af det logiske argument. O

Ofte star man sig ved beviset for gyldigheden af et argument at benytte et indirekte bevis.
Dette svarer til, at det logiske argument

U
— 5.1
c (85.1)
erstattes af det logiske argument
U
% (8.5.2)
0

Grunden til fornuften heri skyldes fglgende:

Seetning 8.6. Lad U og V vere udsagnsformer. Da gelder, at det logiske argument (8.5.1)
er gyldigt, hvis og kun hvis det logiske argument (8.5.2) er gyldigt.

Bevis. At argumentet (8.5.2) er gyldigt, betyder, at (UAV) = 0 = 1. Tilsvarende for (8.5.1).
Nu er

(UAV) =0 (UATV) VO
WVV VO
VvV

U=V,

hvorfor (UA7V') = 0 er en tautologi, hvis og kun hvis U = V er det. Heraf folger pastanden.
O

Eksempel 8.7. Vi vil bevise gyldigheden af det logiske argument

(U AW)
TWV=W
U=1V.
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Negationen af den gnskede konklusion er UAV, der er pa konjunktiv normalform med to
klausuler. Disse fgjes til preemisserne og vi sgger at fore et formelt bevis for absurditeten (“na
til en modstrid”, er vi vant til at sige):

1. (U AW)

2. V=W

3. U

4. %

5. UNVW UI 16 pa 1.

6. Vvw UI 11 og 12 pa 2.
7. W SR 1 pa 2. og 4.
8. W SR 5 pa 3. og 5.
9. 0 SR 5 pa 7. og 8.

Vi er hermed, som gnsket, naet frem til absurditeten, og har fgrt det bebudede indirekte
bevis. O

En anden velkendt bevisform er bevis ved kontraponering. Her bytter preemis og konklusion
plads efter negering. Denne bevisform bygger pa at det logiske argument (8.5.1) er gyldigt,
hvis og kun hvis det logiske argument

v
U

er gyldigt. At dette er tilfzeldet, ses direkte af UI 13.

Endnu en bevisform, der hyppigt kan anvendes er opdeling i mulige tilfelde. Den bygger pa
at det logiske argument

TivVITyV.--- VT,
=V

=V
(8.7.1)

T, =V
v

er gyldigt. Ud fra preemisserne kan vi altsa konkludere V. Se i gvrigt Opgave 20.

For vilkarlige udsagnsformer U og V' er det logiske argument

U
U
|4

gyldigt. Hvis, derfor, en teori (kontekst) indeholder en modstrid (en udsagnsform, som er
sand tillige med sin negation), sa kan man bevise enhver pastand hgrende til teorien. En
sadan teori vil dermed veere helt veerdilgs.
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9 Grundbegreber i pradikatkalkylen

Se pa udtrykket “z er et primtal”, hvor x betegner et naturligt tal. Der er intet unaturligt
herved. Vi indser imidlertid, at et sadant simpelt udtryk ikke omfattes af udsagnslogikken.
Det er ikke et konkret udsagn knyttet til konteksten N. Sa skulle det jo enten veere sandt eller
falskt—og det kommer jo an pa, hvad x er, og til mange formal er det netop hensigtsmaessigt
at give mulighed for at x kan veere snart det ene, snart det andet tal.

Et andet eksempel: Se pa udtrykket “xy = 0” knyttet til konteksten af reelle tal. Her optraeder
nu to ikke-specificerede stgrrelser, x og y, og udtrykket “siger noget” om z og y. I det fgrste
eksempel “x er et primtal” siges noget om x.

Vi ma udvide logikken til ogsa at omfatte udtryk som ovenstaende. Udtryk af den betragtede
art kaldes predikater eller abne udsagn og de stgrrelser, praedikaterne “siger noget om” kaldes
individvariable. 1 preedikatet “x er et primtal” er der én individvariabel, x. I preedikatet
“ry = 0” er der to individvariable, x og y. Typisk reserverer vi x,y, z,... til at betegne
individvariable.

Til enhver kontekst—der her bruges synonymt med model—hgrer en rackke praedikater, dels
praedikater i én individvariabel, dels praedikater i to eller flere individvariable. Hvorledes disse
praedikater dannes rent sprogligt syntaktisk (ud fra “ atomiske udtryk” som f.eks. “z = y”,
“x €y, “c = 0" eller, hvad det nu kan veere i en given kontekst), skal vi ikke heefte os
narmere ved, bortset fra to nyskabelser.

Tenk pa en bestemt kontekst og et bestemt praedikat P(z) i den ene individvariable z.
Hermed menes, at vi til ethvert objekt i universet hgrende til den givne kontekst har knyttet
et udsagn (der sa enten er sandt eller falskt). Er objektet x, betegner P(x) netop dette
udsagn. Vi teenker os nu, at vi for ethvert objekt x i universet undersgger, om udsagnet P(x)
er sandt. Efter denne undersggelse traeder vi et skridt tilbage og ser pa resultatet. Er ethvert
af udsagnene P(z) sandt, udtrykker dette en egenskab knyttet til konteksten. Er det ikke
rigtigt, at ethvert af udsagnene P(z) er sandt, geelder denne egenskab ikke. Egenskaben er et
udsagn. Dette udsagn har en ganske bestemt betegnelse i logikken, nemlig V2 P(z) og laeses
“for alle  geelder P(x)”. Eventuelt skrives YV : P(z).

Ovenstaende beskrivelse af betydningen af et nyt udsagn som VzP(z) var knyttet til en
fiktiv (taenkt) underspgelse af alle udsagnene P(z). Normalt kan en sadan undersggelse ikke
gennemfores. Det veesentlige er, at vi insisterer pa, at der til ethvert preedikat P(x) i én
individvariabel hgrende til en bestemt kontekst er knyttet et bestemt udsagn, og at dette
opfgrer sig som beskrevet, dvs. hvis alle P(z) er sande, sa er udsagnet sandt, og er udsagnet
sandt, sa er alle P(z) sande. Dette udtrykkes i to vigtige slutningsregler. Fgr vi nsevner dem,
indfgrer vi endnu et udsagn knyttet til preedikatet P(x). Det nye udsagn betegnes JxP(z),
evt. Jx : P(x), og leeses “der findes x sa P(x)”. Tanken er den, at mens vi for gyldigheden
af VaP(z) kraevede, at vor undersggelse af udsagnene P(x) resulterer i at de alle er sande,
kraever vi nu blot at der findes et x, sa P(z) er sand.

I praedikatkalkylen har vi brug for fglgende fire slutningsregler udover de fem slutningsregler,
der knytter sig til udsagnskalkylen. Tegnene “v” og “3” kaldes kvantorer, hhv. al-kvantoren og
eksistens-kvantoren. Hyppigt bruges de i forbindelse med praedikater i flere individvariable, og
hyppigt bruges de i kombinationer, hvor ogsa konnektiverne fra udsagnslogikken forekommer.
Meningen med alle de udtryk, der derved kan forekomme er egentlig klar, og vi skal ikke give
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en systematisk fremstilling heraf. Lad os i stedet se nogle eksempler.

SR 6:  (universel specifikation, US):

VaxP(x)

P(a) for alle a i universet

SR 7:  (universel generalisation, UG):

P(a) for alle a i universet
VazP(x)

SR 8:  (eksistentiel specifikation, ES):

JxP(x)

der findes a i universet, sa P(a)

SR 9: (eksistentiel generalisation, EG):

der findes a i universet, sa P(a)
JxP(x)

Eksempel 9.1. Se pa udtrykkene

(1). VaP(z,y),

(2). FaVyP(z,y,z2),

(3). PAVzQ(x),

(4). Va((P(x) = Qz,y)) A FyQ(z,y))).

Bemeerk, at kun (3) betegner et udsagn. (1) er et praedikat i individvariablen y, idet det jo
siger noget om y (nemlig at for alle x geelder P(z,vy)), og (2) er et preedikat i individvariablen

z. Udtrykket (4) er maske mere uklart. Det er faktisk et preaedikat i y. Meningen med det
treeder klarere frem, nar vi skriver det pa formen

Va ((P(r) = Qz,y)) A (32Q(z, 2))) -

I (4) havde vi valgt et uhensigtsmeessigt navn for individvariablen knyttet til eksistenskvanto-
ren. Maske bliver meningen med (4) forst klar, nar vi indfgrer betegnelsen R(x) for praedikatet
JyQ(z,y). Sa kan (4) skrives pa formen

Va ((P(z) = Q(z,y)) A R(x)).
O

I forbindelse med udtryk som ovenstaende taler man om at individvariablene er bundne eller
fri. De bundne variable er bundet af den kvantor, de hgrer til. Lad os bruge eksemplerne
(1)-(4) ovenfor til at forklare meningen.

Eksempel 9.2. I (1) er z bundet (af alkvantoren) og y er fri. Derfor er (1) et praedikat i y. I
(2) er x og z frie i udtrykket VyP(z,vy, z), mens y er bundet af al-kvantoren. Da x er bundet
af den yderste eksistens-kvantor, er hele udtrykket et preedikat i z. Da x er bundet i (3), og
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der ikke er andre individvariable, er (3) et udsagn (et preedikat i nul variable). Se pa (4): Her
er y bundet i udtrykket 3y Q(x,y), men da det forste y er fri, er hele udtrykket et praedikat
iy. U

Ganske tilsvarende til forholdene i udsagnskalkylen, hvor vi skelnede mellem udsagn, ud-
sagnsvariable og udsagnsformer, ma vi i praedikatkalkylen skelne mellem predikater, predi-
katvariable og predikatformer. Lad os kort preecisere: Praedikater er det, vi har haft i tankerne
ovenfor. Det er abne udsagn hgrende til en bestemt kontekst. For at fa et udsagn ud fra et
preedikat kreeves specifikation af de til praedikatet hgrende individvariable.

Pradikatvariable har vi ikke naevnt for. Det er reserverede tegn eller tegnstrenge, f.eks. P(z),
P(x,y), P(x1,z2), Q(x),... som ikke i sig selv har en fast betydning. Det far de forst ved
specifikation. F.eks. for P(z) er tanken, at vi kan specificere en kontekst som vi vil, og derefter
kan vi specificere et praedikat i z hgrende til konteksten. Sa har vi et (konkret) praedikat. Skal
vi have et udsagn frem, ma vi yderligere specificere, hvilket objekt i universet, x skal veere.

Predikatformer dannes ud fra prezedikatvariable (de indgaende preedikatvariable) ved brug
af kvantorer og konnektiver, som beskrevet fgr. En fuld specifikation af en preedikatform, sa
vi nar frem til et udsagn, kraever specifikation af en kontekst (skal vaere den samme for alle
indgaende preedikatvariable), specifikation af preedikater for hver preedikatvariabel (med det
rigtige antal individvariable) og endelig kraeves spcifikation af alle frie variable.

Kvantisering er altid over hele universet, dvs. i udtrykkene Y xP(z) og 3z P(z) “lgber” x over
objekterne i universet. Denne forestilling afspejles i definitionerne (indeholdt i SR 6-9). Tit
kan det dog veere bekvemt at tillade “delkvantisering”. Skriver vi f.eks. V& sa S(x) : P(x)
skal dette tolkes derhen, at z nu kun “lgber” over de objekter for hvilke S(x) er sand. Mere
praecist skal V@ sa S(z): P(x) betyde det samme som Vz(S(z) = P(x)). Og 3z sa S(x): P(x)
skal betyde 3z : S(x) A P(x). Delkvantisering er velkendt fra analysen (Ve > 036 > 0...
eller konstruktioner som denne: IngVn > ng...).

Vi kan nu udvide de centrale begreber fra udsagnskalkylen til preedikatkalkylen. Saledes si-
ges to pradikatfomer P(z,y,...,w) og Q(x,y,... ,w) at vere akvivalente, og vi skriver
P(z,y,... ,w) = Q(x,y,... ,w), safremt enhver specifikation forer til en sand biimplikation
P(z,y,... ,w) < Q(x,y,... ,w). Tilsvarende defineres logisk konsekvens, for hvilken vi bru-
ger samme symbol som i udsagnslogikken, altsa skrives P(z,y,...,w) E Q(z,y,... ,w).
Mere elegant kan vi fgrst udvide begrebet en tautologi til at betegne en preedikatform,
der er sand ved en vilkarlig specikation, og sa definere skvivalens og konsekvens ved
P(z,...,w) = Q(z,... ,w), hvis og kun hvis P(z,... ,w) & Q(x,... ,w) er en tautologi,
ogved P(z,... ,w) E Q(z,... ,w), hvis og kun hvis P(z,... ,w) = Q(z,... ,w) er en tauto-
logi. Da vi som i udsagnslogikken ikke gnsker at skelne mellem ackvivalente preedikatformen,
bruges 1 til at betegne tautologien (en vilkarlig tautologi) og 0 til at betegne absurditeten
(negationen til 1).

Et logisk argument og et gyldigt logisk argument i praedikatlogikken defineres helt i analogi til
definitonerne i udsagnslogikken. En veesentlig forskel, nar vi sammenligner med udsagnslogik-
ken, er, at vi ikke har mulighed for at benytte os af sandhedstabeller eller andre “primitive”
vaerktojer. I praedikatlogikken er det typisk en vanskeligere opgave at eftervise gyldigheden
af et logisk argument.

Som hjelp til denne opgave har vi dels alle de tidligere udviklede relationer, dels nogle nye
relationer. Hvad angar de gamle relationer (sekvivalenserne UI 1-16 og slutningsreglerne SR
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1-5), er det vigtigt at papege, at de bevarer deres gyldighed i udvidet form, idet de indgaende
udtryk nu kan veere vilkarlige praedikatfomer (substitutionsprincippet anvendes).

Af nye relationer, har vi allerede navnt de nye slutningsregler SR 6-9, vi vil haefte os ved.
Desuden fremhaever vi relationerne nedenfor:

NOGLE PREDIKATLOGISKE AKVIVALENSER
1. WazP(x) =327P(x)

2. "JxP(z) =VaP(x)
3. (VzP(x)) A (VaQ(z)) =Va (Px) AQ(x))
4. (FzP(x))V (F2Q(z)) =z (P(x) vV Q(x))

NOGLE PRAEDIKATLOGISKE KONSEKVENSER
5. VaP(x) = 3JzP(x)

6. (VaP(z)) v (VaQ(z)) | Va (P(z) VQ(r))
T 30 (P(r) AQW)) = (BaP@) A BrQ(r)

Vi skal henvise beviserne for disse relationer til gvelserne (det er ikke sveert!).

Begrebet formelt bevis udvides til praedikatlogikken, idet SR 1-9 tages som slutningsregler
og UI 1-16 samt 1-4 ovenfor udggr vort reservoir af sekvivalenser.

Bemeerk, at vi nu i nogen grad har opgivet strengt at reservere visse symboler til praedi-
katvariable. P(x) og Q(x) oven for kan faktisk sta for vilkarlige preedikatformer. Endnu en
bemeerkning er veerd at gore sig: Safremt P(x) og Q(z) ovenfor erstattes af preedikatformer
med yderligere individvariable, f.eks. P(z,y,... ,w) og Q(z,y,... ,w), sa kan relationerne
ovenfor stadig opretholdes. Sa kommer relationerne blot til at vedrgre praedikatformer i indi-
vidvariablene y, ... , w.

Ganske som i udsagnslogikken er det klart, at ethvert logisk argument i praedikatlogikken, der
har et formelt bevis, er gyldigt. Det omvendte geelder ogsa, men beviset er noget omstaendeligt,
og vi skal ikke komme ind herpa. Faktisk er man tvunget til mere detaljeret at preecisere
pastanden. Praecis hvordan er praedikatformerne bygget op? Preecis hvordan defineres frie
og bundne variable? Fgrst med sddanne preeciseringer giver det mening at kaste sig over
problemet. Der henvises til fremstillinger af matematisk logik.

Resultatet, at ethvert gyldigt argument i praedikatlogikken har et formelt bevis, omtales ogsa
som predikatlogikkens fuldstendighed. Det tilsvarende resultat for udsagnslogikken, som fak-
tisk bevises i Appendix, udtrykker udsagnslogikkens fuldstendighed. Et svagere, men allerede
meget fint resultat.

For praedikatlogikkens fuldstezendighed er det vigtigt, at vi her taler om 1. ordens logik, hvor
kvantisering sker over objekter i universet. Tillader man mere generel kvantisering (2. og
hgjere ordens logik) geelder fuldsteendighedsresultatet ikke leengere. I stedet geelder de funda-
mentale ufuldstendighedssetninger, der har gjort Godel’s navn udgdeligt. Hvor spaendende
dette end er, slutter vi her. Til den der vil vide mere, uden dog at kaste sig over den me-
get tekniske speciallitteratur, henvises til de sidste afsnit af Brandt og Nissen: Q.E.D. (se
litteraturlisten). Desuden kan Burris’ bog tilfgjet til Litteraturlisten veere nyttig.
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Opgaver

Opgave 1. Bestem sandhedstavlen for udsagnene

Q, P=Q og P& (P=7Q).

Opgave 2. Et sammensat udsagn S har sandhedstavlen som anfgrt
i tabellen. Find ved brug af de logiske konnektiver en enkel made at
skrive S pa (dvs. find et sammensat udsagn dannet ud fra P, @ og R,
der er logisk skvivalent med S—og helst ét, der er vaesentlig simplere
end f.eks.

=R, PR, OOOoOoN
—_ o o - oo
— o= OO Ol
——_ 0 = O~ O 0N

("PATQATR)V (TPAQATR)V(PATQATR)V(PAQATR)V(PAQAR)).

Opgave 3. Er “=" associativ? Mere preecist: Gealder den logiske sekvivalens
(P=Q)=R=P=(Q=R)
Opgave 4. Eftervis de logiske ackvivalenser
(P=Q) =R AP=(P=(Q=R)AP=(Q=R)AP.
Opgave 5. Eftervis, at “<” er associativ. Mere preecist: Vis, at
(P& Q)& R=P<(Q< R).

Opgave 6 (Generel opgave vedrgrende associativitet; se ogsa Appendix s. 35). Lad “o” be-
tegne en binser komposition, der til vilkarlige givne objekter af en vis art, lad os sige a og b
(med a det forste og b det andet objekt), knytter et nyt objekt, som betegnes aob. Et udtryk
af typen aj oag o --- o a, kan da (muligvis) betyde mange forskellige ting alt efter, “hvor vi
seetter paranteserne”. F.eks. behgver

ay o (az o (azo (ag0as))) = (a1 0az) o (az o (as 0 as)) (*)

ikke geelde. Bevis, at safremt “den associative lov geaelder i det enkleste tilfeelde”, hvormed
vi mener, at ao (boc) = (aob)oc, sa gelder den associative lov generelt, dvs. udtryk som
ajoago---oay, (hvor n € N) athaenger ikke af, “hvor man seetter paranteserne”. (Preecisér
evt. forst opgaven!).

Vejledning:Forslag I: Indse f.eks. fgrst, at til ethvert a4 as
udtryk ajcago- - -oa, med paranteser eksplicit angi-
vet, svarer et binaert tree, der anviser, hvordan bereg-
ningen af aj oas o - - - o a, skal forega. Meningen med
dette fremgar vist ved at vise de to treeer, der hgrer til
hhv. venstresiden og hgjresiden i (). Treeet svarende
til venstresiden i (%) kan vi kalde det “hgjreskaeve tree hgrende til ajoagoaszoasoas”. Indse sa,
at ud fra den generelle gyldighed af ao(boc) = (aob)oc kan tracet hgrende til en bestemt form
(med paranteser) af ajo- - -oa, omformes til det “hgjreskaeve tree” (gennem successive omform-
ninger). Forslag II: Definér ajoago- - -oa,, ved rekursion ved ajo- - -0ay,4+1 = ajo(azo- - -0an41).
Lad [a o -+ oay] sta for et vilkarligt parentesudtryk og vis ved induktion, at det er lig med
ajo- - -oay,. Hertil opsgges forste hgjreparentes i [ajo- - -oa,], lad os sige, det er her: - - -0a, )o- - -.
Sama2<v<noglaio---oay]=---0(a,_10a,)0---.Inddel nu i tilfeeldene v = n (let!),
v=n—lv=n—2---.

as a4 as

az a1 az as
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Opgave 7. Fra opgaverne 5 og 6 ved vi, at et sammensat udsagn som
PePePye..-a P, (1)

giver mening (det er nemlig uafthaengig af, hvor paranteserne sattes i den forstand, at alle
udsagn, der fremkommer ved at saette paranteser, er logisk a&kvivalente). Opgaven er nu, at
afgore hvilken mening, der ligger i (). Faktisk geelder det, at (1) er sand, hvis og kun hvis
et lige antal af udsagnene er falske! Vis dette! finder man opgaven sveer, kan man evt. ngjes
med at se pa tilfeeldende n = 2,3 og 4.

Bemerkninger (Advarsel!) Nar vi her skriver P} < Py & -+ < P, menes noget helt andet
end de fleste er vant til. F.eks. beteyder P < @ < R < S her udsagnet P < (Q < (R& S)),
mens mange fra opgavebesvarelser m.v. er vant til at P < @ < R & S betyder (P <
Q)N (Q < R)AN(R < S). Da den fgrste betydning overhovedet ikke er hensigtsmaessig eller
naturligt forekommende i ssedvanlig matematisk tekst, mens den anden betydning kan veere
bekvem, accepterer vi (ved opgavebesvarelser m.v), at man bruger serier af biimplikationer
”som saedvanlig”. Dog understreges, at vi ikke accepterer en brug af f.eks. P& Q< R< S
til at betyde dels (P < Q) A (Q < R) A (R < S) og dels en underforstaet forudsaetning, at
det forste udsagn P antages eller vides at vaere sand. Analogt tilllader vi forsigtig!) brug af
f.eks. P = @ = R til at betyde (P = Q) A (Q = R) (Bemaerk: her er en anden betydning
urimelig, jf. opg. 3).

Opgave 8. Bevis den logiske ackvivalens
(PATQ) V (QATP) = (PV Q)AN(PAQ),

dels ved at se pa sandhedstavler, dels ved at foretage omformninger byggende pa standard
logiske ackvivalenser (som ackvivalenserne UI 1-16 s. 16).

Opgave 9. Denne opgave, der ikke skal tages alt for formelt, foreslar en illustration af udsagn
og relationer herimellem. Tanken er den, at alle udsagn, vi vil have i tankerne, er udsagn af
typen x € A, hvor A er en delmaengde af en vis maengde U. F.eks. kan konjunktionen P A @
illustreres som vist pa figuren.

Giv illustrationer af udsagnene
P, PVQR, P=Q og P&qQ

samt af tautologien og absurditeteten. Illustrer ogsa de distributive reg-
ler samt slutningsreglen modus ponens.

Opgave 10. Antallet af udsagnsformer med P, og R som indgaende udsagnsvariable er
256, og taeller vi kun dem med, der ikke blot afhaenger af to eller faerre af udsagnsvariablene,
er antallet 218. Vis det! Praecisér evt. fgrst spgrgsmalet.—Generalisér opgaven, hvis du har
lyst! (Se pa t, lig med det totale antal udsagnsformer i Py, -, P, samt antallet e,, blandt
disse, der athzenger af alle udsagnsvariablene Py, --- , Py,).

Opgave 11. De banale skvivalenser U VU = U og U AU = U er ikke taget med i de
udagnslogiske identiteter. Udled dem heraf!

Opgave 12. En Mat Y-studerende fortalte mig, at Witgenstein bruger P|Q, der betyder
“hverken P eller Q7 som fundamental konnektiv i sit kendte veerk “Tractatus”. Kan det
veere rigtigt? (Definér forst P|@Q preecist, og spg sa at indfgre de andre konnektiver pa basis
heraf).
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Opgave 13. Skriv udsagnene A = B, (A = B), (A= B) = Cog A = (B = C) pa
konjunktiv normalform.

Opgave 14. Skriv udsagnene A < B, (A < B) og (A & B) & C (=zkvivalent med
A& (B < C) jf. opgave 5) pa konjunktiv normalform.

Opgave 15. Lad K vare en ikke-triviel klausul i en konjunktiv normalform. Vis, at K kan
skrives pa folgende form:

\/ Piv\/7Q;, (%)
i=1 j=1

hvor Pj,---,P,,Q1, - ,Q, er udsagnsvariable (og vel at merke forskelligige
udsagnsvariable—som det sadan set fremgar ved valg af notation), hvor n € Ng,m € Ny og
ikke badre n og m er 0. Udtrykket (*) skal forstas som

PVEPYV---VEPVIQV'Qa V-V Qp,,

hvor “P-delen”mangler, hvis n = 0 og “Q-delen”mangler, hvis m = 0. Dette er let! Noget
svaerere er det at vise, at fremstillingen (x) af K er entydig pa neer rackkefolgen af de indgaende
udsagnsvariable. Vis ogsa det!

Opgave 16. Udsagnsformen
(_‘Pl V PQ) A (Pl\/—lpg) A (P1 V PQ)

er skrevet pa konjunktiv normalform med 3 klausuler. Kan den skrives pa konjunktiv nor-
malform med faerre klausuler?

Opgave 17. Med en notation som den i opgave 15 indfgrte, skal man vise sekvivalenserne

\/Ai/\\/Bj = \/(AZ/\B])
i=1 j=1

(4.3)
/\ A; N /\ Bj
i=1 j=1

/\ (4 7 By),

(i.4)

hvor (4, ) pa hgjresiderne lgber over alle par (i,7) med i € {1,... ,n} og j € {1,... ,m}.
Opgave 18. Ofte omtales kaedeslutningsreglen

P=qQ
Q=R
P=R

som en vigtig slutningsregel. Den star imidlertid ikke nsevnt, hvor man ellers kunne forvente
det (afsnit 8). Diskutér!

Opgave 19. Vis den logiske identitet

(P=QA(P=Q)=0C

ved at udnytte de basale identiteter (UI 1-16 s.16). (De, der har lyst, kan ogsa vise identiteten
v.hj. af sandhedstavler). Eftervis derneest slutningsreglen
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P=qQ
P=Q
Q

Hvad har denne opgave med fglgende opgave at ggre: Vis at der findes irrationale tal a og b,

b

sa a’ er rational?

Bemerkning: Forbindelsen er mere til fplgende bevis for pastanden: I begge tilfaeldene “v/2 V2
rational” og “v/2 V2 irrational” er sagen klar (se pa (v/2V2)V2).

Bemerk: Denne opgave kan naturligt fore til en diskussion af klassisk (vores!) kontra intui-
tionistisk logik.

Opgave 20. Eftervis gyldigheden af argumentet (8.7.1). Eftervis ogsa, at hvis det forste af
argumenterne

U = Ti\VT

o=V U
T =V Vv
V

er 1gt, sa er det andet ogsa. Fr de to argumenter ackvivalente (dvs. samtidigt 1ge) !
gyldigt, sa er det andet ogsa. Er d g kvivalente (d idigt gyldige)?

Opgave 21. Giv et formelt bevis for hosstdaende logiske argument. P=(Q=P)
Forsgg derneest at karakterisere alle udsagnsformer, der kan sluttes APVI(QV R))
ud fra preemisserne (m.a.o., hvilke udsagnsformer kan optraede i stedet R=PVS
for (Q = R) Vv SV T iet gyldigt logisk reesonnement?). Q=R)VSVT
A= B B=A
Opgave 22. Vis, at netop ét af hosstaende logiske argumenter er gyl- BeC BeC
digt og for et formelt bevis for det pagasldende argument. :'Ii :i

Opgave 23. Her er et argument: Alle studerende fester. Nogle studerende drikker for meget.
Ergo, nogle, der drikker for meget, fester. Indfgr et passende univers og passende praedikater,
sa ovenstaende argument fas ved specifikation af et logisk argument i praedikatkalkylen. Vis,
at argumentet er gyldigt og for et formelt bevis for det.

Opgave 24. Hvordan vil du i praedikatlogikken udtrykke pastanden “Ikke alle, der gar i krig
bliver draebt”? (Brug praedikaterne K (z) og D(x)).

Opgave 25. Find et logisk argument i preedikatlogikken, sa En sten kan ikke flyve
hosstaende argument fremkommer pa naturlig made ud fra dette Morlille kan ikke flyve
ved specifikation. Diskutér. Morlille er en sten

Opgave 26. Vis gyldigheden (via et formelt bevis i praedikatkalkylen) af fglgende argument:
” Alle spillere bliver ruineret for eller senere. Ingen, der bliver ruineret for eller senere, er
lykkelig. Ergo, ingen spillerer er lykkelige.”

Opgave 27. Lad P(z,y), Q(x,y) og R(x) veere praedikater i hhv. 2, 2 og 1 variabel. Betragt
udtrykket

(Va : P(z,y)) vV 3y : (Q(z,y) = R(x))).
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Gor rede for hvilke variable, der er bundne og hvilke, der er fri. Bemzerk, at en variabel kan
optraede bade bunden og fri i et udtryk.

Er ovenstaende udtryk: — et udsagn? — et praedikat af formen S(x,y)? — eller ét af formen
S(z) eller S(y)?

Lad os specificere udtrykket ved som univers at vaelge N og for de indgaende praedikater at
veelge folgende: P(z,y) : 22 + 92 er lige, Q(z,y) : xy er lige, R(x) : = er lige.

Hvis vi saetter frie variable i udtrykket til 2, far vi da et sandt udsagn? Og hvad far vi, hvis
vi i stedet veelger veerdien 37

Bemerkning. Selvom udtrykket ovenfor er skrevet pa fuldt ud lovlig form, vil man nok sta
sig ved at veelge andre variabelbetegnelser for at undga forvirring. F.eks. kunne man have set
pa det skvivalente udtryk:

(Vs : P(s,y)> \Y <E|t S (Qz,t) = R($))>

Opgave 28. I mange situationer er det bekvemt at tillade en notation, hvor man kvantiserer
over en del af universet, dvs. tillader udtryk af formen

Vesaat---:--- eller Jzsaat---:---

F.eks. tillader vi notationen Va sa P(z) : Q(z), hvilket tolkes Vz : (P(z) = Q()). Lignende
tolkninger anvendes i andre situationer. Hvis vi ikke tillader “del-kvantiseringer”, hvorledes
skulle vi sa skrive udsagnet:

Ve>030 >0z : |z| <d=|f(x)] <e

Her er f : R — R en given funktion og universet kan vaelges til R)? I gvrigt, hvad siger
udsagnet om funktionen f? Man skal dog passe pa i de situationer, hvor betingelserne, der
forteeller, hvilken del-kvantisering, der teenkes pa indeholder variable, der optreeder i det
betragtede udtryk. Diskutér f.eks. hvilken betydning udtrykkene Vo <y :xy >0 og Vy >
x : xy > 0 har, hvis vi bruger ovenstaende fortolkning vedrgrende delkvantisering. Vis f.eks.,
at begge udtryk er praedikater med én fri variabel, og hvis vi indssetter samme veerdi i
begge udtryk for den fri variabel fas udsagn med forskellige sandhedsvaerdier (med en enkelt
undtagelse. Universet i de angivne udtryk tenkes at vaere R.

Opgave 29. Negér udsagnet
VaVy3zVw : Pz, 2)A'Q(z,y, w).
Opgave 30. Vis den praedikatlogiske konsekvens:
Vy3zVuwVe . P(w, z) = Q(z,y,w) - VaVyIzVw : P(w, z) = Q(z,y,w)

Hvad mon dette har at ggre med saetningen om at en uniform konvergent fglge af funktioner
er punktvis konvergent? (Lad f.eks. f, :]0,00[— R for n € N og lad f :]0,00[— R og udtryk
med brug af logiske tegn betingelserne for at f,, konvergerer punktvis, hhv. uniformt mod f
i]0,00[).
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Opgave 31. Lad mig i denne opgave valge “hensigtsmeessige” betegnelser for de variable
i de optreedende praedikater: S = S(n,N), D = D(n,z,e) og D* = D*(n,m,¢c). Bevis, at
fglgende argument er gyldigt:

Vn,m,x,c : (D(n,x,s) A D(m,x,e) = D*(n,m,e))
J2VedNVn: (S(n,N) = D(n,z,¢))

VedNVn,m: (S(n,N) A S(m,N) = D*(n,m,¢)).

(Bemaerk: Vn, m, x, e betyder VmVmVzVe. Tilsvarende for Vn,m).

Vis dernaest, ved passende definitioner af de indgaende praedikater, hvordan man kan udnytte
dette til at vise, at enhver konvergent fplge pa R er en Cauchy-folge (se pa en given folge
(Zn)n>1 pa R).

Opgave 32. Giv et formelt bevis for gyldigheden af nedenstaende argument.

AV B
Udnyt dette sammen med universel specifikation og universel generalisation til A= C
at vise den praedikatlogiske slutningsregel: B C
(Vo : P(z)) V (Vz : Q(z)) E Vo : P(z) V Q). ¢
Opgave 33. Vis den pradikatlogiske ackvivalens
Jz: (P(z) = Q(z)) = (Vo : P(z)) = (3z: Q(z)).
Opgave 34. Vis de to praedikatlogiske sekvivalenser
(Vz: P(x))vVQ = Va:(P(z)VQ), (%)
Vo: (P(z)=Q) = (Jz:P(z)) = Q. (1)
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Appendix

Om associativitet

Her folger en skitse af speendende bemaerkninger i relation til Opgave 6. Vi veelger nu additiv
skrivemade i stedet for “bolle-notation”: ai + ao i stedet for aq; o as. Forst ser vi pa tre
forskellige repraesentationer af beregningsmader for aq + - - - + ay,: Tre-repraesentation (som i
opgaven), polsk repreaesentation og reraesentation ved en sti. To eksempler viser, hvad vi har
i tankerne:

I Beregningmade:

Parantes repr. ((a1 +a2) + ((a3 +a4) + a5)) +ag
Trae repr. \Q
Polsk repr. b — - = — =
AN
Sti repr. 4 \//\\
' (0,0) \.(11, —1)
II  Beregningsmade:
Parantes repr. (((a1 + a2) + as) + ad) + (as + ae)
Tree repr.
Polsk repr. R T

/\
/N
Sti repr. / \

" 0,0 N (11, —1)

Diskutér disse repraesentationer naermere. Vis specielt, at de stier, der fremkommer, netop
er dem, der forbinder (0,0) med (2n — 1, —1) og som helt forlgber over z-aksen pa ner det
sidste stykke fra (2n —2,0) til (2n — 1, —1).

Vis, at man ved polsk notation (det vil sige polsk repraesentation) kun behgver 2n — 4 bit til
at angive en bestemt beregningsmade af a1 + - - - + ay,.

Vis, at antallet ¢, af beregningsmader af a1 + --- + a,, er (2";1) in_l.
Vejledning: METODE 1 (slavemetoden — frembringende funktioner): Se pa Y > | cpz™ og pa

>y Cnxn)Q!
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METODE 2: Valg n — 1 +’er blandt 2n — 1 positioner pa en ori-
enteret cirkel og bemeerk, at praecis én begyndelsesposition giver
en tilladt polsk repraesentation.

Et eksempel.

METODE 3 (refleksionsprincippet): [# = "an- A (0,c) B
tal”] #stier A ~ B som rgrer eller krydser ‘
x-aksen er lig med #stier A’ ~» B (se figur 1).
Indse dette! $47(0,=a)
Sa er #stier A ~ B (figur 2), som ikke rgrer Figur 1.
eller krydser z-aksen = totale # — # af de
stier, der gor = (777) — (*,%) = (), ) 21 VAVAN
Angaende metode 3: Laes videre om andre
speendende anvendelser i Feller: An intro- / \/\ B(2n—1,1)
duction to Probability Theory, Vol. I, kapitel 7TA0D 7
IIT — et klassisk veerk. ]
Figur 2.

Bevis for udsagnslogikkens fuldsteendighed

Klausuler skrives pa formen 0 eller 1 (de to trivielle) eller
PiV N PNV Py Ve -V P,
hvor 0 < n og 0 < m og ikke bade n = 0 og m = 0 (er n = 0 mangler P’er og er m = 0

mangler "P’er). Her er det underforstaet, at P’er betegner udsagnsvariable.

Da enhver udsagnsform er akvivalent med en konjunktion af én eller flere klausuler, kan vi,
nar vi skal undersgge, hvad der kan sluttes ud fra givne udsagnsformer, reducere undersggelsen
til en situation, hvor vi spgrger, hvilke klausuler, der kan sluttes ud fra givne klausuler.
Overvej! (Bemeerk, at reduktion til konjunktiv normalform kan gennemfgres ved et formelt
bevis).

Hovedresultatet i udsagnslogikken, at ethvert gyldigt argument har et formelt bevis, kommer
derfor ud pa fglgende:

Saetning. Lad K1, Ko, ..., K, samt K* vere klausuler og antag, at argumentet
K
Ko
K
K*

er gyldigt. Da findes der et formelt bevis for dette argument.
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For at bevise det bemeerker vi forst, at vi kan tillade os at antage, at K1,... , K, er resolu-
tionslukket, hvormed vi mener, at safremt resolution kan udfgres pa to af klausulerne, sa giver
dette enten tautologien 1 eller en klausul, der allerede er med blandt K5 ... , K,. Overvej! Vi

kan ogsa antage, at tautologien 1 ikke findes blandt K ..., K, eller K* (overvej igen!).

Lad Pi,... , Py betegne de udsagnsvariable, der indgar i mindst én af klausulerne K1, ... , K,
(enten negeret eller unegeret). Sa er N > 1. Vi kan ogsa antage, at K* enten er absurditeten
0 eller en klausul, der kun indeholder udsagnsvariablene Pj,... , Py (i negeret eller unegeret
form og ikke ngdvendigvis alle).

Alle ovenstaende sméa reduktioner—som vi i det folgende antager gennemfgrt—er egentlig
ganske trivielle. Den sidste reduktion, vi skal gennemfegre, gar ud pa at indse, at safremt
saetningen kan vises i specialtilfaeldet, hvor K* er absurditeten 0, sa kan vi vise ssetningen
generelt. Hvis K* ikke er absurditeten, kan vi gerne antage, at alle indgaende udsagnsvariable
indgar unegerede, og at det drejer sig om de forste s udsagnsvariable. M.a.o., vi kan antage,
at K* er udsagnesformen P; V P,V ---V Ps (med 1 < s < N).

Antagelsen i seetningen er, at () er et gyldigt argument. Vi skal vise, at der findes et formelt
bevis. Dette ggores ved at vise, at der blandt klausulerne K1, ... , K, findes en delklausul af
K*, dvs. en klausul, der enten er absurditeten O eller en disjunktion af visse af de variable
Py,... P

Beviset herfor fores indirekte. Antag altsa, at ingen delklausul til K* optreeder blandt

Ki,...,K,. Viskal fa en modstrid frem ved at vise, at der findes en specifikation af sandheds-
veerdier for Py, ..., Py sa alle klausuler K1, ... , K, er sande, men K* falsk. Vi specificerer
forst, at Py,... , P, alle skal veere falske. Vi behgver sa kun interessere os for de klausuler K,

der enten ingen Pj’er med 1 < j < s indeholder eller kun indeholder sadanne Pj’er i unegeret
form. Lad os holde styr pa det i skemaform:

Pl Ps Ps+1 PN
K
mindst ét — i
hver raekke
ingen eller I
kun +
K,

Her teenker vi os et +, hvis pagaeldende udsagnsvariabel star i unegeret form, et —, hvis den
star i negeret form og ingen tegn, hvis udsagnsvariablen ikke optraeder i pageeldende klausul.
Vi har teenkt os, at de fgrste klausuler netop er dem, der indeholder mindst et 'P; med
1<j<s.

Vi ser nu pa restriktionerne af de sidste klausuler svarende til skemaets blok I (dvs. svarende
til Pst1,...,Pn). Det er vist klart, hvad jeg mener med disse restriktioner (faktisk delklau-
suler). Ingen af de pageldende delklausuler er absurditeten 0 (overvej!). Og samlingen af
disse delklausuler ses at veere resolutionslukket (overvej!). Hermed har vi faktisk reduceret
problemet til fglgende problem:
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|Pn - -+ Py
K
Kn
Problem: Givet seet af klausuler K, ... , K, som er resolutionslukket og ikke indeholder absur-
diteten. Kan vi sa foreskrive sandhedsveerdier for de indgaende udsagnsvariable Py, ... , Py,

sa alle K’erne bliver sande? (Preecisér evt. dette—og indse, at reduktionen svarer til en an-
tagelse om at K* er absurditeten).

For at lgse dette problem, leegger vi os forst fast pa en sandhedsveerdi for P;. Dette sker ved
at bemaerke, at enten vil alle klausuler, der indeholder leddet P; indeholde yderligere led,
eller ogsa vil alle klausuler, der indeholder leddet "P; indeholde yderligere led. Lad os antage
det forste er tilfzeldet. Sa tilleegges P; sandhedsveerdien “falsk”. Ved at udelade alle klausuler,
der indeholder leddet "P;, samt at se pa restriktioner af de tilbageveerende klausuler svarende
til at P; “skaeres bort”, er reduceret til en lignende situation som den vi startede med. Sa
fastleegges sandhedsveerdien for Py og raesonnementet fortsaetter til vi er feerdige (formelt:
induktion). Voila!
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Naiv macngdelacre

1 Meaengder

En mengde er en samling objekter, kaldet maengdens elementer, der kan sammenfattes til et
hele. For hvert objekt skal det vaere klart, om objektet er med i meengden eller ej.

Notation: x € A for “z er element i maengden A”. Og = ¢ A betyder (z € A).

Identitet: Er A og B maengder, opfatter vi A og B som samme maengde (identiske meengder),
og skriver A = B, hvis A og B indeholder samme elementer. Mere praecist:

def

A=B<<Vr:(r€ A& x € B).

1.1 Delmaengde

A er en delmengde af B (notation: A C B), hvisVa: z € A= z € B. A er en mengdelegte
delmeangde af B, hvis AC Bog A# B. Vihar: A=B< (ACB)A(BCA).

Nogle konkrete maengder:

den tomme mengde: har ingen elementer (Vx : x ¢ ()
meangden af de naturlige tal: N ={1,2,...}

No = {0,1,2,...}

meangden af hele tal: Z=1{...,-1,0,1,...}
maengden af rationale tal

meengden af reelle tal

mangden afudvidet reelle tal (400 og —oo tilfgjes til R)
det n-dimensionale reelle talrum

maengden af komplekse tal

det n-dimensionale komplekse talrum

maengden af positive reelle tal

lukket interval: {z € R | a <z < b}

halvlukket interval: {x e R | a < x < b}

halvlukket interval: {x € R | a < x < b}

abent interval: {x € R | a < z < b}

[e=]

3

3

HFOoOOERBREBONZ Z=

_l’_

EEERERE)
= o

I grene af matematikken, der ligger taet pa grundlaget regnes Ng = {0, 1,2, ... } som maengden
af naturlige tal (jeg skal dog nok prgve pa at huske at tilkendegive om 0 er med eller ¢j ved
at skrive N og Np).
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1.2 Notation for meengder

Vi har allerede brugt {--- }. Hvis P(z) er en praedikatform med = som variabel (og universet
er “maengder”—praeciseres senere), og hvis der findes en maengde A sa Vr : (x € A & P(x)),
skriver vi ogsa A = {x | P(x)}. Advarsel: Se senere vedr. Russell’s paradox . ...

Notation som {z € A | P(x)} bruges for {zx | P(z) A (x € A)}.

Singleton: En meengde med kun ét element, altsa {«}, hvis elementet er z.

En n-mengde er en maengde med n elementer.

En tellelig maengde er en uendelig maengde, hvis elementer kan nummereres med de naturlige
tal. En nummerabel mengde er en maengde, der enten er endelig eller tellelig. Man kan let
komme til at forveksle disse begreber og det er derfor ofte hensigtsmaessigt at preecisere, hvad
man mener.

1.3 Ordnede par, n-tupler, fglger, familier

Lad x’er og y’er betegne mulige elementer i en maengde (faktisk mere korrekt—nar vi forlader
det naive—at se pa vilkarlige meengder). Med (z,y) betegnes det ordnede par af x og y,
karakteriseret ved at (z,y) = (a,b) < x = a Ay = b. Vi har (z,y) # (y,z) (med mindre
T =1y).

Vi definerer n-tupler, folger og familier (indicerede familier) som: (x1,x9,...,xy,), hhv.
(x1,22,...), hhv. (z;);er. Meningen er vist klar: I folgen (x1,22,...) = (n)nen er x1 det
forste, xo det andet element osv., og i (x;)ics er I en indeksmangde (tilfzeldet med folger
svarer til I = N) og x; er det til ¢ hgrende element i familien.

Er (z;)ier en familie og J C I, kan vi se pa en ny familie (z;);cs, hvor i kun gennemlgber J.
Denne familie kaldes restriktionen af (z;);cr til J. En sadan familie kan vi ogsa omtale som
en delfamilie af (z;)ic;.

1.4 Komplement, differensmangde, symmetrisk differens

Betragtes i en given sammenhaeng en fast grundmaengde X og er A C X, defineres komple-
mentet A° som meengden {z € X | x ¢ A}. Mere generelt, for to meengder A og B defineres
differensmangden B\A som {x € B | x ¢ A}, altsa B\A ={x | z € BAx ¢ A}. Den sym-
metriske differens af A og B betegnes og defineres som folger: AAB = {z | (r € BAz ¢
A)V (z € ANz ¢ B)}. Vi har saledes AAB = (A\B) U (B\A). Komplement betegnes ogsa
med tegnet O, altsa CA i stedet for A°. Af og til er den ene notation bekvem, af og til den
anden.

1.5 Foreningsmangde, fellesmaengde, produktmeaengde, disjunkt sum

Lad (A;)ier veere en familie af meengder. Vi definerer:

UicrAdi={z | Ficl:xec A} (foreningsmeengde)
NictAi={z |Viel:z e A} (feellesmangde)
[Licr Ai = {(zi)ier | Vi€ I :2; € A} (
YictAi={(t,x)|Fiel:t=iNze A} (

produktmangde)

disjunkt sum eller
disjunkt foreningsmangde)
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Den sidste definition vedrgrende disjunkt sum er ikke sa vigtig.

Vigtige specialtilfeelde: AU B, AN B, A x B for foreningsmengde, fxllesmaengde og pro-
duktmeengde af to meengder A og B (svarende til “familien” (A, B)). Andre specialtilfeelde:
AfUA U, AiNAsNe--, Ay X Ag X -+ -,

A og B er disjunkte, hvis AN B = (). Familien (A;);cs er disjunkt eller (som flere foretraekker
at sige) bestar af parvis disjunkte meengder safremt Vi Viy (i3 € I Nig € T Niy # iy =
Ail N AiQ = @) (kOI‘t udtrykt: Viy # is : Ail N AiQ = @)

1.6 Spor

Ses pa delmaengder A, B, ... af maengden X og gnsker vi at “ga ned til en mindre maengde” X,
hvor Xo C X, taler vi af og til om sporet af A pa X, som blot er maengden A N Xg, og vi
skriver trx, A for denne meengde (tr=trace=spor).

1.7 Regneregler

Der geelder et hav af regneregler, der knytter de indfarte begreber sammen. De aller-aller fleste
er banale og ikke veerd at huske pa, da man enten hurtigt kan udlede dem til lejlicheden eller
evt. sla dem op. Hyppigt optreeder de Morgans regler (i maengdeteoretisk skikkelse):

(Ua) =nae s (Na) =Uas
i€l i€l i€l i€l
eller, mere generelt,
AJAa=A4 ; ANAa=]Aa4
i€l i€l i€l iel
samt de distributive regler (i meengdeteoretisk skikkelse)

AUﬂAi:ﬂAUAi : AmUAi:UAmAi.

i€l i€l i€l i€l
1.8 Potensmaengde, familier (ikke-indicerede)

Ved potensmaengden P(X) herende til meengden X forstas meengden af delmaengder af X:
PX)={A| AC X}.

Et element i P(X) er altsa en delmeengde af X. En delmaengde af P(X), lad os sige F C P(X),
er en maengde af delmaengder af X. Vi omtaler af og til F som en (ikke indiceret) familie af
delmaengder af X. For en sadan defineres foreningsmeaengde og feellesmeengde ved hhv.
UA={z|34eF:zeca} ; (A={x|VAcF:zecAl}
AeF AceF

I stedet for notationen vist her, kan man anvende den mere strgmlinede notation |JF og

NF.

Hvis F er indiceret, dvs. der findes en indiceret familie af maengder (4;);er sa F = {A | Ji €

I:A=A;} ses, at
Ua=U4a : N4=4-

AeF el AeF el
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2 Brolsegninger

Jeg har en svaghed—som ikke deles af alle—for at kalde en familie af delmaengder af en
maengde X for en brolegning pa X. At F er en brolegning pa X betyder altsa blot, at
F C P(X). For at undga trivielle tilfselde, antages normalt—hvilket vi ogsa fremover vil
gore—at F # (). Parret (X, F) kaldes sa et brolagt rum. Og mengderne i F (altsa A med
A € F) kaldes stenene i brolaegningen. For brolegninger indfgres en serlig notation, der gor
det nemt at udtrykke, at broleegningen har visse strukturelle egenskaber. Sadanne strukturelle
egenskaber er en vigtig mulighed—men ikke den eneste—for at udtrykke, at X har en eller
anden struktur.

Vi bruger bogstaverne “f”, “c” og “a” til at udtrykke hhv. “endelig” (finite), “teellelig”
(countable) og “vilkarlig” (arbitrary). Disse bogstaver kan sa kombineres pa forskellig vis
med U- og med N-symbolet, og desuden optraede sammen med symbolerne ¢, \ og evt. andre.
Meningen med dette fremgar af nogle eksempler.

Eksempel 2.1 (En topologi). : Lad X veere en meengde. Ved en topologi pa X forstas en
(0, X,Nf,Ua)-lukket broleegning pa X. Kaldes brolegningen G, forlanger vi fglgende:

1. 0eg,

2. Xeg,

3. (Gi)ier en endelig familie af meengder i G = (,c; G € G,
4. (Gi)ier en vilkarlig familie af meengder i G = (J;c; Gi € G.

Dette er, hvad der ligger i kravet om at G skal veere (0, X, Nf, Ua)-lukket. Vi siger ogsa at
(X, @) er en topologi eller et topologisk rum. Meaengderne (stenene) i G kaldes de abne maengder.

Definitionen er en af de vigtigste i matematikken, men den elegante definition forteeller ikke
meget om hensigten dermed: At give en ramme for studiet af konvergens og kontinuitet. Det
ser vi naermere pa i gvelserne! Og den studerende mgder senere teorien for topologiske rum
pa kurset Mat 3 GT. O

Eksempel 2.2 (En Borelstruktur). : Lad X veere en maengde. Ved en Borelstruktur pa
X forstas en (¢, Uc)-lukket brolaegning pa X . Kaldes brolsegningen B, er kravene til B folgende
to:

1. BeB= B°eB,
2. By e Bforalle ke N=|J;2, By € B.

Dette er, hvad der ligger i kravet om at B skal veere (¢, Uc)-lukket.

Vi siger ogsa at B er en Borelstruktur eller et maleligt rum, og vi refererer til meengderne
(stenene) i B som de malelige maengder (ikke sa gerne som Borelmaengderne, da denne be-
tegnelse reserveres til visse specielle, saerligt betydningsfulde Borelstrukturer). Det bgr ogsa
navnes, at betegnelsen o-algeba (“sigma-algebra”) hyppigt bruges i stedet for Borelstruktur.

Igen drejer det sig om en uhyre vigtig definition i matematikken. Og igen er hensigten bestemt
ikke klar ud fra den elegante definition. Hensigten er at afgreense et system af delmesengder
af X, man i en given sammenhaeng kan tilleegge et “mal”, dvs. en talveerdi, der angiver, hvor
“stor” den pagaldende meengde er. “Malet” kunne f.eks. veere 1-dimensional udstrackning
(“leengde”), hvis X = R, 2-dimensional udstraekning (“areal”), hvis X = R?, 3-dimensional
udstraekning (“volumen”), hvis X = R?, sandsynlighed, hvis X er et udfaldsrum. Men der er
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mange andre muligheder—hvoraf vi maske vil se lidt neermere pa nogle ret specielle situatio-
ner, man stgder pa i grundlagsforskningen. Mindre specielle og mere anvendelige situationer
behandles pa Mat 3 MI. O

Ovenstaende eksempler pa elegante mader at udtrykke struktur pa via broleegninger, sa man
hurtigt kan overskue de krav, der stilles, er blot to ud af et vaeld af muligheder. Her er en
liste over de symboler, der hyppigst indgar for broleegninger pa en given maengde X:

®7 X,C ) \7 Uf7 UC? Ua7 mf? mc? ma/? R A? Ef? EC? Ea/?

hvor “—" er aegte differens (A\B, hvor A D B), og “¥” refererer til disjunkt sum.

2.1 Eksempler pa sprogbrug

Endnu en bekvem sprogbrug for brolseegninger vil vi indfgre. I stedet for at ggre det helt
generelt, ser vi pa de to vigtige eksempler: topologier og Borelstrukturer.

Lad X veere en meengde. Lad os tenke os, at vi sgger at fastleegge en topologi, altsa en
(0, X,Nf,Ua)-brolaegning pa X, men at vi ikke umiddelbart kan karakterisere eller nedskrive
brolaegningen, vi er ude efter. Derimod har vi visse forestillinger om visse maengder, der skal
vaere abne. Problemet er sa, om der findes en topologi med disse maengder (samt muligvis
andre) som abne mangder og, mere interessant, hvilke maengder vi tvinges til at medtage.
Findes der et mindste system af maengder, vi kan medtage?

Kvalitativt, idémeessigt er problemstillingen helt pa linie med den I kender fra Mat 1LA, hvor

man til givne vektorer ay, ... ,a; sporger efter det mindste linesere underrum, der indeholder
disse.
Nu en helt praecis definition: Lad Gy € P(X). Hvis G er en topologi pa X saledes at

1. GoCGog

2. G* topologi pa X, G* D Gy = G* D G,
sa kaldes G topologien frembragt af Gy eller, i brolsegningssproget, for (0, X,Nf,Ua)-
afslutningen af Gy. Notation: 7(Gp).
Kort kan vi karakterisere 7(Gg) som den mindste topologi, der indeholder Gy.
Ganske tilsvarende: Hvis By C P(X) og B er en Borelstruktur pa X, saledes at

1. B D By,

2. B* Borelstruktur pa X, B* D By = B* O B,
sa kaldes B Borelstrukturen (eller o-algebraen) frembragt af By eller, i brolaegningssproget,
for (¢, Uc)-afslutningen af By. Notation: o(By).
Mere generelt, hvis (---) symboliserer en liste i vort notationssystem (ovenfor sa vi pa hhv.
(0, X,Nnf,Ua) og (°,Uc)), og & C P(X), sa betegner (---)-afslutningen af & den mindste
(+--)-broleegning, der indeholder &, safremt denne findes.
Notation: cl...)(&o). F.eks. er 7(Go) = clg x nt,uq)(G0) 08 0(Bo) = clie,ue) (Bo)-
Det viser sig, at med de kombinationsmuligheder, vi har indfgrt, eksisterer cl...)(€o) altid (se
gvelserne). Noget andet er, at (---)-afslutningen ikke altid er lige let at karakterisere. Der er
f.eks. himmelhvid forskel pa at karakterisere 7(Gg) og o(Bp). Den forste broleegning (det topo-

logiske tilfzelde) er “pladder let” at karakterisere (se gvelserne). Ogsa o(By) kan konstrueres
mere eksplicit, men det er langt vanskeligere og ma vente til vi har indfgrt ordinaltallene.
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2.2 co-brolaegning, sporbrolsegning, produktbrolaegning, sumbrolaegning

Er € en brolaegning pa X, defineres co-brolegningen ved
co(§) ={E° | E€&}.

Er f.eks. £ broleegningen af endelige delmeengder af X, er co(€) brolaegningen af co-endelige
maengder. Og er € brolaegningen af taellelige delmeengder af X, er co(€) brolegningen af
co-teellelige maengder.

Er € en brolaegning pa X og Xg C X, defineres sporet af £ pa Xy som brolegningen
trx, (£) = {trx,(E) | E € £},
altsa

tI‘XO(g) = {XO NE ‘ E e 5}

Er £ en brolegning pa X og F en brolegning pa Y, defineres produktbrolegningen £ x F
som brolegningen pa X X Y bestaende af alle maeengder £ x F med F € £ og F € F.
Produktbrolaegninger £ x & x --- x &, for endeligt mange broleegninger defineres analogt,
derimod viser erfaringen, at man ved definitionen af produktbrolaegning for uendeligt mange
brolaegninger star sig ved at ga lidt anderledes til vaerks, end man umiddelbart skulle tro.

Lad &; veere brolaegninger pa meengderne X;, ¢ € I, og antag, at X; € &; for alle i € I.
Produktbrolaegningen x;cr&; er sa brolegningen pa [[,.; X; af meengder af formen [[,.; E;
med F; € &; for alle ¢ € I, saledes at F; = X; for alle pa neer hgjst endelig mange i € I.

Man kan ogsa definere sumbrolegning, der dog ikke er sa vigtig.

Lad &; veere brolegninger pa maengderne X;,i € I. Sa er sumbrolegningen givet ved
Yoicr&i={E C Y o Xi | Viel: ENX; e &}. Her identificeres X; med {(4, ) | v € X;}.
Vi slutter dette afsnit med et enkelt konkret resultat om (- - - )-afslutningen af en broleegning
i en situation, hvor denne kan gives ganske let. Det karakteristiske er, at (---) indeholder

begge tegnene “U” og “N”, gitteroperationerne, og at en af disse optraeder i “endelig udgave”
(Uf eller Nf).

Som forberedelse forst nogle helt banale betragtninger samt endnu lidt notation. Det ba-
nale drejer sig om tilfaeldet, hvor (---) kun indeholder ét af tegnene “U” eller “N”. Her er
der ingen problemer. F.eks. bestar cly¢(€) af alle endelige foreningsmaengder af meengder
i €. Tilsvarende for clyc(€),clua(E), clnf(€), clre(€), clna(E). Vi indfgrer notationen £, for
clua (&), hvor “a” er ét af tegnene “f”, “c” eller “a”. Tilsvarende indfores £n, for clng (€). Vi
har altsa (lidt sjusket skrevet):

Ela = {UiEI E; | (E;)icr familie af meengder fra £ og I er endelig,
teellelig eller vilkarlig svarende til o = f, ¢, el. a }

og tilsvarende for £n,.

Endelig vedtager vi, at £uang betyder (EUa)mﬁ og at Enqa,up betyder (5ma)ug- Og selvom vi
allerede har overlaesset laeseren med masser af nye begreber og notation, nsevner vi, at for
de teellelige operationer—der i mange sammenhaenge er specielt vigtige—indfgres ultrakort
notation, nemlig &, for &y og &s for Ene, og man taler om maengderne i £, hhv. & som &,-
hhv. &5-maengder.

44



3. Afbildninger NM7

Saetning 2.3. Lad £ vere en brolegning pa en maengde X og lad o sta for ét af tegnene
“f7“c” eller “a”. Da gelder:

ClUf,ﬁoz (5) = gUf,ﬁou

Clﬂf,Uoz(g) = 5mf,Ua-

Bewvis. (Kortfattet!) Af den generelle identitet

N U £ =UMNEi

i€l jeJ; (ja) i€l

hvor foreningsmaengden pa hgjre-siden er over alle familier (j;)icr € [[;c; Ji, udleder vi den
sidste af de anfgrte ligheder i ssetningen. Den fgrste lighed fglger af den sidste ved dualitet
(dvs. spil pa A < A¢, de Morgan, ... ). O

2.3 Overdakning, klassedeling

Lad £ veere en brolegning pa X og lad Xg C X. Vi siger, at £ er en overdekning af X,
safremt Xo C (Jpeg E. Vi siger, at € er en klassedeling af X safremt € er en overdaekning
af X med ikke-tomme maengder og £ bestar af parvis disjunkte maengder. Betingelserne er
altsa:

1. VE€&:E#0,

3. VE€EVF el E4£F=ENF=.

Har vi en indiceret familie af delmeaengder af X, lad os sige (E;)cr, siger vi, at familien er en
overdaekning af Xo C X, safremt Xo C |J,.; Ei, og vi siger, at (E;)ics er en klassedeling af
X, safremt

1. Yiel: E; #10),

2. Ujer Bi = X, og

3. VielVjel:i#j= E,NE; =0.
Faktisk er de fgrste definitioner (via brolaegninger) de primeere, og vi benytter kun de sidste
definitioner, nar vi finder det bekvemt at indicere de maengder, vi arbejder med, og nar der
ikke kan opsta misforstaelser. (Der er en subtil forskel pa de to mader at anskue tingene pa,
idet en indicering indeholder information om indeksmaengden, og denne er uden betydning

for begreberne overdeekning og klassedeling; i praksis giver dette ikke problemer, sa hvis vi
synes, det letter fremstillingen i en given situation, indicerer vi uden videre).

iel

3 Afbildninger

Afbildning og funktion bruges synonymt, dog med en tendens til at reservere “funktion” til
situationer, hvor veerdierne er tal.

At f er en afbildning fra X til Y (eller fra X ind i V') betyder, at

FCX XY ogat (z,y)ef (z,y)ef=y=y.
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Bemerkning 3.1. Mange—ogsa jeg—bruger tit “” i stedet for “A”).
Definitionsmangde og verdimaengde defineres ved hhv.

Dm(f) = {z€X|3yeY:(z,y) € [}
Vm(f) = {yeY |z e X : (z,y) € f}.

Hvis (x,y) € f skrives ogsa y = f(x). Denne velkendte notation afspejler bedre vore “for-
nemmelser” vedrgrende, hvad en afbildning er, end ovenstaende formelle definition via en
delmaengde af produktmaengden X X Y. Vi teenker jo normalt pa en afbildning som en til-
knytningsregel, der til visse elementer x knytter et velbestemt element y, betegnet f(z) og
kaldet funktionsverdien af f i x eller billedelementet svarende til z. Og nar vi endelig teenker
pa en afbildning som en delmeengde af den relevante produktmeengde—og det gor vi sadan
set tit, iseer for X og Y lig med R eller delmaengder heraf, thi da far vi et godt visuelt overblik
over afbildningen—er vi vel vant til at teenke pa dette som noget andet end afbildningen selv,
og vi taler om afbildningens graf. Men faktisk kommer det ud pa ét, og formelt set er det
mere hensigtsmaessigt at introducere afbildningsbegrebet som vi gjorde via en delmangde
af en produktmaengde. Herved fokuseres pa et mere generelt, abstrakt funktionsbegreb, som
selvfglgelig finder anvendelse i alle de situationer, vi kender s& godt, hvor der foreligger en
konkret forskrift, der til givet x tillader os at beregne funktionsvaerdien f(z). Men det er netop
et hovedformal—ogséa set i historisk lys—at friggre sig fra sddanne konkrete forestillinger og
tillade, at man opererer med vilkarlige afbildninger. Erfaringen har
vist, at denne grad af abstraktion er overordentlig nyttig, ja naer-

: . - : X f Y
mest en forudsaetning for den rivende udvikling af matematikken .
og dens anvendelser, som har fundet sted gennem de seneste 1-200 Q @
ar. Tidligere var matematikerne bundet af et underforstaet krav
om en konkret forskrift for at kunne arbejde med en funktion. Nu
kan vi sige “lad f veere en afbildning” uden at vaere haeemmet af konkrete krav, og for at
stotte vore forestillinger om, hvad vi mener hermed, laver vi maske en simpel figur som den
viste.

Er Dm(f) = X taler vi om en afbildning af X (snarere end fra X) med veerdier i Y. Vi
bruger notation som f: X — Y for at tilkendegive, at Dm(f) = X. En anden notation, der
er bekvem, illustreres af folgende eksempler:

“... betragt funktionen z ~ 22 —1...”
eller (hvis det ikke var klart, hvad definitionsmangden teenkes at veere)

“... betragt funktionen z ~ 22 —1; 2 € R..."7.
Og endnu et eksempel:

« 7

. sumfunktionen f + ¢ defineres som funktionen z ~ f(z) + g(z)...”,
hvor vi selvfglgelig ligesa godt kunne have skrevet
“ .. sumfunktionen f + g defineres ved (f + g)(x) = f(x) + g(z); z € --- 7.

3.1 Surjektion, injektion, bijektion, indlejring

En lille spidsfindig detalje: Antag X, X*, Y og Y* er meengder med X C X* og Y C Y™,
og at f er en afbildning fra X til Y. Vi kan da ogsa betragte f som en afbildning fra X* til
Y™, og man kan spgrge, om dette er samme afbildning som f. Og her er svaret “tjah, det
kommer an pa ...”, idet der ud fra et formelt synspunkt ingen forskel er, mens det i praksis
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3. Afbildninger NM9

meget ofte er sadan, at man har helt faste maengder X og Y i tankerne, saledes at disse er
underforstaet. Saledes kan man sige, at f er overalt defineret, som udtryk for at Dm(f) = X,
nar det er klart, hvilken maengde X, man har i tankerne. Og man kan sige, at f er surjektiv
(eller en surjektion) for at udtrykke, at Vm(f) = Y, hvilket kreever, at man ved, hvilken
mangde Y, der tenkes pa.

En afbildning f er injektiv (eller en injektion), safremt implikationen

(v,y) € f, (@',y) € f = x =2/, altsd sifremt f(z)=f(2')=a2=2

geelder.

En afbildning, der er overalt defineret, injektiv og surjektiv hedder en bijektiv afbildning
eller en bijektion. Denne definition—som er central—kraever, at meengderne X og Y er un-
derforstaet. For at understrege dette, kunne vi ogsa have formuleret definitionen ved at sige,
at f: X — Y er en bijektion, safremt f er bade injektiv og surjektiv. Den identiske afbildning
af X ind i X, dvs. afbildningen x ~ z, z € X, er et trivielt—men vigtigt—eksempel pa en
bijektion. Den betegnes hyppigt id x.

Er f: X — Y injektiv, giver flere forfattere udtryk herfor notationsmeessigt ved at skrive
f: X —=Y.Isafalder f: X — Vm(f) en bijektion, og man kan opfatte Vm(f) som en
“kopi” af X, indlejret i Y. Dette suggestive billede kan veaere nyttigt, og man omtaler derfor
i mange sammenheenge f som en indlejring af X 1Y, nar f : X — Y er injektiv. Safremt X
er en delmaengde af X, er idy, en indlejring af Xy i X, den naturlige indlejring atf Xo i X.

3.2 Billede og urbillede

Lad f veere en afbildning fra X til Y. Tillad mig en naiv betragtning: Maengden X teenker
jeg pa som meengden af mulige “arsager”, og Y som meengden af mulige “virkninger”, og
afbildningen f forteeller, hvilken virkning y en given arsag x
har. Har vi givet en mangde A af arsager, kan vi spgrge,

hvilke virkninger dette giver mulighed for, og hvis vi har

givet en maengde B af virkninger, kan vi spgrge, hvilke

arsager, der kunne taenkes at ligge bag.

Disse betragtninger fgrer til definitionen af billedet af A og
til definitionen af wrbilledet (eller originalmengden) af B. Betegnelse og definition fremgar
af ligningerne:

f(A)={y |z cA:y= f(x)} [ Zéev}?j;;axemy:f(x) }
fHB)=A{z| f(z) € B} [ Sxé:f}fzg) & fla)eB }

Udtrykt direkte via grafen kan definitionerne skrives:

ye f(A) & JrxeA:(x,y) €f,
refY(B) & JyeB:(xy) cf
I definitionen af f=1(B) star “f(z) € B” for z € Dm(f) A f(z) € B, og i definitionen
af f(A) betyder “y = f(z)”, at * € Dm(f) A f(x) = y. Normalt vil Dm(f) = X. Sa er
f(A)={f(a) | a € A}. Bemzrk, at generelt er f(X) = Vm(f) og f~1(Y) = Dm(f).
Er B en singleton, B = {y}, skrives f ~!(y) istedet for f~1({y}), altsder f1(y) = {z | f(z) =
y}, y-fiberen for f.
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3.3 Eksempler pa afbildninger

Ovenstaende naive betragtning vedrgrende arsag/virkning peger pa en lang rackke muligheder
for at modellere faenomener fra virkeligheden med én eller flere afbildninger. Men afbildninger
optraeder ogsa af rent interne matematiske grunde, faktisk sa hyppigt, at vi kan pasta:

TESE: Alt er afbildninger.

Det er nok en kende overdrevet, men lad os se nogle eksempler til stgtte herfor. Lad (X;)ics
veere en familie af maengder. Sa bestar produktmeengden [[,.; X; af familier (z;);es, hvor
x; € X; for alle i € I. Lad os se pa en sadan familie og kalde den z : © = (x;);es. Dette
er faktisk det samme som afbildningen i ~ x;, der til 4 € I lader svare elementet x; € X;.
Med andre ord, = er en afbildning af indeksmeengden I ind i en vis maengde. Denne visse
maengde skal indeholde alle maengderne X, sa det er naturligt at betragte  som en afbildning
I — J;er Xi. Seerlig vigtig er forholdene, hvor alle X;’erne er identiske, lad os sige X; = X
for alle i € I. Sa er et element z € [[,.; X; det samme som en funktion I — X. I dette
tilfaelde bruger vi betegnelsen X! for produktrummet [Lic; Xi. Vi har altsa:

X! ={z | z er en afbildning I — X}.

Produktrum giver altsa en naturlig ramme
for studiet af vigtige typer af afbildninger og
er netop derfor uhyre vigtige. Figuren (gver-
. a(t) ste del) giver et billede af et element z i X7

(t) 'W (billedet skal ikke forstas alt for konkret og
kan bruges som visuel hjeelp selv i situatio-

; T ner, der ligger langt fra RX, som maske er det
konkrete eksempel, man mest neerliggende

knytter til figuren; i gvrigt, jeg valgte T i ste-

det for I for indeksmaengden, da det tit kan

R . vaere en hjeelp at tenke pa indeksmeengden
. Y som angivende “tiden”). Maengderne R"—
'H_._._H_.{_o.?_ e de kaere Euklidiske rum!—som tit er hoved-
", " medn=9 eksempler, der kan tages som udgangspunkt

ved udviklingen af denne eller hin teori—
kan vi ogsa teenke pa som meengder af af-
bildninger, altsa som funktionsrum. Til givet
n € N, ser vi pa en fast n-maengde, lad os sige

Tlustration af et typisk element = € R®

{0,1,... ,n — 1}.2 S& kan R" identificeres som R{0L-n=1} 54 det kommer egentlig ud pa
helt det samme, da R™ er maengden af vektorer (zg, z1,... ,x,—1) af reelle tal og R{0.L...n—1}
er maengden af funktioner pa {0,1,..., n — 1}, og en sadan funktion = kan angives ved sine

funktionsveerdier x(0),z(1), ... ,x(n — 1). Se figuren (nederste del).

!Betegnelsen “Euklidisk rum” bruges lidt lgst, simpelthen som betegnelsen for maengderne
{(z1,... ,zn) |21 € R,... ,zn € R}. Mere strengt skal disse maengder udstyres med den sadvanlige vek-
torrumsstruktur og med “ssedvanlig” geometrisk struktur for at fortjene denne betegnelse.

2Faktisk er, i den maengdeteoretiske opbygning af de naturlige tal N, hvert n identisk med maengden af sine
forgeengere, saledes at n = {0,1,... ,n — 1}, f.eks. er 2 ={0,1}.

48
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Maengden 2% kan vi dels teenke pa som meengden af alle afbildninger af X ind i to-
punktsmengden {0,1}, dels kan vi identificere 2% med potensmaengden P(X) (overvej!).

Spgrgsmalet om sammenligning af maengders “stgrrelse” kan afggres ved at se pa visse af-
bildninger (se UES). Og fra den lineszre algebra ved vi, at afbildninger kan bruges til at
udtrykke strukturbevarende transformationer fra et vektorrum til et andet. Osv. osv.. Det
vrimler altsa med afbildninger i matematikken. Endnu en gruppe eksempler fas, nar man ser
pa kompositionsregler. F.eks. kan “4+” 1 R betragtes som en vis afbildning R x R — R.

3.4 Sammensatte afbildninger

Under temaet “nye afbildninger ud fra gamle” er det vigtigste

g
begreb sammensaetning af afbildninger. Er g en afbildning fra X X Y
til Y og f en afbildning fra Y til Z, defineres den sammensatte
afbildning f o g ved
foyg f
fog=A{(z,2) eXXxZ|FyeY:(z,y) €gn(y,z) € f} 7

Vi finder
Dm(f og) = {z € X | g(z) € Dm(f)} = g~ (Dm(f)) =g~ (f71(2))
og
Vm(f og) = f(9(X)) = f(Vm(g)).
Definitionen pa f o g kan ogsé gives ved forst at angive, at Dm(f o g) = ¢! (f71(Z)) og

dernaest anfore definitionsligningen (fog)(z) = f (9(z)), * € Dm(f og). Man finder fglgende
formler:

(feg)(A) = [f(g(4), ACX,
(fog)™H(C) = ¢7'(f71(0), Ccz

der kan betragtes som generalisationer af formlerne for Dm(fog) og Vm(fog) anfert ovenfor.

3.5 Hdjre og venstre invers

I situationen Z = X ser vi specielt pa tilfeeldet, hvor f og g
opfylder ligningen

<

Er denne ligning opfyldt, kaldes g en hgjre invers til f, og f en
venstre invers til g. Bemeaerk, at der gaelder:

Saetning 3.2. Hvis fog =idyx, sa ma f nodvendigvis vere surjektiv og g ma ngdvendiguis
veere en indlejring af X 1 'Y (dvs. g ma veere injektiv og overalt defineret).
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NM12 3. Afbildninger

Bevis. Antag altsa fog =1idx. Sa er

X =Vm(idx) = Vm(fog) = f (9(X)) C f(Y ) Vm(f) og
X =Dm(idx) =Dm(fog) =g~ (f7(X)) Sg~'(Y) = Dm(y),

sa f ma veere surjektiv og g overalt defineret. At g ma veere injektiv ses af implikationen

g(w1) = g(x2) = z1 = (f o g)(21) = f (9(21)) = f (9(x2)) = (f 0 g)(w2) = z2.
O

Vi teenker os nu enten f eller g givet og opsgger en hgjre- hhv. en venstre invers. Der gaelder:

Seetning 3.3. (a) Lad g: X — Y wvere en indlejring af X i Y. Der findes da en venstre
mvers [ til g. Denne behgver ikke vere entydigt bestemt, men er det, hvis g er en
bijektion—og ellers ikke.

(b) Lad f vere en surjektiv afbildning fra Y til X. Da findes en hgjre invers g til f. Denne

behgver ikke vere entydigt bestemt, men er det, hvis f er en bijektion af Dm(f) pa
X —og ellers ikke.

Bevis. (a): Definer f CY x X ved f={(y,x) |y €Y Az € X A(z,y) € g}. Det checkes let
efter, at f definerer en afbildning fra Y til X (udnyt g injektiv!). For at vise, at fog =idx,
kan vi f.eks. for ; € X og x2 € X bemeerke, at der geelder

(r1,22) € fog & FyeY:(x1,y) €gA(y,x2) € f
& JyeY:(z,y) €gNh(z,y)eyg
< T1 = T2,

hvor vi til sidst for “="” udnyttede, at g er injektiv og for “<” udnyttede, at Dm(g) = X. Vi
kan bemzerke, at en venstre invers til g er entydigt bestemt pa Vm(g), hvorfor den er entydigt
bestemt safremt g er en bijektion. At en venstre invers ikke er entydigt bestemt ellers, er ikke
sa vigtigt, og beviset overlades til laeseren (beviset involverer et valg af et element i X—og
den meget pedantiske laeser vil bemaerke, at man strengt taget ma antage, at X # 0!).

(b): Nu er f givet, en surjektion fra Y til X, og vi sgger g, sa fog =idx. Vi har

(fog)=idx @VreX: f(g(z)=zoVreX:gx)e f (),

med andre ord, g lgser vores problem, hvis og kun
hvis vi for hvert x € X velger funktionsvaerdien
g(z) som et element i fiberen f~!(z). Da f er
surjektiv, er enhver fiber f~!(x) ikke-tom, hvorfor
et sadant valg kan foretages (se bemaerkning ne-
denfor!). Dermed er eksistensen bevist. At der ikke
behgver veere entydighed, fremgar tydeligt af bevi-
set, thi indeholder blot én fiber mere end ét punkt,
kan valget af en hgjre invers forega pa flere mader.  denne “nord-syd denne “vandrette streg”

Er derimod hver fiber f~1(x) en sigleton, er valget ghende lin ive;lget symboliserer fiberen 7 (z)
entydigt. Hermed er ogsa den sidste del af sgetnin- e Meire rverse s

gen vist. O
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Bemerkning 3.4. Bemaerk, hvor let vi i tilfzelde (a) kunne nedskrive (grafen for) den sggte
afbildning. Teenker man over det, vil man se, at en sadan direkte konstruktiv fremgangsmade
ikke er mulig i tilfeelde (b). Dér er det faktisk ngdvendigt at paberabe sig en ubestemt
fremgangsmade baseret pa valg. Og faktisk skal der mange valg til, eller—bedre udtrykt—
der skal et simultant valg til, hvor vi fra hver fiber udvaelger et element sa at sige pa én gang,
saledet at “hele” den sggte afbildning bestemmes.

Der er intet i vejen for sadanne ukonstruktive valg som beskrevet ovenfor—det er noget,
maengdelazren tillader ved nsermere preecisering af, hvad man ma og ikke ma. Det er et en-
kelt aksiom fra maengdeleeren, udvalgsaksiomet, der “giver lov” til den slags. Det er klart at
foretraekke, safremt et raesonnement kan gennemfgres konstruktivt, uden brug af udvalgsak-
siomet (og sa er det naturligt, at ggre opmeerksom herpa). Det lader sig bare ikke altid ggre.
Vi skal se flere eksempler herpa. Det fgrste er netop eksistens af hgjre invers for en surjektion.
Dette resultat er ganske enkelt galt uden udvalgsaksiomet! Med andre ord, hvis man ikke har
udvalgsaksiomet med (men beholder alle de andre aksiomer—se senere), kan man risikere at
arbejde i et matematisk univers, hvor naevnte resultat er galt!

3.6 Invers

Lad f : X — Y veere en bijektion. Sa findes entydigt bestemte afbildninger ¢ og v, begge fra
Y til X, s4 ¢o f =idx og f ot =idy. Disse afbildninger ma veere identiske og en bijektion.
Dette falger f.eks. af udregningerne

p=¢oidy =¢o(forp)=(dof)oyp=idxotp =1,

hvor vi har udnyttet to generelle regneregler, dels de to samhgrende regler for sammensaetning
med en identitet (nemlig: Er g en afbildning fra X til YV, er idy og = goidx = g), dels den
associative lov for sammensaetning af afbildninger (se opg. 12 s. 68).

Ovenstaende udregning gennemtaenkes maske bedst ved “diagramjagt”.

Hvad der her sigtes til, fremgar ved at fglge udregningen skridt for skridt pa )% _dy Y
hosstaende diagram. Prgv blot! De to inverse—hgjre og venstre—er altsa wl f/’ l(b
identiske og ma veere en bijektion. Denne kaldes den inverse til f og beteg-

nes 1. X T X

Betegnelsen er heldig, thi de to betydninger, der for en bijektion kan tillaeg-
ges udtrykket f~!(B) stemmer overens.

Er f blot en injektion fra X til Y, kan man ogsa benytte betegnelsen f~! for en afbildning,
nemlig for den inverse til bijektionen f : Dm(f) — Vm(f).

I tilfeeldet, hvor f er en afbildning fra X til sig selv (Y = X!), betegnes sammensaetningen
fofmed f°2 (evt. f2, hvis det ikke giver anledning til misforstéelser), og for multiple sam-
mensatninger benyttes betegnelsen f°" (evt. f™). Safremt f er bijektiv (eller blot injektiv),
betegnes afbildningen (f =)™ med f°=" (evt. blot ™).
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3.7 Restriktion, projektionsafbildning

Er f en afbildning fra X til Y og er Xy en delmaengde af X, betegner X, h X
vi med fx, restriktionen af f til Xo, dvs. sammensatningen f oidx,, jf.

diagrammet. Vi siger, at en afbildning f er en udvidelse af en afbildning fhx J{f
g, hvis g er en restriktion af f. Yy

Et diagram som dette—og som det forrige diagram—hvor man kan ga fra ét sted i diagram-
met til et andet ad flere veje, og hvor de afbildninger, der svarer til de forskellige veje er
identiske, kaldes kommutative diagrammer. Sadanne kan veere nyttige til at holde styr pa
begreberne, nar flere afbildninger betragtes.

I forbindelse med produktrum giver muligheden for at danne restriktioner en nem made at
definere de vigtige projektionsafbildninger pa. Lad os se pa en familie (X;);c; af maengder
og det tilhgrende produktrum [[,.; X;. Et element x € J[,.; X; er sa, som vi sa tidligere,
en afbildning z defineret pa I, sa z(i) € X; for alle i € I. Hvis nu Iy C I og vi betragter
x’s restriktion til I, fas et element i [, 1, Xi- Denne afbildning, der herved defineres af
[Lic; Xi ind i [T;e;, X, kaldes projektionsafbildningen af [[,c; Xi pd [[;cp, Xi, evt. tales om
den naturlige projektion af [[;c; X; pa [[;c, Xi- F.eks. er den naturlige projektion af X x Y
pa X afbildningen (z,y) ~z af X x Y pa X.

4 Relationer

Lad X og Y vaere maengder. En relation fra X til Y er en delmeengde af X x Y. Lad
R C X xY vaere en relation fra X til Y. Ved den inverse relation forstas relationen R~1 fra
Y til X givet ved R™! = {(y,2) € Y x X | (x,y) € R}. Ved restriktionen af R til delmaengden
Xo C X forstas relationen R|x, fra Xo til Y givet ved Rjx, = {(7,y) € Xo x Y | (z,y) € R}
(={(z,y) e X xY |z € Xg A (z,y) € R}).

vl : For A C X defineres R(A) CY ved

(N R(A)={yeY |Jac A:(ay) € RY,

§
i
{

RA PN 0 R : . :
BN / hvilket ogsa kan skrives R(A) = pry ((A x Y) N R), hvor pry
: § e er den naturlige projektion af X x Y pa Y. Vi finder for
A X BCY,at RYB) ={r € X |3 € B: (2, € R} =
prx((X x B)N R), hvor pry er den naturlige projektion af X x Y pa X. Vi skriver normalt

R(z) i stedet for R({z}) og R™1(y) i stedet for R~1({y}).

Hvordan teenker vi pa relationer? Hvad vil vi med dem? Her er tre svar:

1) Det er jo en generalisation af afbildningsbegrebet. Dette er dog det darligste svar, thi der
er ingen sarlig dyd i at generalisere bare for generalisationens skyld.

2) Ved hjelp af en relation kan vi udtrykke, at der bestar en serlig forbindelse—nuvel,
relation—mellem visse af X’s elementer og visse af Y’s elementer. Dette er et godt svar.
F.eks. kunne P(zx,y) veere et preedikat i de to variable z og y, og vi kunne hertil betragte
relationen R givet ved (z,y) € R < P(z,y). Hvis (z,y) € R kan vi suggestivt sige, at “x
star i relationen R til y”, og vi kan afspejle denne tankemade ved at skrive xRy i stedet
for (xz,y) € R. Denne skrivemade er meget udbredt og foretreekkes normalt ved studiet af
relationer.
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3) Ved hjelp af en relation kan vi udtrykke en sammenhaeng—lad os tenke pa det som en
arsagssammenhaeng—i tilfeelde, hvor der godt kan svare flere “virkninger” til samme arsag.
Ligeledes et godt svar. Men ét, der leder tankerne i en anden retning end svaret under 2). Her
har vi virkelig en klar generalisation—med et fornuftigt sigte—af afbildningsbegrebet. Nar
man tenker pa denne made, bruger man hellere betegnelsen korrespondance end relation,
og man kan f.eks. tale om korrespondancen R : X — Y. Korrespondancer optraeder f.eks.
naturligt i matematisk gkonomi.

4.1 Akvivalensrelationer

Vi skal egentlig kun interessere os for to slags relationer, her pa Mat Y: #Fkvivalensrelationer
og (forskellige slags) ordensrelationer.

Vi siger, at R er en @kvivalensrelation i meengden X, hvis R er en relation fra X til sig selv
(altsa fra X til X)) som opfylder de tre krav:

1) zRx for alle x € X (R er refleksiv),
2) zRy = yRx (R er symmetrisk),
3) zRy ANyRz= xRz (R er transitiv).

Akvivalensrelationer optraeder i sammenhaenge, hvor man studerer elementer x i en vis
mangde X, og finder, at visse elementer “ligner” hinanden sa meget, at det egentlig er
fornuftigt at betragte dem som “samme” element, altsa at identificere sadanne elementer. Vi
kan altsa laese x Ry som “x og y 'ligner’ hinanden sa meget, at jeg (i en raekke sammenhzenge)
ikke vil skelne dem fra hinanden, men betragte dem som identiske”. Lad os forfglge denne
tankegang: Vi antager altsa, at R er en akvivalensrelation i X. For fastholdt x ser vi nu
pa mangden af alle y € X, der “ligner” = sa meget, at vi vil “identificere” y med z. Det
drejer sig om maengden af alle y € X sa xRy, altsa om maengden R(z). Bemaerk, at z € R(x)
(fint!—selviglgelig vil vi identificere x med z!). Meengderne R(z), x € X, er dermed alle
ikke-tomme og tilsammen udggr de en overdaekning af X. Faktisk udggr de en klassedeling
af X. Dette folger af, at der gaelder implikationen

R(Q,’l) N R(.%Q) #* /=N R(a:l) = R(HEQ), (4.0.1)
og dermed gaelder:
Vr, € XVry e X : (R(a:l) = R(HEQ)) vV (R(a:l) N R(HEQ) = @) .

Beuvis for (4.0.1): Antag z € R(z1)NR(z2). Lad os vise, at R(z1) C R(x2). Sepaety € R(xq).
Skal vise y € R(x3). Vi har z9Rz og zRzy (af z1Rz), hvoraf xoRx;, der sammen med
x1 Ry giver xoRy, altsa y € R(z2) som gnsket. Dermed er R(x1) C R(z2) vist. Inklusionen
R(z2) C R(z1) vises pa samme made. O

Til enhver sekvivalensrelation R hgrer altsa pa naturlig made en klassedeling £ givet ved
E={ECX|3z:E=R(z)}

Afbildningen R — & er en bijektion mellem sekvivalensrelationer og klassedelinger, og i retnin-
gen klassedeling til sekvivalensrelation er sammenhaengen givet ved til en given klassedeling
& at knytte sekvivalensrelationen R bestemt ved xRy < IF € £:x € EANy € E (dvs. x og
y er akvivalente, hvis de ligger i samme klasse). De supplerende overvejelser, der skal til for
at indse dette, overlades til leeseren.
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NM16 4. Relationer

4.2 Kvotientmaengde

Lad R veere en &kvivalensrelation i X. Ved kvo- X/R
tientmangden X/R (“X over R”) forstas den X/m

tilhgrende klassedeling (ovenfor betegnet £). Ved bt 0 TR(z)
den naturlige projektion af X pa X/R forstas T

afbildningen 6, der til x knytter den klasse, z
tilhgrer, dvs. 0 er afbildningen x ~ R(z), x € X.
Figur 1 sgger at klarggre forholdene; pa figuren N
teenker vi os, at ackvivalensrelationen er “x og y
ligger i samme vandrette niveau”.

Figur 1.

Som vi husker fra de indledende bemaerkninger, optraeder sekvivalensrelationer i situationer,
hvor det er rimeligt at identificere visse elementer. Denne identifikation far netop sit praecise
matematiske udtryk gennem kvotientmeengden. Nar vi foretager identifikationen, svarer dette
til, at vi, i stedet for at arbejde i maengden X, gar over til at arbejde i meengden X/R. Dette
betyder ikke, at man kan eller bgr glemme maengden X. Ser vi f.eks. pa et element i X/R,
lad os sige pa E € X/R, er det meget hyppigt, at man studerer dette element i X/R ved at
veelge en repreesentant for E, hvilket blot vil sige et element x € E. I sadanne situationer
ma man sd vaere opmaerksom pa, at de overvejelser man ggr sig, byggende pa den valgte
repraesentant x, skal veere uafheengige af hvilken repraesentant, der er valgt. Ellers kan man
ikke sige noget om F som element i X/R. Noget tilsvarende gaelder, hvis man studerer flere
elementer Fq, Es,... i X/R via valg af repraesentanter z; € Ey1,x9 € Fo,. ...

Det er helt ngdvendigt, at man tilegner sig ovenstaende tankegang. Den optraeder i en raekke
konkrete sammenhaenge, maske hyppigst i algebrakurserne pa andet og tredje studiear. Det
kraever nok en del tilvenning for man har tilegnet sig tankegangen. Jeg skal anfgre nogle
opgaver, der dels er centrale begyndelsesgrunde i talteorien dels gode illustrationer af tanke-
gangen.

4.3 Ordensrelationer

Nu til en helt anden type relationer, ordensrelationer. Man skriver normalt “<” i stedet for
et bogstav som R, altsa x < y i stedet for zRy. Maske er det farligt lige fra starten at bruge
“<” der jo veekker gode og velkendte associationer, idet vi ikke ved valg af notation vil
leegge os fast pa noget konkret. Sa “<” kan i princippet sta for hvad som helst, og det er kun
ved nedenstaende definitioner, vi indskraenker mulighederne, dog stadig med et meget vidt
raderum. Lad mig i skemaform indfgre de centrale begreber:

Egenskaber for < Ordningstyper
refleksiv: x <z for alle 1 )
praeordning
transitiv: r<yhNy<z=ax<z (partiel) ordning
5 total ordning
antisymmetrisk:z Zy Az <y ="y < z) » velordning
(total): r<yVy<cz for alle x,y )
* VACX,A#(0Jdac AVbe A:a<b )
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4. Relationer NM17

Meningen hermed turde veere klar. F.eks. er en ordning (af og til kaldet en partiel ordning
for at preecisere, at ordningen ikke behgver vaere total) det samme som en refleksiv, transitiv
og antisymmetrisk relation. Vedrgrende antisymmetrien bemaerkes, at denne egenskab er
sekvivalent med at implikationen x < y Ay < x = x = y geelder (underforstaet: for alle z,y
med z € X og y € X). Denne implikation er hyppigt mest naturlig at arbejde med.

Vi siger, at vi kan sammenligne x og y, safremt enten x < y eller y < z galder. En total
ordning er altsa en ordning, hvor alle par af elementer kan sammenlignes.

Egenskaben * (min ad hoc betegnelse) siger i ord, at enhver ikke-tom delmaengde af X har
et forste element, idet et element a kaldes et forste element i A, safremt a € A og a < b for
ethvert element b € A.

I skemaet har jeg sat “total” i parantes fordi denne sprogbrug kun er standard for en relation,
der vides at vaere en ordning.

Eksempel 4.1. Den diffuse ordning pa X givet ved x < y for alle z og y i X er et typisk
eksempel pa en praeordning, der ikke er en ordning (med mindre X er en singleton!). O

Eksempel 4.2. Den punktvise ordning pa maengden RR af reelle funktioner af en reel vari-
abel givet ved f < g < Vax € R: f(x) < g(z), er et typisk eksempel pa en ordning, der ikke
er total (det er altsa en “aegte” partiel ordning). O

Eksempel 4.3. Et andet typisk eksempel pa en aegte partiel ordning er “C” i P(X) (altsa
givet ved at lade A < B betyde, at A C B for A, B € P(X). O

Eksempel 4.4. Et typisk eksempel pa en total ordning er den sedvanlige ordning pa R
(givet ved x < y < Ja € Ry U{0} :  + a = y. Denne er ikke en velordning, idet f.eks R
ikke har et fgrste element. O

Eksempel 4.5. Restriktioner af den ssedvanlige ordning pa R refererer vi ogsa til som “saed-
vanlige” ordninger. De er alle totale ordninger. Den szedvanlige ordning pa N eller pa Ng er
endog velordninger, mens f.eks. den seedvanlige ordning pa Z eller pa Q ikke er velordninger
(da f.eks. Z ikke har noget forste element). O

Selvom nogle maske finder det umuligt, eller
barnligt, skal jeg med hosstaende figur sgge at
illustrere et “typisk” eksempel pa en praeor-
densrelation. Tanken er den, at z < y bety-
der, at der findes en stedse stigende vej fra x
til y. Saledes er (med henvisning til figuren)
a<b<doga<c mencogbkan ikke sam-
menlignes (vi har bade (¢ < b) og (b < ¢)).
(Som vi er vant til fra ordninger, skriver vi
1 < 9 < 23 < --- < gz, 1 stedet for ;7 <
o Nxo < T3 N ANTp1 < Tp).

Figuren illustrerer maske bedst en ordnet maengde, men hvis vi f.eks. forestiller os, at punktet
a i virkeligheden repraesenterer flere elementer a1, as, ..., ville der for alle disse gzelde a; < a;
(altsa f.eks. a; < ag og a2 < ay) og alligevel ville a1, ag, ... vare forskellige elementer. I den
situation ville figuren illustrere en “segte” preaeordnet meengde (ikke en ordning).
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NM18 4. Relationer

Lad os med stgtte i figuren definere nogle vigtige begreber for en vilkarlig praeordning. Fegrst
definerer vi “strengt ulighedstegn” ved z < y < = < yA(y < z). Vi skriver ogsa y > x i
stedet for x < y. Pa figuren er a < b < d og a < ¢ (men hvis punktet a repraesenterede flere
elementer aj,as, ..., ville der ikke geelde hverken a; < ag eller ag < ap eller ... ).

Vi siger, at x er et maksimalt element i X safremt z € X og det for alle y € X gaelder, at
T(y > x). Pa figuren er antydet, at d, e og f alle er maksimale elementer.

Elementet x er en gure grense for A C X safremt x € X og a < z for alle a € A. Og x er en
mindste gvre graense for A, hvis x er en gvre graense for A og x < z’ for enhver gvre graense
a’ for A. Pa figuren er bade d og b gvre graenser for {a,b} og b er en mindste gvre greense.
Som bekendt behgver en mindste gvre graense for en maengde A ikke tilhgre A (pa figuren er
b en mindste gvre greense for maengden af alle z med = < b).

Et stgrste eller sidste element i en meengde A er et element x s& x € A og y < x for alle
y € A. Dette er det samme som en mindste gvre greense for A som tilhgrer A (overvej!).
Safremt vi har med en ordning—og ikke bare en praeordning—at ggre, er en mindste gvre
greense for en meengde A entydigt bestemt, thi er 21 mindste gvre greense for A og er ligeledes
o en mindste gvre greense for A, er x1 < x5 og x9 < x1; dermed er x1 = xo. Ligeledes er et
stgrste element i en ordnet maengde entydigt bestemt. Vi kan saledes tale om den mindste
gvre graense for A, og vi bruger i sa fald en notation, der er velkendt fra R (jf. Mat 1) og
skriver z = sup A4, evt. z = sup ¢ 4 y eller z = sup{y | y € A}. Tilsvarende, hvis der findes et
storste element i A (og praeordningen er en ordning), skrives © = max A, evt. £ = maxyca y
eller x = max{y | y € A} for det storste element i A.

Ganske svarende til ovenstaende definitioner indfgres begreberne et minimalt element i X,
en nedre grense for en maengde A C X, en stgrste nedre grense for A, et mindste eller forste
element i en maengde A C X, samt—hvis preeordningen er en ordning—den storste nedre
graense for A, for hvilken vi bruger notationen inf A, infyc4y eller inf{y | y € A} safremt
den findes, og det mindste eller fgrste element i A, for hvilket vi bruger notationen min A,
minge 4 y eller min{y | y € A} safremt det eksisterer.

Pa figuren har {a, b} bade et storste og et mindste element—hhv. b og a—mens maengderne
{¢,b},{a,e} og {e, f} hverken har et storste eller et mindste element; bemaerk ogsa, at mens
{a,e} og {e, f} hverken har en gvre eller nedre graense, sa har {c,b} en nedre og faktisk en
stgrste nedre greense, nemlig elementet g, altsa g = inf{c, b}. Derimod har {e, b} ingen gvre
greense.

En ordnet maengde (X, <) siges at veere fuldstendig ordnet, og ordningen kaldes fuldstendig,
safremt fplgende to betingelser er opfyldt: 1) Enhver delmaengde af X, der har en gvre graense,
har en mindste gvre graense og 2) Enhver delmaengde af X, der har en nedre graense, har en
stgrste nedre graense.

Eksempel 4.6. Q er ikke fuldsteendig i den seedvanlige ordning, idet f.eks. maengden A C Q
givet ved A = {x € Q | 22 < 2} er opadtil begraenset og dermed har en gvre graense, men
mangden har (som bekendt!) ikke en mindste gvre graense. O

I modsaetning hertil geelder fglgende hovedresultat om R:

Saetning 4.7. R med den sedvanlige ordning er fuldstendig.

Vi kommer (formentlig) ikke ind pa beviset for dette. For at forsta beviset, ma man vide,
hvordan R kan konstrueres. Dette ser man vist nok nsermere pa pa Mat 2AL. Ganske som
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4. Relationer NM19

pa Mat 1 vil vi godtage resultatet uden bevis (men vi far nu ikke megen brug for det—i
modseaetning til kurset Mat 1, der er helt atheengig af fuldsteendigheden af R).

For os spiller velordninger en seerlig rolle. Vi noterer os farst, at vi kan ngjes med at checke
to ud af de fem egenskaber i skemaet s. 54 for at slutte, at vi har med en velordning at ggre:

Saetning 4.8. Lad < wvere en relation © mengden X. Antag, at < opfylder folgende to
betingelser:

1. z<yry<zxz=x=y, (< er antisymmetrisk),
2. Enhver ikke-tom delmengde A af X har et forste element.

Sa er < en velordning.

Bevis. Anvendes 2) pa en singleton (A = {z}), ses at < er refleksiv. Og anvendes 2) pa en
to-meengde (A = {z,y}), ses at < er total (VaVy : x < yVy < z). Vi mangler nu blot at vise,
at < er transitiv. Til dette formal antages, at x,y og z opfylder x < y og y < z. Vi gnsker at
vise, at © < z. Seet A = {x,y, z}. Er = det forste element i A, folger © < z umiddelbart. Er y
det forste element i A, er y < z, hvorfor (da ogsa x < y) = y folger, og sa folger x < z af
y < z. Endelig, er z det forste element i A, er z < y, hvorfor (da ogsa y < z) y = z fglger, og
sa folger x < z af x < y. I alle tilfzelde fandt vi z < z som gnsket. O

Da egenskaben 1) (antisymmetrien) er ret uskyldig og i alle konkrete tilfeelde let at checke,
viser resultatet, at 2) er den centrale betingelse. Den er til gengaeld vanskelig at checke, thi
der forlanges jo, at enhver delmeengde (bortset fra ()) har en vis egenskab (nemlig indeholder
et forste element), og skal dette undersgges, skal et hav af meengder i princippet checkes
efter. Dette forhold har som konsekvens, at man kun eksplicit kan konstruere eller angive
velordninger i simple tilfzelde—séledes har ingen endnu eksplicit angivet en velordning i en
overteellelig maengde, og dette er i en vis forstand principielt umuligt!

Alligevel skal vi arbejde med et sandt festfyrveerkeri af “store” velordnede meengder. Og
disse spiller en central rolle for opbygningen af matematikken pa aksiomatisk grundlag. Da,
som sagt, alle disse velordninger ligger hinsides det konstruktive, det vi eksplicit kan angive,
gar man en anden vej og bruger maengdelaerens aksiomer til at pavise (ikke konstruere!)
eksistensen af alle de velordninger, vi kan gnske os. Som vi siden skal se (omend ikke i
alle detaljer) sker dette ved at vi afgraenser nogle simple egenskaber, viser at disse forer til
velordninger, og sa klarer eksistensproblemet via en snedig anvendelse af udvalgsaksiomet.

Her skal vi ngjes med at vise nogle eksempler pa velordnede maengder og udlede nogle ge-
nerelle egenskaber for velordnede maengder. Nggleegenskaberne er relativt lette at bevise—
vanskeligheden ligger i at skaffe sig velordnede maengder.

Saetning 4.9. Ny er velordnet ¢ den sadvanlige ordning. Det samme geelder enhver
delmangde af Ng.

Bevis. Dette er klart, thi er A C Ng ikke-tom findes n € A. Blandt tallene 0,1,... ,n kan
man sa opsgge det mindste, der ligger i A. Da saledes enhver ikke-tom delmaengde af Ng har

et forste element, er Ny velordnet. Klart at det samme geelder enhver delmaengde af Ng. [

Ovenstaende rasonnement bygger pa vores ssedvanlige “naive” kendskab til Njy. Raesonne-
mentet er som sadan i orden pa dette niveau, men vi naevner allerede nu, at i den aksiomatiske
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NM20 5. Induktionsprincippet

opbygning af maengdelaeren, er ssetningen (stort set) aekvivalent med et aksiom, uendeligheds-
aksiomet.

Til en velordnet maengde (X, <) knytter vi forskellige begreber. Ved wvenstreafsnittet V (x)
knyttet til et element i X forstds maengden

V() ={ye X |y <z}

Bemaerk, at z selv ikke regnes med til V(x). Til ethvert element x € X for hvilket der findes
y € X med y > x, betegner 7+ det forste sidanne element 3, dvs. 2 er bestemt ved de to
betingelser:

1. =7 >,

2. y>r=y>at.
Elementet x+ kaldes efterfolgeren af x. Et element i X som hverken er det fgrste element i X
eller en efterflger (dvs. af formen zt for et x € X) kaldes et grenseelement i X. Pa denne
made deles elementerne i en velordnet maengde op i tre kategorier: Forste kategori indeholder
kun ét element, det forste element i X; anden kategori indeholder alle efterfolgere (hvis X

kun indeholder ét element er der ingen elementer i denne kategori) og endelig er der tredje
kategori, der indeholder alle graenseelementer.

Er X ={0,1,... ,n} med sedvanlig ordning, er 0 det forste element, og alle andre elementer
er efterfolgere. Ligeledes for X = Ng med szedvanlig ordning er alle elementer, pa neger 0
efterfplgere. Som eksempel pa en velordnet meengde med et graenseelement naevnes NoU {0},
hvor ordningen er den sszedvanlige suppleret med vedtaegten n < oo for alle n € Ny. Her er co
ingen efterfolger, men derimod et graenseelement, og det eneste sadanne.

Et afsnit 1 en velordnet meengde X er en delmaengde A, sa fglgende implikation geelder:
r<aNa€A=zxzc A

Afsnittet er et egte afsnit safremt A # X. Det er klart, at ethvert venstreafsnit V(x) er et
agte afsnit 1 X. Det omvendte geelder ogsa:

Saetning 4.10. Til ethvert egte afsnit A i en velordnet maengde X findes x € X, sa A =
V(z). Dette element x er entydigt bestemt.

Bevis. Da A # X, er A® # (). Lad x veere det forste element i A°. Sa ma V(z) C A (overvej!),
og ogsa A C V(x) ses let (hvis a € A og Y(a < z), vil z < a og € A vil fplge). At = er
entydigt bestemt, folger af at V(xq1) = V(z2) = x1 = x9, som let vises (hvis f.eks. x1 < z9,
vil 1 € V(mg)\V(xl)) O

5 Induktionsprincippet

Fglgende saetning kan betragtes som en udvidelse af en af versionerne af induktionsprincippet

for N eller Ny:

Saetning 5.1 (Induktionsprincippet). Lad (X, <) vere en velordnet mengde.
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6. Velordningssesetningen NM21

a) Huvis A er en delmengde aof X, hvorom det gelder, at for alle v € X geelder implika-
tionen

V() CA=x e A,

saerA=X.
b) Hvis P(x) er et predikat, hvor x er en variabel fra mengden X, og hvis der for alle
x € X gelder implikationen

(Vy eV(x): P(y)) = P(x),

sa er P(z) sand for alle x € X.

Bevis. a): Hvis A # X, findes z € A°. Lad xg vaere det forste element i A°. Sa geelder
V(xzg) C A, hvorfor g € A ifplge forudssetningen. Dette strider mod zy € A°. Vi har dermed

vist A = X ved et indirekte raesonnement.
b): Anvend a) pa meengden A af de x € X for hvilke P(x) er sand. O

Ved at splitte elementerne i X op i de tre kategorier, kan ssetningen gives en mere bekendt
form, nar man tenker pa tilfeldet X = N eller X = Ng. Vi ngjes med at se pa tilfeeldet
svarende til a) i seetningen ovenfor:

Setning 5.2 (Induktionsprincippet, anden udgave). Lad (X,<) wvere en velordnet
maengde, og lad A vere en delmengde af X. Hvis

(a) xog € A, hvor xq er det forste element i X,

(b)) Vxe X :x € A= 2" € A (sifremt xt veldefineret i X ),

(¢) Yo € X :x grenseelement i X N V(x) CA=z€ A,
saerA=X.

Bevis. Antag A # X og lad x betegne det forste element i A°. Sa ma x # xg (thi ¢ € A).
Og z kan heller ikke veere en efterfglger: z = y™, thi sa ville y € A og anden betingelse giver
sa x € A. Heller ikke den sidste mulighed, at x er et graenseelement kan foreligge, thi i sa fald
ville V((z) C A, og = € A vil sa kunne sluttes af sidste betingelse. Vi er fort til en modstrid
og ma konkludere at A = X. O

6 Velordningssaetningen

I stedet for at fortseette den naive behandling af velordnede meengder med at indfere flere
begreber (jeg var ellers fristet af at se pa isomorfibegrebet) og vise flere seetninger, veelger jeg
at afslutte med at opbygge intuitionen—det haber jeg da—vedrgrende velordnede maengder.
Det gor jeg ved som udgangspunkt at tage en fantastisk (i ordets bogstaveligste forstand)
seetning af Zermelo:

Setning 6.1 (Velordningsssetningen). Enhver maengde kan velordnes, dvs. for enhver
mengde X findes en relation < i X, som er en velordning.
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Saetningen er ingenlunde intuitiv, og selvom vi nok kunne give et naivt bevis, ville dette
dels veere ganske kompliceret og dels slgre sagens rette sammenheeng. Vi accepterer altsa
seetningen uden videre—den er jo ogsa let at formulere og indholdet tilsyneladende let at
forsta.

Det vi sa vil ggre er at tage en “stor” meengde som X og sa se neermere pa, hvordan en
velordning af X kan se ud. Som X kunne vi tage R eller evt. P(R). Lad < veere en velordning
pa X. Vi skal se, at i hvertfald “begyndelsen” af X ma have en ganske bestemt struktur, og
vi skal indfgre helt faste navne for en rackke elementer i X.

Da X # ) (X er jo stor!), findes et forste element i X. Dette betegner vi 0. Lad os se pa
det, der bliver tilbage af X: X\{0}. Det er en ikke-tom meengde og har som sadan et forste
element. Dette betegner vi 1. Det vi gjorde, var ikke andet end at se pa efterfglgeren af O:
1 = 0". Dernaest ses pa efterfolgeren af 1. Den betegner vi 2: 2 = 1. Og séledes fortsaetter
vi og konstruerer elementer i X, som vi betegner 3,4,5,.... Nar vi har gjort dette, har vi
konstrueret s& meget af X:

I
01 2 3 45
Ganske vist har vi konstrueret uendelig mange elementer af X, men kun teelleligt mange, sa
da X er “stor”, er der masser af elementer tilbage i X. Blandt disse méa der ifglge velord-
ningsegenskaben veere et forste. Dette betegner vi w.

[ O R R
012345 w

Det er et interessant element, idet det er det fgrste greenseelement i X. Det naeste element
i X er wt som betegnes w + 1. Dernaest folger w + 2, w + 3, osv., og nar vi er feerdige med
disse, og dermed har konstrueret endnu en “w-blok”, har vi langt fra opbrugt elementerne i

X.
I N o

|
01 2 3 w wtl w+2

w—blok w—blok

Nu kommer elementet, vi betegner 2w (nogle vil foretrackke at kalde det w2), dernsest 2w + 1,
2w + 2, osv. Og efter alle disse—altsa efter endnu en w-blok—kommer 3w. Sa fglger endnu
en w-blok, herefter 4w, endnu en w-blok osv. Pa den made nar vi sa langt:

N O T R | | (R | |
01 2 3 w wt+l w+2 2w 2w+l 3w 3w+1

w-blok w—blok w-blok w-blok

Men hermed er der stadig langt igen. Vi har stadig kun opbrugt en teellelig del af X’s
elementer, sa der er masser tilbage. Det forste af de tilbageblevne—og det ma blive vores
nzeste element—betegner vi w?. Vi er naet sa langt:

0 1 w w1l 2w 2w+1 3w 3w—+1 w?

Vi ser at w? er et greenseelement, og det kan karakteriseres som det fgrste graenseelement med
uendelig mange forudgaende graenseelementer, nemlig elementerne w, 2w, 3w, . ... Vi fortsaet-

ter og finder nye elementer (wQ)Jr = w? + 1 og mange, mange flere. Efter en w-blok til (den

60
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fgrste, der begynder med w?) kommer w? + w, efter endnu en w-blok kommer w? + 2w osv.
osv. indtil vi finder 2w?, der fglger efter den anden “w?-blok”, som udgar fra w?.

2

0 w 2w?
w2-blok w2-blok
S& kan vi fortszette med w?-blokke og finder let (1?) elementer 3w?, 4w?, . ... Og efter alle disse
kommer det forste element i X, der ligger laengere ude end 0,w?, 2w?, 3w?, ..., og det element

betegner vi naturligvis w?. Sa ved vi, hvad en w3-blok er, den gar fra 0 til, men ikke med, w?® og
indeholder przecis alle elementer, der udggr venstreafsnittet V (w?3). Vi fortszetter, og efter at
have lagt en serie w3-blokke til, har vi fundet elementerne 2w?, 3w3, . ... Herefter kommer w?.
Efter en serie w*-blokke kommer s& w® osv. osv. osv. Efter at have fundet w,w?, w?,w*,w?, ...
(og en masse elementer herimellem—efterfolgere savel som graenseelementer) kommer der
et nyt element, det forste, der ligger leengere ude end w,w?, w3, w*,w?,.... Dette element
betegner vi —maturligt nok—w®. Vor fremgangsmade er helt konstruktiv og kan—om vi
vil—formaliseres ved at tage Ny som udgangspunkt. Vi kan ogsa notere, at pa hvert trin
har vi konstrueret en velordnet meengde. Hvert konstrueret element bestemmer jo via sit
venstreafsnit en velordnet maengde.

Efter w* kommer (jeg gar nu lidt hurtigere frem) elementer som 2w®, w* ¥ w@+2 W2 3@
w“’Q, w S,W“’w, w*” osv. (med et hav af overspringelser). Efter w,w“’,w“’w,w“’ww , ... lgber vi
sa at sige ud af almindelig algebraisk notation—men vi lgber slet ikke ud af maengden X.
Vi har stadig masser af elementer i X tilgode, da vi stadig kun har set telleligt mange af
X’s elementer. Det forste element blandt de elementer, vi endnu ikke har set efter at veere
“lgbet tor” for algebraisk notation, betegner vi gq, det er det fgrste sakaldte e-ordinaltal. Og

vi kunne fortsaette (2¢y, 63, €1,€2,Ew,Eeps - - - ), men hverken jeg eller leeseren orker mere.

w

Hvad har vi leert: Med vores beskrivelseskraft kan vi ikke na leengere ud end til elementer
i X med teelleligt venstreafsnit, og dette kan kan fgre til ganske komplicerede velordnede
maengder. P& denne méade vil vi altid kun have set teelleligt mange elementer i X, der er altid
masser af elementer tilbage.

Ved at anvende velordningsssetningen kan vi imidlertid indse, at vi ma kunne komme endnu
leengere ud end det er muligt med ovenstaende i princippet eksakt beskrivelige, konstruktive
proces. For at indse dette er det nok nemmest at sikre sig, at X har et storste element. Hvis
X ikke allerede har et storste element, kan vi bare tilfgje ét, lad os kalde det x*. Udvides
velordningen til X U {z*} ved at vedtage, at z < z* for alle z € X U {z*} fas en velordning
pa X U {z*}, der pa naturlig made udvider velordningen pa X.

Sa kan vi betragte meengden af de z € X U {z*} for hvilke V(x) er overtallelig. Denne
maengde er ikke-tom (thi x* tilhgrer maengden). Ifglge velordningsegenskaben indeholder
denne maengde et fgrste element. Dette helt specielle element betegner vi w.

Det er karakteriseret ved folgende to egenskaber:

V(wy) er overtaellelig,
For alle f < w; er V() teellelig.

Sa wy er preecis det punkt, hvor vi kommer ud af vor tellelig suppedas. pa en made minder
w1’s egenskaber om w’s:
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V(w) er over-endelig (altsa uendelig),
For alle # < w er V() endelig.

Pa vejen fra 0 til w “sker der hele tiden noget” i den forstand, at vi hele tiden far stgrre og
storre maengder, forst V(0) = 0 (0 elementer), sa V(1) = {0} (ét element), sa V(2) = {0,1}
(to elementer) osv. Og ude ved w far vi en uendelig meengde V(w) = {0,1,2,...}. Men pa
hele den meget lange vej fra w til wy sker der i en vis forstand ikke en brik! For ethvert
med w < < wy vil V() jo veere numerabelt uendeligt. Alle disse er lige store. Elementerne
i hver V() (med f fast) kan fa plads i Hilberts Hotel. Forst nar vi er ude ved w; sker der
noget. Elementerne i meengden V(w1), som er den samme som meengden (Jg_,,, V(8), kan
ikke alle fa plads i Hilberts Hotel (men der er snildt plads til dem i Jessens Balsall).

Det meerkelige er, at selvom der i nsevnte forstand ikke sker en brik mellem w og w1, er dette
stykke ngdvendigt for at vi overhovedet kan na ud til wq, til et element, der ligger s& langt
ude, at der gar mere end telleligt mange elementer forud.

Selvom den menneskelige hjerne har sveert ved at fatte et element som wi;—ja vi kan vel
ikke fatte det, ihvertfald ikke omfatte det med vor tanke—sa volder det faktisk ikke store
problemer at arbejde med w; og lignende elementer. Vi lader bare forvirringen omkring alle
de mystiske elementer vi sa pa traede i baggrunden (glemmer det sa at sige) og udnytter de
to ganske enkle egenskaber, der karakteriserer wy (og tilsvarende for andre elementer).

7 Ordinaltal og kardinaltal

Elementerne vi er stodt pa (0,1,...,w, ..., w; og sa hinsides w;) kalder vi (med en vis
tilsnigelse, jeg senere skal ggre rede for) ordinaltal. De serlige ordinaltal, hvor “der sker
noget”, hedder kardinaltal. Ordinaltallene 0,1,... ,w og wy er kardinaltal. Hvis vi opfatter
endelige maengder som “sma, uinteressante” meengder—og det gor vi til en vis grad her—sa
er w det fgrste interessante og wy det andet interessante kardinaltal. Disse kardinaltal har
seerlige betegnelser, nemlig R (“alef-nul”) for w og Ny (“alef-en”) for wy.

Safremt vi blot til at begynde med valgte en tilstraekkelig “stor” maengde som vores udgangs-
maengde X, kan vi fortssette leenge, leenge, meget leenge endnu efter at vaere kommet til wq
(= Ny). Lige efter w; kommer (w1)+ = w1 +1, noget leengere ude har vi wi +w, meget leengere
ude har vi w; + &9, endnu meget laengere ude har vi 2w, og sa en dag (??!) efter endnu mange
flere ordinaltal nar vi ud til det neeste kardinaltal efter wi. Det betegnes ws eller Ny og er
karakteriseret ved fglgende to egenskaber:

(i) Der gar flere elementer forud for wy end der gar forud for w,

(ii) weo er det forste ordinaltal med denne egenskab.
Med andre ord:

(1) [Vi(w2)| > [V(w)],

(i) V6 <ws: V()] < [V(wn)]-

Ser vi igen pa vor raekke af ordinaltal kan vi (blot X er valgt stor nok) fortseette et godt
stykke endnu:
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Her har jeg med aleph’er (Wer) markeret kardinaltal og undladt at markere ordinaltallene,
der ligger imellem—disse er natuligvis vigtige, for uden dem far vi slet ikke arbejdet os frem
til kardinaltallene.

Vi ser: Alt, hvad vi mgder pa vor vej er ordinaltal. Nogle af disse er tillige kardinaltal. Vi kan
ogsa karakterisere de ordinaltal, der er kardinaltal:

Et kardinaltal er et ordinaltal § med den egenskab, at intet venstreafsnit V(o) med et
a < (8 er kvipotent med V(). [Husk: A @kvipotent med B < |A| = |B|, se UES]

Vi skal nu foretage os et aller sidste skridt. Vi har indset, at vi med en “stor” meengde X
kan komme godt langt ud, dog ikke ud over X’s maegtighed. Men den vanskelighed kan vi
overkomme ved blot at tage en endnu stgrre meengde som udgangspunkt, lad os kalde den X.
Sa velordner vi X! og starter helt som med X. Her finder vi igen helt samme struktur som
da vi arbejdede med X, og da vi veelger samme betegnelser, far vi eksakt samme elementer,
samme ordinaltal, som da vi arbejdede med X—blot holder overenstemmelsen op, dér hvor
vi “lgb ter” for elementer i X, thi fra det trin er det nyt land vi mgder, nar vi bruger
“supermaengden” X!. Derud kunne X ikke bringe os.

| e | e «— Hertil naede vi med X

| ......... | ......... | ...... — og hertil med X!

Det sidste skridt, vi vil ga, er at sige, lad os se pa, hvor langt vi kan na med nogen maengde
overhovedet! Denne betragtning er der ikke noget i vejen for at vores tanke kan acceptere. Det
vi nar frem til er sa vores slutobjekt, som vi kalder ordinalrekken. Ordinalraekken betegner
vi ON. Den indeholder alle ordinaltal og alle kardinaltal og enhver selv nok sa stor maengde
kan maéles med ordinalreekkens malestok, dvs. for enhver maengde X findes et ordinaltal § sa
| X| = |V(B)|; det forste ordinaltal 3 med denne egenskab er (naturligvis) et kardinaltal og
hedder X'’s kardinalitet.

Ordinalraekken er rar at have til radighed—det er netop to eksemplarer af dem, der er brugt
som stoleraekker til hhv. drengene og pigerne i Jessens Balsal. Men—Ilidt malurt i baegeret
skal der—med ordinalreekken er vi lgbet ud af maengdeleeren! Fortseettelse folger.

8 Rekursion

I fodnoten s. 80 i UES har vi kort anfert princippet for rekursion over N. Idéen illustreres af
fglgende eksempel:

Vi vil definere n! for ethvert n € Ny Dette ggres i og for sig tilfredsstillende ved at definere
0l=1o0g forneN, nl=1-2-3---n. Men dette er kun tilfredstillende pa et intuitivt plan.
Selvom meningen er klar, er det noget utilfredsstillende ud fra et mere formelt synspunkt
ved at matte bruge “---” eller “osv.” i en definition. Seetningen om rekursion tillader os at
konstruere forskellige objekter uden at matte ty til sprogbrug med “---” eller “osv.”. I vores
eksempel giver ssetningen mulighed for at konstruere afbildningen n ~ n! (se ogsa opg. 16).
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Seetning 8.1 (Rekursion over Ny). Lad Y wvere en maengde, lad yo € Y og lad ® :
(n, f) ~ ®(n, f) vere en afbildning med verdier i Y og defineret pa mengden af par (n, f),
hvor n € N og f er en afbildning af {0,1,... ,n—1} 3 ind i Y. Da findes en entydig bestemt
afbildning F of Ng ind i Y, sa

F)=yo og ¥YneN:F(n)=®(n,F,),
hvor Fi,, er F’s resriktion til {0,1,... ,n — 1} 5,

Defineres Y, yp og ® ved Y = R, yo = 1, ®(n, f) = f(n — 1) - n ses, at vi via seetningen pa
entydig vis far defineret funktionen F': Ny — R ved

F0)=1, F(n)=F(n—1)-n forneN.

Dette er netop fakultetsfunktionen n ~ n!. Har man forst veennet sig til at anvende rekursion,
kan man meget kort give udtryk for en reekke definitioner. F.eks. kunne vi sige: “Definer
fakultetsfunktionen n ~ n!, n € Ny, ved rekursion ud fra kravene 0! =1 og n!l = (n —1)! - n
for n € N”.

Saetningen kan sadan set formuleres mere elegant med henvisning til venstreafsnittene i N
(inklusiv det tomme venstreafsnit: () = V'(0)):

Seetning 8.2 (Rekursion over Ny, elegant formulering). Lad f ~ ®(f) vere en afbild-
ning, der til hver afbildning f defineret pa et venstreafsnit i Ng knytter et element. Da findes
en entydig bestemt afbildning F defineret pa Ny sa F(n) = (I)(F\V(n)) for ethvert n € Ny.

Her er Fly(,) restriktionen af F' til venstreafsnittet V(n) = {k € No | k < n}. At man
kan “slippe” for at nsevne maengden Y, der optraeder i forste version af saetningen, er ikke
klart, men skyldes et af maengdeleerens aksiomer (substitutionsaksiomet, se senere). At vi ikke
behgver nzevne yg eksplicit, er derimod klart, idet () betragtes som en afbildning defineret pa
V(0) =0, og ®(0) sa erstatter yo.

Man kan udvide rekursion fra Ny til en vilkarlig velordnet maengde:

Satning 8.3 (Rekursion over en velordnet maengde). Lad (X,<) vere en velordnet
meangde og lad f ~ ®(f) vere en afbildning, der til hver afbildning f defineret pa et ven-
streafsnit i X knytter et element ®(f). Sa findes en entydigt bestemt afbildning F defineret
pa X sa F(z) = (I)(F\V(x)) for alle x € X.

Bevis. (Kortfattet—jeg forestiller mig, at mange springer det over!) Hvis bade F og F; lgser
opgaven, ma Fy = F5, thi ellers far vi let en modstrid frem ved at se pa forste x € X sa
Fi(x) # Fy(z) (eller bedre: vis F; = F5 ved induktion). Hermed er entydigheden vist.

Det veacsentlige er altsa at vise eksistensen. Hertil kan man se pa “partielle lgsninger”, dvs.
afbildninger, defineret pa et afsnit i X som opfylder kravet for alle elementer i afsnittet.
To sadanne partielle lgsninger stemmer overens, hvor de begge er defineret (i henhold til
ovenstaende rsesonnement). Ved induktion ses, at der er partielle lgsninger defineret pa et-
hvert venstreafsnit. P.g.a. entydigheden kan disse stykkes sammen til at give den gnskede
afbildning. O

“«,

30bs.: Denne mzengde er netop V(n)—sa “--” kan undgas.
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8. Rekursion NM27

I virkeligheden volder det ikke de store problemer at udfgre konstruktioner ved rekursion.
Man star sig ved at teenke lidt intuitivt og ikke fgle sig tynget af det formelle apparat. Det
vaesentlige er at sikre, at man pa hvert niveau i konstruktionen kan komme videre. Hyppigt
behandles efterfglgere og graenseelementer forskelligt. Med henvisning til diskussionen, der
fgrte til ordinalrackken ON, kan vi f.eks. definere sum af ordinaltal rekursivt. Vi kan kort
forklare, hvordan « + § defineres for vilkarlige ordinaltal o og 8 ved at sige, at for fast «
defineres o + (8 ved rekursion over (8 ved folgende krav:

a+0 = a,
a+p" = (a+p)", [maskeklarere: a+ 3= (a+v)", hvis 3 =~"],
a+p = sup{a+¢& | <P} hvis [ er et graenseelement.

Her har vi sikret os, at for et vilkarligt ordinaltal kan vi “komme videre” (dvs. definere
summen), hvadenten ordinaltallet er 0, en efterfglger eller et graenseordinaltal. Vi noterer
ogsa, at vi har veeret sa “freekke”, at bruge rekursion, ikke over en fast velordnet maengde,
men faktisk over hele ordinalrackken ON.

4Hvad angar sum af ordinaltal kan man dog gi mere direkte til veerks
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Opgaver

OBS: Enkelte opgaver om &kvipotens vedrgrer ogsa neeste afsnit (UES).

Opgave 1. 12X indfgres sum og produkt som fglger:

For f,g € 2% er f-g funktionen givet ved z — f(z)-g(z) og f+g er funktionen
givet ved z — f(z)+g(z) (mod 2), hvilket svarer til hosstaende additionstabel
for {0,1} (addition modulo 2).

Bevis, at feellesmaengdeoperationen N svarer til - og at symmetrisk differens
A svarer til + 1 den forstand, at der for delmaengder A og B af X gaelder relationerne:

+
0
1

_— OO
O ==

lanp = 1a-1p, .
(hgjresiden forstaet mod 2)
lanp = 1la+1p.

Udnyt dette til at bevise, at “A er associativ’ dvs. (AAB)AC = AA(BAC), samt at der
geelder fglgende distributive lov:

(AAB)NC = (ANC)A(BNC).

Opgave 2. De elementzere maengdeteoretiske operationer for en eller to maengder er
U,N,\, A° (hvor ¢ kun giver mening, hvis det er klart, hvilken grundmeengde man arbej-
der i). Faktisk kunne vi klare os med operationerne N og A. Indse dette ved at udtrykke
A\B, A og AU B ved brug af N og A (samt kendte meengder). (Se evt. forst opg. 1)

Opgave 3. Se pa definitionen af produktmaengder og gor rede for, at (Ax B)xC, Ax(BxC)
og A x B x C sadan set er forskellige meengder!

Bemerkning. 1 tilfselde som dette, hvor der findes en naturlig (“kanonisk”) bijektion mellem
et vilkarlig par af de betragtede maengder, skelner vi ikke mellem meengderne. Vi skriver
saledes frejdigt (Ax By x C =Ax (Bx(C)=AxBxC.

Begrund derneest, mere generelt, at safremt (X;);e; er en familie af meengder, og safremt
(Ij)jes udger en klassedeling af I, sa kan vi tillade os at skrive

[Ix=TI(IIx)

i€l jed i€l
Opgave 4. Vis, at A — 1,4 definerer en bijektion af P(X) pa 2%. Her er 14 indikatorfunk-
tionen pa A defineret ved 14(z) =0 for z ¢ A, 14(z) =1 for z € A.

Opgave 5. Funktionen idg : R — R splittes i to funktioner, INT (heldelsfunktionen) og
FRAC (brgkdelsfunktionen) pa ssedvanlig vis (kendt fra lommeregnere, bl.al). Saledes geelder

idg = INT + FRAC,
Vm(INT) = Z,
Vm(FRAC) = [0, 1],
Ve:z—1<INT(z) <.

Hvilke af funktionerne idg, INT og FRAC er injektive, surjektive eller bijektive? Samme
sporgmal gnskes besvaret for disse funktioners restriktioner til N, til [0, 1] og til [0, 1].
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Opgave 6. Betragt funktionen f : [0, 00 — R givet ved

| z+1 for xz € Ny,
fa) = { x ellers.
Underspg, om f er injektiv og bestem Vm(f). Vis, at |[0, oo[| = |]0, oo]|.

Opgave 7. Lad X vaere meengden af polynomier i en reel variabel (med reelle koefficienter)
og betragt afbildningen D : X — X givet ved D(p) = p’ (den afledede af p). Undersgg, om
D er injektiv, surjektiv eller bijektiv. Samme spgrgsmal for restriktionen af D til X, hvor
Xo={p€ X | p(0)=0}.

Opgave 8. Lad f: X — Y samt A C X og B CY vere givet. Bevis, at
F(f(B)cB

og at
FH(4) 2 4,

samt at der ingen af stederne behgver at gaelde “=". Kan vi sikre os, at der gaclder
eller begge disse ligninger ved yderligere at antage, at f er injektiv eller surjektiv?

((:77 i én

Opgave 9. Vis, at der generelt for en afbildning f : X — Y gaelder

f(U Ai) = U f(Az) og se evt. blot pa tilfseldene, hvor to

iel icl maengder A; og Az betragtes og
A') cC A, hvor numerabelt mange maengder
f(ﬂ v = ﬂf( ’) A1, A, ... betragtes.
el i€l

Illustrér ved et simpelt eksempel, at inklusionen “C” kan veere sgte. “Hjeelper” det at for-
udsaette, at f er injektiv?

Vis ogsa, at der for A C X ikke generelt geelder nogen af inklusionerne f(A¢) C f(A) eller
f(AS) D f(A)° og undersgg om forholdene sendres, hvis f antages at veere injektiv eller
surjektiv.

Opgave 10. Vis, at der generelt for en afbildning f : X — Y (og B-mangder indeholdt i
Y') geelder identiteterne:

I (UB) = Ui,

i€l i€l
(N B) = N,
iel i€l

7B = ()

—s4 1 en vis forstand opfgrer urbilleddannelse sig meget paenere end direkte billeddannelse
(se opg. 9). Indse f.eks., at

f~(iminf B,) = liminf f~1(B,),
fYlimsup B,) = limsup f~Y(B,).

n—oo n—oo
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Opgave 11. Lad g vaere en afbildning fra X til Y og f en afbildning fra Y til Z. Bevis
fglgende implikationer:

f og g begge overalt definerede = ligesa f o g.

f og g begge injektive = ligesa f o g.

)
)

(iii) f og g begge surjektive = ligesa f o g.
) f og g begge bijektive = ligesa f o g.
)

Udfordring: Find en egenskab for afbildninger, der ikke bevares ved sammen-

seetning! (Dem er der masser af, men kan du mon selv finde pa en, og gerne
én, der er bare en smule interessant).

Opgave 12. Lad h C X XY veere en afbildning fra X til Y, g C Y x Z en afbildning fra Y til
Z og f € ZxW en afbildning fra Z til W. Eftervis, at den associative lov (fog)oh = fo(goh)
geelder.

Opgave 13. En brolaegning 7 pa en maengde X kaldes et ideal safremt Z er Uf-lukket og
heriditer, dvs. der geelder I € ZAJ C I = J € T. Intuitivt kan man tsenke pa maengderne i
et ideal som de “sma” delmaengder af X. Et ideal hedder et o-ideal, safremt det er Uc-lukket.

Vis, at brolegningen af endelige delmaengder af X er et ideal i X og ogsa brolsegningen
af teellelige delmaengder af X er et ideal. Vil disse idealer altid veere forskellige? Kan man
risikere, at et af disse eller begge idealer er det sakaldt trivielle ideal, nemlig hele P(X)? (Et
ikke-trivielt ideal hedder et segte ideal).

Opgave 14. Vi ser pa reelle funktioner af en reel variabel, altsa pa elementer f € RE.
Hyppigt er det urimeligt at skelne mellem to funktioner, der kun afviger “ganske lidt” fra
hinanden i den forstand, at maengden {z € R | f(x) # g(x)} er lille (hvor f og g er de
betragtede funktioner). Dette kan formaliseres som fplger: Vi antager, at der er givet et ideal
7 af delmaengder af R (se opg. 13), og definerer sa en relation = (mod Z) (leeses “sekvivalens
modulo Z7), som vi blot skriver =, ved at fastseette, at

f=9&S{f#gt el

for f,g € RR. Eftervis, at der herved er defineret en sekvivalensrelation i RE.

Bevis fglgende:

h=aNf=g90 = hHt+tf=g+g
Nfi-fa=g1-92
A max(f1, f2) = max(g1, g2)
AN XL = Agp for alle A € R.

Lad R®/Z betegne det sakaldte kvotientrum, dvs. meengden af ackvivalensklasser for aekviva-
lensrelationen =. Giv en fornuftig definition af skalar-multiplikation, sum, produkt og mak-
simum i R®/Z!

Opgave 15. Ladd 7 veere et ideal af delmaengder af meengden X. Definer en relation =
(mere udferligt kan skrives = (mod Z )) pa P(X) ved:

A=B <& AABceT.
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(F.eks. kunne Z = {A C X | A endelig}, og dette kan man have i tankerne nedenfor). Vis,
at der herved er defineret en eekvivalensrelation pa P(X). Ggr rede for at denne opfylder
fglgende implikationer:

(A1=B1)AN (A2 =By) = A = BY
AN A1 UAy = By U DBy
AN A1 NAy = BN DBy
AN A1ANAy = B1ABy
N A1\Ag = B1\Bs.

I tilfeeldet X = N ogZ = {A C N | A endelig} skal man nezermere beskrive ackvivalensklassen,
der indeholder N og akvivalensklassen, der indeholder L = {2n | n € N}. Vis ogsa, at der
findes uendeligt mange sekvivalensklasser.

Opgave 16. Vi har set flere eksempler pa resultater, der fgrer til identiteter for endelige
summer, f.eks. Vn Y ;1 k = w og Vn (314 k)? = > h_; k3. Typisk vises “den slags”
ved induktion. Men der er strengt taget—som antydet i forelsesningerne—et problem, vi har
negligeret, nemlig fplgende: Hvad forstas ved >, k, ved Y p_, k3 og lignende udtryk? Vi
arbejder jo med dem som om det er klart, at disse udtryk giver mening for alle n. Det er det
ogsa—pa et naivt plan. Men vi ma erkende—nar fgrst problemet er blevet papeget for os—at
vi ikke sadan uden videre kan definere den slags udtryk for alle n.

Vanskeligheden kan overkommes ved at udnytte rekursionsprincippet (over N). Dette princip
er anfgrt i fodnoten s. 80 i UES. Princippet kan bevises ved at udnytte induktion, men vi
springer det over (jeg beviser det maske senere i en mere generel udgave).

Opgaven gar ud pa at vise, hvordan man for enhver funktion n ~ a, af N ind i R kan definere
summerne y_,_, ag, n € N.

Opgave 17. Kan man finde en klassedeling £ af N med mere end numerabelt mange maeng-
der? Og hvad er svaret, hvis N erstattes af Q eller R? Og hvad er svaret, hvis man kigger pa
klassedelinger af R og forlanger, at hver klasse E € £ indeholder et abent interval?

Opgave 18. For hvert punkt P tilhgrende linien [ i R? betragtes maengden Q p.

De to kanter (halvlinier), der begraenser figuren
Qp tenkes hgre med til Qp. (Er P = (z,y), er
Qp ={(&n) | £ <zAn<y}). Bestem Up¢, Qp-
Undersgg, om der findes en numerabel P
delmeaengde I C [, saledes at vi far samme
foreningsmaengde, nar vi ngjes med at se pa disse

P’er (m.a.o kan vi opna, at (Jpe;, Qr = Upe QP Qp
med [y numerabel?). /
Samme to spergsmal gnskes besvaret for maeng- /
derne Q) p’er, der er de samme som fgr, blot regnes

kanterne ikke lsengere med til meengderne.

Opgave 19. Lad g : Q@ — R vere en funktion. Vis, at g altid kan udvides til en funktion
f R — R og at en eventuel kontinuert udvidelse er entydigt bestemt. Find eksempler, der
viser, at en kontinuert udvidelse af g ikke ngdvendigvis findes (se f.eks. pa Dirichlet funktionen
1g). Evt. kan laeseren vise, at enhver funktion ¢ : Q@ — R har mere end kontinuum mange
udvidelser til funktioner defineret pa R.
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Opgave 20. Lad £ betegne brolegningen af lukkede intervaller i R (udartede intervaller,
dvs. singletons og (), medregnes i £). Undersgg, hvilke af folgende operationer £ er lukket
overfor: Uf, Na.

Bevis, at &, indeholder enhver numerabel og enhver aben mangde (ssedvanlig topologi).

Bevis, at &, ikke indeholder meengden R\Q af irrationale tal, men at £,, indeholder denne
maengde.

Opgave 21. Antag, at £ er en brolsegning pa maengden X sa £ indeholder alle singleton’er
(altsa {z} € & for alle z € X). Vis, at safremt £ er en topologi, ma £ vere den diskrete
topologi (dvs. £ = P(X)).

Opgave 22. Lad (X,G) veere et topologisk rum og (x,),>1 en folge pa X. Vi siger da, at
(xn)n>1 er konvergent safremt der findes x € X saVG € G: 2 € G =z, € G fv.t., ogisa
fald kaldes x et grensepunkt for (x,) og vi skriver lim,,_,o x,, = x eller z,, — = for n — oc.
Altsa: lim, .oz, =2 < VG €G(x € G=InYm>n:xz, €qG).
Bevis, at folgende egenskaber gaelder (lidt kort skrevet):

1. z,z,--- —x (altsa (Vn € N: z,, = 2) = limy, 00 Ty, = ).

2. xp, — z for n — oo, (zp)k>1 delfolge af (z,,) = z,, — « for k — oo.

3. Hvis det for fplgen (x,),>1 og punktet z € X gelder, at enhver delfglge (2, )i>1

indeholder en videre delfglge (xnkl)lzl med graensepunkt x, sa vil x,, — x.

Opgave 23. Lad X veare en maengde. Ved den diskrete topologi pa X forstas topologien
givet ved broleegningen P(X) af abne meengder, og ved den diffuse topologi pa X forstas
topologien givet ved brolegningen {(), X} af abne maengder. Vis, at hvis en topologi G pa X
er en Hausdorff topologi, dvs. hvis

VeeXVyeX (r#y=3G, €GIG,€G:2€ G, ANye Gy NG, NGy =10),

sa opfylder konvergens for fglger denne 4. egenskab (sml. opg. 22):

4. lim z, =z A lim z, =y =z =y.>
n—oo n—oo
Opgave 24. Kald en delmaengde A C R aben, hvis der for alle z € A findes et ¢ > 0, sa
|x — e,z + e[ C A. Eftervis, at der herved er defineret en topologi pa R, den sedvanlige eller
Euklidiske topologi.

Bevis, at konvergens for fglger i denne topologi stemmer overens med det pa Mat 1 indfgrte
konvergensbegreb.

Find selv en fornuftig generalisation af betragtningerne til R™, hvor n er et vilkarligt naturligt
tal.

Opgave 25. Kald en delmsengde A C R aben, hvis der for alle z € A findes et ¢ > 0,
saledes at [z,x + ¢[C A. Eftervis, at der herved er defineret en topologi pa R og undersgg
det tilhgrende konvergensbegreb.

Bemerkning. Det drejer sig tkke om den ssedvanlige topologi, men om en ret speciel topologi.
R med denne topologi kaldes Sorgenfrey linien.

®Man kan vise—et ikke trivielt resultat af Kisynski—at safremt et konvergensbegreb for fglger pa X opfylder
1, 2, 3 og 4, findes en topologi pa X som netop giver dette konvergensbegreb.
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Opgaver NM33

Opgave 26. Lad X veere en maengde og £ en brolaegning pa X. Lad endvidere Xy C X.
Eftervis implikationerne

€ topologi pa X = trx,(€) topologi pa X,

€ Borelstruktur pa X = trx,(£) Borelstruktur pa Xj.

Bemerkning. Er € hhv. en topologi eller en Borelstruktur pa X, kaldes trx,(€) for den rela-
tive topologi (eller sportopologien) hhv. den relative Borelstruktur (eller spor-Borelstrukturen)
pfi XQ.
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Uendelighedsbegrebet — et supplement

Forord!

Et supplement! Hvorfor det? Ganske enkelt, fordi Lars Mejlbo i samarbejde med Matema-
tikleererforeningen allerede har udgivet to haefter, der egner sig udmeerket til formalet: at
bidrage til 3g’ernes arbejde med et valgfrit emne i matematik, nsermere betegnet om uende-
lighedsbegrebet.

Der er flere muligheder for at tilretteleette et arbejde omkring uendelighedsbegrebet. Jeg tror,
jeg ville vaelge at haefte mig ved fire punkter:

— inspiration ved opridsning af baggrunden og den historiske udvikling
— Hilberts hotel
— Cantors setning (diagonalbeviset)

— Bernsteins sekvivalenssaetning

I Lars Mejlbo’s heefter findes materiale nok om de tre fgrste punkter og vedrgrende det sidste,
er seetningen formuleret, og desuden er sa tilpas mange anvendelser af seetningen anfort, at
leeseren kan indse, at det er en helt ngdvendig og meget nyttig seetning. Men saetningen er ikke
bevist. Det er synd! Sazetningen er nemlig ganske let at vise — hvis man blot angriber problemet
pa “den rigtige” made. Det er denne pastand, der har faet mig til at fare i bleekhuset. Teenk,
hvis man kunne overbevise Kongerigets generationer af 3g’ere om at det hele er ganske enkelt
— s& let, at man umuligt kan glemme det, forst man én gang har set lyset! Sa kunne et arbejde
med uendelighedsbegrebet komme til at sta helt afsluttet, hvor alt er afklaret — pa neer det
chok, eleverne bydes, nar de til sidst hos Lars Mejlbo laeser, at man i gvrigt slet ikke ved,
hvad en maengde er! (Maske nogle leerere kan folge dette op ved at forteelle lidt mere om

Godel, Cohen ... ).

Nu jeg er gaet igang med at skrive, vil jeg ga lidt videre end blot at give beviset for Bernstein’s
seetning (faktisk giver jeg to beviser for denne seetning). De to fgrste emner — det historiske og
Hilberts hotel — skal jeg ikke sige mere om, udover at jeg, inspireret af Radiserne, foretraekker
at begynde fortallinger om Hilberts hotel med “En mgrk og stormfuld nat ... ”.

!Forordet — og teksten i gvrigt — beerer preeg af at manuskriptet var teenkt som et bidrag til en samling
“appetitvackkere”, som Matematikleererforeningen i gjeblikket arbejder pa, se [MLF]. Manuskriptet blev imid-
lertid for langt, og indgar nu som baggrundsmateriale til en ganske kort “appetitvaekker”. I omarbejdet form
vil manuskriptet muligvis blive udnyttet i et tilsvarende norsk projekt. Materialet vil desuden finde anvendelse
i kurset Matematik X i foraret 1993 (hvor det vil blive suppleret med mere teknisk stof om matematikkens
grundlag). Endelig vil manuskriptet blive anvendt i forbindelse med Abent Hus arrangementet 26. november
1992 pa Kgbenhavns Universitet, H. C. Qrsted Institutet. Manuskriptet udsendes hermed i en uformel publi-
kationsserie fra Kgbenhavns Universitet. Tilfgjelse: Materialet indgar nu i kurset Matematik Y: “Introduktion
til abstrakt matematik”. (©): Forfatteren
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UES2 Forord

Cantors seetning har jeg tilladt mig at skrive lidt mere om. Og sé har jeg gjort en del ud
af at skabe en bedre indlevelse ved overvejelser om, hvilken af to maengder, der er “stgrst”,
ved at indfgre, hvad jeg vil kalde Cantors balsal. Det er et paedagogisk trick, der for mange,
det tror jeg, jeg kan sige, letter tilegnelsen af begreberne ganske betydeligt. Jeg har ikke selv
aren af at have fundet herpa — den ma (vist nok) tilskrives professor Borge Jessen (i gvrigt
aeresmedlem af Matematikleererforeningen).?

Jeg haber ikke, mine betragtninger vil virke som goldt “besser-macherei”. Mit hovedmal er
Bernstein’s sekvivalenssaetning og i den forbindelse haber jeg, at alle, der giver sig i kast
hermed, vil na det laveste, og enkelte det hgjeste af de mal, jeg hermed opstiller for udbyttet
ved laesningen:

Niveau 1. Jo, jeg kunne godt folge beviset skridt for skridt.
Niveau 2. Jeg forstod endog idéen.

Niveau 3. Hvor smukt, havde jeg bare lzert at teenke pa den made, kunne jeg selv have fundet
pa det! Er matematik sa let, sa smuk?

De, der nar niveau 3, er matematikere, de der nar niveau 2 kan blive det! Er det ikke muligt
at na niveau 1 pa basis af det folgende, har jeg forfejlet mit mal. Med opbydelsen af en smule
selverkendelse, ma jeg indrgmme, at det nok er ngdvendigt for eleven i 3g at sgge vejledning
hos sin leerer. Ellers kan det blive sveert at leve op til malssetningen.

Som sa ofte nar man begynder at skrive, dukker flere muligheder, idéer op. Der er ikke blevet
plads til alt i dette “supplement”. Jeg haber at fa energi og tid til at genoptage traden inden
for leenge.

FT, Tryggergd Mose, efteraret 1992.

2Tilfgjelse (marts 1999). Bgrge Jessen dgde i 1993. Balsalen hedder nu Jessens balsal (da forbeholdet “vist
nok” kan fjernes). Betegnelsen er sendret i denne udgave af supplementet. Navngivningen kan opfattes som
en anerkendelse af Bgrge Jessens engagement i undervisningen. Jeg har veeret i tvivl om jeg skulle beholde
Cantor som dansemester, eller lade Jessen optraede i denne rolle. Jeg valgte det forste. Det svarer vist bedst
til Jessens beskedenhed og beundring for Cantor (kun overgaet af Jessens beundring for Hilbert).
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1. Jessens balsal UES3

1 Jessens balsal

Lad det veere sagt med det samme, det er en stor balsal. Ganske ligesom Hilberts hotel er et
stort hotel. Maske hgrer balsalen ligefrem til Hilberts hotel og udggr dette hotels grandiose
festsal. 3

Balsalen indeholder to lange — meget lange — stolersekker. P& den ene er det meningen, at
drengene skal sidde; den anden — lige over for — er beregnet til pigerne. Cantor er dansemester.

Hvad kan vi bruge balsalen til? Jo, lad X og Y veere maengder. X er maengden af “drenge”,
Y mengden af “piger”. Skal vi nu undersgge om der er flest drenge eller piger, eller eventuelt
lige mange drenge og piger, kan vi fgre de forventningsfulde z’er og y’er ind i Jessens balsal
og bede dem tage plads pa de dertil indrettede stolereekker. Beder vi drengene byde pigerne
op til dans, og lykkes det for alle drengene at komme ud at danse, méa det veere udtryk for, at
der er nok af piger at tage, altsa, at der er flere eller i hvert fald mindst lige s& mange piger
som drenge.

Nar drengene byder pigerne op til dans, og lad os teenke os, at det lykkes for alle drenge at
komme ud at danse, er der tale om at hver dreng udveelger en pige, inklinerer for hende med
et fremmedord, som jeg vil bruge (og som de fleste vist kender?). Da ingen pige ma danse med
mere end én dreng — nej, sadan noget vil vi virkelig ikke have — opfylder afbildningen dreng
~ udvalgt pige den betingelse, vi kender sa godt (7) fra definitionen af en injektiv afbildning.
Selvom alle drengene, sadan som vi forestiller os, danser lysteligt, kan der udmeerket veere
nogen blandt pigerne, der ikke tager del i morskaben. Med andre ord, der kan veere baen-
kevarmere. Men er vi heldige, er der ingen baenkevarmere, enhver pige er budt op til dans.
Betingelsen for at dette finder sted, genkender vi ogsa: Det er jo, at afbildningen dreng ~
udvalgt pige er surjektiv. For at praecisere:

Definition 1.1. Lad X (drengemaengden) og Y (pigemaengden) veere maengder. Ved en dren-
ge-inklination forstas en injektiv afbildning X — Y. Ved en fuldstendig drenge-inklination
forstas en bijektiv afbildning X — Y. Tilsvarende defineres en pige-inklination som en injektiv
afbildning Y — X og en fuldstendig pige-inklination som en bijektiv afbildning ¥ — X.

For at sikre at vi er helt enige om terminologien, skal det understreges, at nar der tales om en
afbildning X — Y, er det underforstaet, at afbildningen har hele X som definitionsmeengde.
I situationer, hvor det af sammenhsengen fremgar, om vi betragter en drenge- eller en pige-
inklination, tales ofte bare om en inklination.

Definitionen er intet andet end en anden og mere malende, suggestiv made end den seedvanlige
at udtrykke pa, at en afbildning er henholdsvis injektiv eller bijektiv. Jeg tror, jeg tgr kalde
det en kendsgerning, at mange gymnasieelever ikke har rigtig fat pa disse begreber. Maske
kan ovenstaende (poppede?) definition hjelpe til at klare begreberne. Det var hensigten. Hvis
du, min leeser, slet ikke kan lide forestillingen om drenge, piger og dans, ja, sa vil du neppe
komme til at bryde dig om det folgende. Maske er du formalist og foretrackker en rent teknisk
matematisk referenceramme. 4

3Efter laesningen vil laeseren dog nok indvende, at selv Hilberts hotel er alt, alt for lille til at huse Jessens
balsal.

“Her er, til formalisten, de kolde matematiske definitioner. Lad X og Y veere meengder. Produktmaengden
X x Y er meengden af ordnede par (z,y) med x € X og y € Y. En afbildning fra X Y er en maengde
f € X XY sé& at implikationen (z,y) € f, (z,9') € f = y = ¢’ geelder. Hvis (z,y) € f, skrives hyppigt
y = f(x), evt. & ~ y. Definitionsmengden er meengden Dm(f) = {z | Jy : y = f(x)} og verdimengden er
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UES4 1. Jessens balsal

Vi vender tilbage til spgrgsmalet om, hvilken af maengderne X og Y, der indeholder “flest”
elementer og udmgnter vore betragtninger fra for i endnu en definition:

Definition 1.2. Vi siger, at meagtigheden, kardinaliteten eller kardinaltallet af (drenge-)
mangden X er mindre end eller lig med meegtigheden (kardinaliteten, kardinaltallet) af
(pige-) meengden Y, og skriver

(X <Y1,

safremt der findes en inklination X — Y.

Vi siger, at megtigheden (kardinaliteten, kardinaltallet) af de to maengder er den samme, og
kalder meengderne sekvipotente, og skriver

(X =11,
safremt der findes en fuldstendig inklination X — Y.

Sprogbrugen fglger her Lars Mejlbo.?

Kort skrevet kan de to definitioner udtrykkes saledes

|X| <|Y| < 3 drenge-inklination X — Y
< df 1 X — Y injektiv,

|X| =1Y| < 3 fuldsteendig drenge-inklination X — Y
< df : X — Y bijektiv.

Endnu en definition har vi brug for:

Definition 1.3. Vi siger, at magtigheden (kardinaliteten, kardinaltallet) af X er strengt
mindre end maegtigheden (kardinaliteten, kardinaltallet) af Y, og vi skriver

(X[ < Y],
safremt |X| < |Y| og non(|X| = |Y|) geelder.

For at understgtte intuitionen, vil vi fra tid til anden bruge endnu nogle udtryk hentet
fra dagligdagen. Lad f : X — Y wvare en inklination. Nar x inklinerer for y, altsa, nar
y = f(z), omtaler vi ogsa y som den udkarne og x som tilbederen eller beundreren. Om de
varme fglelser, der her teenkes at herske, er geengaeldt, er ikke godt at vide. Hvis pigerne en
aften byder drengene op til dans, lad os sige ved inklinationen g : ¥ — X, er det jo ikke
givet — som mange vil vide af bitter erfaring — at pigen y fra for netop foretraekker drengen
x altsa, at © = g(y). Ogsa nar pigerne byder op til dans, bruger vi betegnelserne “udkaren”
og “tilbeder”.

maengden Vm(f) ={y | 3z : y = f(x)}. Afbildningen er en afbildning af X ind i Y, og vi skriver f: X — Y,
hvis Dm(f) = X. Afbildningen er injektiv hvis implikationen (z,y) € f, (z',y) € f = z = 2’ geelder, surjektiv
hvis Vm(f) = Y og bijektiv, hvis den bade er injektiv og surjektiv. Er afbildningen f fra X til Y injektiv,
defineres den inverse afbildning, f ', som afbildningen fra Y til X defineret ved (y,z) € f~' < (z,y) € f. For
at fuldende definitionerne af grundleeggende begreber, anfgres, at for afbildninger f : X - Y ogg:Y — Z

defineres den sammensatte afbildning go f : X — Z ved (z,z) € go f < 3y : (z,y) € f,(y,2) € g.
SSprogbrugen er standard, notationen ligesa, omend card(X) ogsa bruges af mange forfattere. I [LM1] og

[LM2] bruges notationen X
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1. Jessens balsal UESH

Nar a inklinerer for b (a er tilbederen, b den udkarne), og vi ikke har behov for at minde om,
hvilken speciel inklination, vi har i tankerne, skriver vi

atb.

Notationen kan altsa bruges bade i tilfeeldet  F y, med y = f(x), og i tilfeeldet y F 2, med
z=g(y).

Lad os nu heefte os ved situationen, hvor | X| = |Y'| (det havde vi nok ogsa i tankerne ovenfor).
Kravet hertil er, at der findes en fuldsteendig inklination f : X — Y. Kun tilsyneladende
behandler denne betingelse X og Y forskelligt (kravet er jo sekvivalent med at der findes en
fuldsteendig inklination g : Y — X). For at bringe symmetrien bedre til udtryk, kan vi tale
om en fuldstendig sammenparring af drengene og pigerne, nar der foreligger en fuldstaendig
inklination (hvadenten dette refererer tilet f: X — Y elleret g: Y — X).

Af og til er det dog nyttigt netop at behandle drenge og piger forskelligt. Det kender vi jo sa
godt ... . Hvis nogen taler om Anna Bertelsen, spgrger vi méaske forst “hvem er det, hvem er
hun gift med?” og reagerer pa svaret med et “ahh, det er bankdirektgrens, hvor interessant!”.
Anna Bertelsen er ikke lsengere Anna, nej, hun er bankdirektgrens kone. Vi har “omkodet
hende”, brugt bankdirektgren til at identifisere hende, fortelle, hvem hun er. Omend denne
praksis er lidet paskgnnelsesveerdig, er den til tider nyttig i matematikken. Er f : X — Y
en fuldsteendig inklination, siger vi, at den giver en kodning af pigerne, eller at pigerne er
kodet ved drengene. Hvis f.eks. Anna (bankdirektgrens kone, I ved!), Bergthora, Christina,
Anders, Bergfinnur og Christian frekventerer Cantor’s balsal og Anders inklinerer for Anna,
Bergfinnur for Bergthora og Christian for Christina, sa giver det en kodning af pigerne, som
vi sa ikke laengere taenker pa som de tre sgde piger Anna, Bergthora og Christina, hvorom
meget kan siges, men som henholdsvis Anders’ pige, Bergfinnurs pige og Christians pige:

P18Canders> plgebergﬁnnur Og P18Cchristian-

OVELSE 1.1. Indse, at |X| < |Y'| kommer ud pa, at der findes en inklination X — Y —sa alle
drengene kan altsa komme ud at danse — men ligegyldigt hvordan drengene byder pigerne
op til dans (altsa ligegyldigt, hvilken inklination de anvender), vil der vaere baenkevaermere
blandt pigerne (mindst én).

(OVELSE 1.2. Antag, at |X| < |Y| og at X er uendelig. Bevis, at for enhver inklination
X — Y, ma der veere uendeligt mange baenkevarmere blandt pigerne!

Vejledning: Udnyt [LM1], Seetning 2 (som sikrer, at der findes en numerabelt uendelig
delmaengde af X') og teenk som receptionisten pa Hilberts hotel!

OVELSE 1.3. Antag igen, at |X| < |Y| og at X er uendelig. Bevis fplgende skaerpelse af
resultatet 1 Ovelse 1.2: For enhver inklination X — Y, vil |[B| > |N|, hvor B er mengden af
baenkevarmere.

Vejledning: Igen, receptionisten pa Hilberts hotel kan klare denne opgave.

Bemerkning 1.4. Der galder et endnu staerkere resultat — og et, selv receptionisten pa Hil-
berts hotel har sveert ved at fatte, se Qvelse 4.1.
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UES6 2. Variationer over et tema af Cantor

2 Variationer over et tema af Cantor

Udgangspunktet er Cantors saetning. Den har vi jo set i Lars Mejlbo’s haefter. I al sin enkelhed
siger den, at |N| < |R|. I dansesproget siger den, at ligegyldigt, hvordan de “naturlige drenge”
byder de “reelle piger” op til dans, vil der altid vaere besenkevarmere blandt pigerne. Det
snedige og uhyre simple reesonnement, diagonalreesonnementet, vil vi give en udformning, sa
det direkte kan anvendes pa enhver maengde X. Herved vil vi vise folgende resultat (omtalt

i [LM1], Kapitel 7):
Saetning 2.1. For enhver mengde X findes en meengde Y med storre kardinalitet: | X| < |Y].
Denne satning er selvfglgelig banal for endelige maengder. For uendelige maengder kan vi ved

gentagen anvendelse af seetningen konstruere flere og flere uendelige meengder, for eksempel
kan vi vise:

Saetning 2.2. Der findes en folge af uendelige mengder X1, Xo, ... saledes, at
[ Xa| < [Xo| < | X3 <---,
altsa | X, | < | Xpy1| for alle n € N.

AVELSE 2.1. Indse det!

Vejledning: Det er ganske let! Start med X; = N, f. eks., og anvend Seetning 2.1 (som ganske
vist endnu ikke er vist).

Om Setning 2.2: Det er ligegodt uhyggeligt! Der ma altsa ikke bare veere mere end én slags
“uendelighed” (det vidste vi fra resultatet |N| < |R|), men uendelig mange slags uendelig-
heder! Og situationen er langt mere kompliceret end antydet i Ssetning 2.2. Det vender vi
tilbage til i afsnit 4 (se Qvelse 4.2).

Vi vender os mod beviset for Saetning 2.1. Laeseren er advaret, ssetningen har nogle konse-
kvenser, der let kan fa det til at svimle for os. Sa laeseren ma veere pa vagt. Kan det virkelig
veere rigtigt? Men beviset er uafviseligt simpelt — selv den mest pedantiske leeser mé bgje
sig. Se blot! Fgrst en definition, som egentlig bare er en introduktion af en bekvem notation,
standard i almindelig maengdelaere:

Definition 2.3. Lad X vare en meengde. Med 2% betegnes meengden af afbildninger af X
ind i meengden, der indeholder de to elementer 0 og 1:

2 ={f | f: X —{0,1}}.

Vi kan nu vise Seetning 2.1 i folgende konkrete udgave

Saetning 2.4. For alle mengder X gelder

|X| < [27].
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2. Variationer over et tema af Cantor UES7

Bevis. (Cantors diagonalmetode, strgmlinet udgave) Vi forer elementerne i X ind som drenge
og elementerne i 2% ind som piger i Jessens balsal. Det er let at se, at alle drengene kan komme
ud at danse. Vi skal bare lade drengen xy € X byde pigen fy € 2% op, hvor

1 for x = =z,

folz) = { 0 for x # xg.

Overvej! Dermed har vi vist, at | X| < [2%].

For at vise, at |X| < |2%], lader vi f : X — 2% betegne en vilkarlig inklination. I stedet for
den szedvanlige betegnelse f(x) for billedet af x under afbildningen f, bruger vi betegnelsen
fz. For ethvert x € X, er f, altsa en afbildning af X ind i {0,1}. Og som sadan har f, for
ethvert element 2’ € X en funktionsveerdi f,(z'), som altsa enten er 0 eller 1.

Se nu pa pigen (“diagonalpigen”) § € 2% defineret ved forskriften
0(x)=1— fo(x), z€X. (2.4.1)

At vi ved (2.4.1) virkelig har defineret en pige (et element i 2%), er klart. Overvej! Men det
er ogsa klart, at hun er baenkeveermer. For lad ¢ betegne en af drengene (et element i X).
Sa danser zo med pigen f,,, og det er i hvert fald ikke pigen 4, thi

6($0) =1- fmo(xo) 7& fmo(xo)'

Dette raesonnement kan, som sagt, anvendes for enhver dreng xg € X. Ergo ma pigen 6 veere
baenkevarmer (ved inklinationen f). Inklinationen f var vilkarlig. Sa ved enhver inklination
findes en baenkevarmer! O

(DVELSE 2.2. Det veesentlige i beviset er, at ingen afbildning (injektiv eller ej) = ~ f, af X
ind i Y = 2% er surjektiv. Dette i sig selv sikrer, at |X| < |Y|. Bevis dette!

Vejledning: Vi ma bede laeseren udnytte et resultat fra meengdeleeren uden bevis, nemlig at
for alle meengder A og B geelder et af udsagnene |A| < |B|, |A| = |B| eller |A| > |B| (se
[LM1], Seetning 5). Dette resultat, som lyder sa plausibelt, er dybtliggende og bygger pa et
spidsfindigt aksiom (udvalgsaksiomet) fra aksiomatisk maengdelaere.

(OVELSE 2.3. 8 For hver af maengderne X = {0}, {0,1} og {0,1,2} skal man bestemme 2%
og angive |2%| (husk: for endelige maengder skrives |Y| = n safremt Y er sekvipotent med en
meengde med n elementer).

Det er muligt, at den, der ngjere har taenkt over Ovelse 2.3 vil have faet gje pa at 2% har
“noget med” meengden af delmaengder af X at ggre. Har man forst faet gje pa det, er det
ikke sveert at formalisere:

Definition 2.5. Lad X veere en maengde, og A en delmaengde af X. Ved indikatorfunktionen
for A, der betegnes 14, forstas funktionen 14 : X — {0,1} givet ved

La(z) = 1 forx e A,
A= 0 for x € X'\ A.

SEn bemserkning til den formalistisk indstillede laeser: @velsen ser pa Szetning 2.4 for endelige maengder
bestaende af henholdsvis 1, 2 og 3 elementer. Man kan ogsa se pa sasetningen for en maengde med 0 elementer,
altsa for den tomme maengde. En formalist, der ngje fglger definitionerne pa afbildninger m.v. givet i en
tidligere fodnote, vil se, at ssetningen ogsa geelder i dette tilfeelde, idet 20 — {0}, en maengde med ét element.
Andre vil foretrackke at sige, at den tomme maengde interesserer os ikke i Seetning 2.4.

79



UESS8 2. Variationer over et tema af Cantor

Setning 2.6. Lad X vere en mangde. Da er afbildningen
A1y

en bijektion af mengden af delmaengder af X pd maengden 2X.

DVELSE 2.4. Bevis dette!

Hvilken delmeengde svarer til konstantfunktionen 0 ved bijektionen i ssetningen? — Og til
konstantfunktionen 17

OVELSE 2.5. Udnyt satningerne 2.4 og 2.6 til at vise, at enhver maengde indeholder flere
delmeengder end elementer. Praecisér forst pastanden. Geelder pastanden ogsa for den tomme
meengde?

OVELSE 2.6. Konstruér en konkret folge af uendelige meengder, der opfylder betingelserne i
Seetning 2.2.

Vejledning: Se Ovelse 2.1. Konstruktionen bgr kunne udfgres “naivt” af alle (f. eks. ved
anvendelse af udtryk som “o0.s.v.”). De, der kender til induktion og, bedre, rekursion’ kan
formalisere konstruktionen, hvis de finder det spaendende.

(DVELSE 2.7. Bevis, at der findes en injektiv afbildning F : 2N — R, og slut heraf, at R
indeholder en delmaengde, som er sckvipotent med 2N, (Se videre i @velse 4.5).

Vejledning: F. eks. kunne vi til f € 2N lade svare
F(f)=>_f(n)-107"
n=1

(Teenk pa det som decimaltal).

OVELSE 2.8. Udnyt resultatet i @velse 2.7 og Saetning 2.4 til at vise Cantor’s saetning

IN| < [R].

Sammenlignes med det bevis for Cantor’s szetning, der er lagt op til i sidste gvelse med det i
[LM1] og [LM2] givne, vil man se, at det egentlig er samme bevisidé, der ligger bag, ja, det er
faktisk “samme” bevis. Vores betragtningsmade er altsa en variation over et tema af Cantor.

"Lad os kort minde om principperne for induktion og rekursion (over N). Lad p(n) veere et udsagn, pa-
rametriseret ved n € N (f.eks. kunne det veere udsagnet Va € R : .7 sin(kz) = sin(Zz) - sin(23L z)/sin(%)
eller udsagnet Vf : {1,... ,n} — {1,... ,n}: f injektiv = f surjektiv). Induktionsprincippet siger, at safremt
p(1) er sand og safremt implikationen “p(n) sand = p(n + 1) sand” geelder for alle n € N, sa er p(n) sand
for alle n € N. For rekursionsprincippet (eller princippet for konstruktion ved induktion) er der (i vores ud-
gave) givet en mengde Y, et element y1 € Y og en afbildning, der til hvert n € N og enhver afbildning
f:{1,...,n} = Y lader svare et element ®(n, f) € Y. Iplge rekursionsprincippet findes da en entydigt be-
stemt afbildning F' : N — Y séledes, at F'(1) = y1 og sa at det for hvert n € N geelder, at F(n+ 1) = ®(F|n),
hvor F'|n betegner F'’s restriktion til {1,2,... ,n}. For dette princip er det ikke vigtigt at vi pa forhand har
givet en maengde Y. Det er nok at have givet et y1 og en afbildning, der til hvert n, f med n € N og f en
afbildning af {1,2,... ,n} knytter en eller anden mengde ®(n, f).
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3. Bernstein’s ackvivalenssaetning UES9

3 Bernstein’s a&kvivalenssaetning

Matematikken er fuld af ssetninger eller, hgjtideligere, teoremer, der alle er irriterende — eller
fascinerende, alt efter smag — ved at kraeve et stringent, uimodsigeligt bevis. Nogle saetninger
er lette at formulere, andre komplicerede, nogle er “oplagte”, andre overraskende eller endog
direkte i modstrid med vores intuition. Og “oplagte” saetninger kan have lange, besveerlige
beviser, mens lange ssetninger med komplicerede formuleringer meget vel kan have ganske
korte beviser. Leeseren kan more sig med at finde eksempler frem pa disse feenomener — fra
Lars Mejlbo’s noter og dette supplement eller fra bekendtskabet med anden matematik.

Den sztning, vi ser pa, udmaerker sig ved at veaere sa intuitivt oplagt, at den ferste vanskelighed
er at indse, at der overhovedet er noget at bevise. Det drejer sig om fglgende resultat (se ogsa
Seetning 4 1 [LM1]):

Setning 3.1 (Bernstein’s sekvivalenssaetning). Hvis to mengder X og Y opfylder de

to betingelser
(X[ < Y] og [Y] < [X],

sa er meengderne ekvipotente, altsa
| X =Y}

b

Hvis vi havde skrevet “det er klart at ...” i stedet — og leeseren ikke var advaret — s havde de

fleste nok accepteret pastanden uden videre. Lad os fgrst prgve at finde ud af, hvor problemet
ligger.

Vi bruger vores dansesymbolik. Det hele foregar i Jessens balsal. Betingelsen |X| < |Y|
betyder, at alle drengene (x’erne) kan komme ud at danse, nar de byder pigerne (y’erne) op
til dans. Der findes altsa en drenge-inklination f : X — Y. Og tilsvarende siger betingelsen
Y| < |X], at alle pigerne kan komme ud at danse, nar de byder drengene op til dans, der
findes altsa en pige-inklination g : ¥ — X.

Problemet er, at der kan veere baenkevarmere blandt pigerne ved drenge-inklinationen, séle-
des, at denne ikke er fuldsteendig, og at der ogsa kan veere baenkevarmere blandt drengene
ved pige-inklinationen, saledes, at heller ikke denne er fuldstendig.

Problemet opstar altsa, nar savel f som g giver baenkevarmere. Kan det taenkes? Ja det kan
det da. Med den baggrund laseseren forudseettes at have fra diskussionen af Hilberts Hotel, er
dette klart — og vi skal ogsa snart se eksempler herpa. Men problemet opstar ikke for endelige
maengder:

(OVELSE 3.1. Bevis det! Mere precist skal man bevise, at safremt X og Y er endelige maeng-
der (det er nok at antage, at en af maengderne er endelig) og der findes f : X — Y injektiv
og g : Y — X injektiv, sa er savel f som g surjektive (ingen baenkevarmere!) og X og Y
indeholder altsa samme antal elementer: | X| = |Y|.

Bemerkning. Vi anfgrer faktisk senere et bevis herfor. Men laeseren bgr selv kunne finde et

bevis — og sa kan det vaere interessant at sammenligne med det, vi foreslar senere (Dvelse

3.7).
Hvordan kan vi leve os mere ind i problemstillingen? Tit, nar man skal vise en generel satning,

er det en god idé at undersgge nogle simple specialtilfzelde, nogle eksempler. Ligeledes her.
Vi vil se pa ét enkelt eksempel og ma veelge ét med uendelige maengder X og Y — ellers er
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UES10 3. Bernstein’s aekvivalenssaetning

der intet problem. Da satningen er sand, er vi ngdt til at veelge et eksempel med X og Y
ekvipotente maengder. Sa kan vi lige sa godt veelge et eksempel med X og Y eksemplarer af
samme uendelige maengde. Og hvorfor ikke vaelge den simpleste uendelige maengde, vi kender,
nemlig N?

Det bgr ikke forvirre, at vi veelger et eksempel med eksemplarer af samme maengde og skriver
X =Y, hvor vi teenker pa X og Y som disjunkte (X indeholder jo kun drenge, Y kun piger).
Formalisten star sig maske ved at sikre sig, at X og Y er forskellige. Nar vi f.eks. skriver “lad
X =Y = N”, kan formalisten lade X = {(n,0) | n € N} og Y = {(n,1) | n € N}, d.v.s. et
ekstra maerke “0” indfgres for at vise, det er en dreng, og et “1” viser, det er en pige. Vi vil
dog ikke veere sa formelle i det fglgende.

Hvordan kan vi leere noget af et sa simpelt eksempel, hvor X =Y = N7 Her er det jo oplagt,
at | X| = |Y| — vi behgver blot betragte den identiske afbildning X — Y for at se dette.
Men pointen er, at vi skal vise |X| = |Y| udelukkende pa basis af det, der er givet, nemlig
inklinationerne f: X — Y og g : Y — X. Vores eksempel er ikke helt fastlagt, idet vi endnu
intet har sagt om f og g. Det vil vi ggre nu. Lad os tenke os, at den “naturlige” dreng
n € X tilhgrer det “n’te sociale lag”. Jo hgjere socialt lag, jo bedre. Den naturlige dreng 1
tilhgrer altsa det laveste sociale lag. Tilsvarende forestilling gor vi ogsa gaeldende for pigerne.
Det virker sa rimeligt, at nar den naturlige dreng n byder en pige op til dans, veelger han
én, der tilhgrer et hgjere socialt lag, men kun lige ét lag hgjere. Med andre ord, vi ser pa
inklinationen f: X — Y givet ved

f(n)=n+1, neX(=N).

Ved inklinationen f vil pigen 1 € Y veaere baenkevarmer. Ganske tilsvarende, teenker vi os, at
pigerne, nar de skal byde op til dans, geor dette efter inklinationen ¢ : Y — X givet ved

gn)=n+1, neY (=N).

Nar pigerne byder op til dans, er drengen 1 € X baenkevarmer.

/11,

drenge-inklinationen f pige-inklinationen ¢

Figur 1:

Vi har nu et helt konkret eksempel at teenke pa. Alle indgaende stgrrelser X, Y, f og g er
fastlagt. Ud fra dem (og ikke ud fra anden “inside” viden om at X og Y klart er sekvipotente)
skal vi vise, at alle kan komme ud at danse. Det er neerliggende at sgge en lgsning, sa hver
enkelt enten kommer til at danse med sin udkarne eller med sin tilbeder (hvis vedkommende
da har en tilbeder, altsa ikke er baenkevarmer). Med andre ord, hvis vi ser pa en dreng n € X,
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vil vi sgrge for at n enten komme til at danse med pigen n+ 1 (n’s udkarne) eller, hvis n > 1,
med pigen n — 1 (n’s tilbeder). Og tilsvarende for pigerne.

Nu er det faktisk ogsa klart, hvordan vi ma parre drengene og pigerne sammen for at alle
kan komme ud at danse. Dreng 1, der er bsenkevarmer, nar pigerne byder op til dans, méa
ngdvendigvis parres med pige 2. Tilsvarende ma pige 1 ngdvendigvis parres med dreng 2. Sa
er vi sa langt (Figur 2): Sa ser vi, at dreng 3 ngdvendigvis ma parres med pige 4 — thi pige 2

Figur 2:

(tilbederen) er optaget. Tilsvarende ma pige 3 danse med dreng 4 — thi dreng 2 (tilbederen)
er optaget.

Sadan kan vi fortsaette og ser, at vi fores til den fuldsteendige sammenparring vist i Figur 3
(hvor alle ulige gaester i Jessens balsal — drenge som piger — danser med deres udkarne).

<
<
<

Figur 3:

(OVELSE 3.2. Antag nu, at f : N — N og g: N — N er givet ved
1° f(n)=n+2,g(n)=n+2,
2° f(n)=n+1,9n)=n+2,

og vis, i hvert tilfeelde, at princippet om at alle skal danse enten med deres udkarne eller
deres tilbeder fgrer til en fuldsteendig sammenparring af “drengene” med “pigerne”.
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UES12 3. Bernstein’s aekvivalenssaetning

(OVELSE 3.3. Antag nu, at X =Y = (0,00) og at inklinationerne f: X - Y ogg:Y — X
er givet ved

flx) = z+1, x>0,
gly) = y+2, y=>0.

Find ogsa i dette tilfeelde en sammenparring af “drengene” og “pigerne”, sa alle kommer ud
at danse og saledes, at hvis = og y danser sammen, sa vil enten f(x) =y eller g(y) = x.

OVELSE 3.4. Lad X =1[0,1] og Y = [0,1) (intervallet Y har altsa ikke hgjre endepunkt med).

Se pa inklinationerne f : X — Y og g: Y — X givet ved f(z) = § og g(y) = y. Brug disse
inklinationer til at konstruere en fuldsteendig sammenparring af “drengene” og “pigerne”.

Bemerkning. Man kan overveje, om en fuldsteendig inklination kan veere kontinuert. Det er
i gvrigt leererigt at sammenligne med gvelserne 4-15 i [LM1].

OVELSE 3.5. De eksempler, der er angivet ovenfor (i gvelserne og i hovedteksten) fgrer alle
til en entydigt bestemt sammenparring af drenge og piger ud fra de givne inklinationer f :
X —-Yogg:Y — X, nar vores princip om, at alle skal danse med en tilbeder eller den
udkarne skal opretholdes. Konstruer simple eksempler, hvor den sggte sammenparring ikke
er entydigt bestemt. (Se videre i Qvelserne 4.12-4.15).

Vi er nu sa langt, at vi kan se, hvordan vi kan raesonnere for at konstruere den gnskede sam-
menparring i Bernsteins sekvivalenssaetning. Vi mangler bare at formalisere betragtningerne
og lgsrive os fra de konkrete eksempler. Det er maske bekvemt at indfgre en sprogbrug:

Lad X og Y veere meengder og f: Y — Y og g : Y — X inklinationer. Vi siger da, at
(Y1, 21,92, -+, Tn—1,Yn)

er en inklinationsstreng med udgangspunkt y; safremt

z1=9(), y2 = f(z1), 22 =9(y2), -, Yn = [(Tn-1).
(y1 inklinerer for z, som inklinerer for y2, som inklinerer for z9 0.s.v.). De enkelte elementer
Y1,T1,- .. ,Yn €r deltagerne i inklinationsstrengen.

Vi skriver ogsa en inklinationsstreng pa formen
piEribye by,

hvilket harmonerer med den tidligere indfgrte notation a - b for “a inklinerer for 5”. Med
denne sprogbrug er det ret let at formulere det gnskede bevis.

Bevis for Setning 3.1. Lad f: X — Y og g : Y — X veere inklinationer. Vi vil konstruere
en sammenparring vejledt af to principper, dels vores standardprincip, at alle danser enten
med deres udkarne eller med deres tilbeder, dels et princip om at vi kun vil lade en pige
danse med sin udkarne, hvis det er strengt ngdvendigt for at undga beenkevarmere.

Lad B vaere maengden af alle piger, der er med i en inklinationsstreng, som har en baenkevaer-
mer blandt pigerne som udgangpunkt:

B={yeY | derfindesys Faz1Fys b - Fap_1Fy, med y; ¢ f(X) og yn = y}.
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Figur 4:

(Her kan n vaere et vilkarligt naturligt tal — tilfseldet n = 1 svarer til at y selv er beenkevarmer).

Dansemesteren Cantor parrer nu alle piger i B med deres udkéarne, og beder alle de par, der
herved dannes om at ga ud at danse.

Dernaest beder Cantor alle de resterende drenge byde deres udkarne op til dans. Og se, nu
danser alle! Lad os vise det.

Fgrst bemeerkes, at hvis x er en af de resterende drenge, sé er hans udkarne, altsa pigen
y = f(x), ikke blandt dem, der allerede danser, d.v.s. der galder y ¢ B. Dette indses let
indirekte (ellers ville y veere med i en inklinationsstreng af typen yo = --- 3’ = 2 gy, hvor
yo er en af beenkevarmerne, og sa ville z allerede veere ude at danse med pigen y’).

Det er klart, at alle drenge danser. Men ogsa alle piger danser. Hvis nemlig pigen y ikke kom
ud at danse i fgrste omgang, har hun selvfglgelig en tilbeder, lad os sige =, og = kan ikke veere
blevet budt op til dans i forste omgang (thi var han det, ville vi have en inklinationsstreng
af typen yo - --- 3/ 2y, hvor yg er en af beenkevarmerne, og sa ville y € B). Drengen
x hgrer altsa til de resterende drenge efter fgrste sammenparring og har derfor, i henhold til
Cantors instruks, budt sin udkarne, pigen y, op til dans.

Hermed er beviset fort. O

(OVELSE 3.6. Drengene og pigerne har hver aften, lige fra tidernes begyndelse, danset i Jessens
Balsal. De skiftes, som rimeligt er, til at byde op til dans. Alle har deres faste foretrukne
partner.

Generte er de, de unge mennesker — undtagen nar der danses. Da gar snakken til gengseld
livligt. Men hver aften er der beenkevarmere — enten nogle drenge eller noge piger. Det aergrer
den gamle dansemester Cantor. Men han har en plan.

Pa den yderste dags morgen — det er dagen w, den forste dag med uendeligt mange for-
udgaende dage — meddeler han, at w-jubileet skal fejres om aftenen, og det pa en festlig
made, ved at alle danser. Meddelelsen hilses med skepsis og forsigtige mishagsytringer, som
dog hurtigt leegger sig, da dansemesteren forsikrer, at ingen vil komme til at danse med en
ukendt partner.
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Aftenen oprinder. Dansemesteren, der altid har haft seerlig ondt af de piger, der har veeret
baenkevarmere, beder nu dem, og alle piger, der har hgrt om disse stakler, om at byde deres
udkarne op. Det gor de, og stiller op, parate til dans. Dernsest beder dansemesteren alle
drenge, der endnu ikke er kommet pa dansegulvet, om at inklinere for deres udkarne. Musikken
spiller op, dansen kan begynde. Og se, alle danser! — Og den gamle dansemester glaedede sig
derved.

Diskutér! Sammenlign med beviset for Bernstein’s sckvivalenssaetning. Hvorfor matte Cantor
vente til w-jubileeet med at seette sin plan i veerk?

OVELSE 3.7. Igen har vi to inklinationer f : X — Y og g : Y — X i tankerne. Bemaerk
forst, at enhver dreng, og ogsa enhver pige, fastleegger en uendelig inklinationsstreng. Pigen
y fastleegger saledes en inklinationsstreng

oyt by, oy b
Bevis, at hvis y; er beenkevarmer, sa er alle x’erne og alle y’erne forskellige i den uendelige
inklinationsstreng med udgangspunkt i pigen y; (i # j = x; # x; 08 yi # Yj)-

Benyt dette til at give et let bevis for Bernstein’s ackvivalensseetning i det tilfeelde, hvor en
af meengderne X eller Y vides at veere endelig.

Benyt ogsa betragtningen til at vise, at enhver injektiv afbildning af en endelig meengde ind
i sig selv er surjektiv.

OVELSE 3.8. (Til formalisten). Lad f : X — Y og g : Y — X vaere injektive afbildninger.
Saet h = f o g og definer meengderne By, By, ... ved

By =Y\ f(X), Bp=h(Bp-1) forn>1
Vis, at ¢ : Y — X givet ved

() = gly)  fory € UplyBn,
= fi(y) ellers,

er en veldefineret afbildning, og at ¢ er en bijektion af Y pa X. Sammenlign med hovedtek-
stens bevis for Bernstein’s seetning.

4 Lidt udfordring

Vi anfgrer her en reekke gvelser, der enten kresever mere snilde af laeseren end de fleste tidli-
gere gvelser (eller gvelserne i [LM1]), eller kreever mere baggrundsviden, specielt vedrgrende
regning med uendelige kardinaltal. Den fulde forstaelse kraever i nogle tilfselde, at man er
nogenlunde fortrolig med maengdelaerens aksiomer, specielt udvalgsaksiomet.

Ganske kort skal naevnes nogle resultater, der ikke kan siges at veere elementeere, (resultaterne
er ogsa nzevnt i [LM1]).

Lad X og Y veere maengder. Sa vil enten | X| < Y|, |X| = |Y] eller |Y| < |X]| geelde. Antag
nu, at | X| <|Y| og at Y er uendelig. Sa er alle meengderne

Y, XUY og XxY
aekvipotente. (Vedrgrende produktmengden, skal det dog antages, at X er ikke-tom). Dette
er velkendt, hvis X og Y er eksemplarer valgt blandt standardmeengderne N og R (overvej!).
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DVELSE 4.1. Antag at maengden X er uendelig og at |X| < |Y|. Bevis, at for enhver inklina-
tion X — Y, vil |B| = |Y|, hvor B er maengden af baenkevarmere. (Sammenlign med Ovelse
1.3).

(OVELSE 4.2. For en vilkarlig fglge af maengder, findes en meengde med stgrre kardinalitet
end enhver af maengderne i fglgen. Vis det!

Bemerkning. Det ligger snublende neer at konkludere heraf, at der er mere end teelleligt
mange forskellige slags uendeligheder (thi for enhver afbildning, der til n € N lader svare en
uendelig maengde X,,, findes en maeengde — en “bankevarmer” — med stgrre maegtighed end
alle de andre). Forklar evt., hvorfor dette raesonnement ikke er korrekt!

Konklusionen er rigtig. Der geelder endog, at for enhver maengde findes der “flere” forskellige

slags uendeligheder end der er elementer i meengden!

OVELSE 4.3. Med A betegner vi mangden af algebraiske tal, dvs. mangden af reelle tal,
der er rod i et polynomium med heltallige koefficienter. Med N* betegnes maengden af alle
endelige tupler af naturlige tal (f.eks. (1,3,17), (32), (1,2,3,4,5) der er hhv. en 3-tupel, en
1-tupel og en 5-tupel).

Bevis, at meengderne

N, Z, Q A og N*
alle er numerable, og dermed har samme maegtighed som N.
(AVELSE 4.4. Generelt betegner X mengden af afbildninger Y — X. Vis, at meengderne
2N7 NN, (2N)N og (NN)N
er azkvipotente.

Vejledning: Bemaerk, at (XY)? er akvipotent med X *7Z,

(OVELSE 4.5. Vis, at maengderne
R\Q, R, R? R%... og RN

alle er akvipotente med 2N,
Vejledning: Konstruer en injektion R — NN (eller maske én R\ Q — Z x NY; f.eks. kunne
—142,0987... ~ (—143,9,0,1,2,...)). Udnyt resultaterne fra gvelserne 2.7 og 4.4.

(OVELSE 4.6. Bevis, at RR og 2F er sekvipotente og slut, at der er “lige s mange” funktioner
f:R — R som der er delmaengder af R. Der er altsa utroligt mange funktioner f : R — R,
specielt er der “flere” end der er reelle tal.

Bemerkning. Nar vi ser bort fra de meengder, der er taenkt pa i Seetning 2.2 eller i Ovelse 4.2,
har vi derfor med en konkret (velkendt?) meengde at ggre, der er stgrre end andre konkrete
maengder, vi har set pa.

(OVELSE 4.7. Generaliser resultatet i Qvelse 4.6 og vis, at for enhver uendelig maengde X er
XX og 2% akvipotente.

Vejledning: Sammenlign XX med (2%)X.
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UES16 4. Lidt udfordring

(OVELSE 4.8. Lad os kalde et interval I C R rationalt, hvis begge endepunkterne er rationale,
og et rektangel I x J C R? rationalt, hvis I og J er rationale. Vis, at maengden af rationale
rektangler i R? er teellelig.

Vis, at der findes en fglge af rationale kvadrater K1, Ko, ..., hvis foreningsmaengde er den
abne enhedscirkel.

Lad os kalde en delmezengde G C R? dben, hvis der for ethvert punkt (z,y) € G findes et
e > 0, saledes at cirklen med centrum (z,y) og radius ¢ er indeholdt i G. Vis, at enhver aben
delmeengde er en foreningsmeengde af rationale kvadrater og slut heraf, at maengden af abne
delmzengder af R? er sekvipotent med R selv. (Der er altsd “ganske fa” sddanne delmsengder).

(OVELSE 4.9. Bevis, at
IC(R)| = [R] = [2"],

hvor C'(R) netop betegner maengden af kontinuerte reelle funktioner f : R — R. (Der er altsa
ganske “fa” kontinuerte funktioner — sammenlign med Ovelse 4.6).

Vejledning: Identificér en kontinuert funktion f : R — R med dens graf. Se pa komplementet
af grafen og udnyt resultatet af Ovelse 4.8. En anden (og maske noget enklere) idé: Udnyt,
at to kontinuerte funktioner der stemmer overens pa de rationale tal, er identiske.

OVELSE 4.10. Lad M betegne maengden af monotont voksende funktioner R — R. Vis, at
der er ganske “fa” af disse funktioner, forstaet pa tilsvarende made som i @velse 4.9.

Vejledning: En monoton funktion er karakteriseret ved sine springsteder og funktionens veer-
dier i de rationale tal og i springstederne. (Igvrigt, udfordring: Konstruer en monoton funktion
der har Q som mangden af springsteder!).

(OVELSE 4.11. Hvor “mange” polygoner er der i R?, nar vi regner kanterne med til en poly-
gon? (I gvrigt, prov at definere en polygon praecist — ikke bare de konvekse).

OVELSE 4.12. Punktet x € X er fixzpunkt for afbildningen f: X — X, safremt f(x) = z. Er
der ingen fixpunkter, er f fizpunktfri. Det er intuitivt “oplagt”, at til enhver maengde X med
mere end ét element findes en fixpunktfri bijektion f : X — X. Dette er ogsa rigtigt, men
ikke elementaert (udvalgsaksiomet kan udnyttes).

Udnyt resultatet om fixpunktfrie bijektioner til at vise, at for enhver uendelig maengde X, er
meengden af bijektioner X — X sekvipotent med 2X.

Bemarkning. For X = R kan ovenstaende let vises (uden at paberabe sig ukendte resultater
vedrgrende fixpunktfrie afbildninger), safremt kontinuumshypotesen antages at gaelde. Der er
altsa “utroligt mange” bijektioner R — R (men “nsesten ingen” kontinuerte eller monotone
funktioner).

OVELSE 4.13. Lad f: X — Y og g: Y — X vere inklinationer. Vi siger, at en sammenpar-
ring (altsa en bijektion mellem X og Y') er en Schrdder-Bernstein dans safremt det for alle
par (z,y) i sammenparringen geelder enten, at « F y (altsa y = f(x)) eller, at y - x (altsa
x = g(y)). Med SB(f ® g) betegner vi alle sadanne sammenparringer.
Ved en inklinationscykel af lengde 2n (eller bare en cykel) forstas en inklinationsstreng af
typen

iy Fxo bk cFa, Fy, o,

hvor z1,... ,z, er n forskellige “drenge” og y1,... ,yn er n forskellige “piger”.
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4. Lidt udfordring UES17

Ved en dobbelt undelig inklinationsstreng (uden gentagelser) forstas en inklinationsstreng af

typen
---l—x,ll—y,ll—xol—xll—yll—---

som ikke indeholder cykler.

Bevis, at en Schroder-Bernstein dans er entydigt bestemt hvis og kun hvis der hverken findes
cykler, udover sammenparringer (2-cykler) eller dobbelt uendelige inklinationsstrenge.

(OVELSE 4.14. Lad igen f : X — Y og g : Y — X vaere inklinationer. Betragt situationen
som en todelt graf, hvor x € X og y € Y er forbundet med en kant, hvis og kun hvis x I y
eller y F . Denne graf betegnes f ® g.

Bevis, at f ® g falder i disjunkte bestanddele bestaende af maengder af:
2 — cykler (sammenparringer)

4 — cyker
6 — cykler

dobbelt-uendelige inklinationsstrenge
inklinationsstrenge med et x € X \ ¢g(y) som udgangspunkt
inklinationsstrenge med et y € Y\ f(X) som udgangspunkt.

Bemerkning. Man kunne ogsa bruge observationen til at definere typen af f ® g (via en folge
af kardinaltal).

OVELSE 4.15. Find et eksempel pa inklinationer f og ¢ med X =Y = N, sa SB(f ® g) og
2N er aekvipotente.

(OVELSE 4.16. Lad igen f: X — Y og g : Y — X veere inklinationer. Bevis, at der findes
AC X, BCY ogen bijektion ¢ : A — B saledes, at

(i) For alle ¢ € SB(f ® g) er ¢’s restriktion til A identisk med ¢.

(ii) f’s restriktion til X \ A er en bijektion X \ A — Y \ B og g¢’s restriktion til Y \ B er en
bijektion Y\ B — X \ A.

(i) Hvis det om = € X og y € Y geelder, at ¢)(x) = y for alle ) € SB(f ® g), sa vil z € A og
Yy € B.

Bemerkning. A, B og ¢ er naturligvis entydigt bestemt; A = B = () kan forekomme.

(OVELSE 4.17. (Hall’s saetning eller giftessetningen). Hvordan kan drengene bestemme sig
for, hvem de vil byde op til dans? Givet er, som sadvanlig, X, drengemsengden, og Y,
pigemengden. Der er endvidere givet en relation R C X x Y, hvor y € R(x) (altsa xRy
eller (z,y) € R) tolkes “z kan godt lide y”. Vi siger, at R tillader en (drenge-) inklination
safremt der findes en inklination f : X — Y (altsa en injektiv afbildning) med f C R.

(i) Bevis, at safremt R tillader en inklination, ma Hall’s betingelse (udvidet form):
VX € X ¢ [R(Xo)| = [ Xol

geelde.
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UES18 4. Lidt udfordring

(ii) Bevis, at safremt R(x) er endelig for alle z € X, safremt Hall’s betingelse:
VXO - X, X() endelig : |R(X0)| > |X0|

er opfyldt og safremt R er minimal (dvs. S C R, S opfylder Hall’s betingelse = S = R), sa
er R selv en injektion.

Vejledning: Antag R(xo) indeholder mindst to punkter y; og y2. Udnyt minimaliteten til at
finde to maengder X; og X2 som ikke indeholder z( saledes, at X7 U{z¢} og XoU{xo} bryder
Hall’s betingelse, hvis henholdsvis (x,y1) eller (xg,y2) fjernes fra R. Sa vil R(X;) indeholde
alle punkter i R(zg) pa neer y;, og X; er en kritisk maengde, dvs. en endelig maengde, sa
|R(X1)| = | X1|. Tilsvarende raesonnement kan anvendes pa X5. Vis nu, at foreningsmeengden
af to kritiske maengder er kritisk og udnyt dette til at indse, at X7 U Xo U {zo} bryder Hall’s
betingelse (for relationen R)!

(iii) Bevis Hall’s setning i det endelige tilfaelde, dvs.: safremt R opfylder Hall’s betingelse,
safremt R(z) er endelig for alle x € X og safremt X er endelig, sa tillader R en inklination.

Bemearkninger: Lasere, der behersker Zorn’s lemma vil umiddelbart kunne bevise Hall’s
seetning generelt (dvs. udsagnet i (iii), men uden en forudseetning om at X er endelig).

Safremt man dropper betingelsen om endelighed af R(x)’erne, er det mere naturligt at se
pa Hall’s betingelse i udvidet form og spgrge, om denne i sig selv sikrer, at R tillader en
inklination. Dette er dog ikke tilfzeldet — man kan angive eksempler, der viser, at der skal
mere til (overvej!).

Pastand: Det bevis for Hall’s ssetning, der er lagt op til, er det kortest teenkelige — og mest
elegante! Beviset er imidlertid ikke konstruktivt.

OVELSE 4.18. (Haremssetningen). Lad, som i Ovelse 4.17, R vaere en relation mellem X og
Y. Antag, at R(z) er endelig for alle x € X og antag desuden, at for et n € N gaelder

VXo C X, X endelig : |R(Xp)| > n|Xo.

Bevis, at der findes en relation R C R med |R'(z)] = n for alle x € X og saledes, at
mengderne (R'(x))zex er parvis disjunkte.

OVELSE 4.19. (Ungkarlesetningen). Antag nu, at R C X X Y opfylder betingelsen R(z)
endelig for alle z € X samt betingelsen

\V/X() c X, X() endelig : ‘R(X0)| > |X0| — (5,

hvor § er et fast naturligt tal (eller 0).

Vis, at der findes en partiel injektion f C R, som er defineret overalt pa X pa naer hgjst ¢
punkter (“ungkarlene”). Praecisér evt. forst pastanden (hvad mon der forstas ved en partiel
injektion?).

(AVELSE 4.20. Lad A veere en n x n dobbelt stokastisk matrix (de n? elementer i A er alle
ikke-negative, og alle reekkesummer savel som alle sgjlesummer er 1). Bevis, at der findes en
permutation 7 af {1,2,... ,n} saledes, at a; ;;) > 0 for alle i = 1,2,... ,n.

Vejledning: Anvend Hall’s ssetning med R en passende relation, der til enhver reekke i A
knytter visse sgjler i A.
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Bemerkning. Resultatet kan af den energiske laeser udnyttes til at vise, at permutationsma-
tricerne netop er de ekstremale dobbelt stokastiske matricer.

(OVELSE 4.21. Ethvert bevis for Cantors ssetning ma udnytte “kontinuiteten” af de reelle tal.
I Cantors oprindelige bevis fra 1873 udnyttes, at en vilkarlig fglge I; O Is O --- af lukkede
intervaller, hvis lsengder konvergerer mod 0, indeholder et feaelles punkt. Hvordan mon Cantor
raesonnerede?

Vejledning: Serg for at det faelles punkt bliver baeenkevarmer.

OVELSE 4.22. (En setning af Sierpinski). Vis, at der findes en familie (A;);c; af delmeaengder
af N som opfylder betingelserne

1) Vi: A; er uendelig,

2) Vi#j:A;NAj er endelig,

3) I er ackvipotent med 2N.

Kan anden betingelse strammes til et krav om at A;’erne skal veere parvis disjunkte?

Vejledning: Udnyt, at der for ethvert reelt tal findes en fglge af forskellige rationale tal som
konvergerer mod tallet.
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Uendelige maengder, Kardinaltal

I al hast skriver jeg lidt herom. Blot en skitse, der gar videre end UES, idet ordinaltallene
udnyttes. Husk fra UES:

(i) |X]=]Y] <% 3f: X — Y bijektion,
(i) |X|<|Y] <% 3f: X — Y injektion,
(i) |X] < |Y] <5 |X] < [YIA(X] =Y.
Det var definitioner. Desuden ssetninger:
Schroder-Bernstein: | X| < |Y|A Y] < |X| = |X]| = Y],
Cantor: |X| < |P(X).
Desuden vides
(1) [PX)]=12%] (let) og
(2) IR| =|P(N)| (Se UES Qvelse 4.5 eller se pa den injektive afbildning P(N) — R fra
UES Qvelse 2.7 og afbildningen t ~ {¢ € Q | ¢ >t} af Rind i P(Q) ... ).
(3) |X|<|Y|< 3f : Y — X surjektion (Indses v.hj. af udvalgsaksiomet—se s. 46 og
folgende sider)
Her nogle vigtige saetninger, der nok er rimeligt intuitive, men ikke lette at vise:
(4) VXYY : | X|<|Y|V|Y]|<|X|.
(5) X wendelig = X indeholder numerabelt uendelig delmaengde.
De kraever udvalgsaksiomet, der udnyttes via velordningsssetningen (s. 59). Desuden krzeves
egenskaber for ON, specielt at enhver velordnet maengde er ordensisomorf med venstreafsnit-
tet [0, a[= V(«) for et entydigt bestemt a € ON. Kendes alt dette (jeg forestiller mig ikke,

at man har veeret omhyggeligt gennem det—se s. 132 og frem—men at man ved dette og kan
udnytte det), kan man tilleegge det, der for blot var symbol (| X|) en praecis betydning;:

“Redefinition”. |X| er det forste o € ON sa « er kvipotent med X. (Se ogsa afsnit 7 s.
62).

Passer med gamle definition:

(i) |X] = Y| (gammel definition) < ordinaltallet |X| = ordinaltallet |Y,

(i) |X| <|Y]| (gammel definition) < ordinaltallet |X| < ordinaltallet |Y,

(iii) |X| < |Y]| (gammel definition) < ordinaltallet | X| < ordinaltallet |Y|.
Et ordinaltal, der er pa formen |X| hedder et kardinaltal. Klart, at et ordinaltal « er et
kardinaltal hvis og kun hvis det er “det forste i sin @kvipotensklasse”, dvs. for intet 8 < «
er [0, 8] «ekvipotent med [0, o] (som szdvanlig betegner [0, venstreafsnittet V' (), der for

ordinaltal er det samme som —en smart, men for begynderen lidt forvirrende egenskab).
Notation: k¥ € CN for “k kardinaltal”.

93



KT2 Uendelige maengder og kardinaltal

Alle ordinaltal for w er kardinaltal. Det er de endelige kardinaltal. Mere interessant er de
uendelige kardinaltal (dvs. de kardinaltal, der ikke er endelige). Det forste sadanne er w. Nar
vi teenker pa w som kardinaltal benaevnes det R (“aleph-nul”).

Er k € CN, betegnes med x* efterfolgeren af k, dvs. det fgrste kardinaltal, der er stgrre
end k. Dette er veldefineret, da 1) der findes kardinaltal stgrre end x (Cantor!) og 2) ON er
velordnet.

Anden vigtig made at fa nye kardinaltal pa er supremumsdannelse. Her bemeerkes, at er K
en vilkarlig maengde af kardinaltal, sa findes sup ¢ & (kraever en lille overvejelse at indse, at
dette er veldefineret; det vaesentlige er, at der findes et kg € CN sa kg er gvre greense. Her kan
ko = U,ex [0, K[ bruges. Faktisk er ko ogsa det mindste overtal, sa sup,cx & = |, [0, 5[ (=
UK))

Med fastsaettelse af Ny samt efterfolger og supremum til radighed kan vi vise:

Saetning 1. Der findes en entydigt bestemt made at indicere alle uendelige kardinaltal pa,
sa hvert uendeligt kardinaltal far et ordinaltal som indeks og sa folgende geelder:

(’L) NQ = w,
(1)) Nogp1 =NE  for ethvert ordinaltal «,

(i) Wy =supg.)\Ng  for ethvert grenseordinaltal \.

Beviset fgres let ved transfinit rekursion over ON (som i afsnit 8 s. 63 har vi her brugt
rekursion over hele ON).

Samtlige uendelige kardinaltal star altsa opregnet i den transfinite fole (N, )acon (og hvert
enkelt uendeligt kardinaltal star kun opregnet én gang her).

Vi skal nu indfgre de vigtige operationer sum, produkt og potens af kardinaltal. Det un-
derstreges, at de indfgrte operationer er ganske forskellige fra de tilsvarende operationer for
ordinaltal. Generelt kan vi igvrigt sige, at regneoperationerne for kardinaltal er vigtigere end
for ordinaltal.

Definition 2. Lad x og A veere kardinaltal. Veelg meengder X og Y, sa k = | X|,\ = |Y| og
(af hensyn til definition af sum) X N'Y = (). Vi definerer da

k+A = | XUY]|,
K-\ = |[X xY]|,
o= XY

For at indse, at disse definitioner er tilladelige, skal man vise, at de er uafhsengige af valget
af “repraesenterende maengder” (X og Y'). Dette gores let.

Vi kan nu skrive |P(N)| = |2V] = 2o,

Hvor “stor” er 2%? Cantor opstillede den hypotese, kontinuumshypotesen (CH), at 280 = ;.
Som det vist er de fleste bekendt er CH uathaengig af ZFC (resultater af Godel (1938) og af
Cohen (1963)) Den generaliserede kontinuumshypotese (GCH) siger, at 28 = R, for alle
ordinaltal a. Ogsa den er konsistent med ZFC.

Der galder en reekke ganske nemme resultater om regning med kardinaltal:
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Uendelige maengder og kardinaltal KT3

Seetning 3. (i) K+ A=\+Kk,
(i) K+ AN+p)=(K+A)+pu,
(iii) K1 <AMAK < X=>K+K <A+ A KL -Ky< A A A KJTQ S)\i\Q,
(iv) K-A= XK,
(0) k- +p) =k At nep,
(vi) X>0= K->k,
(vii) K+K=2"kK,
(viii) K-k = K2,
(iz) R MH =k KH,
(I) (/{)‘)M — ,{A'M’
(ri) (k- AP = kF AP
Beviserne fores let i hvert enkelt tilfselde. F.eks. kan vi se pa den sidste relation: (k- \)* =
kH - AP, For at vise dette udnyttes, at der er en naturlig bijektion af (X x Y)Z pa X% xY?
for vilkarlige maengder X, Y og Z. Overvej!

Udover disse relationer geelder nogle basale og ikke sa oplagte relationer. Udover Cantors
seetning: k£ < 2, som vi har bevist tidligere (se UES Saetning 2.4), peges pa folgende:

Saetning 4. Lad x og A vere kardinaltal med k < X og A uendelig. Sa gelder:
(1) K+A=A,

(2) K>1=K-A= ),

(3) k>2=r*=2"

Beuvis. Vi viser folgende: (i) For alle uendelige kardinaltal x, er k- k = k.

Bevis for (i) (maske lidt kort): Dette vises ved induktion. Antag for
uendeligt kardinaltal at for hvert kardinaltal « med o < k geelder, at
enten er « endelig, eller ogsa er - o = . Vi vil sa vise, at k- Kk = K.
Dette ggres ved at vise, at der findes en velordning pa x X k, sa
|[V(&)| < k for ethvert venstreafsnit V' (§). Den gnskede velordning
bestemmes ved “fgrst at ordne efter diagonalen, dernzest at ordne R
leksikografisk”, m.a.o. (a,b) < (a’,b’) hvis og kun hvis (max(a,b) <

max(a’, b)) eller (max(a,b) = max(a’,t') og (a,b) < (a/,) i den leksikografiske ordning).
Dette ses at vaere en velordning. Hvis £ = (a,b) € kK X K, er V(£) C a X o, hvor @ = max(a, b).
Hvis a er endelig, er V(&) endelig og |V (£)| < k. Hvis a er uendelig, er |V (¢)| < |a x a| =
a < k. Heraf folger resultatet. (Udfyld selv manglende detaljer!)

Med (i) til radighed er det let at etablere egenskaberne i saetningen (forbavsende let!): (1):
ASEFASAFA=20< A A=A 2 A< T A<k A< A A=A 3): 22 <P <M <
(2)\)>‘ — 9AXA _ 9

O
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Opgaver

Opgave 1. Bevis det hjalperesultat, der blev udnyttet under beviset for at « - Kk = k for
uendelige kardinaltal, dvs. bevis, at safremt (X, <) er en velordning sa Vx € X : |V (z)| < k&,
sa vil |X| < k. Geelder der et steerkere resultat med forudseetningen svackket til Vo € X :
[V (x)| < kK?

Opgave 2. Generalisér definitionerne pa sum og produkt af kardinaltal.

Vejledning: Se pa familie (k;);c; af kardinaltal. Veelg familie (X;);e; af meengder sa | X;| =
ki, i € 1. Seet Y ik = | D ier Xils [Lier i = | Tier Xil, se afsnit 1.5 s. 40.

Opgave 3. Vis, at der findes et ordinaltal «, sa N, = a. Det ser mystisk ud!

Vejledning: Konstruér kardinaltal og,01,... ved 09 = g, 0, =R, . Seet a = SUPy,>0 On-
Bemerkning. a = N, ser umiddelbart helt abnormt stort ud. Det behgver det ikke at vaere.

Faktisk er det konsistent med ZFC, at 2% > a! (Dermed er 280 = o udelukket!)

Opgave 4. Lad k vere et kardinaltal. A C [0, k[ er kofinal i k safremt A er “ubegraenset”,
dvs. safremt V3 < k3o : a« € AN« > (. Kofinaliteten cf(k) af k er den mindste kardinalitet
af en kofinal meengde. k er requlert, hvis cf (k) = k.

Vis, at det forste reguleere kardinaltal stgrre end 1 er Ng.
Vis ogsa, at W; er regulaert, men at R, ikke er reguleert.

Vis evt., at N,y er reguleert for ethvert ordinaltal «.
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Matematiske Teorier

Resumé

Det er formalet med dette afsnit af noterne at give et lille indblik i matematiske
teoridannelser. Iszer laegges der vaegt pa isomorfibegrebet. Forhabentlig kan behandlingen
her—hvor beskeden den end er—hjalpe den studerende som forberedelse til de mange
teorier, der senere i studiet bliver taget op.

1 Eksempler pa matematiske teorier

I enhver matematisk teori er der nogle centrale objekter at se pa. Og naesten altid defineres
disse centrale objekter med udgangspunkt i en meengde. Lad os kalde denne maengde X. For
at fa et objekt i teorien skal man pa en eller anden made specificere en seerlig struktur—
karakteristisk for den teori, man nu ser pa—i tilknytning til X. Her er mange muligheder:

1. Strukturen kan veere givet via en brolsegning pa X.
2. Strukturen kan veere givet via en relation i masengden X.

3. Strukturen kan vaere givet via visse afbildninger.

Kombinationer af disse muligheder kan ogsé forekomme. I tilfzeldet 3, hvor strukturen er
fastlagt via afbildninger peger vi pa nogle muligheder, der ofte forekommer ved specifikation
af algebraiske strukturer:

3a. Der kan veere givet, hvad vi vil kalde kompositionsregler, dvs. regler (i form af afbildnin-
ger), der fortaeller, hvordan elementer kombineres til nye elementer. Her kan man teenke
pa interne kompositionsregler, der udtrykkes ved en eller flere afbildninger af X ind i
X eller af X x X ind i X (eller - --). Og man kan teenke pa eksterne kompositionsregler,
f.eks. udtrykt ved en afbildning L x X — X, hvor L er en fast “ekstern” meengde.

Tankegangen indkredses bedst ved at anfgre en rackke eksempler.

Eksempel 1.1 (Maengdelzere). I maengdeleren er et objekt en maengde X, hvor vi som
yderligere struktur intet forlanger. Et objekt i maengdelseren er altsa en “nggen” meengde
X. I den rene maengdelasere interesserer vi os altsa for strukturlgse maeengder. Nar vi f.eks. i
meaengdelaeren ser pa maengden R, sa “ser” vi slet ikke al den dejlige struktur som vi normalt
forsyner R med (ordningsstruktur, algebraisk struktur, topologisk struktur, ...). De meeng-
deteoretiske briller er meget svage og kan slet ikke fa gje pa, hvad der matte veere af ekstra
struktur. Men hvad kan man da overhovedet se med disse briller? Det spgrgsmal vender vi
tilbage til! O

Eksempel 1.2 (Topologi). I topologien hedder de centrale objekter topologiske rum og
et sadant bestar dels af en maengde X, dels af yderligere struktur—den egentlige topologi-
ske struktur—specificeret ved en broleegning G pa X, der pr. definition forlanges at veere
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(0, X,Nf,Ua)-lukket. Er X = (X, G) et topologisk rum,! kaldes maengderne i G dbne. Ser vi
pa X med “topologiske briller”, ser vi mere end hvis vi blot ser pa X med mangdeteoretiske
briller. Vi ser ogsa de abne maengder. Igen, hvad preaecis vi ser, vender vi tilbage til.

Konkret eksempel: R med sedvanlig topologi (G C R er aben < Vo € GIe > 0 :Jz—e,x+¢[C
G). O

Eksempel 1.3 (Borelstruktur). I denne teori hedder objekterne Borelrum eller malelige
rum, og et sadant bestar af en meengde X (som sadvanlig!) med en (0, , Uc)-lukket broleeg-
ning B. Maengderne i B hedder de malelige maengder. Konkret eksempel: R med sedvanlig
Borelstuktur (dvs. B er den mindste Borelstruktur pa R, saledes at enhver aben mengde i
den sadvanlige topologi er malelig). O

Eksempel 1.4 (Teorien for przeordnede maengder). Her er et objekt i teorien en
maengde X og en refleksiv og transitiv relation, normalt betegnet <, pa X. Konkret ek-
sempel: R med ssedvanlig ordning. O

Eksempel 1.5 (Teorien for vektorrum (over R)). I denne teori hedder objekterne vek-
torrum (over R). Et sadant er en mangde X forsynet med en intern kompositionsregel
X x X — X, noteret (x1,x2) — 1 + x2, samt en ekstern kompositionsregel R x X — X,
noteret (A, x) — Az, saledes at folgende betingelser er opfyldt:

) x1+xe=x2+ 21, (21+22)+23="01+ (22 + 23),

1
2) dxpe XVx:xz+x9=2x (vises at veere entydigt bestemt, betegnes 0),

4) 0z =0 (her 01 to betydninger!), lz =z,
)

(

(

(3) Vadz':xz+2" =0 (vises at veere entydigt bestemt, betegnes —z),
(

(B) (Atpz=Av+px, (Ap)e=Apx), @1+ x2)=Ar1+ Az2.

Det kender I jo seerdeles godt! Kompositionsreglen X x X — X hedder addition (evt.
vektoraddition) og kompositionsreglen R x X — X hedder multiplikation (evt. skalar-
multiplikation).

Konkrete eksempler: For hvert n € N er R” et eksempel, hvor R™ udstyres med saedvnlig addi-
tion ((xl, ces Zn) W1y Yn) = (@14 Y1, 0+ yn)) og seedvanlig skalar-multiplikation
(A@1,. .. zn) = Az, ..., Azn)). O

Eksempel 1.6 (Grafteori). Objekterne her hedder grafer. En sadan er en meengde X og
en relation R i X. Elementerne i X er grafens punkter og elementerne i R er grafens kanter
(orienterede kanter). O

Listen over eksempler kunne veere fortsat! I stgder nok senere pa fglgende teorier: Ringe,
moduler, forskellige former for geometri, topologiske vektorrum, algebraer, Banachrum, ...
Der er altsa frit slag ved afgreensning af en teoridannelse. Noget andet er, at det bestemt
ikke er alle muligheder, der er lige interessante. Hensigten med en teoridannelse og erfaringen
vundet gennem en lang udvikling har laert os, hvilke teoridannelser det svarer sig at underkaste
en narmere undersggelse.

Vi tillader os at sige “lad X veere et topologisk rum”. S& er det underforstaet, at der pa X er givet en
topologi G, altsa en (0, X, Nf, Ua)-lukket brolegning pa X.
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2 Isomorfibegrebet

Lad os vende tilbage til den i en vis forstand enkleste teori, maengdelseren, og tage spgrgsmalet
op, om hvad det er vi ser, nar vi ser pa en maengde med maengdeteoretiske briller. Det er sveert
at svare pa, helt absolut, giver maske naeppe mening. Det er derimod uhyre frugtbart at se pa
spgrgmalet relativt, hvormed vi mener, at vi ser pa flere meengder. Det centrale spgrgsmal
er folgende: Hvad vil det sige, at vi ser “det samme”, nar vi ser pa to meengder X og Y
(med vore meengdeteoretiske briller)? Idet vi ikke ser arten af elementerne i X eller Y eller
eventuel ekstra struktur, indser vi det fornuftige i at betragte X og Y som maengdeteoretisk
ens, safremt der er en en-entydig korrespondance mellem X’s og Y’s elementer. Med andre ord,
vi siger, at X og Y er meangdeteoretisk isomorfe, safremt der findes en bijektion f: X — Y.
Hermed er X og Y maengdeteoretisk isomorfe, hvis og kun hvis X og Y er askvipotente:
[ X] =Y.

Lad os nu tenke pa en anden teoridannelse end den nggne maengdelare, og lad os med denne
teoris briller se pa to objekter i teorien, lad os sige det igen drejer sig om meengderne X og
Y. Her ma det naturligvis understreges, at udover X er der specificeret en struktur pa X
(i form af brolaegninger, relationer, afbildninger eller hvad det nu kan veere), saledes at X
med denne struktur virkelig er et objekt i den teori, vi ser pa. Tilsvarende for Y. Vi giver nu
fglgende lidt lgse definition:

Definition 2.1. To objekter X = (z,...) og Y = (z,...) i en teori siges at veere isomorfe
inden for denne teoris rammer safremt der findes en bijektion f : X — Y, saledes at savel
f:X —Ysom f7!:Y — X bevarer al struktur, der indgar i teorien.

Jeg vil tillade mig at indfgre en lidt hjemmestrikket notation og skrive
XY ()
for “X og Y er isomorfe inden for teorien ---’s rammer.

Eksempel 2.2 (Maengdelzere). I overenstemmelse med bade den generelle definition af
isomorfi og med den indledende diskussion har vi:

X 2Y (meengdeteoretisk) < 3Jf: X — Y bijektion
& X =Y.

(]
Eksempel 2.3 (Topologi). Lad X = (X,Gx) og Y = (Y,Gy) vaere topologiske rum. I

henhold til den generelle definition har vi:
X 2Y (topologisk set) < der findes en bijektion f: X — Y, saledes at folgende
to egenskaber gelder:
1) Gegx= f(G) € Gy,
2) Gegy= f1G) e gx.
Nar X =Y (topologisk set), siger vi, at X og Y er topologisk isomorfe eller at X og Y er
homeomorfe og f med egenskaberne ovenfor kaldes en homeomorfi. Det understeges igen, at

selvom vi taler om at X og Y er topologisk isomorfe uden eksplicit at naevne brolsegningerne
Gx og Gy af abne meengder, er disse broleegninger naturligvis underforstaet.
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Idet egenskaben 1) kan udtrykkes kort ved den ene inklusion f(Gx) C Gy og 2) kan udtrykkes
ved f~1(Gy) C Gx ser vi, at der geelder fglgende:

X 2Y (topologisk set) < 3If:X —Y bijektion sa
f(Gx) € Gy og sd f1(Gy) C Gx.

0

Vi kan imidlertid ga lidt videre, idet vi husker fra Mat 1, at en afbildning mellem R™ og R™
er kontinuert hvis og kun hvis urbilledet af enhver d4ben meengde er aben. Inspireret heraf
indfgrer vi fglgende generelle definition pa kontinuitet:

Definition 2.4. Lad X = (X,Gx) og Y = (Y, Gy) veere topologiske rum og lad g : X — Y
veere en afbildning af X ind i Y. Vi siger da, at g er kontinuert safremt g1 (Gy) C Gx, altsa
safremt ¢g~(G) er aben i X for enhver meengde G, der er aben i Y.

Denne helt centrale definition stemmer overens med hvad vi kender for afbildninger, hvor
bade X og Y er af typen R™ (med saedvanlig topologi). Det var det, vi antydede ovenfor.
Da dette er nok sa vigtigt, vil vi bevise det her og ggre det i den mere generelle ramme af
metriserbare rum. Vi ggr det kort:

Definition 2.5. X = (X, d) er et metrisk rum safremt X er en meengde og d: X x X — R
en afbildning, der opfylder folgende:
a) d(z,y) >0 for alle x € X,
b) d(z,y) =0« x =y for alle z,y € X,
c) d(z,y) =d(y,x) for alle x,y € X,
d) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) for alle z,y,z € X (trekantsuligheden).

Definition 2.6. For et metrisk rum X = (X, d) defineres for z € X og r > 0 den abne kugle
med centrum z og radius r ved B(x,r) ={y € X | d(z,y) < r}.

Seetning 2.7. Er X = (X,d) et metrisk rum og definerer vi en brolegning G pa X ved
GegGeVeeGIr>0:B(x,r) CG,
sa er G en topologi pa X.

Beviset overlades til laeseren som en nem gvelse (evt. kendt fra Mat 1).

Topologien i seetningen hedder den metriske topologi, og vi siger ogsa, at denne topologi er
induceret af metrikken d.?

For metriske rum er det naturligt at definere kontinuitet ved den ssedvanlige ¢, §-definition:

Definition 2.8. Er X = (X,dx) og Y = (Y,dy) metriske rum og f : X — Y en afbildning
af X ind 1Y, sa siger vi, at f er kontinuert i punktet xo € X safremt:

Ve > 036 > 0: f(B(zo,0)) € B(f(z0),¢).

Og vi siger, at f er kontinuert safremt f er kontinuert i ethvert punkt af X.

2Bekvemt er her at bemzerke, at enhver aben kugle B(z,r) vitterlig er aben i denne topologi (vises let ved
anvendelse af trekantsuligheden).
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Seetning 2.9. Lad X = (X,dx) og Y = (Y,dy) vere metriske rum og f : X — 'Y en afbild-
ning. Der gelder da, at f er kontinuert (efter ovenstaende e,d-definition), hvis og kun hvis
[ er kontinuert betragtet som afbildning mellem de to inducerede topologiske rum (X,Gx) og

(Y,Gy), altsd sdfremt f~1(G) € Gx for alle G € Gy .

Bevis. Antag forst, at f er €, 0-kontinuert. Lad G veere aben i Y for den inducerede topologi
Gy og set H = f~1(G). Vi skal vise, at H er aben i X (for den inducerede topologi Gx).
Lad z € H. Seet y = f(z). Sa vil y € G. Derfor findes § > 0, sa B(y,e) C G. Nu findes
§>0sa f(B(z,6)) C B(y,e). Savil f(B(z,6)) C G og B(xz,e) C f~HG) = H folger. Dette
reesonnement viser—da x var valgt som et vilkarligt element i H—at H er aben i X. Hermed
har vi vist, at f er kontinuert efter definition 2.4 s. 100.

Antag dernaest, at f er kontinuert efter definition 2.2. Lad 2 € X oglad € > 0. Da B(f(z),¢)
er dben i Y (fodnote 2!), er f~1(B(f(z),¢)) dben i X. Sé er f(B(z,0)) C B(f(z),e). Da
e > 0 var vilkarlig, ses heraf, at f er kontinuert i z. Da x € X var vilkarlig, ses heraf, at f er
kontinuert (efter e, 0-definitionen). O

Definition 2.10. Det topologiske rum (X, G) er metriserbart, hvis der findes en metrik d
pa X, sa det metriske rum (X, d) netop inducerer topologien (X, G).

Seetning 2.9 kan sa formuleres som fglger:

Saetning 2.11. Antag, at de topologiske rum X og Y er metriserbare. Da er en afbildning
f X =Y kontinuert hvis og kun hvis den er kontinuert efter e,d-definitionen ved valg af
metrikker pa X og Y som inducerer de givne topologier.

Ovenstaende ekskursion til metrikker m.v. tjener udelukkende til at motivere den centrale
definition 2.4 pa kontinuitet anfgrt s. 100. Udnyttes kontinuitetsbegrebet, kan det topologiske
isomorfibegreb udtrykkes saledes:

X 2Y (topologisk set) hvis og kun hvis der findes en bijektion f : X — Y, saledes at savel
f:X =Y som f~': X =Y er kontinuerte.

Eksempel 2.12 (Borelstruktur). Vi ngjes med at udmgnte vor generelle princip (defini-
tion 2.1 s. 99) i en praecis definition af Borelisomorfi:

Definition 2.13. To Borelrum (X, Bx) og (Y, By) er Borelisomorfe [X =Y (i teorien for
Borelrum)] safremt der findes en bijektion f: X — Y, sa f(Bx) C By og sa f~(By) C By.

O

Eksempel 2.14 (Teorien for preeordnede maengder). Vort generelle princip forer her
til folgende isomorfibegreb:

Definition 2.15. Lad X = (X, <) og Y = (Y, <) vare praeordnede mzengder.? Vi siger da,
at X og Y er ordensisomorfe (man plejer ikke at sige “przeordensisomorfe”’!) safremt der
findes en bijektion f: X — Y, sédledes at folgende to egenskaber galder:

1) Vg € XVao € Xty <29 = f(x1) < f(x2),

3Selvom “<” her star for to forskellige (normalt forskellige) relationer, er det szedvane at bruge samme
betegnelse. Begynderen kan evt. skrive <x og <y.
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2) Vyr €YV €Y 1y <yo = F (1) < fHwa).

Egenskaben 1) udtrykkes ved at sige, at f : X — Y er ikke-aftagende eller ordensbevarende
og 2) udtrykkes ved at sige, at f~1:Y — X er ikke aftagende eller ordensbevarende.

Hvis vi kun ser pa totale ordninger, viser det sig, at egenskaben 2) er overflgdig at checke.
Der gaelder nemlig:

Seetning 2.16. Lad X = (X, <) og Y = (Y, <) vere totalt ordnede mengder. Safremt f :
X — Y er en ikke aftagende bijektion, sa er f en ordemsisomorfi, dvs. egenskaberne fra
ovenstaende definition er opfyldte.

Bevis. Lad y; € Y og yo € Y. Seet 21 = f~1(y1) og 22 = f~(y2). Antag, at y; < ys. Vi
skal vise, at sa er x1 < x9. Antag, indirekte, at (1 < z2). Sa vil 29 < x1, dvs. 22 < 1 og
To # x1. Sama yo < y1 og yo # y1. Af y1 < ys 0og yo < y1 sluttes y; = yo. Hermed er vi naet
frem til en modstrid. Altsa: x1 < xo ma geelde. O

O
Eksempel 2.17 (Teorien for vektorrum). Her fgrer vort princip til folgende definition:

Definition 2.18. To vektorrum X = (X+,-) og Y = (Y,+,)* er wvektorrumsisomorfe
safremt der findes en bijektion f: X — Y, saledes at:

1) Vay € XVag € X : f(x1 +a9) =
1”7) Vz e XVAeR: f(\z) = \f(z),
2) Yy eYVy €Y f Ny ) = F ) + FH(2),
2"y Yy e YVAER: f~1(y) = Af~Y(y).

f(z1) + f(z2),

En afbildning af denne art hedder en wvektorrumsisomorfi.

Vi ser, at kravene 1’ og 1” kan sammenfattes i kravet om at f : X — Y skal veere lineser,
mens kravene 2’ og 2" betyder, at f~!:Y — X skal veere lineser.

Lidt i lighed med szetning 2.16 for ordninger gaelder, at man kan undveere betingelserne 2’ og
2

Saetning 2.19. Fr X = (X,+,-) og Y = (Y,+,:) vektorrum og f : X — Y en lineer
bijektion, sd er f~1:Y — X ogsd lineer og f er dermed en vektorrumsisomorfi.

Beuvis. (sikkert velkendt fra Mat 1). Antag, at f : X — Y er en lineser bijektion. Se pa en
linearkombination Y ;" Ajy; 1 Y. Seet z; = f~Y(y:). Sé er FOOR i) = S0 Nif () =
oy Aiyi, hvorfor >0 Ny = f*l(zlﬁzl Aiyi). Derfor er fﬂ(z?:l Nui) = S Ny =
Sy Xif ~H(y;), som gnsket. -

Eksemplet vedrgrende grafteori overlades til jeres egen behandling!

“Tgen tillader vi samme symbol (4 eller -) for to (normalt) forskellige ting.
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3 Teoriegenskaber, invarianter og fuldsteendige invarianter

Det kan veaere ganske sveert at afggre om to forelagte objekter inden for en teori er isomorfe set
med denne teoris gjne. For at angribe dette problem, kan man g mange veje, helt aftheengig
af hvilken konkret teori man ser pa. Jeg skal forsgge pa at angive nogle generelle principper
og illustrere med enkle eksempler og opgaver.

Fgrst ggr man klogt i at isolere vigtige egenskaber og se, om et forelagt objekt har disse
egenskaber. Dette er under alle omsteendigheder nyttigt og altsa ikke blot relevant, nar man
vil undersgge spgrgsmalet om isomorfi.

Vedrgrende “egenskaber” ma man ggre sig klart, at det kun giver mening at se pa egenska-
ber, der giver mening i den pagaldende teori. Arbejder vi f.eks. i maengdelseren og ser pa
mangden R, kunne vi maske heefte os ved at enhver opadtil begraenset delmaengde af R har
et supremum. Dette er imidlertid ikke nogen egenskab, vi kan “se”, nar vi har de meengde-
teoretiske briller pa. Sa kan vi jo slet ikke se ordningen. Derimod kunne vi haefte os ved, at
der findes en sgte delmaengde af R, der er sekvipotent med R. Det er en egenskab, vi kan se
med meengdeteoretiske briller pal

Lad os praecisere: Ved en egenskab inden for teorien 7 forstas en egenskab om objekter i
teorien, saledes at safremt egenskaben er obfyldt for ét objekt objekt i teorien, sa er egenska-
ben ogsa opfyldt for ethvert andet objekt i teorien, der—inden for denne teoris rammer—er
isomorf med det fgrste objekt.

Mere formelt: En egenskab inden for teorien 7 er et preedikat P, der har den egenskab at
safremt © € T (x er et objekt i teorien 7) og P(x), sa geelder P(z’) for ethvert objekt ' € T
sa 2’ = x (i teorien 7).

Eksempel 3.1. “Mangden X indeholder en aegte delmeengde, aekvipotent med X7 er en
maengdeteoretisk egenskab. O

Eksempel 3.2. “Den praeordnede meengde X er totalt ordnet” er en (preze-)ordensteoretisk

egenskab. (]
Eksempel 3.3. “Der findes en kontinuert afbildning af [0,1] i den ssedvanlige topologi pa
X7 er en topologisk egenskab. O
Eksempel 3.4. “Der findes numerabelt mange abne maengder G, Go, . . ., saledes at enhver
aben mangde er en foreningsmaengde af en delfamilie af de abne meengder G1,Gs,...” er en
topologisk egenskab. O
Eksempel 3.5. “X er endelig dimensional” er en vektorrumsegenskab. U

I nogle tilfelde kan man pa naturlig vis knytte objekter fra andre teorier til objekter i en
teori, man studerer, og det pa en sadan made, at isomorfe objekter i teorien knyttes til samme
objekt. Man taler sa om invarianter.

Eksempel 3.6. I teorien for endelig-dimensionale vektorrum er “dimension” en invariant.
Dette betyder simpelthen, at safremt X og Y er vektorrum (endelig-dimensionale) og safremt
X og Y er vektorrumsisomorfe, sa er dim(X) = dim(Y"). O

Eksempel 3.7. I teorien for precordnede maengder kunne vi se pa invarianten “antallet af
maksimale elementer”, antal her forstaet som kardinaliteten af meengden af maksimale ele-
menter i en praeordnet maengde. (]
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Invarianter udvider sadan set blot begrebet teoriegenskaber. F.eks. for den vigtige invariant
“dimension” i teorien for endelig-dimensionale vektorrum, kunne vi se pa egenskaben “X er
4-dimensional”.

Invarianter og teoriegenskaber kan udnyttes til at vise, at to forelagte objekter i en teori ikke
er isomorfe.

Eksempel 3.8. Ser vi pa R og [0,00] med maengdeteoretiske briller, ser vi “det samme”,
disse meengder er maengdeteoretisk isomorfe, altsa sekvipotente. Ser vi derimod pa R og [0, 0o]
med ordensteoretiske briller (idet R og [0, co[ teenkes udstyret med szedvanlig ordning) er der
pludselig forskel. Vi ser noget forskelligt, nar vi kigger pa disse ordnede mangde, og en nem
made at indse dette pa er at notere, at mens R ikke har noget mindste element, sa har [0, oo[
et sadant mindste element. R og [0, 0o har altsa forskellige egenskaber (ordensegenskaber!)
og er derfor forskellige (ikke ordensisomorfe!). O

Vi kan derimod normalt ikke bruge teoriegenskaber eller invarianter til at slutte isomorfi.
Der er dog vigtige eksempler pa at dette kan lade sig gore. En invariant (inden for teorien 7°)
hedder en fuldstendig invariant safremt to objekter i teorien er isomorfe (igen inden for den
betragtede teori), hvis og kun hvis den pagaldende invariant knytter samme objekt til de to
objekter i teorien.

Eksempel 3.9. Til hver meengde X har vi knyttet en ganske bestemt maengde, nemlig kar-
dinaltallet af X, betegnet |X| eller bedre maske card(X) (sa er ingen misforstaelse mulig).
Det er klart, at tilordningen X +— card(X) er en invariant i maengdelzeren og ligesa klart, at
det er en fuldstendig invariant i maengdelzeren.

I en vis forstand er det eneste, vi kan se om en maengde med vore svage meaengdeteoretiske
briller, kardinaliteten af masengden. Alt, hvad der ligger derudover, ma bero pa ekstra struktur
som strengt taget er meengdeteorien uvedkommende.

Gar vi over til teorien for topologiske rum X = (X, G) eller teorien for Borelrum X = (X, B)
eller teorien for preeordning X = (X, <) eller teorien for vektorrum X = (X,+,-), er—i
hver af disse teorier—tilordningen X — card(X) narturligvis ogsa en invariant. I ingen af
tilfeeldende er det en seerlig interessant invariant. Dertil er den alt for svag. For at sikre,
at to objekter skal veere isomofe (i den pagaeldende teori), sikrer denne invariant kun, at
grundmaengderne er &kvipotente og dette er ikke nzer nok til at sikre isomorfi (pa neer i den
nggne mangdelaere, som sagt). O

Eksempel 3.10. Et hovedresultat i teorien for endelig-dimensionale vektorrum kan formu-
leres ved at sige, at “dimension”er en fuldstzendig invariant i denne teori. Dette resultat
kender I fra Mat 1. I gvrigt kan resultatet generaliseres sa det geelder teorien for vilkarlige
vektorrum. Man har sa brug for at definere dim(X), dimensionen af vektorrummet X, som
kardinaliteten af en maksimal, linesert uatheengig delmeengde af X. (Se i gvrigt gvelse 9 s.
152). O

Ser vi pa de “succeshistorier” vi har, hvor vi faktisk har en fuldstzendig invariant, kunne
man spgrge sig selv om de pagaldende teorier dermed er “dgde”. P& ingen made! Dels er der
interessante spgrgsmal at stille sig, dels er det ikke hele sandheden, f.eks. for vektorrum, at
alt man interesserer sig for er indeholdt i den fuldsteendige invariant. Jo pa en made er det
sandt, men pa en anden made er det interessant at se pa det konkrete vektorrum. Dels kunne
den ekstra stuktur i et konkret objekt hjelpe en til at formulere interessante egenskaber, dels
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er de konkrete objekter ofte de, vi naturligt har at arbejde med. Ovenstaende er nok lidt
taget—ligesom hele dette afsnit? Man ma nok ved at arbejde lidt med de forskellige teorier
(Mat 2, Mat 3 og andel del) selv arbejde sig frem mod en holdning. Gad vide om mit forsgg
pa allerede nu—pa 1. ar—at bibringe lidt forstaelse, at hjalpe lidt pa det, der kommer, baerer
frugt.

4 Lidt mere topologi

Forst en bekvem sprogbrug: Lad (X,G) veere et topologisk rum. En meengde G € G som
indeholder punktet z (altsi x € G) kaldes ofte en dben omegn af x.> En sidan maengde
betegnes ofte N(z) (N for “neighbourhood”). Omegnsbegrebet kan f.eks. vaere bekvemt, nar
vi ser pa konvergens. Vi kan i stedet for definitionen

xn—>x<:>VG€Q(x€G:>xn€Gf.v.t)
skrive
xy — < VYN(z): 2, € N(z) fv.t

Her er det sa underforstaet, at N(x) automatisk betegner en aben omegn af x, altsa at
x € N(z) og at N(z) € G.

Sprogbrugen giver visse lettelser—den er nemmere at overskue—og desuden fokuserer den pa
noget vaesentligt, nemlig at dét, der spiller en rolle i topologien er, hvad der foregar “lokalt”,
dvs. i “omegnen” af et punkt.

I foreleesningerne har jeg flere gange understreget, at den primaere opgave i generel topologi
er at give en ramme for studiet af konvergens og kontinuitet. Der er flere muligheder for
topologiske teoridannelser, hvoraf vi har set pa de to vigtigste: Teorien for metriske rum og
den generelle topologi selv. Vi har set, at i en vis forstand er den fgrste teori mere speciel
end den anden—enhver metrik giver jo pa naturlig made anledning til en topologi. Sa i
den forstand er den generelle topologi “bedre”, mere, vel, generel. P4 den anden side er
teorien for metriske rum pa en made mindre abstrakt (ingen brolsegninger, men derimod en
“gammeldags” funktion, afstandsfunktionen, som giver os nogle behagelige associationer til
tilvante objekter—R, R? osv.).

Med baggrund i ovenstaende skal vi se ngjere pa forbindelsen mellem metrik og topologi. Lad
os forst indfgre konvergens i metriske rum pa en made, der er naturlig i denne teori:

Definition 4.1. Lad X = (X, d) vaere et metrisk rum, lad (z,,),>1 vaere en folge af elementer
i X oglad z € X. Vi siger da, at (z,),>1 er konvergent (evt. konvergent i (X,d)) med
grensepunkt x, og vi skriver x,, — x, safremt d(x,,z) — 0. Anderledes udtrykt:

lim z, =2 < lim d(z,,z) =0.
n—oo n—0o0

Sa konvergens fgres tilbage til konvergens for ssedvanlige reelle talfglger. Meget naturligt! Og
heldigvis har vi overensstemmelse med det i den generelle topologi indfgrte konvergensbegreb:

°En (vilkarlig) omegn af & er en (ikke ngdvendigvis aben) meengde N, saledes at der findes G € G si
x € G C N. Vi behgver ikke dette begreb.
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Seetning 4.2. Lad (X,d) vere et metrisk rum og lad G vere den inducerede topologi. For en
folge (zp)n>1 pa X og et punkt x € X gelder da, at x,, — x i metrikken d hvis og kun hvis
T, — x 1 topologien G.

Bevis. “hvis”: Antag z, — = i G, dvs. antag at VN(z) : z, € N(z) f.v.t. Lad £ > 0 vaere
vilkarlig. Da B(x,e) er en aben omegn af z, geelder det, at x, € B(z,e) f.v.t., altsa at
d(zy, ) < e f.v.t. Da e var vilkarlig, ser vi, at d(z,,z) — 0, dvs. x,, — x i metrikken d.

“kun hvis”: Antag, at x,, — x i metrikken d. Lad N(z) veere en vilkarlig aben omegn af
x. Sa findes € > 0, sa B(x,e) C N(z). Da d(zy,2z) — 0, vil 2, € B(z,¢e) f.v.t. Sa vil ogsa
xn € N(x) f.v.t. Da N(x) var en vilkarlig omegn af z, ses at x,, — x i topologien G. O

Nu har vi indfert begge centrale begreber, konvergens og kontinuitet, bade inden for rammen
af metriske rum og inden for rammen af den generelle topologi, og vi har set, at disse begreber
passer paent sammen i de to teorier. Vi skal nu studere en vigtig forbindelse mellem konvergens
og kontinuitet. Lad os opstille en naturlig (7) tese:

TESE: Kontinuitet er det samme som bevarelse af konvergens.

Dette er nu ikke rigtigt uden videre. Der geelder fglgende vigtige resultat:

Seetning 4.3. Lad X = (X,Gx) og Y = (Y,Gy) vere topologiske rum og lad f : X — Y
veere en afbildning.

(i) Safremt f er kontinuert, sa bevarer f konvergens af folger (dvs. af x,, — = kan vi slutte
flan) — f(z))-

(i) Safremt topologien pa X er induceret af en metrik (dvs. der findes metrik pa X, saledes
at d netop inducerer den givne topologi Gx ), sa gelder ogsa det omvendte, altsa: Hvis
f bevarer konvergente folger, er f kontinuert.

(iii) Der findes eksempler, sa f bevarer konvergente folger, men f er ikke kontinuert.

Bevis. (i): Antag, at f : X — Y er kontinuert. Lad (x,) veere en konvergent folge: x,, — x.
Vi vil vise, at f(z,) — f(z). Lad N(z) veere en aben omegn af f(x). Da f er kontinuert, er
f7H(N(f(z))) &ben. Denne maengde indeholder dbenbart punktet = (thi f(z) € N(f(x))).
Da z,, — z ma derfor z,, € f~'(N(f(z))) f.v.t. Derfor vil f(z,) € N(f(z)) f.v.t. Da N(f(z))
var en vilkarlig aben omegn af f(z), sluttes nu, som gnsket, at f(x,) — f(x).

(ii): Vi har altsa en metrik d pa X som inducerer topologien Gx. Vi viser det gnskede ved
kontraposition. Dvs. vi antager, at f ikke er kontinuert og sgger at vise, at sa vil f ikke
bevare konvergente folger. Da f ikke er kontinuert, har vi 1(VG €EGy: fHG)eg X), altsa
vil 3G € Gy :(f71(G) € Gx). Lad nu G veere en sadan maengde. Da 7(f~1(G) € Gx) har vi
(Vz € f7HG)Ir > 0: B(z,r) C f~1(G)). Dermed geelder 3z € f~1(G)Vr > 0: B(z,r) €
FHQ), eller Iz € f~YG)Yr > 032’ € B(x,r)\f 1(G). Lad nu z veere et sidant punkt
(altsd z € f~1(G) og Vr > 032’ € B(z,r)\f HG)). Seet, for n > 1, r, = 1/n og velg en
folge (p)n>1, s& Vn > 1 : 2, € Bz, ry)\fHG). S& vil Vn > 1 : d(z,,z) < 1/n, hvorfor
d(zp,x) — 0, dvs. x,, — x. Sa folgen (z,,)n>1 er konvergent. Imidlertid er billedfplgen ikke
konvergent mod billedpunktet. Og hvorfor ikke? Jo, G er en aben omegn af f(x) (husk at
r € f~Y@)), men for hvert n > 1 vil z,, ¢ f~(G), dvs. for hvert n > 1 vil f(z,) ¢ G—og
sa har vi ihvertfald ikke at f(x,) € G f.v.t., som vi jo ma forlange for konvergens. Hermed
er beviset fort.
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(iii): Her er det opgaven at konstruere et passende konkret eksempel. Vi vaelger en overteellelig
maengde X og et punkt i X, som vi vil benzevne oo (helt konkret kunne vi saette X = R og
som oo tage punktet 0). Vi vil indfgre to topologier pa X: G; og Ga. Topologien G; fastlegges
saledes:

Gegi < (0gG)V (o e GAGE er tellelig).

Som man let checker efter, er G; defineret pa denne made en topologi. Den anden topologi
vi har brug for er den diskrete topologi pa X altsa Go = P(X).

Vi ser nu pa den identiske afbildning f : X — X, hvor definitionsmaengden taenkes udstyret
med topologien Gy og veerdimaengden tenkes udstyret med topologien Go. Afbildningen f
er bestemt ikke kontinuert—thi f~1(G2) = Go Z G1 (udnyt f.eks. at {00} € G2\G1). Men f
bevarer konvergente folger. Det vi har brug for, for at indse dette er, at safremt z,, — x (i
topologien Gy), sa ma x,, = x f.v.t. Dette er klart, hvis x # oo (thi sa er {x} en aben omegn
af x), og hvis x = oo, ser vi pa maengden G = X\{z,, | n > 1 og x,, # oo}, bemzerker at
dette er en aben omegn af oo, hvorfor z,, € G f.v.t—da x,, — co. Det kan kun lade sig ggre
safremt x,, = oo f.v.t. Voilal O

Et spaendende resultat, som giver anledning til en raekke kommentarer:

Ad (ii): Analyserer vi beviset, finder man frem til, at den veesentlige egenskab, vi be-
nyttede om X'’s topologi, er at for hvert x € X findes teaelleligt mange abne omegne af x:
Ni(x), No(x),... saledes at det for enhver aben omegn N(z) findes et n, sa N,(z) C N(x).
Overvej! Den navnte egenskab—der udtrykkes ved at sige, at X opfylder forste telleligheds-
aksiom—er faktisk en hel del svagere end metriserbarhedsforudssetningen, der optraeder i
seetningen.

En anden vigtig kommentar er at vi i beviset faktisk udnyttede udvalgsaksiomet! Hvordan
skulle vi ellers veelge fplgen (z,,),>17 Ganske vist er det en svag variant af udvalgsaksiomet—
aksiomet om teelleligt udvalg—vi har brug for, men det er interessant, at séafremt vi helt fjerner
udvalgsaksiomet fra ZFC, findes der modeller for de tilbageblevne aksiomer, sa udsagnet i
(ii) er galt, selv for X =Y = R i saedvanlig topologi! Dette er dog ganske dybt.

Ad (iii): Selvom vi altsa kan sveekke forudseetningen om X i (ii) en del, kan vi altsa ikke helt
droppe en ekstra forudsaetning. Kombineres (ii) og (iii) kan vi som en ekstra gevinst notere,
at det anfgrte eksempel (X = (X, gl)) er et helt konkret eksempel pa en topologi, der ikke er
metriserbar — topologien opfylder ikke engang fgrste teellelighedsaksiom. Det lidt “mystiske”
rum (X, G;) er maske ikke det mest interessante eksempel pa et ikke-metriserbart topologisk
rum. Men der findes andre mere “naturlige” eksempler pa topologiske ikke-metriserbare rum.
Sadanne eksempler peger pa ngdvendigheden af at arbejde i en mere generel ramme for
topologiske overvejelser end den, teorien for metriske (eller metriserbare) rum giver os. F.eks.
skal jeg nzevne, at “topologien for konvergens fra hgjre i R” er et sadant eksempel (Tag (R, G)
med G € G & Ve € GIe > 0: [z,x 4+ ¢[C G). Udfordring: Vis det! (Vejledning: Notér forst,
at hvis G er induceret af metrikken d, sa geelder VaVN (z)3g € Q3n : z € B(q,1/n) C N(z).
Se sa, for hvert z € R pa N(z) = [z,00[. Sa er der noget galt, da der kun er Ry mange
B(g,1/n)...).

Nu jeg er igang, kan jeg ikke lade veere med at naevne et interessant eksempel pa en topologi,
hvor metrikker kommer til kort. Hvad jeg teenker pa er, at punktvis konvergens “normalt”
ikke kan behandles via metrik. Et konkret resultat: Der findes ingen metrik pa rummet RE
af reelle funktioner af en reel variabel, sa konvergens af f, mod f (i metrikken) betyder, at
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fn(x) — f(x) for alle x € R. Derimod findes en topologi med denne egenskab. (Udfordring:
Vis det!—ikke helt let).

Vi kan fortsaette betragtningerne omkring saetningen. Maske kunne vi i bar staedighed forsgge
at klamre os til vor tese om at kontinuitet er det samme som bevarelse af konvergens. Vi har
ganske vist set, at dette ikke er rigtigt med de begreber vi har indfgrt, men vi kunne jo fa den
tanke, at det er begreberne, der er noget galt med. Og det er en frugtbar tanke! Det viser sig,
at ved at generalisere konvergensbegrebet, kan vi opretholde vor tese. Teenker vi pa det under
beviset for (iii) anforte eksempel (X, Gy), kan vi maske ogsa fornemme, at der er noget “galt”
med vores konvergensbegreb: Ved hjaelp af en “lille” folge (x,)n>1 kan vi slet ikke “arbejde
os ud til” punktet oo (uden allerede at veere der, altsa uden at z,, = oo f.v.t.). Men maske
kunne det ga, hvis vi sa pa en generalisation af konvergensbegrebet, hvor indeksmangden N,
der hgrer til en folge, tillades at veere mere generel (“stgrre”).

Definition 4.4. Ved en maengde med retning forstas en preeordnet meengde D = (D, <),
saledes at enhver endelig delmaengde af D har en gvre graense. Ved en generaliseret folge med
veerdier i en mengde X forstas en afbildning af en meengde med retning ind i X.

Ofte noteres en generaliseret folge (z4)aecp, hvor D er den underliggende maengde med ret-
ning. Safremt X = (X, G) er et topologisk rum, udvides konvergensbegrebet fra ssedvanlig til
generaliserede fplger ved at definere, at (xq4)acp konvergerer mod = (og vi skriver z, — x
eller z, — z (langs D) eller li]gn o = x) safremt VN(z) : o, € N(z) f.v.t. eller, udforligt

skrevet, safremt VN (x)3Jag € DVa > ag : x4 € N(x).

Den vassentlige egenskab for en meengde med retning kommer ud pa at enhver delmaengde
med to elementer har en gvre graense, altsa folgende egenskab: Voo € DVG € DAy € D : a <

YAB < 7.

Eksempel 4.5. N i naturlig ordning er en maengde med retning. For en vilkarlig msengde D
er D med den diffuse ordning (dvs. a < (3 for alle & € D og alle 8 € D) en maengde med ret-
ning. For de, der kender Riemannintegralet, kan vi pege pa at maengden af intervalinddelinger
af et fast interval [a, b], hvor vi ogsa har udpeget punkter i intervallerne i intervalinddelinger,
er en maengde med retning, nar vi ordner efter finhed. Herved kan Riemann integrabilitet
defineres via konvergens af den generaliserede folge, man far ved at betragte middelsummerne
hgrende til en intervalinddeling med udmaerkede punkter. O

Eksempel 4.6. Som et mere generisk og topologisk interessant eksempel ser vi pa et topolo-
gisk rum X = (X, G) og et fast punkt = € X. Hertil kan vi knytte en ganske bestemt maengde
med retning D. Som elementer i D tager vi par (N(z),z’), hvor N(x) er en aben omegn af
x og hvor 2/ € N(z). Er a = (N1(z),2) og B = (Na(z),2”) to elementer i D, defineres:
a < < Na(z) C Ni(z). Hvis vi betragter den generaliserede folge (z4)aen, hvor z, = 2’
for a = (N(z),2') sa vil 4 — . O

Vi kan nu bevise, at med vor generaliserede konvergensbegreb, kan vi opretholde vores tese:

Seetning 4.7. Lad X = (X,Gx) og Y = (Y,Gy) vere to topologiske rum, og lad f: X —Y
veere en given afbildning. Da geelder, at f er kontinuert hvis og kun hvis f bevarer konvergens
1 den forstand, at vi for enhver konvergent generaliseret folge ¢ X : xo — x, kan slutte, at
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Bevis. “kun hvis”: Vi antager, at f er kontinuert. Lad (x,)aecp veere en konvergent genera-
liseret folge pa X: 24 — x. Lad N (f(z)) veere en dben omegn af f(z). Sd er f~1(N(f(2)))
en dben omegn af x. Derfor vil zo € f~H(N(f(z))) fv.t., dvs. f(za) € N(f(z)) fv.t. Da
N(f(z)) var en vilkarlig omegn af f(x), folger heraf at f(zq) — f(z).

“hvis”: Som i forrige setning ferer vi beviset ved kontraposition. Antag derfor at f ikke
er kontinuert. Bestem G € Gy og x € f~!(G), siledes at for enhver aben omegn N(x) af x
geelder N (z)\f~HG) # 0 (hvis Vo € f~1(G)3IN(x) : N(z) C f~1(G), ma f~1(G) vaere dben).
Set nu D = {N(z) | N(z) aben omegn af x} og definer “<” pa D ved Ni(z) < Nao(z) &
Ny(x) € Ni(x). Saer D = (D,<) en meengde med retning. Brug nu udvalgsaksiomet til
at bestemme en generaliseret folge (z4)aecp pa X, saledes at det for alle « = N(x) i D
geelder, at x, € N(z)\f 1(G). Sa vil z, — = (overvej!), og (men!) f(z,) - f(x) (thi
Va € D : f(zq) ¢ G og G er en aben omegn for f(x)). Afbildningen f bevarer altsa
ikke konvergens for generaliserde fglger (men kunne godt teenkes at bevare konvergens for
seedvanlige folger, som vi for sa et eksempel pa). O

Seetningen peger maske ogsa pa folgende definition for kontinuitet i et punkt: f: X — Y
er kontinuert i z safremt vi af z, — z kan slutte f(zo) — f(x). Man indser, at dette er
ensbetydende med folgende: VN (f(z))3N(z) : f(N(z)) € N(f(z)). Overvej! Egenskaben

her generaliserer ¢, §-definitionen.
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Opgave 1. Antag, at f : X — Y er en homeomorfi (altsa en topologisk isomorfi) af det
topologiske rum X = (X, Gx) pa det topologiske rum Y = (Y, Gy). Vis, at sa er f(Gx) = Gy.
Vis evt. det tilsvarende resultat for Borelisomorfier.

Opgave 2. Valg en teori! Vis, at “isomorfi inden for den valgte teori 7”7 er en sekvivalens-
relation i den forstand, at fglgende gaelder:

(a) X =2 X (i7) for alle objekter X i 7,
(b)) X=2Y (7)=Y=X(0T),
© X2Y (T)AY=Z(GT)= X2Z(GT).

Opgave 3. Vis, at | — 5, 5[ og R er homeomorfe (begge rum udstyret med den szedvanlige
topologi—for | — 5, 7['s vedkommende vil det sige sportopologien nedarvet fra R, se opg. 26

i NM.) Vejledning: Se f.eks. pa Arctan afbildningen.

Opgave 4. Bevis, at mens vi ikke kan kende forskel pa R og pa [0, oo[, nar vi kun tager de
svage meengdeteoretiske briller pa, sa kan vi kende forskel pa disse rum, bade med vore topo-
logiske briller og med vore ordensteoretiske briller. (Praecisér forst opgaven: Hvilke topologier
og hvilke ordninger har vi mon i tankerne?)

Opgave 5. Vis, at [0, 00[ og [0, 1] savel meengdeteoretisk som topologisk som ordensteoretisk
er ens. (Igen, praecisér forst, hvad praecis der sigtes til!)

Opgave 6. Bevis, at for en endelig maengde X, er to velordninger pa X “ens” (ordensiso-
morfe!), mens denne egenskab ikke geelder for nogen uendelig meengde.

Bemarkning. For endelige meengder er “kardinalitet” dermed en fuldsteendig invariant i te-
orien for velordnede maengder. I det endelige tilfzelde er der ikke forskel pa ordinal- og kardi-
naltal.

Opgave 7. Lad X = (X, <) veere en total ordnet meengde og antag, at der findes en
delmeengde Xy af X sa card(Xy) = Ng og sa Xg er tet 1 X, dvs. VaVe' 1z < 2’ = Ja € Xy :
T < a < 2. Bevis, at s4 ma card(X) < 2%,

Mere udfordring er der i at vise, at safremt vi yderligere antager, at X hverken har et mindste
eller et storste element og—mere vaesentlig—at X er fuldsteendig, sa er X ordensisomorf med
R!

Vejledning: Lad Q = {r1,72,...} og Xo = {x1,x2,...} (ingen gentagelser). Definer 6 : Q —
Xo, sa 0(r1) = z1 og sa, for alle n > 2, O(ry,) er det forste xp i det af de n intervaller,
som 6(r1),...,0(rp—1) bestemmer, som svarer til det interval blandt de n intervaller, som
T1,...,Tn—1 bestemmer, der indeholder r,. Vis, at 6 : QQ — X er en ordenstro bijektion og
udvid 6 pa natulig vis til en ordensisomorfi af R pa X.

Bemerkning. Noterer vi om (R, <), at R er totalt ordnet uden fgrste og sidste element, at R
er fuldsteendigt og at R indeholder en numerabelt teet delmaengde, har vi altsa (i princippet)
sagt alt, der overhovedet kan siges om R, rent ordensteoretisk.

Opgave 8. Notér om Q = (Q, <) (seedvanlig ordning), at Q er numerabel uden forste og
sidste element og at Q er tet ordnet (dvs. V1¥qo : ¢1 < g2 = ¢ € Q : ¢1 < q < q2). Vis,
at disse egenskaber giver en fuldstaendig ordensteoretisk karakterisering af Q. Vejledning: Ga
frem pa samme vis som antydet i vejledningen til opgave 7.
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Opgave 9. Lad X = (X, §G) veere et topologisk rum og se pa folgende egenskab: “Der findes
disjunkte ikke-tomme abne maengder med en foreningsmaengde med endeligt komplement”.
Vis, at der herved vitterlig er defineret en topologisk egenskab. Vis at R har denne egenskab,
mens R? ikke har denne egenskab og konkludér, at R og R? ikke er topologisk isomorfe (dvs.
R og R? er ikke homeomorfe).

Bemerkning. Se ogsa Opgave 10, der giver en lidt mere vidtraekkende made at behandle

problemet om R og R?’s homeomorfi pa (men det centrale er og bliver R’s fuldsteendighed!).

Opgave 10. Et topologisk rum X kaldes sammenhengende safremt der ikke findes en klas-
sedeling af X i to abne meengder: (3G; € G(X)IG2 € G(X) :GADNGy ADANG1 NGy =
D ANG1 UGy = X). Vis, at “sammenhzeng” er en topologisk egenskab.

Vis folgende hovedsaetning om [0, 1] og om R: Disse rum er sammenhangende.

Det topologiske rum X kaldes kurvesammenhaengende, hvis der for alle z € X og alle 2’ € X
findes en kontinuert kurve fra x til 2/, dvs. en kontinuert afbildning f : [0,1] — X, sa f(0) =z
og f(1) = 2’. Bevis, at X er sammenhangende safremt X er kurvesammenhgngende.

Vis (igen), at R ikke er homeomorf med R2. Vejledning: Se pa, hvad der sker med sammen-
heengen nar der fjernes punkter fra hhv. R og R2.
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Aksiomatisk meengdeleere

1 Indledning

Hvorfor aksiomatisere? Af nysgerrighed. For at vinde erkendelse. For at ggre os klart, hvilke
principper vi anvender i matematikken. Sadan kunne en mulig begrundelse lyde. Men der er
en anden: Det er pineded ngdvendigt! Erfaringen har leert os, at den “naive” omgang med
matematikken ikke altid er sikker nok. Vores intuition snyder os af og til. P4 maengdeteoriens
omrade er Russells paradoks et fremragende, uhyre enkelt og helt uafviseligt eksempel som
tvinger os til at stoppe op og bede om et ordentligt grundlag.

Her er nogle ideelle krav til en aksiomatisk meengdeleaere:

1. Konsistens!

2. Righoldigt grundlag for al matematik!

3. Kun “oplagt sande” aksiomer! (“naturlighed”)
4. Fuld frihed!

5. Letter udviklingen af matematikken!

6. stetisk tiltalende, smuk!

7. Fuldsteendighed!

8. Giver fuld sikkerhed!

Ad 1: Konsistens. Et aksiomssystem er konsistent, hvis det ikke er muligt at udlede en mod-
strid. Mere preecist: Teorien, eller aksiomssystemet, T er konsistent, hvis det ikke er muligt
for noget udsagn P at udlede bade P og P ud fra T ved brug af logikkens slutningsergler.
At en teori er konsistent kommer ud pa, at der findes en model for teorien, dvs. de indgaende
objekter kan tilleegges en konkret fortolkning (interpretation), saledes at de sammenhsaenge,
teoriens aksiomer kreever der er mellem objekterne, faktisk er tilfredsstillet.

Her kommer vi ud for vor fgrste skuffelse: Det er principielt umuligt at opstille et aksioms-
sytem for meaengdeleeren, der kan bevises at veere konsistent nar, vel og meerke, vi kraever, at
systemet skal veere tilstraekkelig righoldigt til at udlede seedvanlig aritmetik for de naturlige
tal!

Vi ma leve med denne skavank og finde os i, at det aksiomssystem, vi vil opstille, ikke kan
vides at vaere konsistent. Det er dybest set en trossag, at systemet er konsistent! Vi kan blive
styrket i troen, nar vi hgrer, at trods intens forskning i hele dette arhundrede, har man hidtil
ikke kunne udlede en modstrid af systemet.
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Maske kan vi lettere affinde os med situationen nar vi beteenker, at vi gnsker at opstile et
fundament for al matematik. Man kunne have klaret problemet ved at bygge pa konsistens—
som sa matte postuleres — af en endnu mere grundleeggende teori som en konsekvens heraf.
Men netop nar vi sgger grundlaget for al matematik, er dette ikke rimeligt. Og nar vi teenker
pa denne made, er det lige ved at veere “klart”, at vi ikke kan vise konsistens af vort grundlag.
Det ville betyde, at vi sa at sige kunne hale os selv op ved haret.

Ad 2: Righoldighed—grundlag for al matematik. Her bliver vi ikke skuffet. Ved hjalp af
logikkens begrebsapparat og slutningsregler kan man i princippet udlede al matematik ud fra
meengdelaerens aksiomer. Strengt taget skal der her tages visse forbehold, men pastanden er
rigtig i den pragmatiske forstand, at al geengs matematik kan fgres tilbage til det grundlag,
vi er ved at opstille.

Vi kan saledes sige, at al matematik kan fores tilbage til to grundpiller: Logikken, der forteel-
ler os, hvordan vi raesonnerer, og meengdelaeren (den aksiomatiske!), der giver os noget at
raesonnere om.

Ad 8: Kun “oplagt sande” aksiomer. Maske netop fordi vi i sagens natur ikke kan bevise konsi-
stensen af maengdelaerens aksiomer, og dermed heller ikke pege pa en model for maengdelzeren,
bliver det seerlig vigtigt, at vi kun accepterer “uskyldige” aksiomer, der kan godkendes af
“alle”, altsa aksiomer, der er “sande” set ud fra et almenmenneskelig forstandssynspunkt.
Sagt pa en anden made, aksiomerne skal veere “naturlige”.

Det er lidt af en smagssag, om man synes dette krav til naturlighed bliver indfriet. Selv synes
jeg det!

Ad 4: Fuld frihed. Det er jo netop det, vi har indset, at man ikke kan opna. Det har Russells
paradoks leert os. I aksiomerne er der altsa indbygget forbehold, som skal sgrge for, at vi ikke
havner i paradoksernes suppedas. Nar det er sagt, skal det understreges, at forbeholdene er
sa beskedne og de muligheder aksiomerne giver os i heende s& mange, at vi stort set har fuld
frihed til at gebserde os som vi vil. Denne frihed er naturligvis med til at sikre os, at krav 2
om righoldighed indfries.

Ad 5: Letter udvikling af matematikken. Hvis man tror, at blot man har gjort sig grundlaget
klart, sa har man en maskine, der automatisk producerer grydeklare teorier og teoremer, méa
man tro om igen. Mennesket teenker nu ikke engang i mekanistiske formelle strukturer, men
ser pa intuition, hensigt og skgnhed. Det er rigtigt, at computere overtager visse opgaver,
men den ‘rigtige” levende matematik skabes af mennesker af kad og blod. Det har I allerede
set masser af eksempler pa i gvelsestimerne, f.eks. selv i opgaver, der forholdsvis let kunne
behandles helt formelt, foretraekker vi at bruge vores ssedvanlige sprog og give udtryk for
vores intuition, forestillinger og hensigt som det primeere hjselpemiddel til at styre vores
tankegang. Og for langt de fleste dagligdags matematiske overvejelser ville det enten vaere
en uoverkommelig opgave at gennemfgre betragtningerne helt formalistisk eller ogsa ville det
kraftigt heemme forstaelsen. Det veesentlige er den principielle mulighed for at arbejde helt
formalistisk.

Sporgsmalet melder sig om hvordan man nu kan vide, i en given sitution, at alt kan forma-
liseres, nar man ikke kunne drgmme om de facto at ggre det. Et godt spgrgsmal. Jeg tror,
svaret dels er, at et kendskab til grundlaget (som opnaet gennem et kursus som dette!) giver
en et godt blik for, hvad man kan tillade sig og hvad der vil ga ud over de rammer, grundlaget
seetter, og dels er svaret, at vi i meget stor udstreekning bygger pa en matematisk tradition, vi
har tilleert os gennem ren og skeer indoktrinering fra leereside og fra det matematiske etablis-
hment som taler sit overbevisende sprog til os gennem bgger og artikler. At der er noget om
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indoktrineringssynspunktet, vil man kunne erkende ved at satte sig ind i, hvordan tidligere
generationers matematikere taenkte.

Med andre ord, vi er en del af en fagtradition. Nok er vi naet langt og ma siges at raesonnere
sikrere og at veere naet langt dybere med enklere, mere elegante betragtninger end tidligere
generationer, men om nogen slutsten er der nappe tale. Det hele vil se helt anderledes ud
om 50 ar. Veer vis pa det!

Ad 6: Astetisk tiltalende, smuk. Det er jo noget subjektivt. Lad mig ngjes med at sige, at jeg
finder den aksiomatiske maengdeleere sestetisk tiltalende, og finder det landskab, grundlags-
forskningen har abnet for os fascinerende, til tider smuk!

Ad 7: Fuldstendighed. En teori er fuldstendig, hvis det for ethvert udsagn P, der kan formu-
leres i teorien geelder, at enten kan udsagnet bevises, eller ogsa kan negationen P bevises.
Vi siger ogsa, at ethvert udsagn kan afggres. Det er et naturligt ideelt krav at stille til den
aksiomatiske meengdelaere, at den skal veere fuldsteendig. Vi kunne (med Hilbert, der i 1900
formulerede disse tanker i det, vi nu henviser til som Hilberts program) ideelt set forestille
os, at opstille et fuldsteendigt aksiomssystem for maengdelaeren og dermed (det kraever nogen
overvejelse!) en maskine, der til ethvert udsagn inden for endelig tid leverer et bevis enten
for udsagnet eller for dets negation.

Imidlertid har grundlagsforskerne bevist, at dette byder pa en principiel forhindring. Ethvert
aksiomssystem, der er sa righoldigt som det, vi sgger at opbygge, ma ngdvendigvis veere
ufuldsteendigt. Der mé altsa ngdvendigvis findes et udsagn P i teorien sa hverken P eller P
kan udledes af teorien. Et sadant udsagn siges at veere uafhengig af teorien. Bemeerk:

Saetning 1.1. P er uafhengig af teorien T, hvis og kun hvis savel T + P som T+7P er
konsistente teorier.

Bevis. Bgr forst bemeerke, at T+ P star for teorien der opstar ved til T’s aksiomer at tilfgje
gyldigheden af P som aksiom. Tilsvarende for T+ 'P.

Bevis for “hvis”: Klart! Hvis man f.eks. havde T'F P (P kan sluttes ud fra 7'), kunne man
ud fra T+ P bade slutte P og P, og havde dermed en modstrid. Sa ville T+ P ikke veere
konsistent.

Bevis for “kun hvis”: Antag altsa, at P er uatheengig af T'. Specielt er sa T konsistent (thi
ellers kunne man af T' slutte endda bade P og "P.

Men ogsa T+ P ma veere konsistent. Thi var T+ 7P inkonsistent, kunne man ud

fra T4+ P udlede hvad som helst, saledes ogsa P, og sa ville slutningen anfgrt her —|T
vaere korrekt, hvorfor man ud fra T ved et indirekte bevis ville kunne slutte P. Dette ﬁ

strider mod at P er uafthasengig af T'. Alt i alt: T+ P er konsistent. Tilsvarende ses,
at T + P er konsistent. U

Antag at P er uathsengig af T. Da T + P er konsistent, findes en model, kald den Mp for
T + P. Da T+ P er konsistent, findes en model, lad os kalde den M-p for T+ P. Arbejder
man i Mp, er P altsa sand, mens P er falsk, nar man arbejder i M-p. Og bade Mp og M-p
er modeller for T'. Vi kan altséa ikke alene pa basis af T afggre, om P er sand eller falsk. Vi
siger ogsa, at P er uafgorlig.

En anden made at belyse forholdene pa nar P er uathsengig af T er fglgende. Da T er
konsistent, findes en model for T. Kald den M. I denne er P enten sand eller falsk. Antag
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f.eks. at P er sand. Da P er uafthaengig af T, findes en anden model for T, hvori P er falsk.
Det kan ikke vaere modellen M. Men det kan teenkes, at man ud fra modellen M kan foretage
visse modifikationer, der ikke er mere drastiske, end at den modificerede model, der opstar,
stadig kan bruges som model for T, og samtidig har modifikationen fgrt til at P er falsk i
den nye model.

Ad. 8: Fuld sikkerhed: Ethvert resultat, enhver satning, vi har udledt fra den aksiomatiske
maengdelaere, kan vi veere helt trygge ved. Det er netop et af vore formal, at opna dette. Men
meget strengt taget kan vi kun vise saetninger af typen: “Hwvis den aksiomatiske maengdelaere
er konsistent, sa geelder den og den seetning (og ikke dens negation)”. Af grunde vi har naevnt
tidligere, er det helt urimeligt med s& forsigtig en formulering. Har vi indset, at en saetning
P er i overensstemmelse med den aksiomatiske maengdeleere, ja sa kan vi roligt heevde “P er
sand”—og vi har langt sterre sikkerhed, end hvis P blot er bevist pa (seedvanligt!) rent naivt
grundlag.

Altsa: Det, vi kan bevise, har vi fuld sikkerhed for! Noget andet er, at der—som vi sa ovenfor—
er setninger, vi ikke kan afggre.

Som det er fremgaet af diskussionen, er de opstillede krav til den aksiomatiske maengdelaere
ikke uatheengige af hinanden, og helt entydige svar far vi kun pa nogle af de stillede spgrgsmal.
Og til tider far vi negative svar.

KRAV Kan opfyldes (er opfyldt)

Konsistens nej—kan vi ikke vide, trossag

Righoldighed ja—al kendt matematik kan udledes, i princippet

Kun “naturlige aksiomer” | ja— det synes jeg, men dgm selv!

Fuld frihed ja—mnar bare vi passer lidt pa

Lettelse nej— “daglig” matematik er ret ubergrt af msengdeleren
Smuk ja—det synes jeg, dgm selv!

Fuldsteendig nej—en umulighed!

Giver fuld sikkerhed ja—med mindre hele grundlaget braser

Ovenstaende skema resumerer diskussionen. Det mest spsendende er naturligvis de tre
“nej’er”. Sa, hvis laeseren holder dertil, vil jeg anfore endnu nogle kommentarer. Der er dog
intet at tilfgje til det forste nej. Derimod peger de to sidste nej’er frem mod en ny udvikling
af matematikken.

Vedrgrende “nej til lettelse” er sagen jo den, at det er uhensigtsmaessigt og uoverkommeligt at
arbejde i en rent formel ramme. Men der sker en udvikling. Der arbejdes med at formalisere
visse dele af matematikken. Her spiller datalogi og computere ind. Som eksempler pa disse
veerktgjers anvendelse naevnes talbehandlingsopgaver, metoder til eftervisning af algoritmers
eller edb-programmers korrekthed og symbolmanipulation i bred almindelighed (her kan vi
mere specifikt taenke pa Computer Algebrasystemer som Maple, Mathematica, Axiom og hvad
de nu alle hedder). Det er vist oplagt for enhver matematiker, at der sker en kraftig sendring
af de veerktgjer, matematikere betjener sig af til daglig. En langt stgrre grad af formalisering
forer til at de nye veerktgjer langsomt graver sig ind pa matematikernes traditionelle domaene.
Dette ggr ingenlunde matematikerne arbejslgse—tvaertimod. En rackke opgaver bliver “tri-
vialiseret” (talbehandling, differentiation, ubestemt integration og mange, mange andre), og
tillader matematikerne at kaste sig over nye opgaver, at indvinde nyt land.

Det er min tro, at trods en forudselig og meget kraftig formalisering af matematikken, vil
matematikerne altid arbejde med problemer, hvor deres intuition, smag og fagopfattelse er
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de primere drivkrafter. Formaliseringen (den implementerede formalisering) vil altid sta for
indvundet land og som vaerktgjer i den videre forskning—der altsa ikke trives i en spaendetrgje
af formalisme.

I og for sig er udviklingen, der foregar, intet andet end hvad vi har veeret vidne til i flere
hundrede (tusinde, faktisk!) ar. Teenk pa “regneveerktgjer”: Tabeller (den lille, den store),
logaritmetabeller, regnestokken, den elektroniske regnemaskine, lommeregnere.

Mon ikke vi allerede om 10-20 ar har set en sa kraftig formalisering af matematikken, at
ogsa uddanelsen til matematiker vil veere (total) sendret en raekke steder? Diskret matema-
tik, algebraisering, kombinatorik, algoritmer og beregnelighed er aspekter og discipliner, der
vil treede i forgrunden. Matematisk analyse og dele af topologien samt flere omrader, der
traditionelt opfattes som immune over for formaliseringstendenserne, vil nok blive erobret

bid for bid.

Det sidste “nej” i oversigten er det ogsa veerd at opholde sig lidt ved. En rackke spgrgsmal er,
som papeget, uafggrlige. Samtidig med at dette afspejler en ufuldsteendighed, altsa en kvalitet,
vi umiddelbart opfatter som negativ, abner det ogsa for en rigdom af nye muligheder. F.eks.
er det meningsfyldt at udarbejde matematik i en ramme, hvor kontinuumshypotesen er falsk.

Maske vil senere tiders matematikere kunne afklare kontinuumshypotesen i den forstand, at
nye “indlysende sande” aksiomer kan fgjes til den nugseldende aksiomatiske maengdelacre,
saledes at kontinuumshypotesen kan afggres i det nye system (sker det, vil jeg veedde pa
at kontinuumshypotesen viser sig at vaere falsk). Men ligegyldigt, hvor mange ssetninger det
eventuelt vil lykkes senere generationer at afklare pa denne made, vil der altid veere uafggrlige
seetninger og, kan vi med sindsro tilfgje, interessante satninger, der ikke kan afggres. Mate-
matikken vil aldrig blive feerdigudviklet.

2 ZFC

De aksiomer, vi skal opstille for meengdeleeren hedde Zermelo-Fraenkels aksiomssystem med
udvalgsaksiomet kort ZFC. Dette er nok ogsa det mest populaere valg. Der havde veaeret andre
muligheder, og en af dem, von Neuman-Gddel-Bernays systemet (NGB), vil jeg omtale senere.
(gor jeg kun i foreleesningerne)

Et hovedsynspunkt ved opstillingen af ZFC er, at alt er maengder, og alle sammenhenge kan
udtrykkes ved tilhgrerrlationen. Der vil derfor kun vaere én slags objekter i ZFC, maengder.
Det er ingenlunde oplagt, at en tilfredsstillende aksiomatisering kan opnas ved kun at have
begrebet “meengde” til radighed. F.eks. nar vi arbejder i R, accepterer vi en reekke delmeeng-
der af R (R4, Z,[0,1], osv.), mens vi teenker pa tallet 17 f.eks. pa en helt anden made, nemlig
som et element i R : 17 € R. Vi ville aldrig sige: Se pa maengden 17. Denne er element i R.
Sadan vil vi ikke sige til daglig eller i den naive maengdelzere. Men i ZFC er alt maengder, ogsa
tallet 17. Hvis vi ikke havde anlagt synspunktet, at alt er maengder, kunne vi let vaere havnet
i et kompliceret system, hvor der var maengder og elementer af en raekke forskellige typer
alt efter hvilke maengder, elementerne var elementer i. Men en sadan kompliceret opbygning
behgves altsa ikke.

Den anden ingrediens i ZFC, tilhgrerrelationen, virker pa de fleste umiddelbart tiltalende og
problemf{ri.
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2.1 Kramkisten

Fgr vi gar ombord i aksiomerne vil jeg introducere et
begreb, hvis hovedformal—helt pa lige fod med Hilberts . aksgﬂf C
Hotel og Jessens Balsal — er det ene, at lette tilegnel- =~
sen og beherskelsen af ZFC. Altsa et rent psedagogisk
trick. Meningen er, at vi skal have noget naesten kon-
kret, handgribeligt, at teenke pa i stedet for et seet af
aksiomer skrevet i den formelle logiks tegnsprog. Der er
ikke noget galt i at knytte an til noget handgribeligt.
Vores tro er (vil veere) at ZFC er konsistent. Sa findes
en model og dermed fortolkninger af disse indgaende be-
greber. Vi vil indfgre en kramkiste eller rodekasse som
indeholder alle de objekter, ZFC udtaler sig om. Kram-
kisten indeholder altsa alle meengder.

Nar vi abner laget til den, ser vi, at der pa indersiden af laget med store bogstaver er skrevet
ZFC. Og nedenunder er opregnet alle aksiomerne. Til sidst er der en hgjtidelig forsikring om,
at kramkisten er efterprgvet og gyldigheden af alle aksiomer testet. Certifikat og stempler og
alt det der.

Krambkisten er fuld af kugler—det er vores meengder. Hver maengde (altsa
kugle) har en der. Der er ogsa derskilt. Pa en af dem star “(”, som tegn
pa at her bor den tomme maengde, en anden viser, at det drejer sig om N
osv. Abner man dgren pa en meengde og gar ind i den, opdager man, at
dér finder man andre maengder—det er den fgrste meengdes elementer.

Disse elementer er altsa selv mang-

y der, dvs. de findes selv i rodekas-

v\ @ sen som mangder. Hvis altsa = er

& @ en maengde og y € x, ligger y bade

@ inde i z og ude i rodekassen (jf. den

@ @ ubehjaelpsomme 2-dimensionale teg-

ning). Og gar vi videre ind i y finder

vi maske de to elementer z; og z9 og

har i rodekassen maengderne z,y, 21 og z2 med y inden i z (y € x) og savel z; som zy inden i
y (21 EYAzy €y).

2.2 Mangdelzrens udsagn

Her teenker vi pa udsagn i vid betydning, ogsa daekkende praedikater (abne udsagn). Og
praedikaterne kan have én eller flere fri variable og i gvrigt veere opbygget v. hj. af én eller
flere variable.

Selvom det ikke ville veere sa sveert ganske ngje at ggre rede for, hvordan maengdelserens
udsagn er bygget op, skal vi ikke ggre det, men blot henvise til, at de regler, vi kender sa
godt vedrgrende brug af konnektiver (7, A, V,=, <, <) og kvantorer (V,3), anvendes praecis
som der i logikken er gjort rede for med blot to typer af udsagn som primitive udsagn
(“byggesten”). De to typer udsagn er dels z € y (eller 1 € 29, A€ x,A € B,E € x,£ €D,...
alt efter valg af variabelbetegnelse), dels x = y (eller z1 = x9, osv.). Her er betydningen af
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x € y klar, det er den basale tilhgrerrelation (her “z tilhgrer y”). Og x = y bruges til at
betegne identitet (her at z og y er identiske).

Det skal understreges, at alle variable betegner maengder og at al kvantisering i vor teori
er over maengder. Vedrgrende identitet skal siges, at enhver teori med tilhgrende objekter,
saledes ogsa vores (ZFC), har et tilknyttet identitetsbegreb, der sikrer, at man kan tale om
at to objekter, der er givet forskellige navne faktisk er ét og samme objekt, altsa identiske.

Maske bgr vi ogsa understrege, at vores basisudsagn x € y og x = y virkelig er udsagn, dvs.
for enhver maengde = og enhver maengde y geelder enten x € y eller (z € y) (som ogsa skrives
x ¢ y) og ikke begge disse udsagn. Tilsvarende, for hvert x og y, geelder enten = = y eller
Tz = y) (for hvilket vi ogsa skriver x # y) og ikke begge disse udsagn.

3 Aksiomerne

I og for sig er det om enhver teori underforstaet, at der findes mindst ét objekt i teorien.
Selvom det sddan set er underforstaet—og i gvrigt fremgar af senere aksiomer—medtager vi
det her som

Aksiom 0 (Msaengdeeksistens) Der findes en mangde.

I vores formelle logistiske notation kan dette skrives:

Aksiom 0 dz:z ==z

I rodekasseterminologien siger dette aksiom, at rodekassen ikke er tom. Mere interessant og

uhyre vigtig er det forste egentlige aksiom. Fgrst den blgde intuitive formulering:

Aksiom 1 (Ekstensionalitet). En mangde er bestemt ved sine elementer, dvs. to maeng-
der, der indeholder de samme elementer, er identiske.

Mere formelt:

Aksiom 1. VaVy[(Vz (z €z & z€y)) =z =y].

Allerede for dette aksiom kan vi far en fornemmelse af at den rent verbale udformning er
nemmere at forstd end den formelle, og at den formelle udformning egentlig ikke tilfgrer
noget udover netop dette at vise, at formalisering er mulig.

Aksiomet er klart et “naturligt” aksiom som harmonerer med vores forestillinger om maengder.

Aksiom 2 vender vi senere tilbage til (det er i en vis forstand overflgdigt). Derimod er det
naeste aksiom centralt:

Aksiom 3 (Komprehensionsaksiomet). For ethvert predikat P(x) og enhver maengde A
findes mengden af de elementer i A, der har egenskaben P, dvs. der findes en mengde B,
saledes at x € B < x € AN P(z).

Hvis f.eks. A indeholder maengderne a, b, ¢, d, e og f, og hvis blandt disse det netop er a, d
og e, der opfylder egenskaben udtrykt ved preedikatet P, sa skal der i henhold til aksiomet
et eller andet sted i vor rodekasse findes en maengde B, der netop indeholder maengderne a,
d og e.
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Komprehensionsaksiomet viser altsa, at vi inden for en meengde A kan markere de elementer,
der har en bestemt egenskab og sa sammenfatte disse til en meengde. Igen har vi med et
“oplagt sandt” aksiom at ggre, men alligevel snyder vor intuition os, thi denne frihed til at
“markere maengder med en vis egenskab og samle sammen til en maengde” virker “oplagt
tilladelig” pa de fleste, selv uden et krav om, at markeringen skal ske inden for en pa forhand
opgiven maengde A. Men her ved vi, at sa stor en frihed kan vi umuligt fa—uden at fores til
en modstrid. Det har Russell laert os med sit bergmte paradoks (som jeg siden vender tilbage
til).

Komprehensionsaksiomet viser, hvordan vi i ZFC kommer uden

om vanskeligheden omkring Russells paradoks. Blot vi “holder A o B o
os pa matten” og arbejder inden for en fast meengde A (vores ® ©@ @
“matte”), har vi frihed som gnsket til at markere og samle sam- ® O @

men.

Aksiom 3 er et aksiomsskema, idet det faktisk indeholder uendelig mange aksiomer, ét for
hvert praedikat P(z). Det kan mere formelt formuleres:

Aksiom 3. For hvert predikat P(x) med fri variabel x geelder
VAIBVz (x € B& x € AN P(x)).

Faktisk tillader vi, at praedikatet P indeholder flere frie variable. Dette fgrer dog ikke til
noget nyt, idet ekstra variable kan opfattes som parametre.

I forbindelse med komprehensionsaksiomet indfgrer vi en nyttig (og kendt!) notation, nem-
lig {x € A| P(z)} for den maengde, der i aksiomet er kaldt B. At dette er en tilladelig
definition fglger af ekstensionalitetsaksiomet. Antag nemlig, at masengderne B og Bs opfyl-
der betingelserne z € By < x € AN P(z) og x € By & x € AN P(z). Sa geelder abenbart
r € By < x € Bs, hvorfor By = Bs ifslge ekstensionalitetsaksiomet.

Jeg burde for, i forbindelse med ekstensionalitetsaksiomet have indfgrt delmaengdebegrebet.
For z og y maengder defineres x C y som en bekvem forkortelse for folgende udsagn: Vz (z €
= z€ y) Sa kan ekstensionalitetsaksiomet formuleres: VzVy (x CyhNyCzrx=zx= y)

3.1 Den tomme mangde, fellesmaengde og differensmaengde

Komprehensionsaksiomet kan bruges til at definere den tomme mangde: Lad A veere en
maengde (en sadan findes ifplge Aksiom 0). Lad P(x) vaere udsagnet = # . Sa findes meeng-
den B = {z € A |z # z}. Det ses let, at for denne mengde geelder Vy : y ¢ B. P.gr. af
ektensionalitet kan der kun findes én mangde med denne egenskab. Den fundne maengde
kaldes den tomme mangde og betegnes (). Den er altsa karakteriseret ved ikke at have nogen
elementer. Den ligger i rodekassen og er blot en skal—gar vi ind i maengden, finder vi intet
derinde, ikke én eneste maengde.

Komprehensionsaksiomet kan ogsa bruges til at vise eksistens af faellesmaengde. Lad os blot
ga lidt langsomt frem og forst vise:

Saetning 3.1. For enhver mengde A og enhver mengde B findes to entydigt bestemte
mangder—Ilad os blot med det samme benavne dem AN B og A\B—karakteriseret ved egen-
skaberne:

reANB&xec ANz € B, (3.1.1)
re€A\Bexe ANz ¢ B. (3.1.2)
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Bevis. Lad P(x) veere praedikatet = € B og Q(x) preedikatet x ¢ B. Sa findes {z € A | P(x)}
og {z € A | Q(z)}, hvilket netop vil sige, at der findes maengder ANB og A\ B i vor rodekasse,
sa (3.1.1) og (3.1.2) geelder. Det var eksistensen. Entydigheden fglger ved ekstensionalitet. [

Vedrgrende faellesmaengde kan vi ga meget videre og vise eksistens af feellesmaengde af en
vilkarlig ikke-tom familie af maengder. Vi husker, at en familie af maengder er et “system”
eller en “samling” af meengder. Men det er en meengde ogsa! Det er jo “samlingen” af sine
elementer. Med andre ord, en familie af meengder er i og for sig intet nyt begreb, men
blot en maengde. Vi vil derfor—elegant men uvant fgrste gang, man ser det—definere Nz,
fellesmangden over x, for en vilkarlig ikke-tom maengde x.

SO& O
c
b2
A
nu, hvilke elementer
i disse tre maengder,

der er feelles for a,b og ¢ (dvs. element i savel a som b som c¢). Er situationen som anty-
det pa figuren, er det kun maengden markeret ), der er faelles. Vi opsgger nu i rodekassen en
meengde, vi betegner den Nx, der bestar af alle omtalte faelles elementer. Da der i eksemplet
kun var ét feelles element, ), er Nz en maengde, der netop indeholder dette element.

Meningen fremgar af

et eksempel i rode-
kasseterminologi. Se a
pa mengden z. Lad o)
os sige, den indehol- D
der elementerne a,b ®
og c. Vi noterer os

e

Lad os nu indfgre Nz preecist:

Seetning 3.2. Til enhver ikke-tom mengde x (altsa x # () findes en entydigt bestemt
mangde, vi betegner med Nx, med egenskaben

yeNresVzer: yez.

Bewvis. Givet z # (. Lad P(y) veere preedikatet P(y) : Vz € o : y € z, eller mere formelt
Vz (z € x = y € 2). Dax # () findes en maengde a, sa a € z. Brug nu komprehensionsaksiomet
og se pa {y € a | P(y)}. Betegn denne meengde Nx. Det er klart, at den har den angivne
egenskab (overvej!). Ved ekstensionalitet indses, at der kun findes én mangde med denne
egenskab. O

Grunden til at vi kunne udnytte komprehension til at definere feellesmeengde var, at for det
relevante praedikat P(y) fandtes en maengde a, saledes at implikationen P(y) = y € a galdt.
I sadanne tilfeelde kan vi bruge notationen {y | P(y)} uden risiko for misforstaelse. Maengden
er karakteriseret ved

Yy (ye{y | P(y)} < P(y))

og bestemmes ved komprehension og ekstensionalitet ved
{v | Ply)t={yecal Py}
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3.2 Foreningsmangde

Det er naturligt ogsa at se pa foreningsmeengden her. Men selv hvis vi blot vil definere
foreningsmaengden A U B af to maengder kommer vi i vanskeligheder. Komprehension kan
ikke udnyttes, thi vi kan ikke uden videre finde en mengde, der sikrer, at vi “holder os pa
matten”. Hvis vi vidste, at der fandtes en maengde X, sa A C X og B C X, kunne vi f.eks.
definere AU B ved

AUB=X\((X\4) N (X\B))
og let eftervise, at A U B har den egenskab, vi tilstreeber, nemlig:
Vo (wEAUBﬁxEA\/a:GB).

(Overvej!) [En anden mulighed er at udnytte komprehension og se pa {y € X | P(y)}, hvor
P(y) er praedikatet 3z € x 1 y € z] Ved ekstensionalitet finder vi sa, at AU B er entydigt
bestemt ved ().

Ganske tilsvarende, hvis vi sgger at definere Uz helt generelt, kommer vi i vanskeligheder.
Safremt vi ved, at der findes en meengde X, sa y € © = y C X, er der ingen problemer, sa
kan vi definere Uz ved

Ur={yeX |Jz(zexAyecz)}

(komprehension og ekstensionalitet). Hermed fas den gnskede egenskab: y € Ur < Jz(z €
x ANy € z) eller, kortere skrevet med ssedvanlig stenografi: y € Ur < Jz € x 1y € 2.

Men ingen af de hidtil indfgrte aksiomer sikrer eksistens af en maengde X som ovenfor, sa vi
kan “holde os pa matten” og bruge komprehension. Da vi naturligvis vil kunne arbejde med
vilkarlige foreningsmaengder, introducerer vi endnu et aksiom (idet vi lige venter lidt med
Aksiom 4):

Aksiom 5 (Sumaksiomet). For enhver maengde x findes en mangde s, sa
Yy (sz@HzEa::yez).

Ved ekstensionalitet ses, at meengden s er entydigt bestemt. Den hedder foreningsmaengden
over x og betegnes Ur.

Det er uhyre let at illustrere, hvad forenings-
maengde er ved brug af vor rodekasse. Lad os se
pa en maengde x i rodekassen og teenke os, at
vi en dag har lukket en uartig dreng indenfor.
Her kan man se alle de meengder, = bestar af (pa
figuren er der 3). Den uartige dreng—undskyld
kgnsdiskriminationen, men det er nu engang al-
tid drenge, der er uartige—keder sig efterhanden
bravt og som tidsfordriv render han nu rundt og balrer alle maengdeskallerne omkring maeng-
derne i z (de 3 maengder i vort figureksempel). Heldigvis opdages drengen i tide, for han skal
forgribe sig pa de nye maengder, der er opstaet. Han vises bort—og tilbage star forenings-
mangden Uz! (Lidt mere preecist: Ifglge sumaksiomet skal der et eller andet sted i rodekassen
findes en maengde, der netop indeholder de maengder, der bliver tilbage efter at den uartige
dreng har hzerget!). Pa figuren ser det ud som om Uz indeholder 6 mangder. Der kan godt
veere feerre, idet nogle af dem kan veere identiske.
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3.3 Ordnede par

Vi har nu defineret forenings-, feelles- og differensmaengder. Af andre vigtige begreber fra den
naive maengdelaere vi simpelthen ma have til radighed, peges pa afbildninger og relationer.
Da disse begreber defineres via produktmeaengder, ma vi se at skaffe os produktmaengder. Og
da en produktmaengde er en maengde af ordnede par, ma vi skaffe os ordnede par. Det viser
sig, at blot vi kan skaffe os par (uordnede par), kan vi, ved et lille trick, ogsa skaffe os ordnede
par.

Er z og y meengder, skal parret x og y veere den meengde, der opstar
ved at bygge en mangdeskal uden omkring x og y. Det er klart, hvordan
@ vi kan udtrykke dette aksiomatisk—og maske ogsa temmelig klart, at vi
\ J ikke med de hidtil indferte veerktgjer har midler til radighed, der sikrer
os, at sadanne par findes i rodekassen.

Aksiom 4 (Paraksiomet). For alle x og alle y findes en maengde, der netop har x og y
som elementer:

VxVyEsz(wez@w:x\/w:y).

Ved ekstensionalitet ses som ssedvanlig, at maengden z er entydigt bestemt ud fra x og y.
Vi bruger notationen {z,y} for denne meengde og kalder den parret (evt. det wordnede par)
bestaende af x og y. Til enhver maengde = kan vi se pa parret {z,x}. Denne maengde hedder
singleton x og betegnes {z}. For alle y har vi

ye{r}ey=u

Bemsark, at mens x kan have ligesa mange elementer, det skal veere, har {z} {z}
altid preecis ét element—mnemlig z. Figuren viser specielt x og {x} i tilfeeldet
x = (). Disse maengder blandes let sammen.

Af vigtige egenskaber for pardannelse nsevner vi kun én, nemlig den

oplagte egenskab 0 {0}
{z,y} ={y,z}. Q @

Vi kan nu danne tripler {z,vy, z}, quadrupler {z,y, z, w} osv. Lad os

antyde et bevis herfor (dog ikke bevis for “osv.”!). Givet meengder z,y, z. Det er klart, hvad

{z,y, 2} skal betyde, nemlig en maengde t (¢ for “tripel”), sa
wetsw=zsVw=yvVw==z.

I stedet for at skrive et praecist formelt bevis ned, “tegner” jeg et bevis:

@) | (@ @ @
%lJel@e)lC2
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(OVELSE 3.1. Bevis (folg anvisningen pa tegningen!):
VxVszHwVa(aew@a:x\/a:y\/a:z),

og vis herved eksistensen for alle z,y, z af {z,y, z}. Generalisér til {z,y, z,w}.

Med par til radighed kan vi sikre os, at rodekassen indeholder nogle helt bestemte maengder
med hhv. ingen, ét, to, tre, fire og fem elementer. Og vi kunne have fortsat, hvis vi gad. De
mengder, jeg taenker pa, vil vi bruge som model for de naturlige tal 0, 1, 2, 3, 4 og 5, ja
faktisk vil vi sige, at disse maengder er de nsevnte naturlige tal.

Forst defineres 0. Det skal veere en meengde med ingen elementer, dvs. det ma veere den
tomme meangde. Altsa: 0 = (). Med andre ord, “0” er blot endnu et navn til den tomme
meaengde. Kaert barn har mange navne! Vi definerer nu maengderne 1, 2, 3, 4 og 5 ved

1= {0} = {0},

2=1{0,1} = {0,{0}},

3=1{0,1,2} @,{@},{@,{@,}}},

1=1{0,1,2,3} ={0.{0},{0.{0}},{0. {0}, {0, {0} }}}.

5=1{0,1,2,3,4} = {0,{0},{0,{0}}, {0, {0}, {0, {0} }},
{@,{@},{@,{@}},{@,{@},{@,{@}}}}},

, o) ©
0@ (608

Det virker méaske meerkeligt at definere 0, 1, 2, 3, 4 og 5 pa denne made. F.eks. har vi 3 € 5,
og det ser lidt uvant ud. Sagen er den, at vi sadan set er helt frit stillet, nar vi veelger modeller
for 0, 1, 2, 3, 4 og 5 i vor rodekasse. Blot skal vi veelge seks forskellige maengder. Og at de
valgte maengder er forskellige er klart. F.eks. er 3 # 5, da vi let kan pege pa en maengde z,
sa x € 5 men x ¢ 3. F.eks. kunne vi som z bruge = = 3 eller x = 4.

Det er klart, at med definitionerne af 0, 1, 2, 3, 4 og 5 har vi slet ikke indfriet de forventninger,
vi har til disse objekter. Forventningerne gar ud pa, at “+”7, “” og “<” kan defineres, sa de
seedvanlige regler geelder. F.eks forlanger vi om “4”, at 242 =4 og 2+ 3 = 5, mens vi om
gange forlanger 0-3=0,1-4 =4, 2-2 =4 m.v., og om ordningen forlanger vi f.eks. 0 < 0,
2 < 4 og 2 < 5. Og sa forventer vi naturligvis, at vi ikke stopper ved 5, men gar videre og
definerer alle de naturlige tal og ogsa maengden af naturlige tal. Vi skal ikke ga videre her,
men blot haevde, at de definitioner, vi valgte af 0, 1, 2, 3, 4 og 5 peger frem mod et fornuftigt
generelt princip, der gor det forholdsvis let at indfri forventningerne—dog skal vi gennem
nogle flere aksiomer, fgr vi har frihed nok til at gennemfgre programmet.

(OVELSE 3.2. Lad os, for denne gvelse, vedtage at skrive x < y for x C y, og = < y for
(x C ynN(z = y)) Vis, at safremt bade x og y er en af maengderne 0, 1, 2, 3, 4 eller 5,
sa betyder x < y og © < y dét, man forventer. Vis ogsa, at for sadanne x og y er z < y
ekvivalent med x € y.
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Vi har tidligere stillet i udsigt, at pardannelse kan bruges til at definere ordnet par.

Definition 3.3. Lad = og y veere maengder. Ved det ordnede par af x og y, for hvilket vi
bruger notationen (x,y), forstas maengden (z,y) = {{z},{z,y}}.

Vi kan ogsé opfatte (z,y) som en bekvem notation (forkortelse) for meengden {{z},{z,y}}.
Definitionen virker nok lidt overraskende. Men hvordan skulle man ellers afspejle den naive
definition (“... det ordnede par af x og y er parret (x,y), hvor = er det forste element og y
er andet element i parret”)? Der er ikke nogen oplagt made at ggre det pa, sa vi sikrer os, at
(z,y) er et objekt i vort ZFC univers, altsa en maengde, vi finder i vor rodekasse. Thi hvad
menes med fgrste, og hvad med andet? Definitionen kan netop betragtes som en smart made
at indfgre disse begreber pa uden at matte indfgre helt nye strukturer i ZFC.

“

Det veesentlige resultat om ordnede par er fglgende:
Seetning 3.4. Der galder: VaVyVaYw ((z,y) = (z,w) &z =2 Ny =w).
OVELSE 3.3. (Maske ikke helt let!) Vis det!

OVELSE 3.4. Definer ordnede tripler ved (z,y,z) = ((m,y),z) og bevis den basale egenskab
for disse (hvad mon det er for en?).

Bemerkning 3.5. Den energiske laeser kan ogsa definere ordnede quadrupler og ordnede kvin-
tupler osv.—men “osv.” skal tages med forbehold. Fgrst nar de naturlige tal er defineret og
deres egenskaber etableret, kan vi generelt definere ordnede n-tupler for vilkarlige naturlige

tal.
A x @ {z}
@ {z,y} (z,y) (y, )
oy {y}

Hlustration af de ordnede par (z,y) og (y,x)

3.4 Relationer, afbildninger

Hvordan skal vi nu ga videre? Naturligt—efter det tidligere sagte — havde veeret at indfere
produktmaengder og dernaest afbildninger og relationer efter opskriften i den naive meeng-
delazere. Vi gar imidlertid en anden vej og definerer—uden at introducere yderligere aksiomer
— relationer af afbildninger.

Definition 3.6. En mangde R siges at veere en biner relation (ofte blot kaldet en relation)
safremt alle elementer i R er ordnede par, altsa safremt

Vz(z € R= a3y : z = (z,y)).

Seetning 3.7. Lad R vere en relation. Sa findes maengder Dm(R), definitionsmengden af
R, og Vin(R), verdimengden af R, sa

Dm(R) = {z | Jy: (z,y) € R},
Vm(R) ={y | 3z : (x,y) € R}.
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Bevis. Lad os eftervise eksistensen af Dm(R). I henhold til diskussionen s. 122 er det nok at
finde en eller anden maengde X, sa P(z) = x € X, hvor P(z) er preedikatet Jy : (z,y) € R.
Vi leder altsa efter en maengde X sa folgende implikation gzelder:

(Fy: {{z},{z,y}} € R) =z € X.

Efter nogen overvejelse, ser man, at vi som X kan bruge X = U(UR)! Altsa X = UA med
A = UR. Faktisk er det ikke sa sveert, hvis vi teenker pa den uartige dreng fra s. 122!

Lad os “tegne” beviset (altsa bevisforelse ved kramkisto-
logi!). Vi interesserer os for en maengde X. Vi antager,
der findes y, sé (z,y) = {{z},{z,y}} € R. Se pa figuren
(der svarer til tilfeeldet = # y). Slipper vi den uartige
dreng lgs i R og lader ham nedbryde alle maengdeskaller
for elementer i R, fremstar UR. Lader vi drengen husere
lidt leengere, sa han ogsa balrer alle meengdeskaller for
de nye elementer (elementerne i UR), opstar U(UR). Vi
ser nu, at ved drengens “dobbelte” haergen opstar savel
maengden x som meengden y.

Evt. andre elementer i R end (z,y)

Vi har dermed vist, at x € U(UR), preecis som gnsket. Hermed er eksistensen af Dm(R) vist.
Da vi ovenfor ogsa fandt y € U(UR), kan et lignende raesonnement gennemfgres til at vise,
at Vm(R) er veldefineret. O

OVELSE 3.5. Nedskriv mere formelt beviset ovenfor (uden henvisning til en tegning—men
gerne vejledt af en tegning).

Nar vi forst har klaret at definere Dm(R) og Vm(R), er det let at definere billede og invers
billede:

Definition 3.8. For en vilkarlig maengde A defineres, for en given relation R, billedet af A
under R ved

R(A)={y € Vm(R) | Ja € A: (a,y) € R},
og urbilledet R~(B) (ogsa kaldes det inverse billede) defineres ved

R YB)={zcDm(R)|3bec B: (z,b) € R}.

Selvom det sadan set er muligt at udvikle relationsbegrebet videre med de aksiomer, vi har
til radighed, skal vi vente lidt, indtil vi har produktmengder til radighed. Dog bemserkes, at
afbildningsbegrebet godt kan indfgres nu. Vi definerer blot:

Definition 3.9. En afbildning er en relation f, saledes at
Vavyvy' ((z,y) € fA (z,y) € f =y =)

I den naive maengdelzere har vi set pa potensmeaengdeoperationen. Det er ret klart, at de indtil
nu indfgrte aksiomer ikke er steerke nok til at sikre, at vi for hver meengde = kan snakke om
potensmaengden P(z) (diskutér selv!). Der er ingen vej udenom, vi ma “ofre” et selvsteendigt
aksiom pa denne sag:
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Aksiom 8 (Potensmaengdeaksiomet). For hver mengde = findes en mangde, betegnet
P(x) og kaldet potensmaengden af x, som bestar af alle delmengder af x. Mere formelt (og
precist):

VedyWz (z e y & 2z C x).

Potensmaengden P(z) er meengden y, der optraeder her. At den er entydigt bestemt, ses let
(ekstensionalitet!). Det er veerd at gore opmeerksom pa, at aksiomet ikke forteeller, for en given
(kompliceret!) maengde x, hvad preecis en delmaengde af x er eller, sagt pa en anden made,
hvilke samlinger af elementer i x, der er med i rodekassen som delmsngder af x. Aksiomet
siger derimod, at alle de delmeengder af x, der faktisk er med i rodekassen, kan samles til
et hele, sa de udggr en maengde i rodekassen—potensmaengden. Det er maske derfor ikke sa
maerkeligt, at man kan tezenke sig to rodekasser af maengder, der hver for sig opfylder ZFC
og som begge indeholder en bestemt maengde x, defineret uathaengigt af hvilken model for
ZFC, vi betragter (teenk pa z = Ny!), men saledes, at P(z) i de to rodekasser “ser” ganske
forkellige ud. Det er netop denne situation, der indtreeffer, nar vi ser pa kontinuumshypotesen,
CH (enhver delmeengde af P(N) er enten teellelig eller ackvipotent med P(N)). Her findes—
under den sasdvanlige forudszetning om, at ZFC selv er et konsistent aksiomssystem—to
rodekasser med mangder, sa ZFC er opfyldt i begge og sa CH geelder i den ene, men ikke i
den anden rodekasse. CH er altsa uathaengig af ZFC.

3.5 Produktmaengde

Vi kan nu let vise, at X x Y eksisterer for alle masengder X og Y:

Saetning 3.10. YXVY3ZVt (t € 7 < dzdy (t =(z,yy Nz e X Ny € Y))

Bevis. Med szedvanlig notation gar beviset ud pa at vise, at for X og Y meengder, er

{t| 32y (t=(z,y) Nz e X AyeY)}
= {teP(P(XUY)) | Ty (t=(z,y) Nz e X ANyeY)}

Antag z € X Ny € Y At = (z,y). Savil {z} € P(XUY) og {z,y} € P(X UY), hvorfor
{{z},{z,y}} CP(XUY), altsa t € P(P(X UY)). Dette viser det gnskede. O

Mangden Z, vi hermed har defineret, hedder produktmaengden af X og Y og betegnes X x Y.
Vi kan kort skrive

XxY ={(z,y) |lre XNyeY}

Idet vi saledes har vist eksistensen af produktmaengder, ses let, at for enhver meengde x er
tilhgrerrelationen €, pa x og identiteten id, pa x veldefinerede relationer ved

€, = {(a,b) |acxzNnbexNacbd}
id, = {(a,b) |acxzAbexAa=Db}.

Af disse er id, altid en afbildning.

Vi skal ikke ga videre med udviklingen i ZFC af yderligere begreber og egenskaber vedrgrende
relationer og afbildninger, men blot pasta, at dette kan ggres, sa alle resultater fra den naive
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meengdelaere etableres.! Dette er egentlig ogsa klart pa nuverende tidspunkt, hvor vi ngje
har gjort rede for, hvordan de fundamentale begreber indfgres og eksistens af de tilhgrende
objekter eftervises. Sa snart dette er gjort, kan vi fortseette med at rsesonnere som vi er vant
til inden for den naive maengdelzeres forestillingsverden.

(OVELSE 3.6. Definer, for vilkarlige mesengder X og Y, en meengde, XY, der opfrer sig som
vi er vant til (dvs. XY er maengden af afbildninger af Y ind i X).

(DVELSE 3.7. Vi har tidligere pa elegant vis (?!) defineret vilkarlig feellesmaengde og vilkarlig
foreningsmaengde Nz og Uz (med = # 0 for Nz). Da z her opfattes som samlingen af sine
elementer, vi kan skrive z = (y)yez, kunne vi ogsa have brugt notationen Nye,y 0g Uyezy,
som laeseren evt. foretraekker. Giv nu i samme and en fornuftig definition af vilkarlige maeng-

deprodukter [[z = [[,c, v-

Fgr vi forlader potensmangdeaksiomet, nsevner vi, at man kan vise, at hvis man fjerner
dette aksiom fra ZFC og erstatter det med aksiomet “enhver meengde er teellelig”, sa fas et
konsistent aksiomssystem. (Som sadvanlig ma man her ga ud fra konsistensen af ZFC). Da
der, som vi skal se, findes en uendelig meengde i ZFC, og da Cantors resultat | X| < |P(X)]
geelder 1 ZFC, illusterer dette dybtliggende konsistensresultat, at der virkelig sker noget ved
at medtage potensmeengdeaksiomet i ZFC. Uden dette kunne man altsa risikere at fa en
meaengdelaere, hvor alle maengder er “sma”, nemlig teellelige. Og hvad skulle der sa blive af de
reelle tal? Dem matte man sa undvaere—eller erstatte med noget andet. Disse bemaerkninger
tjener til at motivere, at det kraftige potensmaengdeaksiom medtages i vort aksiomssystem.

3.6 Substitutionsaksiomet

Lad os dernaest se pa endnu et aksiom, substitutionsaksiomet. Det er et aksiom, der fgrst
ret sent kom med i meengdelserens aksiomer. Grunden hertil er, at det er sa “naturligt”, at
man let kan komme til at anvende det uden egentlig at bemaerke det. Man er dog blevet klar
over, at aksiomet er vigtigt og ikke kan undveeres. Ganske som for komprehensionsaksiomet
drejer det sig om et aksiomsskema, altsa i princippet uendelig mange aksiomer, hvert aksiom
svarende til et valg af et praedikat af en saerlig type.

Aksiom 6 (Substitutionsaksiomet). For ethvert predikat P(x,y) i de to frie variable x
og y som har den egenskab, at der til hvert x hgjst findes én maengde y, sa P(x,y), findes,
til enhver mangde A, en mengde B, say € B< dx € A: P(x,y).

Mere formelt udtrykt:
Hvis P(x,y) opfylder

Ve Yys (P(x,y1) A P(z,y2) = y1 = 42),
sa gelder

VAIBYy (y € B & 3z (x € AN P(x,y))).

1Se dog nedenstaende to gvelser.
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Den maengde B, hvis eksistens aksiomet udtaler sig om (givet maengden A), er entydigt
bestemt (ektensionalitet!) og kan betegnes {y | 3z : (x € AN P(x,y))} eller {y |dz € A:
P(z,y)}.

Substitutionsaksiomet minder noget om komprehensionsaksiomet. Vi kan da ogsa vise, at
det faktisk drejer sig om et staerkere aksiom. Med andre ord, komprehensionsaksiomet er
overflgdigt! At det alligevel medtages i ZFC skyldes dels historiske grunde, dels at det—som
vi har set—er et saerdeles nyttigt specialtilfeelde af substitutionsaksiomet.

Lad os nu vise, hvordan komprehensionsaksiomet kan fas som et specialtilfaelde af substitu-
tionsaksiomet. Hertil ses pa et praedikat P(x) i den fri variabel z og en meengde A. Vi vil
vise eksistensen af {x € A | P(x)} ved at bruge substitutionsaksiomet. Dette er let: Vi ser
blot pa preedikatet Q(x,y) : P(z) A x = y og finder for meengden A, at der findes B, sa
yeEB<s dJre A: Qx,y),dvs.ye By € AN P(y). Dermed er B={y € A | P(y)}, som
gnsket.

(OVELSE 3.8. Tit ser man en udformning af substitutionsaksiomet, der er lidt svagere end
den form, vi valgte, idet man om P(z,y) forlanger, at der for alle x findes przecis én maengde
y, sa P(z,y) geelder. Vis, hvorledes vores form kan udledes af den formelt set svagere form.

Ganske som for komprehensionsaksiomet tilla-

der vi, at P(z,y) i substitutionsaksiomet inde- A
holder yderligere frie variable. Disse er sa at be- @

tragte som parametre. Vi haevdede, at substi- @
tutionsaksiomet er et “naturligt”, altsa “oplagt @

sandt” aksiom. Lad os teenke pa det tilfeelde, @ @
hor P(z,y) opfylder Va3ly : P(z,y) (svarende

til den svage form af aksiomet antydet i gvelsen
ovenfor).?

Det, aksiomet sikrer os er, at nar vi ser pa en meengde A i rodekassen, sa kan

vi i stedet for hvert element z € A (pa figuren er der tre elementer x1,x2 og P(x1,41)
x3) “substituere”, altsa erstatte, x med det y, der opfylder P(x,y), saledes at P(x3,2)
forsta, at der et eller andet sted i rodekassen findes en mangde, der netop P(x3,y3)
bestar af de y’er vi har substitueret med. Aksiomet er meget naturligt—det

vil laeseren sikkert medgive! F.eks. far vi ikke nogen “stgrre” maengde B ud af det end den, vi
startede med. (Derfor er forudsaetningen om, at der til hvert = findes hgjst et y, sa P(x,y),
den naturlige forudseetning).

At substitutionsaksiomet er effektivt staerkere end komprehensionsaksiomet er maske over-
raskende. Men sadan er det i henhold til mere dybtgaende undersggelser.

En og anden kunne maske tro, at substitutionsaksiomet er trivielt ud fra folgende betragtning:
Lad P(z,y) veere et praedikat af den omhandlende art—altsa: VaVy Vys : P(x,y1)AP(z,y2) =
y1 = yo—og lad A veere en vilkarlig maengde. Se pa afbildningen f, der til hvert x € A, for
hvilket der findes y sa P(x,y), knytter den entydigt bestemte meaengde y sa P(z,y). Sa er
det klart, at veerdimeengden for f er den sggte maengde (B), idet y € Vmm(f) < Iz : (x,y) €
f < Jr e A: P(x,y). Sandt nok—safremt f findes i vor rodekasse! Humlen er blot, at det
behgver f ikke. Det er netop det, substitutionsaksiomet skal sikre.

OVELSE 3.9. Med henvisning til diskussionen ovenfor skal man vise, at der findes en maengde

2Jeg kan ikke huske, om vi for er stgdt pa “3!”. Det betyder “der eksisterer et entydigt bestemt ...”.
Saledes er 3z : Q(z) stenografi for (I : Q(x)) A (Vo1Vz2 (Q(z1) A Q(z2) = 21 = x2)).
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B med egenskaben naevnt i aksiomet, hvis og kun hvis afbildningen f = {(z,y) |z € A A
P(z,y)} findes, og i bekreeftende fald er B = Vm(f).

OVELSE 3.10. Vi har for vist eksistens af produktmeengden X xY = {(z,y) | x € XAy € Y}
ved at udnytte potensmaengdeaksiomet. Vis, at eksistensen af X x Y ogsa kan klares, hvis man
ikke har potensmaengdeaksiomet til radighed, men i stedet udnytter substitutionsaksiomet
(og evt. andre af de indferte aksiomer).

Vejledning: Brug forst substitutionsaksiomet til at definere X x {y}. Brug sa substitutions-
aksiomet endnu en gang til at danne {X x {y} | y € Y'}. Udnyt til sidst—ja, hvilket aksiom
tror 1?7

OVELSE 3.11. Vis ved udnyttelse af aksiomerne 0, 1, 6 og 8 (meengdeeksistens, ekstensiona-
litet, substitutionsaksiomet og potensmaengdeaksiomet), at paraksiomet er overflpdigt, idet
det kan udledes af de nsevnte aksiomer.

Vejledning: Idéen er at udnytte substitutionsaksiomet. Forst opsgges to meengder a og b sa
{a,b} eksisterer. Til givne maengder zo og yo (eventuelt identiske) ses sa pa tilknytningen
a ™~ xo, b~ yo (og f.eks. x ~ x for andre maengder), og i stedet for a og b substitueres sa xg
08 Yo-

Bemerkning 3.11. Denne gvelse viser altsa, at paraksiomet er overflgdigt i ZFC. Pa trods af
det, er det bekvemt at medtage, bl.a. fordi det letter en trinvis opbygning af meengdelserens
begreber.

Vi venter til senere med at vise mere centrale anvendelser af substitutionsaksiomet end an-
tydet i ovenstaende.

4 Ota Solgryn mangder

Vi vaelger at se pa et totalt ungdvendigt aksiom nu. Aksiomet kan helt undveeres, men med
aksiomet sikrer vi os, at alle maengder i vor rodekasse har en simpel opbygning, hvilket isaer
giver lettelser, nar vi senere skal til at indfgre ordinaltallene. Aksiomet er altsa godt nok. Det
er harmlgst og giver nogle lettelser. Det kan dermed anses for at veere et teknisk aksiom. Det
kan derimod naeppe siges at veere “naturligt”, “oplagt sandt”.

Forst lidt om Ota Solgryn mengder (undskyld min private poppede betegnelse). Jeg skal nok
prove at fremskaffe et billede af en Ota Solgryn pakke. Mon ikke mange har set sadan én?
Den fascinerede mig som barn. pa pakken kommer en rask frisk dreng (det er lige til at fa
kvalme af!) lpbende med en Ota Solgryn pakke—og pa denne pakke kommer en rask sund
dreng (den samme?) lgbende med en Ota Solgryn pakke osv. Med denne baggrund kalder vi
en meengde x for en Ota Solgryn mengde, safremt x indeholder sig selv som element: x € x.

Russels paradoks kan formuleres som et paradoks om Ota Solgryn meaengder. Lad os nu teenke
os, at vi markerer alle maengder i vores rodekasse som ikke er Ota Solgryn meengder. Det har
vores tanke ikke sveert ved at acceptere, og vi har heller ikke sveert ved at teenke pa alle disse
ikke-Ota Solgryn maengder som et hele. Derfor—fglgende Cantors fine definition: “Unter
einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt
werden) zu einem Ganzen”—er det naturligt, at alle ikke-Ota Solgryn meengder kan sammen-
fattes til en meengde, altsa at der et eller andet sted i vor rodekasse ligger en meengde R (R
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for “Russell”), sa x € R < z er ikke en Ota Solgryn maengde. Accepteres denne tankegang,
opstar Russells paradoks, idet der ikke kan findes en meengde RsaVx :x € R < x ¢ x.

I vores meengdelasere, altsa i ZFC, findes ingen Ota Solgryn meengder. Det forhindres af
fglgende aksiom:

Aksiom 2 (Funderings- eller Regularitetsaksiomet). Vz (:U =0viylyexzAhyna =

0)).
Skrevet lidt mere overskueligt:
Ve#£0yex:yna =10
Og skrevet lidt mere detaljeret:
Ve £ 0y eavzex: 2z ¢y.

En mangde y med den angivne egenskab (y € z Ay Nx = () kaldes et fundament for x. Iflg.
funderingsaksiomet har enhver ikke-tom meengde altsa et fundament.

Det folger let af funderingsaksiomet, at der ikke findes Ota Solgryn maengder. Vi har altsa:
Vo:z ¢ .

(Anvend fundering pa den ikke-tomme maengde {x}). Sa i ZFC er Russells “maengde” R,
“meengden”af alle maengder. Den findes altsé ikke i rodekassen. I gvrigt understreges, at
funderingsaksiomet egentlig ikke har noget med Rusells paradoks at ggre. Saledes kan man
uden funderingsaksiomet vise, at “mangden” af alle maengder ikke findes i vor rodekasse:

(OVELSE 4.1. Vis, uden at anvende funderingsaksiomet, at der ikke findes en meengde V', sa
Ve:xeV.

Vi kan nu vise pa naivt grundlag:

Saetning 4.1. Der gelder:

(i) For ethvert naturligt tal n og for erhvert set xi,... ,x, af n mangder, findes iy €

{1,...,n} sa, for allei e {1,... ,n}, x; ¢ z;,.

(ii) Der findes ingen cirkuler “tilhorer-kede”, dvs. vi kan ikke have x1 € x9 € -+ € T,
med T1 = Tp,.

(iii) Der findes ingen uendelig nedstigende “tilhorer-kede”, dvs. ©1 > x9 3 w3 > -+ er
umulig.

Bevis. (i): Veelg x;, som et fundament for {z1,za,... ,z,}.

(ii):—Thi i sa fald ville {z1,x9,... ,z,} = {x2,23,... ,x,} ikke have noget fundament.

(iii):—Thi i sa fald ville {1, x9,...} ikke have noget fundament. O

Det “naive”’i ovenstaende ligger i, at vi paberaber os kendskab til de naturlige tal, for vi har
indfgrt dem.

OVELSE 4.2. Vis, at 1, 2, 3, 4 og 5 defineret tidligere alle har et fundament. (Papeg evt.
en egenskab, der er falles for disse maengder, som sikrer, at et fundament findes—selv uden
funderingsaksiomet. )
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OVELSE 4.3. Bevis, at Va : {z} # z. Bevis ogsa, at VaVy (r € y = y ¢ x) og at VaVy (z €
y=xzFy)

OVELSE 4.4. Undersgg, hvad betingelsen er for at en maengde af formen (x,y) har to funda-
menter. Bemeerk, at for enhver meengde x findes praecis to maengder y, for hvilke (z,y) kun
har ét fundament.

5 Ordinaltal

Vi er nu naet til et hovedpunkt i vor udvikling af meengdelaseren. Ordinaltallene skal indfgres.
Disse “tal” er helt specielle meengder, hvis betydning allerede burde vaere fremgaet af omta-
len i den naive maengdelsere. Ordinaltallene bruges til at “opteclle” elementerne i en maengde
med. De bruges til en lang rsekke konstruktioner, hyppigt af objekter (mangder), der opfgrer
sig ejendommeligt, meengder med patologiske egenskaber. Men de bruges ogsa til noget fun-
damentalt og ganske jordneert. Ved hjelp af ordinaltallene kan vi indfgre de naturlige tal.

Til at indfgre de naturlige tal behgves kun ganske “fa” af ordinaltallene, og de naturlige tal kan
sadan set indfgres uden at inddrage vilkarlige ordinaltal. Jeg har alligevel valgt en fremstilling,
hvor vi ferst ser pa vilkarlige ordinaltal og udleder deres fundamentale egenskaber. Det er det
mest systematiske, og desuden er de hovedegenskaber, vi skal se pa (induktion og rekursion)
ogsa fundamentale for de naturlige tal. Forhabentlig har den vidtlgftige—men upraecise—
behandling af ordinaltallene i den naive maengdelsere givet laeseren en god forberedelse til
det, der nu kommer.

Definition 5.1. Et ordinaltal er en maengde «, der opfylder fglgende to krav:

(i) Tilhgrerrelationen er total pa «, dvs. VaVy(r EaANyEa=>x€yVyEeaxVa =y).
(ii) Meengden « er transitiv, dvs. VaVy(y €z Az € a =y € a).

Bemerkning 5.2. Nar vi i (i) taler om at tilhgrerrelationen er total pa «, ville det egentlig
vaere mere korrekt at tale om relationen “tilhgrer eller lig med”. Egenskaben (ii) kan kort
udtrykkes: z € a = x C a.

OVELSE 5.1. Vis, at hvis « er et ordinaltal, sa er ogsa a U {a} et ordinaltal. Vis, at 0, 1, 2,
3,4 0g 5 (se s. 124) er ordinaltal.

Satning 5.3 (Nogle basale egenskaber om ordinaltal). Der gelder:

(i) « ordinaltal, § € o = (3 ordinaltal.
(ii) o ordinaltal = o U {a} ordinaltal.
(1ii) A mengde af ordinaltal = UA ordinaltal.
(iv) A ikke-tom mengde af ordinaltal = NA ordinaltal.
(v) For o og B ordinaltal geelder biimplikationen a« C < a € BV a = .
(vi) For o og B ordinaltal gelder pracis ét af folgende udsagn: o = B, € 3,5 € a.

(vit) Lad o vere et ordinaltal. Defineres, for v € a og y € a,x < y ved x C y, er “<”
en velordning pa maengden «. I denne ordning gelder x < y < x € y, og for ethvert

rxe€aerV(z)=ux (husk: V(z) o {y |y <z}).
(viii) A mengde af ordinaltal sa x € a for et a € A medfprer x € A. Sa er A et ordinaltal.
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Der findes ingen maengde indeholdene alle ordinaltal (se senere gvelse). Vi indfgrer alligevel
en betegnelse for samlingen af alle ordinaltal, nemlig ON og kalder ON ordinalrekken. Det
er der intet galt i. Blot méa vi passe pa ikke at raesonnere ud fra en—forkert—forudsaetning
om at ON er en maengde. Vi tillader os—maske lidt risikabelt, synes lseseren—at anvende
notation som x € ON og A C ON. Dette er at betragte som rene forkortelser og betyder
henholdsvis “x er et ordinaltal” og “A er en meengde, og hvert element i A er et ordinaltal”.

Nu til beviset for ssetningen.

Beuvis. Vi forer beviset i fplgende skridt (egenskaben (ii) teenkes vist i gvelse 5.1):

a € ONAJea= (e ON.
ACONAA#D=nNAeON.

~ o~
T o
~— ~—

(c) a€cONABEON= (BCaswfeaVi=a).

(d) a € ON = (a, <) velordning [(c, <) her anvendt som i naiv maengdelaere].
() a€ ONA B € ON = pracis ét af udsagnene a = 3, €  og (8 € v sandt.
(f) ACON= UA € ON (husk: A maengde forudsat nar vi skriver A C ON!).

Bevis for (a): Lad x € Ay € BAx # y. Da « er transitiv vil z € a Ay € a. Da “€” er total
pa a og x # y, vil enten x € y eller y € x. Dette viser, at “€” er total pa 3. For at vise, at 3
er transitiv, antag = € y € [ (stenografi for x € y Ay € ). Af mulighederne x = 3,5 € x og
x € [ (og der er kun disse muligheder, da “€” er total pa « og da x € o og 5 € «), kan de
to forste udelukkes (bemeerk, at funderingsaksiomet udnyttes her). S& ma x € (3. Hermed er
det vist, at 0 er transitiv. Alt i alt ses, at 3 € ON. O

Bevis for (b): Vihar NA={z |Va € A:zx € a}. Antag, at r€ NAogy € NA. Vaelg o € A
(A#£0).Savilz € aVy € a og da a € ON, sluttes at enten ma z = y eller = € y eller
y € x gaelde. Dermed er “€” total pa NA. Beviset for at NA er transitiv er ligesa enkelt og
overlades til leeseren. O

Beuvis for (c): “<" 1 “<” er let at eftervise og overlades til leeseren. Lad os nu vise den
modsatte implikation. Vi antager altsa at a og § er ordinaltal og at 8 C «. Hvis § = « har
vi vist det gnskede. Lad os derfor nu antage at 3 # a. Sa er 3 en asegte delmaengde af o og
dermed er o\ # 0. Lad x veere et fundament for o\3. Vi kan afslutte beviset ved at vise,
at =z (thidaz € avil fsa € a).

Forst vises  C 8: Hvis y € 2\, vil y € o\ 3, hvilket vil vaere en modstrid med 2N (a\3) = 0.
Vi ma derfor have, at z\3 = (), m.a.o. x C .

Dernaest vises 6 C x: Antag y € 3. Af de mulige alternativer y = x,x € y og y € x kan de
to forste let udelukkes (burde maske fgrst have bemeerket, at da 8 C a vil y € «, sa da bade
x og y tilhgrer ordinaltallet v, ma én af de tre naevnte alternativer indtraeffe). Der er sa kun
det sidste alternativ y € x tilbage. Dermed er implikationen y € 3 = y € = bevist, og 3 C x
fglger som gnsket. O

Bevis for (d): For x € a og y € a er x < y som sagt defineret ved z C y. Klart, at “<” er
refleksiv, antisymmetrisk og transitiv (altsa, kort skrevet, x < x,2 <yAy <z =2z =y og
x<yAy<z=x < z)—thi dette geelder altid for “C”. For at vise, at “<” er en velordning
af a, mangler vi at eftervise den centrale velordningsegenskab. at enhver ikke-tom delmaengde
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har et fgrste element. Lad derfor z C « veere ikke-tom. Lad y veere et fundament for x. Sa
vil y € z. For at vise at y er det forste element i x, ses pa et vilkarligt element z € z. Da
yNa =0, ma (z € y). Sama (y € z) V(y = z). Da bade y og z er ordinaltal (overvej!),
folger det af (c) (den lette del), at y C z, altsa y < z. Hermed har vi vist Vz (z € x = y < 2)
som gnsket. O

Beuvis for (e): Vi saetter v = an . Sa vil v € ON. Da v C « ses af (¢) (den sveere del),
at (v € a) V (y = a). Af v C (3 folger tilsvarende, at (v € 3) V (v = (). Vi kan ikke bade
have 7 € aw og v € (3, thi sa vil v € an B = 4! Vi kan slutte, at (y = «) V (y = ), altsa
(o« € B)V (B C a). Anvend igen (c) og slut (o« € fVa =p)V ([ € aVp=a), mao.
(o = pB)V (v € P)V (0 € a). Klart, at kun ét af de tre deludsagn, der her optreeder, kan
geelde. O

Bevis for (f): Lad A C ON og saet = UA. Saer z = {y | dJa € A : y € a}. For at vise,
at “€” er total pa x, antages y € z og z € x. Bestem a € Aog € A, say € aog z € (.
Af (e) ses, at enten vil & = [, € [ eller § € a. I alle tilfzelde findes et ordinaltal (enten
a eller 3) som indeholder bade z og y. Da “€” er total pa ethvert ordinaltal, sluttes at
(z=vy)V(z € y)V(y € z) som gnsket. For at vise at x er transitiv, antages y € z € x. Bestem
a € Asaz€a Savily € z € a, hvoraf y € « sluttes. Day € a € A ses nu, at y € NA = x,
som gnsket. O

O

I beviset udnyttede vi flere gange pa veesentlig made funderingsaksiomet. Dette virker maske
lidt meerkeligt, nar man husker vores tidligere bemeerkning om, at funderingsaksiomet sadan
set kan undvaeres. Sagen er den, at uden funderingsaksiomet ma ordinaltal defineres lidt
anderledes (man ma sa sgrge for, at de er “velfunderede”). Det bliver mere besveerligt uden
at fore til noget nyt. Derfor insisterer vi—som alle da ogsa er enige om i dag—péa at medtage
det bekvemme funderingsaksiom i ZFC.

OVELSE 5.2. Vis, at der ikke eksisterer en maengde, der indeholder alle ordinaltal.

Vejledning: Fandtes sadan en maengde, ville ON veaere en maengde. Og sa ville ON selv veere
et ordinaltal.

Bemerkning 5.4. Det paradoks, man fgres til ved at antage, at ON er en maengde, er et af
de klassiske paradokser i maengdelseren, pa lige fod med Russells paradoks. Det blev opstillet
omkring arhundredeskiftet og gar under navnet Burali-Forti paradokset.

Ordningen, vi indfgrte i ssetningen, er strengt taget en ordning indfgrt pa o for « et fast
ordinaltal. Men faktisk kan vi betragte “<” som indfgrt pa hele ON, dog ma vi have gje
for, at ON ikke er en mengde. Sa (ON, <) er ikke en ordnet maengde—ON er ikke engang
en maengde. Alligevel er det bekvemt at tale om en raekke begreber som om (ON, <) er
en ordning. Det giver normalt ikke anledning til misforstaelser eller fejl. Eksempler pa det
fleksible i denne praksis illustreres i nedennsevnte seetning, hvor vi ser pa, hvad det er for
nogle “nye” ordinaltal vi finder i (ii), (iii) og (iv) i Seetning 5.3.

Saetning 5.5. (i) Lad a € ON. Da er aU{a} det mindste ordinaltal, der er storre end c.

(ii) Lad A vere en mengde af ordinaltal. Sa er UA = sup A, dvs. UA er det mindste
ordinaltal, som er > ethvert ordinaltal i mengden A.
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(iii) Lad A vere en ikke-tom mangde af ordinaltal. Sa er NA = min A, dvs. NA er det forste
ordinaltal i A.

Bevis. (1): Seet § = aU{a}. Saer a C og a # 3, hvorfor a < 3. Antag, at ogsa ordinaltallet
v er storre end a: @ <. Savila Cyoga €. Daa €, vil {a} Cv.Sama aU{a} C~,
altsa 8 C v eller 8 < ~, som gnsket.

(ii): Seet § = UA. det er klart, at Voo € A : a C 3 og dermed gaelder Va € A : o < 3. Antag
nu at ogsa ordinaltallet v har denne egenskab, altsa at der gaelder Voo € A : a < . Sa vil
Yae A: a C v, hvorfor UA C ~, dvs. B C « eller 8 <+, som gnsket.

(ii): Lad ap € Aogseet Ag={a € A|a<a}={a€ A|aC a}. Saer NA =nNAj. Da
Ao C agU{ap} folger af (i) og af (vii) i Seetning 5.3, at Ag har et forste element, lad os sige
~. Det ses nu let, at N4y = 7. O

5.1 0, efterfolgerordinaltal og graenseordinaltal

Ordinaltallene inddeles i tre kategorier. Den fgrste indeholder blot det ene ordinaltal 0, som
indtager en szerstatus: Det er det forste af alle ordinaltal: 0 < « for ethvert ordinaltal .. Neeste
kategori indeholder alle sakaldte efterfalgerordinaltal (eller blot efterfglgere), dvs. ordinaltal
pa formen U {3} med € ON. Hvis « er en efterfolger, lad os sige « = fU{3}, skrives ogsa
a = 3+ 1. Den sidste kategori indeholder alle grenseordinaltallene, altsa alle ordinaltal, der
er forskellige fra 0 og som ikke kan skrives pa formen U {3} for noget ordinaltal 3.

For maengder af ordinaltal anvendes tit “naturlig” notation ved brug af intervaller, saledes
skrives hyppigt [0, o[ for maengden af ordinaltal 8 med 0 < 8 < « og [0, @]

oo

o
0 a+1

Ordinalrackken ON

for {8 ] 0 < < a}. Bemerk, at [0,a] = V(a) = aog [0,a] = [0,a]U{a} = aU{a} =a+1.
Nar vi teenker pa a som en velordnet maengde, er det tit mere suggestivt at bruge notationen
[0, [ i stedet for .

5.2 Induktionsprincippet

Da [0,a] er en velordnet maengde geelder induktionsprincippet, se s. 29 i NM. Lad os blot
anfgre det eksplicit:

Seetning 5.6 (Induktion over «). Lad [0,a[ = o € ON. Huis x er en delmengde af [0, «f
saledes at

VB < a([0,8]C z= (€ x),

sa er x = [0, qf.

(DVELSE 5.3. Bevis dette! Formulér og bevis ogsa induktionsprincippet for [0, «[ men i ver-
sionen (anden udgave) svarende til seetning 5.2 s. 59 i NM.
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Vi ved fra vor naive diskussion, at det meget vel kan teenkes, at man ikke kan skelne to
forskellige ordinaltal fra hinanden, hvis man kun bruger “mesengdeteoretiske briller”. Men
med “ordensteoretiske briller” kan dette altid lade sig ggre.

Seetning 5.7. Lad o = [0, [ og 8 = [0, 8] veere ordinaltal. Hvis o« # 3, er [0, af og [0, B[ ikke
ordensisomorfe. Hvis [0, [ og [0, B er ordensisomorfe, er a = 3 og den eneste ordensisomorfi
er identiteten.?

Bevis. Forste pastand folger af sidste. Antag ¢ : [0, a[— [0, 5[ er en ordensisomorfi. Definer
AC0,afved A={zx |z <aAz < BA¢(x) =z} Ved induktion ses, at A = [0,a[. Sa
ma [0, «[C [0, 5]. Tilsvarende ma [0, 3[C [0, a]. Dermed er [0, = [0,5] (altsa o = ). Af
induktionsresultatet ses nu at ¢ = idjg o O

5.3 Rekursion

Lad os se pa rekursion over et ordinaltal. Ved en transfinit folge forstas blot en afbild-
ning defineret pa et ordinaltal. Vi anvender tit “ssedvanlig” folgenotation. Er f defineret
pa a = [0, a[ den afbildning, der er pa tale, skriver vi tit (f(z))
folge. (Betegnelsen er lidt misvisende, idet o kunne veere endelig).

. for denne transfinite

En transfinit folge med veerdier i X er en transfinit folge (f(z)),., med f(z) € X for alle
T < a, m.a.o. det er et element i X“. Vi siger ogsa, at en sadan transfinit fglge har lengde
«. For god ordens skyld papeges, at der kun er én transfinit folge af leengde 0, nemlig den
tomme fglge () (der er meget lidt transfinit over den!). Dette svarer til vedtaegten X° = {(}.
Med X (@ betegner vi maengden af transfinite folger med veerdier i X af leengde «, altsa:

x (o) — U X8
B<a

—at denne maengde er veldefineret ses f.eks. ved substitution (udnyt den entydigt bestemte
tilordning # ~ X?) og efterfolgende anvendelse af sumaksiomet.

Seetning 5.8 (Rekursion over «). Lad o vere et ordinaltal og Y en mangde. Lad ® :
Y@ Y vere en vilkirlig afbildning (der til hver transfinit folge (f(x))mq; med verdier
1Y og med B < « knytter et element <I>((f(:n))$<6) € Y). Da findes en entydigt bestemt
transfinit folge f € Y, saledes at

f(ﬁ):@((f(ac))gKB) for alle 8 < a. (%)

Bevis. (Sammenlign med beviset for Seetning 8.3 i NM). Ved induktion over « vises let, at
en eventuel lgsning f € Y til (%) er entydigt bestemt. Lad os kalde g en partiel lgsning,
hvis der findes § < «, sa g € YP og g(v) = <I>( (g(x))x<y) for hvert v < 3. Hvis g € Y? og
h € Y7 med 8 < 7 er to sadanne partielle lgsninger, sa ma h(z) = g(z) for alle z < §. Denne
entydighedsegenskab bevises helt som i fgrste reesonnement.

3T noterne “Matematiske Teorier” ses pa isomorfibegrebet. Lad (X, <) og (Y, <) vare ordnede maengder.
Afbildningen ¢ : X — Y er en ordensisomorfi hvis 1) ¢ er bijektiv, hvis 2) z1 < z2 = ¢(z1) < ¢(z2) og hvis
3) y1 <ye = ¢ (1) < d7 (y2). Det ses let, at 1) A2) < 1) A3) < 1) A2) A3).
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Vi viser dernaest, at der findes partielle lgsninger g € Y7 for ethvert § < a. Hertil ses pa
mengden A = {f < af der findes partiel lgsning ¢ € YP}. Lad 8 < a vare vilkarlig og
antag at [0, 3[C A. Hvis § = 0 eller hvis 3 er en efterfglger ses let, at sa ma 3 € A. Lad
os maske ggre det. Antag forst § = 0. Seet ¢ = (. Sa vil ¢ € Y? med 8 = 0. Betingelsen
g(v) =( (g(x))m<,y) for v < 8 er her tom, da der ikke findes v med v < 3. Antag dernaest
3 er en efterfglger, lad os sige § = § + 1. Definer g € Y¥? ved g(y) = h(y) for v < 8, og
g(d) = @((g(:ﬂ))m<5), hvor h € Y% er en partiel lpsning. Sa vil ¢ € Y? veere en partiel
lgsning, sa 3 € A.

Lad os dernaest antage, at [ er et graenseordinaltal (vi antager stadig [0, 5[C A og gnsker at
vise § € A). Vi definerer nu et praedikat P(x,y) i to variable ved at P(x,y) skal veere sand
nar:

enten (x ikke er et ordinaltal mindre end 3) og (y = z)
eller (x < B)AIvdg : (x < v < B)A(g € Y7V) A (g er partiel lgsning)
A (y = g(x)).

—m.a.o. idéen er til x at knytte en partiel lgsnings veerdi i x. Bemeerk, at nar x < S findes
altid v med z < < (3, thi 3 er et greenseordinaltal. Til et sadant v findes (da [0,5[C A
er antaget) altid en partiel lgsning, og til sadan en knytter vi altsa y-veerdien g(x). P.gr. af
entydighedsegenskaben for de partielle Igsninger vil denne y-veerdi veere entydigt bestemt ud
fra z (< B).

Nu anvendes substitutionsaksiomet til at bestemme en afbildning go € Y?, sa y = go(z) &
x < B A P(z,y). For den fundne transfinite folge go € Y? geaelder at for hvert z < 8 kan vi
bestemme x < v < [ og indse, at go’s restriktion til [0,7[ er en partiel lgsning. Derfor er
go(z) = <I>( (90(5))§<x ), dvs. go er en partiel lgsning. Dermed har vi (meget detaljeret!) vist,
at 0 € A ogsa i tilfeeldet, hvor g er et greenseordinaltal. Ved induktion fas sa A = [0, a].

Den sidste del af beviset er let: Der findes nu partielle lgsninger for hvert 8 < «. Ja, men sa
kan vi jo anvende praecis samme rsesonnement som ovenfor til at slutte, at der findes g € Y7#
sa g(8) = @ (g(:n))gKﬁ) for alle # < a. Det var praecis det, vi skulle vise. O

Rekursionssaetningen kan virke noget kompliceret. I virkeligheden giver den sjseldent anled-
ning til problemer ved anvendelserne. Den bruges til at konstruere entydigt bestemte objekter
knyttet til ordinaltal. Det veesentlige er, at det er helt klart, for ethvert ordinaltal &, vi vil
betragte (i seetningen var det f’er < end et givet «) hvordan konstruktionen skal fortsaette
(f (D) fastleegges) sdafremt man kender resultatet af konstruktionen for alle foregaende ordi-
naltal. Der skal altsa veere givet en opskrift pa “hvordan man kommer videre”. Lidt suggestivt
kan vi sige, at seetningen viser folgende: Blot vi ved, hvordan vi kommer videre, er det sikkert,
at man kommer til vejs ende!

Nar man skal vise “hvordan man kommer videre”, er det ofte (men ikke altid) ngdvendigt
eller bekvemt at skelne mellem de tre muligheder:

1. Vi er faktisk slet ikke startet endnu (dvs. 8 = 0 og f(x) kendes for alle x < 3, dvs.
f(x) kendes ikke for noget z!)

2. Vi skal bare ét trin videre (dvs. 3 er et efterfglgerordinaltal: 8 = S(3¢)* og f(z) er
kendt for alle z < (3, specielt for x = Bp—hvilket hyppigt er nok til at forteelle, hvordan

f(B) fastleegges).

“Har vist ikke fgr indfsrt notationen S(z) for = U {x}, efterfalgeren af maengden x (“S” for “successor”).
Notationen kan bruges for alle maengder. Bruges dog isser om ON.
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3. Vi skal ud til et greenseordinaltal 3 ud fra kendskab til, hvad der er sket for alle v < .

5.4 Variant af rekursionsssetningen

Lad os formulere en nyttig variant af rekursionsssetningen. Den eneste forskel er, at der ikke
pa forhand behgver veere givet nogen meengde Y. Denne tilsyneladende lille udvidelse er
faktisk ofte nyttig, hvad vi straks efter ssetningen skal se nogle eksempler pa.

Seetning 5.9 (Transfinit rekursion over «, variant). Lad o vere et ordinaltal. Antag,
at der til hvert 8 < « og til hver transfinit folge f af lengde B pa entydig made er knyttet
en mangde ®(f). Sa findes en entydig bestemt transfinit folge f af lengde o, saledes at

f(B) = ‘I’( (f(af));KB) for hvert B < «.

Vi bgr maske forst praecisere forudsaetningen i ssetningen. Den kommer ud péa, at der er givet
et praedikat P(f,y) i to variable, saledes at folgende tre betingelser er opfyldt:

(1) Vfvy (P(f,y) =3B : BEONAB<aAfeYP),
(2) Vf(EIBEIY:ﬁé@N/\ﬁ<a/\f€Y5:>E|y:P(f,y)),
(3) VIVyVy2 P(f,y1) A P(f,y2) = y1 = yo.

Vi skriver sa y = ®(f) i stedet for P(f,y). Bemeerk, at ® i seetningen ikke er en afbildning
(den ville i sa fald veere defineret pa “meengden af alle transfinite folger af laengde strengt
mindre end «” som er alt for stor til at veere en meengde. Derimod er det objekt, f, hvis
eksistens seetningen sikrer, en vaskesegte maengde, der findes et eller andet sted i vor rodekasse.
Konklusionen i ssetningen (pa neer entydigheden) kan mere formelt skrives

AV (f €YU AVYB < a: P((f(2))a<p [(3)))-

Til den der kan lide det formelle kan ssetningen formuleres sadledes:
Lad o veere et ordinaltal og P et predikat i to variable. Antag, at:
(i) Vf By:P(f,y) ©3B<adY: feYh),
(ii) VfYyVy2 1 P(fiy1) A P(f,y2) € y1 = yo.
Da geelder:

3f3Y [f €Y AVB < a: P(fi, f(5))]

—oq [ er entydigt bestemt, altsa:

3!f : f er en afbildning A Dm(f) = [0,a[AB < a: P((f(2))s<p, [(B)).

(Her er f|3 betegnelsen for f’s restriktion til 8 = [0, 3[).

Det er vist klart, at den mere lgse formulering i ssetningen er nok sa suggestivt og at foretraekke
frem for ovenstaende formelle udformning. Den helt formelle formulering kan dog evt. veere
en stgtte under beviset. Hvad beviset angar, foregar det helt efter recepten fra beviset for
Saetning 5.8. Vi skal passe en anelse mere pa, da vi ikke pa forhand har en maengde Y til at
“styre efter”. Den interesserede laeser opfordres til selv at ga detaljerne efter.
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6 Anvendelser

Og nu langt om leenge nogle vigtige anvendelser:

Setning/Definition 6.1 (Sum, produkt og potens i ON). For hvert par o, (5 af ordi-
naltal defineres entydigt bestemte ordinaltal o+ 3, - 3 0g o ved folgende rekursionsforskrif-
ter:

Sum a+ 3 : a+0 =« for =0,
a+S(Bo) = S(a+ Bo) for B=5(5),
a+ [ = sup(a +7) for B grenseordinaltal.
v<p
Produkt a- 3: «a-0 =0 for B3 =0,
a-S(By) = a-fo+a for B=5(b),
a-f = sup(a-v) for [ grenseordinaltal.
<8
Potens of : a? =1 (=5(0)) for g =0,
oS = oo for = 5S(G),
o = sup(a”)  for B grenseordinaltal.
v<p

Bevis og diskussion: Vi ngjes med at se pa sum af ordinaltal. Produkt og potens behandles
helt tilsvarende. Den givne “opskrift” peger pa rekursion i 8 for hvert fast o.. Derfor betegner
« 1 det fglgende et vilkarligt, men fastholdt ordinaltal. Opskriften viser jo ganske tydeligt,
“hvordan man kommer videre” i hvert af de tre tilfzelde: § = 0, 3 en efterfglger, 5 graenseor-
dinaltal. I henhold til de intuitive bemaerkninger ovenfor er det dermed sikret, at der til hvert
0 pa entydig made kan knyttes et ordinialtal, betegnet o + 3, sa de tre krav fra opskriften
kommer til at gaelde (for alle ). Sadan teenker den gvede ogsa—han kan altsa ved et kort
blik pa “opskriften” se, at herved er o + 3 defineret pa helt klar, entydig vis.

Men der er jo et problem, idet vi ikke umiddelbart kan benytte rekursionsseetningen. Hertil
kraeves, at vi laver rekursion over et fast ordinaltal, s& ssetningen kan aldrig direkte fore til
konstruktion af objekter knyttet til ethvert ordinaltal. Der skal dog kun en smule teknik
til for at klare dette problem. Uden besveer far vi til et givet ordinaltal ¢ defineret o + 3
for alle 8 < e. Hertil anvendes Saetning 5.9—bemsaerk i gvrigt, at varianten her er langt
bedre end den oprindelige version af ssetningen, Seetning 5.8. Vi skal sa blot bemserke, at
safremt « + G defineres for alle 8 < et eller andet ordinaltal, lad os sige ¢, sa stemmer de to
“(a + B)-definitioner” overens for alle 5 < min(e,d). Hertil udnyttes entydighedsudsagnet i
rekursionssaetningen.

Hermed har vi detaljeret godtgjort—hvad der pa forhand virkede “klart”—at de tre krav til
summen « + (3 entydigt fastleegger summen af to vilkarlige ordinaltal. Produkt og potens
behandles som sagt efter samme recept. O

Beviset ovenfor og beviset for Saetning 5.9 peger frem mod endnu en nyttig variant om
transfinit rekursion:

Szetning 6.2 (Transfinit rekursion over ON!). ® Antag, at der til hvert ordinaltal o og

® Man kan ogsa lave induktion over ON: Er P(x) et preedikat, kan man af
Vo € ON ((VB < o : P(B)) = P(w))
slutte, at Vo € ON : P(a). (Vises let!).
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hver transfinit folge f med Dm(f) = [0,a[ pa entydig made er knyttet en maengde ®(f).
[Kortere: Antag f ~ ®(f) er givet for hver transfinit folge f]. Sa findes en entydig bestemt
tilordning o ~ f(«), der til ethvert ordinaltal o knytter en mengde f(«), saledes at Vo €

ON: f(a) = D((f(z))yen )-

Bemerkning 6.3. Tilordningen o ~ f(«), hvor @ € ON er ingen afbildning. Derimod
definerer denne tilordning ved restriktion en afbildning (f(x)), ., for ethvert a € ON.

Det overlades laeseren at formulere resultatet helt formelt (4 la den formelle formulering af
Saetning 5.9), og beviset overlades ogsa til den energiske laeser.
I stedet for at fordybe os i beviset, viser vi endnu en anvendelse. Her defineres meengder af

maengder af en vis kompleksitet, kaldet rang:

Definition 6.4. Definer, for hvert o € ON, maengder U, ved

UO = 07
UOH—l = P(Ua)v
U, = U Ug for a et greenseordinaltal.
B<a

En meengde x siges at veere af rang < «, hvis « € U,. Og z har rang «, hvis € Uy41\Ua.

(DVELSE 6.1. Bestem alle maengder af rang 0, af rang 1 og af rang 2 og notér, om der blandt
disse maengder findes maengder, der ikke er ordinaltal.

I Anton Jensens notat Lidt generelt om aksiomatiske teorier er der givet en anden definition
af meengder af rang < a. Dér er U,’erne defineret rekursivt ved Uy = g, P(Up). Vis at
de to definitioner faktisk fgrer til de samme maengder.

(DVELSE 6.2. Sum og produkt (faktisk ogsa, men mere kompliceret og “unaturligt”, potens)
af ordinaltal kan defineres mere direkte konstruktivt.

Q Lad « og 8 veere ordinaltal og
| @ | b lad = veere den disjunkte sum
B af vog B: 2= (ax{0})U(Bx

| {1}). Definer “<” pa x ved —
lgst sagt—at se pa szdvanlig
ordning i a x {0} og i § x {1} og ved at vedtage, at ethvert element i a x {0} gar forud
ethvert element i 5 x {1}, jf. figuren.
Vis, at (x,<) herved bliver en velordnet mangde. Vis, at der findes et entydigt bestemt
ordinaltal v, sa (z, <) er ordensisomorf med (v, <), og at dette ordinaltal netop er v = o+ 3.
Se dernaest pa y = [ X « og indfer “<” pa y ved leksikografisk ordning (teenk pa (b,a) € y
som et ord med to bogstaver, det fgrste fra 8 og det andet fra «, og orden nu alle sadanne ord
praecis som var det ordene i et leksikon). Vis, at (y, <) herved bliver en velordnet mangde,
og at der findes et entydigt bestemt ordinaltal v, sa (y, <) er ordensisomorf med (v, <). Vis
ogsa, at dette ordinaltal netop er v = « - .

(DVELSE 6.3. Der geelder en masse regneregler for regning med ordinaltal. Vi vil ikke (her
eller i hovedteksten) gennemga det systematisk. Som en gvelse skal man bevise fplgende to
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generelle regler:

a+(B+7v) = (a+pB)+~v (associativ regel)
a-(B+7v) = a-f+a-y (distributiv regel)
Vejledning: Dette kan ggres ved at udnytte resultatet i gvelsen ovenfor. Opgaven bedes imid-

lertid lgst direkte under udnyttelse af de rekursive definitioner, vi gav pa sum og produkt. I
begge tilfeelde er induktion over - en farbar vej (se evt fodnoten s. 139).

Advarsel: Hverken sum eller produkt er kommutativ. Eksempler, der viser dette kraever uen-
delige ordinaltal og anfgres i gvelse 7.2.

7 Naturlige tal, og meengden af naturlige tal

Definition 7.1. Vi siger, at = er et naturligt tal eller 0, og vi skriver (forelpbig rent sym-
bolsk) = € Ny, safremt x er et ordinaltal, der opfylder betingelsen

Vy(y<z=y=0V3Iz:y=5(2)).

At x € Ny betyder altsa, at x € ON og at z selv savel som enhver forgeenger er en efterfglger
eller evt. 0. Bemaerk, at x € Ng A2/ <z = 2’ € Ny og at 2 € Ny = S(z) € Np.

Vi skriver, igen rent symbolsk, z € N for x € Ng Az # 0. Hvis € N, kaldes = et naturligt
tal.

Definition 7.2. En mangde z er endelig, hvis x = () eller hvis = er sekvipotent med et
naturligt tal.

Mere elegant kunne vi have defineret: z er endelig < 3n € Ny : |z] = |n|.

Uden flere aksiomer end de, vi har set indtil nu, kan man risikere, at der kun er endelige
maengder i vor rodekasse! Vil vi videre, ma vi simpelthen forudssette, at der er en uendelig
maengde i vor rodekasse. Dette gores lettest som folger:

Aksiom 7 (Uendelighedsaksiomet). Der findes en induktiv maengde, dvs. en mengde x,
sa: 0 e x AVy(y € x = S(y) € x).

Med uendelighedsaksiomet til radighed kan vi endelig definere maengden af de naturlige tal.

Saetning 7.3. Der findes en mengde w, saledes at n € w < n er et naturligt tal eller 0.
M.a.0.: w = {n|n er et naturligt tal eller 0}.

Bevis. Umiddelbart ser det let ud: Vi tager blot en induktiv maengde = — og sadan en findes
ifplge uendelighedsaksiomet—og sa bruger vi komprehension til at definere w : w = {n € z|n
er et naturligt tal eller 0}. Sa har vi ogsa, at n € w = n er et naturligt tal eller 0. Men den
modsatte implikation er ikke oplagt. Problemet er altsa at vise, at

n er et naturligt tal eller 0 = n € z. ()
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Dette ville jo veere let, hvis vi kunne lave induktion over de naturlige tal—men sa star vi og
mangler mengden af naturlige tal. Vi ma derfor sno os lidt og gennemforer et lidt akavet
reesonnement—som kun bruges denne ene gang, thi siden kan vi lave rigtig induktion.

Lad altsa n veere et naturligt tal eller 0 og antag, med henblik pa et indirekte bevis for (x),
at n ¢ x. Sa er n # 0. Derfor findes n’ sa n = S(n'). Sa kan n’ heller ikke tilhgre z, altsa
ma n' € n\z. Hermed har vi set, at n\z # 0, og dette udnytter vi til at se nsermere pa det
forste element, lad os kalde det m, i meéengden n\z. Samme raesonnement som ovenfor viser,
at der findes m/, sa m = S(m') og m’ ¢ x. Men sa vil m’ vaere et mindre element end m i
n\z, hvilket er umuligt. Vi er naet til en modstrid og ma konkludere, at n € x. Hermed er
() vist, og vi er feerdige. O

Vi indfgrer nu Ny og N som betegnelser for rigtige meengder—fgr var det blot symboler—
nemlig Ng = w (keert barn har mange navne) og N = N\ {0}.

Saetning 7.4. w er et ordinaltal og kan karakteriseres som det forste graenseordinaltal.

Bevis. Udnyt (viii) i Seetning 5.3 til at slutte, at w € ON. Det er klart, at w ikke er et
naturligt tal (eller 0), thi sa ville w € w. Vi kan heller ikke have, at w er en efterfglger, thi
hvis w =2 U {z}, vilz € w og sa vil w = S(x) € w. Sa w er et graenseordinaltal. Det er klart
det mindste graenseordinaltal. O

Det er et filosofisk spgrgsmal, om elementerne i w er de rigtige, de virkelige naturlige tal
(hvad det sa end skulle betyde). Det vaesentlige er, at de “opferer sig som de skal”, hvilket
vil sige, at de opfylder de aksiomer, som Peano opstillede i 1891 og som man har accepteret
som indeholdende alt vaesentlig om de naturlige tal.

Saetning 7.5 (Peanos aksiomer). Der gelder:
(1) 0ewAVYnew:0+#S(n),

(2) Vnew:S(n)€w,

(8) Vn€ewVm e w:n#m= S(n)#S(m),

(4) Ve Cw[(0€zAVnez:S(n) ex) =z =w|.

Bevis. (1), (2) og (3) er nemme. For (4), antag at = # w og lad « veere det forste element i
w\z. Dette element kan hverken veere 0 eller en efterfplger (thi er « = S(8), ma 8 € = og sa
vil S(8) = a € ). Sa ma « vaere et greenseordinaltal < w. Dette er umuligt! Vi konkluderer,
at T = w. O

Resultatet er vigtigt, maske specielt i historisk lys, idet man tidligere alene ud fra Peanos ak-
siomer har indfgrt al velkendt struktur pa w (ordning, sum, produkt, potens) og eftervist alle
de basale egenskaber. Der skal dog straks rejses en kraftig kritik mod denne fremgangsmade.
Problemet er, at forsgget pa en aksiomatisering af egenskaber for de naturlige tal ved en
focusering pa efterfolgerrelationen (n ~ S(n)), og det var preecis det, der var sigtet med
Peanos aksiomer, ma betragtes som mindre vellykket, nar man i det essentielle fjerde ak-
siom, induktionsaksiomet, var ngdt til at inddrage begrebet “en delmaengde af w”. Det ser
tilforladeligt ud, men vi ved — pa basis af hele udviklingen i slutningen af forrige og begyn-
delsen af dette arhundrede—at det er det slet ikke. Derfor er vores aksiomatisering ved ZFC,
hvor der mere klart er fokuseret pa de primitive begreber (meengder og “tilhgrer”), og hvor
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vi har kunnet definere de naturlige tal og bevise Peanos aksiomer, langt mere dybtgaende
end den, Peano gennemfgrte. Men, som sagt, vi har ogsa en lang udvikling at lsene os op
ad. Og i gvrigt blev denne udvikling, med understregning af aksiomatiseringens betydning,
netop pabegyndt af Peano—som dermed pa arimetikkens omrade gik i Euklids fodspor, der
jo havde aksiomatiseret geometrien et par tusinde ar tidligere.

(Det historiske er meget spaendende (og fremviser navne som Peano, Frege, Russell, Zermelo
m.fl.) og jeg bor—assisteret af vor ekspert Jesper Liitzen—ved lejlighed fa mere med herom).
Med det gjorte forarbejde, er det for os en smal sag at introducere al vaesentlig struktur
pa w (alias Ny) og eftervise alle veesentlige egenskaber. Ja, vi har faktisk allerede gjort det!
Ordningen pa w har vi, da w er et ordinaltal. Sa vi ved, at (w, <) er en velordning. Og sum,
produkt og potens for naturlige tal er for os bare et specialtilfeelde af disse operationer pa
ON. Selvfglgelig er der noget at vise, men alt er ganske let, og vi overlader til lzeseren at se
narmere herpa! Dog, en enkelt lille gvelse herom er pa sin plads:

OVELSE 7.1. Bevis, at n EwAmew=n+mewAn-mée wAn™ € w. Vis ogsa de to
kommutative loven c w=>n+m=m+nogncw=n-m=m-n.

(DVELSE 7.2. Vis, at de seedvanlige kommutative love for regning med naturlige tal ikke
geelder for regning med vilkarlige ordinaltal. Heller ikke implikationerne a+b = a’+b = a = a’
oga-b=ad - b= a=d gelder for vilkarlige ordinaltal. Og vi har heller ikke generelt, at
(a+b)-c=a-c+b-c(men den anden distributive lov a-(b+¢) = a-b+a- ¢ geelder generelt,
se gvelse 6.3).

Vejledning: Se pa 1+ w og 2 - w.

(OVELSE 7.3. Vis, at for ethvert o € ON findes entydigt bestemte (8 og n, sa (3 er et graense-
ordinaltal eller 0, n € w, a = B+ n.

Bemerkning 7.6. Herved kan ON deles op i lige ordinaltal (n lige) og ulige ordinaltal.

8 De kare meengder: N, Ny, Z, Q, R, C

N og Ny har vi set pa. Resten er let!!

Definition 8.1. Maengden Z af hele tal er kvotientmeaengden w X w/R, hvor R er skviva-
lensrelationen pa w x w givet ved (n,m)R(n’,m') & n+m’ =n'+m.

Definition 8.2. Mangden Q af rationale tal er kvotientmaengden Z x (Z\{0})/S, hvor S er
sekvivalensrelationen pa Z x (Z\{0}) givet ved (n,m)S(n’,m’) < n-m' =n'-m.
Definition 8.3. Mangden R af reelle tal er folgende maengde i P (P(Q)): R={xz CQ | z #
0 Az # QA x har ikke noget storste element A (s e QAtExANs <t = s€Eux)}.

Definition 8.4. Ma:ngden C af komplekse tal er meengden R x R.

Der er dog en rackke kommentarer at knytte hertil. Fgrst bemaerkes, at det er let at vise,
at det drejer sig om ganske bestemte, veldefinerede maengder i vor rodekasse. Dette ses let
for Z’s vedkommende. For Q’s vedkommende er det ogsa let, nar man fgrst har indset, hvad
S er, og hertil kreeves, at man har defineret n - m for hele tal n og m. Tilsvarende kraever
definitionen af R, at man har defineret ordningen pa de rationale tal.

Nu fgrst lidt om Z. Denne maengde er let at visualisere.
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tallet —2 tallet —1
0 (som tal i Z)
1 (som tal i Z)

(Af de tegnede linier
skal sadan set kun git-

31 terpunkterne medreg-

2 nes, altsa kun punk-
terne i w X w)

11

0

0

Og idéen ser vi let: Vi teenker pa (n,m) € wxw som n—m (ganske vist endnu ikke defineret—
men vi ved jo, hvad vi er ude efter!). Sa ma vi identificere (n,m) med ethvert (n’,m’) for
hvilket n—m = n' —m/, dvs. for hvilket n+m’ = n’+m. Og, voila!, her har vi en veldefineret
egenskab, udtrykt ved ting vi kender i forvejen (sum af naturlige tal (eller 0)). Dette leder os
til eckvivalensrelationen R (at det virkelig er en ackvivalensrelation checkes let efter).

Elementerne i Z er altsa sckvivalensklasser. Disse er nemme at visualisere, se figuren.

Neerliggende spgrgsmal: Hvor blev Ny af? Det var jo meningen at udvide N til Z, dvs. vores
hensigt var at tilfgje de negative hele tal, men bibeholde, hvad vi havde, tallene i Ny. Men
det er faktisk ikke hensigtsmaessigt. Den grundliggende betragtning er den—husk her pa
diskussionen omkring Peanos aksiomer og, hvad jeg for har sagt om isomorfibegrebet—at
bare vi i Z kan finde en meengde, vi kan bruge som model for Ny, er vi glade. Og det kan
vil Som 0 bruger vi sekvivalensklassen indeholdende (0, 0), som 1 bruger vi ackvivalensklassen
indeholdende (1,0) osv. Og for den nye model af Ny kan vi indfgre struktur pa helt oplagt
vis, f.eks. kan vi definere
sekvivalensklassen, der indeholder (5,0) (nye 5)
+ ackvivalensklassen, der indeholder (7,0) (nye 7)
= akvivalensklassen, der indeholder (54 7,0)
altsa

= akvivalensklassen, der indeholder (12,0) (nye 12)
Indfgres pa denne made struktur i den nye model for Ny, far vi alle seedvanlige egnskaber
opfyldt. Vi kan sige, at afbildningen n ~ akvivalensklassen, der indeholder (n,0) definerer
en isomorfi (ordens- og algebraisk isomorfi) af vor gamle model pa den nye model.

Sa de gamle naturlige tal “sidder” ind i Z. Men i Z kan vi ggre mere. Vi kan definere sum af
vilkarlige elementer i Z pa oplagt vis, nemlig ved
aekvivalensklassen, der indeholder (n,m)

+ akvivalensklassen, der indeholder (n',m’)

= @kvivalensklassen, der indeholder (n +n’,m +m')
Sa opnar vi, at subtraktion altid er mulig (enhver ligning af formen a+x = b har en lgsning).
Med en smule arbejde (der gennemfgres pa Mat 2AL) opnar man at indfgre al den vante
struktur pa Z og at vise alle de kendte egenskaber.

Lige endnu en ting om Z: Man kan i stedet for en hel sekvivalensklasse veclge at lade denne
representere ved et bestemt element i sekvivalensklassen.
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01 2 3 3 -2-1 01 2 3

Her kan vi som reprzesenterende elementer veelge elementerne pa “koordinatakserne” (de har
enten formen (n,0) med n € w eller (0,m) med m € w\{0}). Ved at “leegge den lodrette akse
ned” fas det tilvante visuelle billede af Z.

Idéen ved konstruktionen af Q er “den samme”. Vi ser pa punkter (n,m) € Z x (Z\{0}) og
teenker pa disse punkter som brgken . Dette forer os til at betragte aekvivalensrelationen S
og definere Q som mengden af skvivalensklasser.

vores nye 0 i Q

1
2

N[

vores nye —1 i Q vores nye 11 Q

vores nye —2 1 Q vores nye 21 Q

(Igen: Egentlig skal

kun gitterpunkterne

med péa figuren)

Figuren illustrerer asekvivalensklasserne og viser et fornuftigt (?) valg af “repraesentanter”
(opnaet ved skeering med linien {(n,m) | m = 1}—hvilket dog kun giver gitterpunkter for
linier, der reprzesenterer hele tal).

Faktisk hjeelper en figur som ovenstaende neeppe meget pa forstaelsen. Man ma hellere regne
det hele igennem algebraisk. Igen kommer det pa Mat 2AL.

Nar man har indfgrt ordning og algebraisk struktur pa Q—samt gjort rede for, hvordan Z er
indlejret i Q—kan man ga videre og indfgre R.

Tanken, der ligger bag den givne definition, er den, at et reelt “irrationalt tal” Q\z
tal enten er et rationalt tal eller et “hul” i de rationale tal. L

I begge tilfeelde bestemmer tallet en “venstre meaengde” og en 0

“hgjre maengde”. Vi taler ogsa om et snit, eller et Dedekindsnit

efter ophavsmanden til denne idé.

Lad os slutte med disse antydninger. Som sagt, flere detaljer samt flere konstruktioner af
algebraisk interessante strukturer folger pa Mat 2AL.

145



AM34 9. ZFC—en oversigt

9 ZFC—en oversigt

Aksiom 0: (Maengdeeksistens). Der findes en maengde (3z : x = x).

Aksiom 1: (Ekstensionalitet). En mangde er bestemt ved sine elementer. Formelt: VzVy :
(Vz:z€x e z€y)= x=y. Lidt mindre formelt: Hvis man om to maengder x og y
ved, at en vilkarlig mengde z tilhgrer x, hvis og kun hvis den tilhgrer y, sa er x = y.

Aksiom 2: 6 (Funderings- eller regularitetsaksiomet). Hvis x # () findes y € , sa x Ny = 0,
dvs. for alle z € x geelder z ¢ y.

Aksiom 3: "(Komprehensionsaksiomet). For ethvert dabent udsagn P(x) og enhver mangde
A, findes en mengde y af de x € A, der har egenskaben P(x), dvs. vi har x €Y &z €
AN P(z). Notation: {x € A|P(x)}.

Aksiom 4: (Paraksiomet). For alle x og alle y findes en mengde, der som elementer netop
har x og y. Formelt:
VaVydzVw:w €z w=xVw=y.

Notation: {z,y}.

Aksiom 5: 8(Sumaksiomet). For enhver maengde A kan vi danne foreningsmaengden af alle
mengder, der er elementer i A. Formelt:

VATaVy(y e v < Ja € A:y € a).

Notation: UA eller Uge ga.

Aksiom 6: (Substitutionsaksiomet). Lad P(x,y) vere en egenskab om x og y, saledes, at der
til hver mengde x hgjst findes én maengde y, sa P(x,y). Da findes til hver mengde A
en mangde B, say € B< Jr € A: P(x,y).

Aksion 7: (Uendelighedsaksiomet). Der findes en induktiv mengde, dvs. en mengde x sa
0Oczxzogsaycex=yU{yt€x (herer0=0).

Aksiom 8: (Potensmangdeaksiomet). For hver mengde = findes en maengde P(x), sa det
for alle y geelder, aty € P(x) <y C x.

Aksiom 9: (Udvalgsaksiomet). For enhver mengde A, hvis elementer er ikke-tomme maeng-
der, findes en udvalgsfunktion, dvs. en afbildning ¢ med A som definitionsmengde, sa
o(x) € x for alle x € A.

SEt bekvemt teknisk aksiom, der i en vis forstand ikke er ngdvendigt.

"Det giver normalt ikke problemer, at anvende dette vigtige aksiom, men strengt taget ber det preecise-
res, hvilke abne udsagn, det drejer sig om. De grundleeggende udsagn er x € y og * = y. Pa dem kan de
logiske konnektiver '(non), A (konjunktion) og V (disjunktion) anvendes, samt logisk kvantisering v.hj. af V
(alkvantoren) og 3 (eksistenskvantoren). Herved fremkommer abne udsagn med en raekke variable. I aksiomet
skal det forudseettes, at x er en fri variabel, dvs. ikke bundet til alkvantorer eller eksistenskvantorer. Bemaerk,
at aksiomet er et aksiomsskema med uendeligt mange aksiomer, ét for hvert abent udsagn af den betragtede
type.

8Vi kan skrive UA = {y|P(y)}, hvor P(y) er det dbne udsagn Ja € A : y € a. Bemaerk, at cksistensen ikke
er sikret af komprehensionsaksiomet.
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Udfordring — Ovelser og Lecrestykker

Resumé

Nedenfor nogle “@velser og Leerestykker” (@L’er), der forsgger at give et lille indtryk af
anvendelserne af meengdelaeren, specielt forhold, hvor udvalgsaksiomet eller kontinuums-
hypotesen spiller ind.

Af typiske temaer nzevnes: Undersgge saerlige delmaengder af R eller R™, se pa kardi-
naltal, specielt store kardinaltal, se pa muligheder for at knytte en “vaegt” eller et “mal”
til enhver delmaengde af en given maengde.

OL 1 (Topologisk forberedelse). Vi sa i UES, Ovelse 4.8, at i R" findes en nume-
rabel maengde Kp,Ks... af abne delmaengder af R™ (de rationale terninger), saledes at
VGiben C R"Wz € GIn : z € K, C G. (Ovelse 4.8 naevner kun tilfeldet n = 2, men
nemt at generalisere!)

(i) Udnyt denne egenskab til at vise, at for enhver familie (G;);cr af abne delmaengder af R™
findes en numerabel delfamilie (G;)icr, (Lo opfylder altsa |Iy| < Rp) med samme forenings-
mangde som den oprindelige familie:

Uai=Ja:

i€lp el
Vejledning: For nogle K’er findes et i, sa K C ;. Udnyt dette!
Man udtrykker denne egenskab ved at sige, at R™ er et Lindeldf rum (evt. et hereditert
Lindeldf rum,)
(ii) Geelder en tilsvarende egenskab for de lukkede delmaengder af R™?
Lad o € ON, o # 0. Sa er a = [0,a]. En delmeengde G af [0, «f kaldes aben, hvis der for
ethvert € G enten findes 0 < v < 0 < a sa 8 €]7,0[C G eller der findes 0 < v < « sa
B €ly,alC G eller der findes 0 < § < asa 3 € [0,4[C G.
(iii) Vis, at hvert interval [0, 5] er en aben delmaengde af [0, af, idet § < « antages.
(iv) Vis, at de abne delmeengder af [0,w;[ ikke har Lindelof-egenskaben, idet der findes en
familie af abne delmeaengder, sa enhver numerabel delfamilie har mindre foreningsmeengde
end hele familien.
Vejledning: Se pa intervallerne [0, 8] for 8 < wj.
OL 2 (Mere topologisk forberedelse). Lad A C R™. Et punkt z € A hedder et konden-

sationspunkt for A safremt G N A er overtellelig for enhver aben maengde G, der indeholder
x.

(i) Vis, at man kan fjerne en teellelig delmaengde Ay C A, saledes at ethvert punkt i den
resterende maengde A\ Ay er et kondensationspunkt for denne.

(ii) Vis ogsa, at safremt A er lukket (dvs. R™\ A er aben), kan man opna, at A\ A bliver
lukket.

Vejledning: Se pa familien af abne meengder G med |G N A] < Ry og udnyt Lindelof-
egenskaben.
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Bemerkning. Resultatet hedder Cantor-Bendixons lemma.

OL 3 (— og mere topologisk forberedelse). I Cantors oprindelige bevis for |[N| < |R]
udnyttes en vigtig “fuldsteendighedsegenskab”, som bl.a. geelder for ethvert Euklidisk rum.
Ovelsen gar ud pa at vise denne egenskab, preecist: Bevis, at hvis (F,),>1 er en folge af
delmeengder af R", saledes at:

(a) F, er lukket og # () for alle n > 1,
(b) FAID2F2--,

(¢) diam(F),) — 0 for n — oo,

sa er (),>; Fn en singleton. Her betegner diam(A) diameteren af A, dvs. diam(A) =

sup{d(z,y) | = € A,y € A}, hvor d(z,y) er den szdvanlige euklidiske afstand mellem =
og y.
Vejledning: Veelg (xy,)n>1, sa x, € F), for alle n > 1. Vis, at (x,) er en Cauchyfplge.

Diskutér evt. forudssetningerne (vis f.eks., at (ii) og (iii) er vigtige ved at konstruere passende
eksempler; vis ogsa, at seetningen er gal, hvis man i stedet for at arbejde i et Euklidisk rum
arbejder i Q.

Bemerkning. 1 vil sikkert ogsa mene, at ssetningen er gal, hvis man arbejder i R\Q, de
irrationale tal. Imidlertid kan man finde en anden metrik end den saedvanlige pa R\Q, saledes
at seetningen bliver sand og saledes at konvergens i den nye metrik bliver praecis det samme
som konvergens i den gamle. Man kan ikke “redde” forholdene i Q pa samme made. Sa i en
vis forstand er Q et grimmere “rum” end R\Q).

OL 4. Her kommer sa et fint resultat, der er ét blandt mange af typen “kontinuumshypotesen
geelder for alle konkrete meengder, vi kan finde pa at studere”. Vi skal se, at “kontinuumshy-
potesen galder for alle lukkede delmeengder af R™”, mere preecist skal vi se folgende:

F CR" F lukket = |F| <RgV |F| = 2%, (%)

Lad FF C R" veere lukket og overtellelig. Vi kan gerne antage, at F' udelukkende bestar af
kondensationspunkter (se OL 2). Konstruer F(0) og F'(1) sa

(a) FO)UF(1)CF,
(b) FO)NF(1) =0,
(¢c) F(0) og F(1) er lukkede, overteellelige og indeholder kun kondensationspunk-
ter,
(d) diam(F(0)) <1, diam(F(1)) < 1.
[Maske klarere at droppe (a) og sa i (c) se pa F'(0) N F og F(1) N F i stedet].

Se nu pa hver af meengderne F(0) og F(1) pa samme made og bestem mangder
F(00), F(01), F(10), F(11). Serg for at disse maengder har diameter hgjst 1/2. Fortsaet! For
hver fglge ¢ = (e1,€2,...) € 2V, definerer F(e1) N F(e1e2) N --- s& et punkt (OL 3). Kon-
kludér, at F indeholder en meengde med kardinalitet |2V = 2%°. Hermed er () vist. Smart,
ikke? Nedenfor en figur, der evt. kan veere til hjalp.
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F(1)
F(10) F(11)

Som et typisk eksempel pa en maengde, der kan taenkes fremkommet ved en konstruktion
ud fra meengder F(ey,...,er) & la ovenstaende bevis, peges pa Cantor-mangden C C R,
som Jesper sikkert har vist jer (ellers kort beskrivelse: Start med F () = [0,1]. Kendes
intervallet F'(ey,... ,ex), deles dette i tre lige store lukkede intervaller; det “venstre” af disse
er F(ey,...,ek,0), det midterste smides veek og det “hgjre” er F(eq,... ,e,1). Saer C =
UEGQN ﬂzozl F(gl e 7€k))'

Cantor-maengden er et eksempel pa en perfekt maengde, dvs. en lukket maengde uden isolerede
punkter (z er isoleret punkt i A, hvis der findes G aben, sa G N A = {z}) [Nogle forlanger
F # () i definitionen af en perfekt meaengde]. Desuden er Cantor-mangden over-teellelig, sa
|C| = 2%,

Vis, at der generelt galder:

Bevisteknikken kan udbygges og F(0)
varierer pa mange mader; herved
kan en lang raekke speendende
resultater bevises om forskellige
typer delmzengder af R™ og an-
dre sakaldte topologiske rum.
(Se artikler, bgger om deskriptiv
maengdelaere).

F en perfekt ikke-tom delmaengde af R™ = |F| = 2%, (1)

Vejledning: Bevismetoden fra for kan anvendes.

OL 5 (Mere om perfekte maengder). Fra Jespers foreleesninger ved vi, at Cantors studie
over, hvordan perfekte maengder kan forekomme, var meget vigtig for Cantors trinvise udvik-
ling af ordinaltallenes teori. Jeg skal tilsta, at jeg ikke finder disse sager i dag sa forfaerdelig
spendende, men det er dog nok vaerd at ggre opmeerksom pa et par forhold.

Lad F C R"™ veere en lukket maengde.

Vis, at F* = {x € F | x er et kondensationspunkt for F'} (se OL 2) kan karakteriseres som
den storste perfekte delmaengde af F' (Obs: F™* kan veere tom). Vejledning: Udnyt OL 4, (2).

F* kaldes den perfekte kerne af F. Hvis F* = (), kaldes F' sporadisk (ikke helt sikker pa dansk
terminologi [der er maske ingen fast]; pa engelsk bruges ordet “scattered”).

Her er endnu en anden made at fa F* frem pa, og faktisk den made, der svarer til Cantors
overvejelser. Brug transfinit rekursion til at konstruere en familie (Fy)acon (vi skal straks
se, at vi kan begraense os til at se pa en begraenset maengde o’er), saledes at

(a) Fy=F (den givne lukkede mengde),

(b)  Fat1 = Fo\{z | = isoleret punkt i Fj,},

(c) Fo=({Fs| P <a}, hvis « er et greenseordinaltal.
Vis, at F, er konstant fra et vist trin; faktisk geelder F, = F™, den perfekte kerne af F,

for « tilstreekkelig stor. Seetter vi perfind(F), det perfekte indeks af F, lig med det forste
ordinaltal, sa F, = F*, sa geelder perfind(F) < w;.

Vejledning: Nemmest er nok at udnytte ovenstaende karakterisering af F'* (via kondensa-
tionspunkter), hvoraf fremgar, at F'\ F’* er numerabel.
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Vis, at for hvert ordinaltal 0 < a < w; findes en sporadisk maengde F' C R med perfind(F') =
.

Vejledning (uden garanti for at den metode, jeg skitserer, er den smarteste): Konstruér ved
transfinit rekursion (Fj,)a<w, s& perfind(F,) = « for alle @ < wi. Begynd med Fy = ). Sorg
for at alle F,, C [0, 1].

E | E

For hvert a < w, veelg nummerering 3, (n), n € N af [0, of.
Lad I,, n > 1 veere parvis disjunkte lukkede intervaller 6 T {
indeholdt i [0, 1] & la folgende:

F, 11 konstrueres ud fra F, ved at klemme F,, sammen, sa vi finder en “kopi” F,, af F, i I;
sa szttes Foy1 = U, Fan U{1}. Er a et graenseordinaltal, lader vi Fl,, vaere en kopi af Fg_ )
i intervallet I,, og saetter Fyy = |J,, Fan. (Vil I kontrollere eller se andre metoder etc. kan I
kigge efter hos Cantors eller i Hausdorffs klassiske “Mengenlehre”; evt. i en af Kuratowskis
bgger—dér finder I garanteret detaljerede redeggrelser (har ikke kilderne ved handen lige
her)).

[H]
M
[H]

OL 6 (Borelmzengder, Baire-hierarkiet). I QL 4 sa vi pa lukkede delmengder af R™.
Vi kender ogsa de abne delmaengder af R™. Vi skal her se pa en generel metode til at skaffe
os mere komplicerede typer af delmangder. Vi arbejder i en generel maengde X og taenker os,
at der 1 X er givet en brolegning £, som vi teenker pa som brolegningen af “seerligt psene”
maengder. Ud fra denne vil vi danne mere omfattende brolsegninger af mere komplicerede—
men dog ikke helt vilde—maengder. Vores enkle tanke er den, at vi vil se pa maengder, vi kan
fa ud fra £ ved at danne numerable faellesmaengder og numerable foreningsmaengder. Er D en
vilkarlig broleegning, betegner vi med D,,, henholdsvis Dg, broleegningen af alle maengder, der
fremkommer som en foreningsmeaengde, henholdsvis en fallesmaengde, af numerabelt mange
maengder i D.

Definer nu ved transfinit rekursion broleegningen &, for a < wi, saledes at
(a) 50 =& s
(b)  Ear1 = (Ea)s, hvis a er lige,
(¢) Eat1= (&), hvis a er ulige,
(d)  Ea=Ugcq Ep: hvis a er et graenseordinaltal.
[ lige, dvs. a = A+ n, hvor A = 0 eller A er et greenseordinaltal, og n er lige; tilsvarende for
a ulige].
i) Bevis, at &, = &, er lukket under numerabel forenings- og feellesmaeengdedannelse
bl 1 04<W1 g g g
dvs. (Euy)o = (Euy)s = Euy ), 0g at &, kan karakteriseres som den mindste brolaegning med
1 1 1 1
denne egenskab som indeholder £.
(ii) Bevis, at safremt |€] = 280, s4 vil |&,,| = 2%°.
(iii) Bevis, at safremt enhver maengde af formen X\E med E € £ kan skrives pa formen

X\E =U;2, E,, med E,, € € for alle n > 1, sa vil &, ogsa vaere lukket under komplement-
dannelse, dvs. B € &,, = X\B € &,,.

(iv) Vis, at (ii) og (iii) finder anvendelse, hvis X = R"™ og & er broleegningen af abne meengder.
Bemerkning. 1 dette tilfeelde betegnes &, med B(R™), og meengderne i B(R™) kaldes Bo-
relmengder. Man kan vise, at der hele tiden kommer nye maengder til, nar vi danner £,’erne

(med o < wy). Brolaegningerne (£, )a<w, kaldes Baire-hierarkiet. Vi bemaerker ogsa, at der i
en vis forstand (se tidligere gvelser) er “ganske fa” Borel-delmaengder i R™. Alligevel er enhver

150



Ovelser og Leerestykker UDbH

konkret delmeengde af R™, der “naturligt” vil falde én ind at se pa, en Borelmaengde. Det er
dog muligt eksplicit at pege pa delmaengder af R™, der ikke er Borelmaengder (pr@v!—jeg giver
kaffe og wienerbrgd til den, der kan—uden at sla efter i litteraturen om deskriptiv meeng-
delaere (og selv dér er det maske ikke sa let at finde)). I tilknytning til QL 4, skal det neevnes,
at kontinuumshypotesen gzelder for Borelmsengder i R (B € B(R™)A|B| > Ry = |B| = 2%0—
idet B sa vil indeholde en perfekt ikke-tom maengde); dette er dog langt fra trivielt!

OL 7 (“Konstruktion” af mystiske delmaengder af R eller R"). Ved hjelp af AC
(udvalgsaksiomet) kan man konstruere mange mystiske maengder. Lad mig her nsevne to
konstruktioner, der er nemme og bygger lidt pa samme idé.

(i) Vis, at der findes en graf G i enhedskvadratet [0, 1] x [0,1] (dvs. en meengde af formen
G ={(z, f(x)) | z € [0,1]}, hvor f :[0,1] — [0, 1] er en funktion), saledes at G mgder enhver
Borel-delmeengde B af [0,1] x [0,1] sa Vz € [0,1]3y € [0,1] : (z,y) € B (altsa GN B # () for
enhver sadan meengde B).

Vejledning: Lad o — x4; a < 2%0 veere en bijektion af [0,2%0[ pa [0,1] og a — Ba; a < 2%
veere en bijektion af [0,2%°[ p4 meengden af Borelmaengder af den omtalte type. Se pa G =
{(Za,Ya) | @ < 2%}, hvor y, er et passende valgt punkt, sa (24, ¥a) € Ba-

(ii) Vis, at der findes en Bernstein delmengde B af R™, dvs. en delmeengde B sa BN F # ()
og (R"\B) N F # () for enhver perfekt ikke-tom delmaengde F af R™.

Vejledning: Veelg “nummerering” (Fy),con, af de ikke-tomme perfekte delmeengder af R™.
Man far ogsa brug for en “nummerering” (zq4)y<9%, af punkterne i R”. Konstruér nu ved
transfinit rekursion to transfinite folger, (Ya)ycomo 08 (2a)aconos S8 Vo < 280 ¢y, # z,,
Va < <280 g, FYs N za # 23, Vo < 280 Ly, 2o} € Fy. Seet B = {y, | a < 280},

Bemerkning. Man kan bruge eksistensen af Bernstein maengder til at vise umuligheden af
at definere et sakaldt mal (se Mat 3MI!) pa alle delmeengder af R™, med mindre malet er
“trivielt”. Mere interessant fra et meengdeteoretisk synspunkt er, at man kan vise at Banach-
Mazur spillet pa en Bernstein meengde 1 R™ ikke er “determineret”, dvs. at ingen af de to
spillere, der deltager i spillet har en vindende strategi. Her er en antydning af spillet: Spiller
I spiller pa B, spiller II pa R™\ B. Begge spillere har et reservoir af spillejetons af vilkarlig
stgrrelse (det er bare cirkelskiver). Spiller I lzegger jetons et sted i R2, bestemt ved maengden
J1. Spiller II ma sa leegge en jetons, men er bundet af kravet Jy C Ji. Spiller I leegger sa en
jetons J3 C Jy osv. Spiller I vinder, hvis NJ,, indeholder et punkt i B, ellers vinder spiller
II. Hvis f.eks. B er numerabel, har spiller IT en vindende strategi (ses let!). Man kan vise
(hundesveert), at hvis B € B(R"™), er spillet determineret. Det viser sig, at man kan afggre
interessante egenskaber for strukturen af visse delmazengder af R™ ved at tilfgje et aksiom
til maengdeleeren om at Banach-Mazur spillet er determineret for visse meengder, der er lidt
mere komplicerede end Borelmaengderne (nemlig mangder, der kan fas ved at projicere en
Borelmangde i R™ ned pa R™ (n < m)).

OL 8 (Malteoriens ngdvendighed). Det er naturligt at sgge efter en afbildning A —
A(A), der til enhver delmaengde af R knytter et tal A(A), der kan opfattes som “laeengden” af
A. Ideelt set kan vi stille folgende krav til afbildningen A:

(a) X er defineret for alle A € P(R),
(b) 0<A(A) < oo for alle A € P(R),
(¢) A([a,b]) = b— a for alle intervaller [a,b] (—o0 < a < b < o0),
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(d) A er translationsinvariant, dvs A(A+t) = A(A) for alle A € P(R) og alle t € R
(hvor A+t={z |Ja€ A:x=a+t}),

(e) Xer telleligt additiv, dvs for enhver fplge (A,,)n>1 af parvis disjunkte delmaeng-
der af R gaelder, at )\(Uzozl An> =3 AMAp).

Det er interessant, at disse krav ikke kan opfyldes! Vis det!

Vejledning: Definer en sekvivalensrelation = i R ved x = y & =z —y € Q. Lad (E))ier
vaere de tilhgrende aekvivalensklasser. Veaelg (obs: udvalgsaksiomet!) for hvert ¢ € I et punkt
x; € E;N[0,1]. S;et A = {x; | ¢ € I}. Lad (gn)n>1 veere en nummerering af Q N [—1,1].
Udnyt nu, at [0,1] € U;2 (A + ¢») € [—1,2] samt antagelsen om at en afbildning A med
egenskaberne (a)—(e) findes, til at udlede en modstrid. Denne smarte idé skyldes Vitali.

Bemerkning. 1 en lang reekke undersggelser har man brug for at arbejde med en funktion,
der har egenskaber, der ligger teet op ad (a)—(e) som muligt. Dette forer til den sakaldte
malteori. Dér vaelger man at renoncere pa kravet (a) om at A skal veere defineret pa alle
delmaengder af R. Det viser sig, at man kan finde en fornuftig funktion A, der er defineret pa
alle Borelmaengderne af R. Dette fgrer til det sakaldte Lebesguemal.

Vores bevis for malteoriens ngdvendighed (dvs. for umuligheden af (a)-(e)) udnyttede udvalgs-
aksiomet. Dette er en principiel ngdvendighed, idet man kan vise, at der findes en model af
ZF (ikke af ZFC!), hvor en afbildning A\ med egenskaberne (a)-(e) faktisk findes! Grunden
til at man (normalt) ikke arbejder i denne model er, at man har brug for udvalgsaksiomet i
mange undersggelser.

OL 9 (Zorns lemma). De tre vigtigste generelle veerktgjer til at pavise eksistens af objek-
ter, hvor man ikke har konstruktive, algoritmiske metoder til radighed, er udvalgsaksiomet,
velordningssaetningen kombineret med transfinit rekursion og sa Zorns lemma, som vi nu skal
se pa.

Udgangspunktet er en prae-ordnet meengde (X, <) (dvs. z < z,z < yAy <

z = x < z gaelder) som yderligere antages at veere induktiv ordnet, dvs.

enhver totalt ordnet delmsengde har en gvre greense (Xo C X opfylder

betingelsen: Va € XoVb € Xy : a < bV b < a medfgrer, at der findes

x € X (obs: ikke ngdvendigvis = € X)) sa a < x for alle a € Xy). Zorns

lemma siger sa, at X indeholder et maksimalt element (altsa et element
x* € X saledes at Vz : z* <z = x < z*). Bevis dette!

Vejledning: Egentlig ganske let! Vi kravler bare op ad en gren i X (se figuren), og hertil
bruger vi en opskrivning af X’s elementer i en transfinit folge (r4)a<g til at styre vores
opstigning mod et maksimalt element. Flere detaljer: Konstruér (X, )a<g, en transfinit folge
af delmeengder af X, sa Xo = {zo}, Xo = Ugcq XpU{za}, hvis (z € Xg A B <) = 2 < x4
og X, = Uﬁ<a X ellers. Se pa x*, en gvre graense for (J, .y Xa-

Giv et bevis for ssetningen om at ethvert vektorrum har en basis ved hjeelp af Zorns lemma.
(Vejledning: Se pa en maksimal linesert uathengig delmaengde).

OL 10 (Ultrafiltre). Ved maengdeteoretiske undersggelser bruges ofte kombinatoriske me-
toder. Vi skal se et vigtigt eksempel herpa. Lad X veere en maengde. Vi kan da spgrge, om det
er muligt at dele X’s delmeengder op i to typer: “sma” og “store”. Med andre ord, vi sgger en
klassedeling P(X) =Z UU i to klasser: Z (de “sma” mengder) og U (de “store maengder”).
Bogstav I er valgt for “ideal”, U for “ultrafilter”. Lad os fokusere pa . De krav vi stiller til
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U er:
(a) DEgUNX eU (0 er “lille”, X “stor”),
b)) UeUNUCV=VelU (U “stor”, V2O U =V “stor”),
(¢ UheUNUyeU=UNUyelU (Uy,Uy “store” = U; NUs “stor” eller, og maske

mere intuitivt, Vi, Vo “sma” = V; UV, “lille”),
(d AUBeU=AcUVBecl (AU B “stor” = A eller B “stor”).

Et ultrafilter er fikseret (eller trivielt), hvis og kun hvis det indeholder en singleton (Jz €
X {z} elU).

(i) Vis, at et ultrafilter er fikseret, hvis og kun hvis det indeholder en endelig maengde. Vis,
at isa fald er Y af formen U =U, ={U C X |z € U}.

(ii) Et 0-1 endeligt additivt sandsynlighedsmal pa X er en funktion p : P(X) — {0, 1}, saledes
at u(X) =1, og det for alle delmaengder A og B af X geelder, at ANB =0 = u(AUB) =
p(A) + p(B). Vis, at der er en naturlig bijektion mellem ultrafiltrene pa X og de endeligt
additive 0-1 mal pa X.

Vejledning: Til U se pa py(A) = {?ﬁggj; til p, se pa U, = {A | u(A) = 1}. Hvilke mal

svarer ved denne bijektion til de fikserede ultrafiltre?
(iii) Vis, at safremt X er uendelig, findes et ikke-fikseret ultrafilter pa X.

Vejledning: Lad F (Frechet-filtret (filterbasen)) veere maengden af de delmeengder F af X,
som har et endeligt komplement, altsa F = {F C X | X\F er endelig}. Bemaerk, at F har
den endelige fellesmangdeegenskab, dvs. n € N, F, € F for alle k < n = ﬂkgn F, # 0. Veelg

nu U O F, sa U ogsa har denne egenskab og sa U er “storst mulig” (maksimal) (anvend Zorns
lemmal).

Bemerkning. Man kan godt opgive at lede efter konstruktive metoder til at finde et ikke-
fikseret ultrafilter. Resultatet kraever udvalgsaksiomet.

OL 11 (Ultrafiltre pa N). Vis, at der findes kontinuum mange ikke-fikserede ultrafiltre
(Un) oo PN, og vis, at man kan opna, at der findes meaengder Uy; a < W0 sa Uy € Uy o <
2% og saledes at Uy, N Ug er endelig for alle 0 < a < 8 < 2o,

Vejledning: Anvend resultatet af gvelse UES 4.22.

Bemarkning. Man kan selvfplgelig ikke finde flere end 2%°-mange ultrafiltre pa N med den
anfgrte egenskab. Men det er naturligt at sporge, hvor mange (ikke-fikserede) ultrafiltre pa
N der er i det hele taget findes. der kan hgjst veere 92 -mange (klart!). Og sa mange findes
der faktisk! Udfordring: Prov at vise det (ikke let!)

Vejledning: Konstruér en familie A af kontinuum-mange uendelige delmaengder af N, som er
“uafthaengig” i den forstand, at for ethvert seet A1, Ao, ... , Ay, €1,€2,... ,En, hvor A;’erne er
forskellige meengder fra familien A og e;’erne alle enten er 0 eller 1 geelder, at A' N---N A
er uendelig, hvor A = N\A4 og A! = A. For hver afbildning ¢ : A — {0,1} bestemmes s& et

ultrafilter U., der indeholder meaengder af formen Ai(Al) N---N AZ(A”), hvor Aq,...,A, er
endeligt mange forskellige maengder fra A. Selv med denne vejledning tror jeg det er sveert
at komme igennem.

Man kan teenke pa de ikke-fikserede ultrafiltre som mader at specificere pa, hvordan man
kan “ga mod uendelig” i meengde N. Tilfgjer man til N de ikke-fikserede ultrafiltre, far man
i en vis forstand et smukt afsluttet omrade at arbejde indenfor, den sakaldte Cech-Stone
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kompaktifikation af N (notation: ON). Dette vaere sagt mest for at I kan nikke genkendende
hertil senere (Mat 3).

OL 12 (0-1 malelige kardinaltal). Lad x veere et kardinaltal. Der er forskellige mader at
give udtryk for at x er et stort kardinaltal. En af dem er at forlange, at der skal findes et
ultrafilter pa k = [0, k[ med szerlige egenskaber. Vi skal se pa folgende egenskaber:
(a) U er et ikke-fikseret ultrafilter pa ,
(b) U er lukket over for teellelig faellesmaengdedannelse (U, € U forallen < w = (., Un €
U).

Vi skal sige, at s er et 0—1 maleligt kardinaltal, safremt der findes et ultrafilter pa x med
disse egenskaber (dette er ikke helt den definition, der normalt bruges; da spgrgsmalet om
eksistens af malelige kardinaltal er det samme for vores lidt enklere definition, har vi valgt
at simplificere). Et 0—1 maleligt kardinaltal ma vaere meget stort. Faktisk er det ikke mig
bekendt afklaret, om eksistensen af disse er konsistent med ZFC (muligvis—jeg tror det—
geelder det, at dette ikke kan vises af principielle grunde). Det er ganske ejendommeligt, at
safremt der findes et maleligt kardinaltal har dette indflydelse pa, hvilke delmaengder af N,
der findes. Her skal vi blot bede laeseren om at vise to enkle forhold:
() Vis, at der er en naturlig bijektion (den samme som i @L 9) mellem ultrafiltre pa x med
egenskaberne (a) og (b) og ikke-trivielle 0-1 telleligt additive mal pa k, dvs. afbildninger
w:P(k) —{0,1}, sa

Lo op(k) =1,

2. Ve ek:pu({z}) =0,

3. for enhver folge (A;)n>1 af parvis disjunkte delmeengder af x geelder ,u( U, An) =

D net H(An).

(ii) Vis, at 2% ikke er et 0-1 maleligt kardinaltal.

Vejledning: Er pu et mal defineret pa P(2%) med de antydede egenskaber, vaelges forst £(0) €
{0,1} séledes at p({f € 2% | f(0) = £(0)}) = 1, dernaest £(1) € {0,1} sa pu({f € 2% | f(1) =
£(1)}) =1 osv. Se nu pa p({e}), hvor € er den konstruerede funktion i 2.

OL 13 (Reelt maleligt kardinaltal). Det mal, der optrzeder i definitionen af 0—1 malelige
kardinaltal, matte kun antage de to veerdier 0 og 1. Maske bliver det nemmere at finde
kardinaltal, hvor denne betingelse svaekkes. Kardinaltallet « kaldes reelt maleligt, hvis der
findes p : P(k) — [0, 1] (obs.: intervallet [0,1], ikke meengden indeholdende 0 og 1), sa

L p(k) =1,

2. w er teelleligt additiv, dvs. for enhver folge (A, ),>1 af parvis disjunkte delmeengder af

K geelder p(Un2y An) = Y02y pw(An).

Formalet med denne gvelse er at vise, at Ny ikke er reelt malelig. Dette resultat af S. Ulam er
blot det fgrste i en serie, som forteeller at ogsa reelt mélelige kardinaltal er uhyggeligt store.

(i) En Ulam matriz er en matrix (Aan)a<r, n<y, af delmaengder A, af X; saledes at:

(a) Mengderne i hver sgjle er parvis soj- soj- saj- s0]-
. . le0 lel le2 le n
disjunkte, rakke 0 | Aoo  Aon Aoz -+ Aom
(b) Hver reekke udfylder N; pa neer rkke 1 | A A Az - A
en t%llellg m%ngde, dVS. va < . A ...... A P A ........... A ........
Ry [R1\ Uy Aan| < Ro. e e
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Vis, at der findes en Ulam matrix.

Vejledning: Veelg for hvert 8 < N; en bijektion fg : [0,Ro[— [0, 3]. Definer A, ved £ €
Aan & fe(n) = o

(ii) Udnyt (i) til at vise, at N; ikke er reelt malelig.

Vejledning: Indirekte. Antag et x1 findes. For hvert a < Ry findes et no < No sa p1(Aqn(a)) > 0.
Sa findes n, sa u(Aqn) > 0 for mere end teelleligt mange . Modstrid!

OL 14 (Kofinalitet, regulere kardinaltal, svagt uopnaelige kardinaltal). Begrebet
kofinalitet kan defineres for en vilkarlig ordnet maengde (X, <): Kofinaliteten af X, cf(X),
er det mindste kardinaltal o, saledes at der findes en ubegraenset maengde Xg C X af
kardinalitet o (X ubegraenset vil sige, at Vo € X3zg € Xo : * < x¢). Vi skal kun bruge
begrebet for kardinalitat.

(i) Vis, at Ry og N; har sig selv som kofinalitet: cf(Rg) = Ng, cf(N1) = N;.

Et kardinaltal x, der opfylder cf (k) = k kaldes requlert. Et regulsert graensekardinaltal, altsa
et reguleert kardinaltal af formen N, med « et greenseordinaltal, siges at veere svagt uopnaelig.
Man kan ikke bevise, at der findes svagt uopnaelige kardinaltal i ZFC. Det er konsistent, at
der ikke gor. Det er ogsa konsistent, at der ggr — f.eks. kan 280 veere svagt uopnaelig!

(ii) Generalisér det andet resultat i (i) og vis, at ethvert uendeligt efterfplger-kardinaltal (ét
af formen N, 1) er reguleert.

(iii) Vis, at der findes vilkarligt store kardinaltal, som ikke er reguleere (de hedder ogsa
singulere kardinaltal).

(iv) Vis, at hvis k er svagt uopnaelig, sa er x pa formen X, for et a med X, = a.
Vejledning: {Xg | f < a} er kofinal i R,,.

(v) Egenskaben i (iv) (R, = «) viser, at svagt uopnaelige kardinaltal ma veere ganske store.
Imidlertid er egenskaben RN, = « langt fra nok til at sikre, at N, er svagt uopnaelig. Der
findes faktisk vilkarlig store kardinaltal med egenskaben X, = «. Vis, at det forste kardinaltal
med denne egenskab kan konstrueres som fglger: Ved sadvanlig transfinit rekursion defineres

en folge (0,)n<w af uendelige kardinaltal ud fra kravene: oy = Ng, 0,41 = N, . Seettes
K = SUP,,.,, On, € Kk det gnskede kardinaltal.

Bemerkning. Teenker vi pa “den lange linie” (ordinaltallene visualiseret—sa godt det nu kan
lade sig gore), ligger det fundne kardinaltal egentlig paent langt ude! Det er tankevaekkende,
at det er konsistent, at kontinuet 2%0 ligger endnu leengere ude! Dét havde Cantor nseppe
forestillet sig: Han haeldede jo til den anskuelse, at 280 var et (vi vil sige) lille bitte kardinaltal:
2N = ;.
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uD10 Ovelser og Laerestykker

OL 15. (En szetning af Kénig—kan betragtes som en generalisation af Cantors
diagonalrasonnement).

Vis, at hvis & er et uendeligt kardinaltal og hvis A\ > cf(k), sa er k < k™.

Vejledning: Lad f : A — & afbilde A pa en kofinal delmeengde af x. Lad G : k — x> (her er

x* meaengden af afbildninger A\ — &) veere vilkarlig. Defineres h : A — r, saledes at h(a) er

forste element i K\{(G(B)) () | B < f(a)}, sa vil h ikke tilhgre veerdimeengden for G (h er
“baenkevarmer” ).

OL 16 (Potensoplgftning under GCH). Addition og multiplikation af kardinaltal,
hvoraf et er uendelig, er let. Hvis den generaliserede kontinuumshypotese (GCH) geelder
(altsd 28 = R, for alle ordinaltal o), er ogsa potensoplgftning let. Der geelder nemlig, for
kardinaltal x og A med A > 2 og mindst en af dem uendelig, at:

(a) kK}=AT, hvisk>X (AT = \'s efterflger),
(b) k) =rk*, hvis k> X og A > cf(k),
() k* =k, hvis A< cf(k).

Vis det! Vejledning: Udnyt bl.a. QL 15.
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