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Indledning 0.1

0. Indledning

Den franske amatgrmatematiker P. Fermat (1601-1665) blev interesseret
i talteori bl.a. ved lsesning i Bachet’s latinske overseettelse (1621) af Diop-
hantus’ Arithmetica (ca. 250 f. Kr.). Ud for Arithmetica, bog 2, opgave 8,
der handler om at dele et kvadrat i to kvadrater, skriver Fermat i margin de
bergmte ord:

"Pa den anden side er det umuligt at dele et kubiktal i to kubiktal eller
et bikvadrat (fjerdepotens) i to bikvadrater, eller generelt en hvilkensomhelst
potens — bortset fra et kvadrat — i to potenser med samme eksponent. Jeg
har opdaget et vidunderligt bevis for dette, men denne margin er for lille til
at indeholde det.”

Fermat pastar altsa, at ligningen

.CCn—l—yn:Z,

for n € N, n > 3, ikke har nogen lgsning (z,vy, z) € N3.

Det eneste tilfeelde, for hvilket Fermat (i breve) har leveret et bevis for
ulgsbarheden, er n = 4. Beviset fores inden for talringen Z ved en sakaldt
descente infinie og benytter afggrende den entydige faktorisering af naturlige
tal som produkt af primtal.

Fermat efterlod derfor folgende bergmte problem: at vise ulgsbarheden i
naturlige tal for ligningen

(*) aP 4 yP = 2P,
nar p er et ulige primtal. Dette problem kaldes ofte Fermat’s sidste satning.

L. Euler (1707-1783) betragtede tilfzeldet p = 3, som han kunne klare ved
regninger i Z. Hans metode svarer (som noteret af Gauss) til at regne i talrin-
gen 7+ Z% (1++/—3), som ligeledes har entydig faktorisering i primelementer.

I sit monumentale ungdomsvaerk Disquisitiones Arithmeticae, Leipzig 1801,
behandlede C. F. Gauss (1777-1855) en rackke emner, som fik den allerstgrste
betydning for den senere udvikling af algebraisk talteori. For det fgrste giver
Gauss en systematisk teori for kvadratiske rester, herunder (flere) beviser for
reciprocitetssatningen. Hovedemnet i Disquisitiones er teorien for kvadratiske
former over Z i to og tre variable (inklusive genusteori samt klassegrupper og
klassetal). Denne teori var et afggrende udgangspunkt for opbygningen af
algebraisk talteori. Endvidere spiller teorien for gaussiske summer en vigtig
rolle i den analytiske del af algebraisk talteori. Endelig bgr naevnes Gauss’



0.2 Indledning

konstruktion af den reguleere 17-kant, som foregreb Galoisteorien, der har
central betydning — ogsa i algebraisk talteori.

Gauss’ neere medarbejder (og efterfglger i Gottingen) P. G. L. Dirichlet
(1805-1859) bidrog pa veesentlige punkter til udvikling af algebraisk og ana-
lytisk talteori. Hvad angar Fermats problem, viste han ulgsbarheden for p = 5.
I 1837 viste han det bergmte resultat, at enhver primisk restklasse modulo n
(n € N) indeholder uendelig mange primtal, ved at betragte Dirichlet karak-
terer x pa den primiske restklassegruppe (starten pa grupperepraesentations-
teori) og dertil hgrende L-rekker:

L(s,x) = Zx(n)n_s for s> 1.
n=1

I sammenhzaeng hermed viste han ogsa analytiske formler for klassetal for kvad-
ratiske former. Dirichlet anses derfor for grundleggeren af den analytiske
talteori.

11847 viste han et andet bergmte resultat, nemlig Dirichlets enhedssetning,
der ngje beskriver strukturen af gruppen af enheder i et algebraisk tallegeme.
Kort forinden (1845) havde Kummers daveerende elev L. Kronecker (1823-
1891) dog vist denne seetning i det vigtige specialtilfaelde, hvor det algebraiske
tallegeme er et cirkeldelingslegeme Q(e?7/™).

Ved forsgg pa at vise ulgsbarheden af (*) for et ulige primtal p, tvinges man
(som Gauss og Dirichlet) til at udvide Z til en talring R = Z[r|, hvori (*) kan
faktoriseres

(@ +y) (@ +ry)(z +ry) .. (z+ P y) = 2P

Men der dukker da et nyt problem op, idet det viser sig, at det naturlige bud
pa en sadan talring

R={ap+air +axr* +---+a,_ 17" Yao,a1,...,a,_1 € 7},

hvor = e2™/P kun for p < 19 har entydig faktorisering i primelementer.
Den tyske matematiker E. E. Kummer (1810-1893) lgste dette problem ved
at udvide tallene i R med sakaldte ideale tal, saledes at der for disse gaelder
entydig primidealfaktorisering.
Kummers bergmte resultat (1847) — som senere indbragte ham en af Acade-
mie des Sciences de Paris udsat guldmedalje for en lgsning af Fermatproble-
met — er fglgende:
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A. Fermats ligning (*) er ulgsbar, nar p er et requlert primtal, dvs p ikke gar
op i ordenen h for den af Kummer indfgrte klassegruppe hgrende til ringen R.

B. Et ulige primtal p er reguleert, hvis og kun hvis p ikke gar op i nogen af
teellerne i Bernoullitallene Bg, By, ..., B,_3.

Her er Bernoullitallene B,, n > 1, rationale tal givet ved de symbolske
formler
(1+B)™ =B™ for m>2,

eller eksplicit ved

m m
1+ By 4+ + B,,_1+ By, = B,
1 m—1

F. eks. er

, Bi=—35, Bs= 75, Bs= -5, Bio= .

_ 1 _ _ L1
B, = 27 By = 307 42 30’ 66

=

Det er bevist, at der er uendelig mange ikke regulaere primtal (det mindste er
37), men det er ukendt om der er uendelig mange regulaere primtal.

Ved supplerende meget omfattende undersggelser af Bernoullital og sma
divisorer i disse har man (for Andrew Wiles) kunnet vise ulgsbarheden af (*)
for alle ulige primtal p < 4.000.000.

Det bgr nezevnes, at resultater af G. Faltings (1983) inden for algebraisk
geometri har som konsekvens, at Fermats ligning for givet n > 3 kun har
endelig mange lgsninger (z,y, z) € N® med z,y, z indbyrdes primiske.

Andrew Wiles’ generelle bevis (1995) for Fermats sidste saetning — altsa
ulgsbarheden af (*) for alle ulige primtal p — benytter pa vaesentlig made
elliptiske kurver og modulere grupper og funktioner.

For en omfattende beskrivelse af den rolle Fermatproblemet har spillet for
udviklingen af algebraisk talteori henvises til H. M. Edwards: Fermat’s Last
Theorem, 1977.

B. Riemann (1826-1866) publicerede i 1859 sit eneste arbejde om talteori:
Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebene Grosse. Med udgangs-
punkt i Eulers formel

p n=1

indfgrer Riemann den komplekse funktion ((s), der nu kaldes Riemanns (-
funktion. Han viser bl.a. funktionalligningen for ((s):

F(s)=F(1—s), hvor F(s)=n"%?T(s/2)((s),

7



0.4 Indledning

og I'(s) er Eulers I'-funktion. Derefter fremseetter han den bergmte hypotese,
at alle ikke trivielle nulpunkter for ((s) ligger pa linien Rs = 3.

R. Dedekind (1831-1916) viderefgrte de naevnte ideer hos Gauss, Dirichlet,
Kummer og Riemann. I det over 200 sider lange Supplement 11: Uber die
Theorie der ganzen algebraischen Zahlen til 3. udgave af Dirichlet: Vorlesun-
gen tber Zahlentheorie (1879), indfgrer Dedekind idealer, som vi kender dem i
dag. Han viser bl.a. det fundamentale resultat, at ringen R af hele elementer
i et algebraisk tallegeme har entydig primidealfaktorisering. Endvidere indfg-
rer han pa naturlig made en (-funktion (nu kaldet Dedekind’s -funktion) for
ethvert algebraisk tallegeme, og han viser sin bergmte analytiske klassetals-
formel relateret til denne funktion.

H. Minkowski (1864-1909) indfgrte i sin bergmte bog Geometrie der Zah-
len (1896) en ny matematisk disciplin: geometrisk talteori, der kombinerer
geometriske egenskaber ved figurer med talteoretiske. Som demonstreret af
Minkowski har denne teori har en raekke anvendelser i algebraisk talteori, in-
den for diophantisk approksimation (titlen pa en anden bog af Minkowski) og
i teorien for kvadratiske former i n variable over Z.

D. Hilbert (1862-1943) giver (1897) en sammenfattende beskrivelse af al-
gebraisk talteori i den naesten 400 sider lange athandling Die Theorie der
algebraischen Zahlkorper i Jahresberichte der Deutschen Mathematikervere-
inigung, kendt som ”Hilberts Zahlbericht”. Denne fremstilling har haft af-
ggrende indflydelse pa den senere udvikling af algebraisk talteori. Hilbert
valgte i sin fremstilling at laegge idealteorien til grund, og han forbigik derved
anvendelsen af p-adisk analyse, en teori, der var udviklet sidelgbende med
idealteorien af Kummer, Kronecker og K. Hensel (1861-1941). (Jf A. Weil’s
kritiske bemeerkninger til Hilberts Zahlbericht i indledningen til E. E. Kum-
mer: Collected Papers, 1975.)

I gvrigt fik Hensels bog: Theorie der algebraischen Zahlen (1908) stor be-
tydning for den videre udvikling af denne teori, nu kendt under betegnelsen
valuationsteori. Mange nutidige fremstillinger af algebraisk talteori (fx Z. I.
Borevich, I. R. Shafarevich: Number Theory, 1966) er baseret pa valuations-
teori.

Det er en interessant historisk omstaeendighed, at Kronecker udviklede en
tredie ramme om algebraisk talteori, nemlig divisor teori, men denne forblev
naesten ukendt. (Jf. H. M. Edwards: Divisor Theory, 1990.)

Blandt de mange betydende matematikere, som har viderefgrt algebraisk
talteori i dette arhundrede skal naevnes: E. Noether, E. Artin og H. Hasse.



Algebraiske udvidelser 1.1

1. Algebraiske udvidelser

I det folgende er alle legemer kommutative. Nar to legemer k og K opfylder
relationen k C K, kaldes k et dellegeme af K og K et udvidelseslegeme for k.

En relativ udvidelse k C K kaldes en absolut udvidelse, nar grundlegemet
k er et primlegeme, dvs. k = Q, nar karakteristikken er 0, og k = ), nar
karakteristikken er p.

I situationen k£ C K kaldes et element @ € K algebraisk over k, hvis o er
nulpunkt i et egentligt polynomium f € k[z|. K siges at veere en algebraisk
udvidelse af k, hvis ethvert a € K er algebraisk over k.

For en relativ udvidelse £k C K kan K pa naturlig made opfattes som et
vektorrum over k. Vektorrumsdimensionen for K over k betegnes [K : k|
og kaldes graden af udvidelsen. En udvidelse £ C K kaldes endelig, hvis
[K : k] € N. Et tallegeme er et dellegeme af C. Det kaldes et algebraisk
tallegeme, hvis graden over QQ er endelig.

Seetning 1. Nar [K : k] € N, er K algebraisk over k.

Bevis. Lad [K : k| = n, og lad o € K veere vilkarligt. Da er saettet

(1,a,02,... ,a")

linesert athaengigt over k, men dette betyder netop, at a er nulpunkt i et
egentligt polynomium af grad <n i k[x]. O

Seetning 2. (Kaederegel for endelige udvidelser). Lad k C K C L vere
legemer med [K : k] =m € N,[L: K] =n € N. Safremt (a1, z,... ,qm) er
en basis for K/k, og (61, 02,...,0n) er en basis for L/K, sa betemmer

(*) {aufy |1 <p<m,1<v<n}

en basis for L/k. Specielt gelder produktformlen

[L:k]=[L:KI|K: k]
Bevis. Lad 9 € L. Da kan ¢ skrives som

9 = iﬁyﬁy, Ky € K.

v=1
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Her kan hvert k, skrives pa formen

m
Ky = Z koo, ku €Fk.
pn=1

Folgelig er
9= 33 b,
v=1p=1

hvorfor saettet (*) frembringer L/k.
For at vise at (*) er et linesert uathesengigt saet over k betragtes en vilkarlig

lineser relation
S kuwauBy =0, ky, €k

v=1p=1
Af omskrivningen
n m
> ( k,wozu> B, =0
v=1 \pu=1
folger, at
m
kaau:o for 1<v<n,
pn=1

og derfor at
k=0 for 1<pu<m,1<v<n. O

Lad k£ C K, a € K, og betragt

I'=A{f € kfz]] f(a) = 0}.

Det er klart, at I er et segte ideal i k[z], og da k[z] er en hovedidealring (PID),
er I et aegte hovedideal.

Safremt I = (0), dvs. « ikke er algebraisk over k, kaldes « transcendent
over k.

Hvis I # (0), dvs. « er algebraisk over k, kan I pa netop en made skrives pa
formen I = (p), hvor p er et normeret polynomium. Dette polynomium kaldes
minimalpolynomiet for «, og dets grad, som betegnes Odp, kaldes ogsa graden
af a. Bemeaerk, at a’s minimalpolynomium og grad afhsenger af grundlegemet

10



Algebraiske udvidelser 1.3

k. Det er klart, at minimalpolynomiet p for « er irreducibelt i k[z], thi ellers
fandtes et egentligt polynomium f € (p) med df < Jp, og dette er umuligt.
Lad k C K, a € K, og lad k[a] og k(«), hvor

k C k[a] C k(o) C K,

veere henholdvis den mindste ring og det mindste legeme, der indeholder .
Da geelder fglgende

Seetning 3. Lad k C K,«a € K, og antag at o er algebraisk af grad n € N.
Da er
kla] = k(a) = {ao + aia+ -+ an—10" "' | a, € k}.

Settet (1,a,... ,a" 1) er en basis for k(a)/k, specielt er [k(a) : k] = n.
Bewis. Det er klart, at
kla] ={f(a) | f € klz]}.
Lad minimalpolynomiet for o vaere p. Af den principale divisionsligning
f=pq+r, hvor gq,r€klx],dr <n=0dp,
folger da ved indszettelse af o, at f(a) = r(«). Dette viser imidlertid, at
kla] = {ao + sy + -+ an_1a" "' | a, € k}.

Vi pastar nu, at idealet (p) C k[x] er et maksimalt ideal i k[z]. Thi ellers
fandtes et ideal J med (p) C J C k[z]. Da k[z] er PID, er J = (¢), hvor ¢
er et normeret polynomium. Da ¢|p og p er irreducibelt, er enten ¢ = 1 eller
g = pistrid med (p) C (q) C k[z]. Folgelig er k[z]/(p) et legeme.

Betragtes den naturlige homomorfi ¢ : k[x] — k[o] defineret ved o(f) =
f(«), fas af homomorfissetningen tillige:

klz]/(p) = @(k[z]) = kla].

Hermed er vist, at k[a] er et legeme, og da k() er det mindste dellegeme
af K, som indeholder k[a], er k(o) = k[a].

At szttet (1,c,... ,a" 1) er en basis for k(a)/k, folger af, at saettet frem-
bringer k(a) over k og [k(a) : k] = Op = n. O

11



1.4 Algebraiske udvidelser

Eksempel 1. Forn > 1 er /2 € R D Q og /2 er algebraisk af grad n, idet
minimalpolynomiet for {/2 er z” — 2. At dette polynomium er irreducibelt
i Q[x] folger af Eisensteins irreducibilitetskriterium anvendt pa primtallet 2
samt af Gauss’ lemma.

Som bekendt siger Eisensteins kriterium, at et polynomium

"+ ap 2" b arr +ag € Z[a]
er irreducibelt i Z[z], safremt der findes et primtal p sa
pla, for 0<v<nmn-—1 men p2)(a0.

Gauss’ lemma siger, at et normeret polynomium i Z[z]| er irreducibelt i
Q[z], hvis og kun hvis det er irreducibelt i Z[z].
Vi har derfor

Q(V2)={ao+a1 V2 + - +a,_1(V2)""! | a, € Q}.

Eksempel 2. Antag at D € Z, men at D ikke er et kvadrattal. Lad vD
betegne den positive kvadratrod, hvis D > 0, og kvadratroden med positiv
imagingerveerdi, hvis D < 0. Da er VD € C D Q algebraisk af grad 2,
idet minimalpolynomiet er 2 — D. At dette polynomium er irreducibelt i
Q[xz] folger af Gauss’ lemma. Legemet Q(v/D) kaldes et kvadratisk tallegeme
og mere praecist et reelt kvadratisk tallegeme, hvis D > 0, og et imaginert
kvadratisk tallegeme, hvis D < 0. I begge tilfselde er

@(\/5) = {CLO + alx/ﬁ | ap,a1 € @}

Eksempel 3. Den imagineere enhed ¢ = v/—1 € C D R er algebraisk af grad 2
over R med minimalpolynomiet 22 4+ 1. I overensstemmelse hermed er

C= R(Z) = {CLO + ait | ap, a1 € R}

Eksempel 4. Forn € Ner ¢ = 2™/™ € C > Q, idet ¢ er nulpunkt i polynomiet
2™ — 1. Det kan vises (ikke trivielt), at ¢’s minimalpolynomium ®,, er givet

ved
O, () = 1T (z —¢™),

1<m<n,gcd(m,n)=1

12



Algebraiske udvidelser 1.5

og at ®,, € Z[z]. Graden af ¢ er derfor givet ved Eulers funktion ¢(n), hvor
©(n) er antallet af primiske restklasser modulo n.
Legemet

Q(¢) = {ao + a1C + - + apm)_1¢*™ 1 a4, € Q)

kaldes det n’te cirkeldelingslegeme (eng: cyclotomic field), og ®,, kaldes det
n’te cirkeldelingspolynomium.
Fx er

bi(x) =2 -1, Py(x)=2+1, ®3(z)=2*>+2+1,
Py(z) =22+ 1,P5(z) =a* + 2> + 2?2 + 2+ 1, P6(0) = 2° —x + 1.

Eksempel 5. Betragt k = Fa(2?,y?) C Fa(z,y) = K, hvor Fa er legemet med 2
elementer, og =,y er kommuterende variable. Elementerne z,y € K er begge
algebraiske af grad 2 over k, da 22,y € k. Derfor er udvidelsen k¥ C K af
grad 4, og (1,z,y,xy) er en basis for K/k. Et vilkarligt element a@ € K har
formen

a =ag+ a1x + asy + asxy, hvor a, € k.
Da karakteristikken er 2, fas heraf at

o = ak +a2® + ady? + aix?y? € k.
Heraf fglger, at ethvert element o € K \ k har grad 2 over k. Der findes derfor

intet « € K med egenskaben K = k(a). Pa den anden side er det klart, at
K = k(z,y) fremgar af k ved adjunktion af de to elementer z,y.

Seetning 4. Lad k C K. Mengden af elementer i K, som er algebraiske over
k, udgor et legeme.

Beuvis. Vi skal vise: Safremt «, 3 € K er algebraiske over k, er ogsa a4+ (3, o —
B,ap og (for f # 0) «/B algebraiske over k. Dette folger imidlertid af, at
k(a, B) = k(a)(0) ifolge szetningerne 2 og 3 er en endelig udvidelse af k og
derfor ifglge seetning 1 en algebraisk udvidelse af k. O

13



1.6 Algebraiske udvidelser

Seetning 5. (Kaederegel for algebraiske udvidelser). Lad k C K C L og antag,
at K er algebraisk over k og L algebraisk over K. Da er L algebraisk over k.

Bevis. Lad o € L veere et vilkarligt element, og lad
f(@) =2" +ap_12" '+ + a1+ ag € K[z
vaere a’s minimalpolynomium over K. Legemet
k(ag,a1,...,an—1,a) = k(ag,a1,... ,an—1)(a)

er ifglge satningerne 1 og 2 en endelig og derfor ifglge saetning 3 algebraisk
udvidelse af k. Da « tilhgrer dette legeme, er o algebraisk over k. O

Et legeme k kaldes algebraisk afsluttet, hvis der ikke findes noget legeme K
med k C K, sa at K er algebraisk over k. Det kan vises, at ethvert legeme
k har en snaevreste udvidelse til et algebraisk afsluttet legeme, og en sadan
udvidelse er entydig bestemt paneer en k-isomorfi, dvs. en isomorfi, hvor hvert
element i k afbildes i sig selv. Et sadant legeme kaldes en algebraisk afslutning
af k og betegnes k.

Fx har Q en algebraisk afslutning Q C C, nemlig

Q = {a € C | « algebraisk over Q}.

Dette fglger umiddelbart ved brug af ssetningerne 4 og 5 samt algebraens
fundamentalszetning: C = C. Legemet Q kaldes legemet af algebraiske tal. Det
fglger af eksempel 1, at [Q : Q] = co. Legemet Q, som er foreningsmaengden
af alle algebraiske tallegemer, er derfor ikke selv noget algebraisk tallegeme.

Norm og spor. Lad & C K vare en endelig udvidelse med [K : k| = n, og
lad w = (wy,wa, ... ,w,) veere en basis for K/k. For hvert a € K betragtes
den linezre afbildning ¢, : K — K givet ved ¢ () = o). Udtrykt ved basen
w er denne afbildning givet ved

(7094 ] ail e A1n w1 w1

QW An1 ... Qpn Wn, Wn,
hvor a,s € k for 1 <r,s <n.

14



Algebraiske udvidelser 1.7

Det er velkendt fra den linezere algebra, at det karakteristiske polynomium
for pa:
pa(z) = det(A — zF) € k[x]

er uafthaengigt af den valgte basis, dvs kun afthsenger af a. Specielt athsenger
n
trA = Za”" og detA
1

alene af «, hvorfor vi kan skrive
troo, =trA, dety, = det A.
Vi definerer nu afbildninger S: K — k, N : K — k ved
S(0) = Sic/n(@) = trgas  N(a) = Nij(a) = det .

S(«) og N(«) kaldes henholdsvis sporet og normen af o ved udvidelsen k C K.

Seetning 6. Lad k C K med [K : k] =n € N. For vilkarlige o, f € K, a € k,
geelder da

Beuvis. Ved brug af velkendte regneregler for tr og det fas:

S(la+ ) =trpa+p = tr(pa + ) = troa +trog = S(a) + 5(8),
N(af) =det pap = det(paps) = det @, det g = N(a)N(5),
S(ac) =1tr puq = atr @, = aS ().

De to sidste regler fglger af, at afbildningen ¢, har afbildningsmatricen
A = aF for enhver basis w for K/k. O
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1.8 Algebraiske udvidelser

FEksempel 6. For R C C (jf eksempel 3) med basis (1,7) og o = ag + ay¢ bliver
afbildningsmatricen A for afbildningen ¢:

hvorfor
S(a) =tr A =2ap, N(a)=detA=a?+a?.

For Q ¢ Q(v/D) (jf eksempel 2) med basis (1,v/D) og a = ag + a1V D
bliver afbildningsmatricen A for afbildningen ¢,:

_ ap ai
A= (l)a1 ao)‘

S(a) =trA=2ag, N(a)=detA=aj— Daj.

hvorfor

For k = Fy(2%,4%) C Fa(z,y) = K (jf eksempel 5) med basis (1,x,y, y)
og o = ag + a1x + asy + aszxy bliver afbildningsmatricen A for ¢:

ao a1 a2 as

ale ao a3x2 a9
2 2

a2y a3y ao a1

a3x2y2 a2y2 ale ao

A=

Da karakteristikken er 2, fas
S(a) =tr A =4ay =0,

N(a) =det A = (a% + (a12)? + (a2y)? + (azzy)?)? = o

I den fglgende szetning studeres sammenhaengen mellem minimalpolynomium
og karakteristisk polynomium.

Seetning 7. Lad k C K med [K : k] =n € N, og « € K. Lad f vere
minimalpolynomiet for ac:

f@) =2 +a 127+ + a1z + ao.

Lad ¢, : K — K vere afbildningen givet ved ¢o(9) = a) med karakteristisk
polynomium F. Der geelder da:
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F=(=1)"f" hvor m=n/l.
For udvidelsen K/k gelder
Skyk(a) = mSkayk(@),  Ngsr(a) = (Niaym(@)™

For udvidelsen k(a)/k gelder
Sk(a)/k(a) = —aj-1, Nk(a)/k = (—1)la0.

Betegner o'V = a, @ ... oD samtlige nulpunkter i f (i en passende udvi-
delse af k, fr k — disse kaldes o’s konjugerede) kan sidstnevnte formler ogsd

skrives
l

l
Sk(a)/k<a) = Za(j)7 Nk(a)/k = H Oé(j)~

=1 =1

Bevis. Ifglge setning 3 er (1,q,...,a'"!) en basis for k(a)/k. Endvidere
veelges en vilkarlig basis (¥1,...,9,,) for K/k(a). Ifslge seetning 2 er da
n =Im, og

(01, a1, ..., a7, O, @O, . T,
er en basis for K/k. Mht. denne basis bliver afbildningsmatricen A for ¢,:

A=M®®---® M, (m addender),

hvor
0 1 0 0
0 0 1 0
M = : ;
0 0 0 1
—ayp —ai —az2 ... —a—1

og hvor skrivemaden angiver, at A er en blokmatrix med m blokke langs
diagonalen, hver lig M, og med 0’er igvrigt.
Dette fglger umiddelbart, idet det benyttes, at

al = —ag — a1 — -+ — al_lal_l.

Bemeerk ogsa, at restriktionen af ¢, til k(«) netop har afbildningsmatricen
M mht. basen (1,q,...,al™1).

17



1.10 Algebraiske udvidelser

Af blokstrukturen fremgar nu, at
F(z) =det(A — zF) = (det(M — zE))™

hvor E er enhedsmatricen af den relevante stgrrelse. Da « er en egenveerdi
for den linezre afbildning ¢, : K — K, er « ogsa rod i F(z), dvs. « er rod
i det(M — zF). Da dette polynomium har grad [, og hgjestegradkoefficienten
er (—1)!, ma der folgelig geelde
det(M —2B) = (-1)' f(2),
og dette viser den forste formel i saetningen.
Det fremgar ogsa af blokstrukturen, at

tr A=mtr M, detA = (detM)™

og dette viser de fglgende to formler i ssetningen. De naeste to formler fglger
af, at der geelder
tr M = —a;_1, detM = (—1)a.

Da l
H (a9 — 2)

fremkommer de sidste to formler af de tldhgere ved at sammenholde konstant-
led og led af grad [ — 1. O

Diskriminant. Lad k£ C K veare en endelig udvidelse med [K : k] =n € N,
og lad w = (w1,wa, ... ,w,) veere en basis for K/k. Ved diskriminanten for w
forstas

D(w) = det(S(wrws))rs=1,... -

Lad
w1
g =
Wn
Nar o’ = (w],... ,w)) er en anden basis for K/k givet ved w’ = Cw, hvor

C er en n x n-matrix over k med det C' # 0. Da er
(wlw!) = WW" = Cww'C! = C(wyws)C*.

18
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Pa grund af lineariteten af sporet er derfor
(S(wwy)) = C(S(wrws))C",

hvorfor
D(w') = (det C)?D(w).

Da det C' # 0, er diskriminanten fglgelig enten lig 0 for enhver basis for K/k
eller forskellig fra 0 for enhver basis for K/k.

Seetning 8. Lad k C K med [K : k] = n € N. Da er diskriminanten # 0
for enhver basis for K/k, hvis og kun hvis afbildningen S : K — k ikke er
nulafbildningen.

Bevis. Hvis S er nulafbildningen, er det klart, at diskriminanten er 0 for
enhver basis for K/k.

Antag omvendt, at der findes en basis w, for hvilken diskriminanten er O.
Da er sgjlerne i matricen (S(wyws)) linesert athaengige over k, dvs. der findes

c1,...,cn €k, som ikke alle er 0, sa at
(*) ZS(wrws)cs =0 for r=1,...,n.
s=1

Saettes 7 = ciwy + + - - + cpwyp, kan (*) skrives
(**) S(wry)=0 for r=1,...,n.

Da v # 0, er (w17,...,w,7) en basis for K/k. Da Sk, er 0 pa en basis for
K/E, vil Sk /i, pa grund af linearitet veere nulafbildningen. O

Eksempel 7. For udvidelsen R C C (jf eksempler 3 og 6) og basis w = (1,1%) er

D(w) = det (g((i)) sf%) — det (g _02) )

For udvidelsen Q € Q(v/D) (jf eksempler 2 og 6) og basis w = (1,v/D) er

D(w) = det (S?%) Ség)) = det (g 2%) — 4D.
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1.12 Algebraiske udvidelser

For udvidelsen Q C Q(¢) (jf eksempel 4) og basis w = (1,, (%, (3) er

(
50 5@ S S@)
D(w) = det S(¢Y) S<<;

2 3

S(¢?) S(¢%) : °
S(¢?) S(¢h) s s

Da minimalpolynomiet for ¢ (og dermed for ¢2,(3,¢%, (% = () er cirkelde-
lingspolynomiet

Os(x) =t + 2% + 2% + o+ 1,
haves ifglge seetning 7

—1 for r=1,2,3,4,6
S(CT):{ZI for r=20,5 .
Efter passende sgjleoperationer fas derfor
4 -1 -1 -1 5 —1 0 0
Dw)=det| T 1 1 Jl=defy 1o D=5t
-1 -1 4 -1 0 -1 5 0

For k = Fy(22,4?) C Fa(x,y) = K (jf eksempler 5 og 6) er diskriminanten
0 for enhver basis for K/k ifplge ssetning 8, da S : K — k er nulafbildningen.

Seetning 9. Lad K = k(9), hvor 9 er algebraisk over k af grad n € N. Da
kan diskriminanten for basen w = (1,9,92,... ,9""1) skrives pd formen

D(w) = (det M)?,

hvor M er Vandermonde matricen

TR (CO N TCO L C iy
1 9@ 9@ @
L9 gm? L gnt
0g (19(1),19(2), e ,19(”)) er de konjugerede til ¥, dvs. rodderne i minimalpoly-

nomaet for ¥ over k.
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Falgelig geelder formlen

Dw)= [] 9 —v")2

1<i<i<n

Beuvis. Ved brug af seetning 7 fas umiddelbart

<S<ﬁr+s_2))r,s:1,... n = MtM,

hvoraf den forste formel fas ved at tage determinanten.
Den anden formel fglger da af et velkendt udtryk for Vandermonde determi-
nanten. a

Galoisteori. I dette afsnit vil vi kort omtale nogle begreber, der spiller en
rolle i algebraisk talteori. Hvad angar beviser henvises til bgger om emnet fx
E. Artin: Galoische Theorie.

Lad f € k[z]| veere et polynomium af grad n. Et legeme K med k C K
kaldes et spaltningslegeme for f over k, safremt

(i) fz) = a(z — 1) (x = an),

(ii) K =k(a1,...,an).

En udvidelse k£ C K kaldes normal, hvis ethvert irreducibelt polynomium
f € k[x] med et nulpunkt i K kan skrives som produkt af polynomier af fgrste
grad med koefficienter fra K.

Vi anfgrer uden bevis:

Saetning 10. Safremt K og K’ begge er spaltningslegemer for samme poly-
nomium f € kx|, da findes en k-isomorfi mellem K og K'.

Seetning 11. En endelig udvidelse k C K er normal, hvis og kun huvis K er
spaltningslegeme for et polynomium f € kx].

Eksempel 8. Alle udvidelser i eksemplerne 2-5 er normale. I eksempel 5 er
saledes K = Fa(x,y) spaltningslegeme for polynomiet f givet ved f(t) =
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1.14 Algebraiske udvidelser

(t? — 22)(t* — y?) over k = Fy(2?,y?). Derimod er udvidelsen Q C Q(¥/2)
(jf eksempel 1) ikke normal for n > 3. Et spaltningslegeme for f(z) = 2™ —
2 over Q (og det eneste inden for C) er K = Q(3/2,¢), hvor ¢ = €™/,
Opspaltningen af f i fgrstegradspolynomier over K er da

flz)=a"—2= 1:[(:1; — ¥2¢Y).

Seetning 12. Lad f € k[z] vere et polynomium over k af grad > 0, og lad
K vere et spaltningslegeme for f over k. Da har f lutter simple rodder i K,
hvis og kun hvis ged(f, f') = 1, hvor f' er den formelle afledede af f.

Korollar. Hvis k har karakteristik 0, har ethvert irreducibelt polynomium
over k af grad > 0 lutter simple rodder.

Et irreducibelt polynomium f € k[z] kaldes separabelt, hvis f i et spalt-
ningslegeme K har lutter simple rgdder. En algebraisk udvidelse £ C K kaldes
separabel, hvis minimalpolynomiet for ethvert a € K er separabelt over k.

Eksempel 9. Lad k = Fa(22,4?) (jf eksemplerne 5 og 8). Polynomiet f(t) =
t2 — 22 er irreducibelt over k, men er ikke separabelt. Et spaltningslegeme for
fover k er K = Fy(z,y?), hvori f(t) = (t+ z)(t — x) = (t — z)?. Bemark
ogsa, at f'(t) = 2t, saledes at f’ er nulpolynomiet, da karakteristikken er 2.

En endelig udvidelse £ C K kaldes galois, hvis den er normal og separabel.
(I karakteristik 0 er galois altsa identisk med normal).

Lad k¥ C K af grad [K : k] = n € N. En afbildning ¢ : K — K, som
er en isomorfi (mht. + og -), og for hvilken o(a) = a for ethvert a € k
kaldes en k-automorfi. Maengden af k-automorfier udggr med sammensaetning
som komposition en gruppe kaldet Galoisgruppen for K/k. Den betegnes
Gal(K/k).

Eksempel 10. Gal(C/R) (jf eksempel 3) er den cykliske gruppe af orden 2
bestaende af de to elementer {id, k}, hvor id er den identiske afbildning af C
og k er den komplekse konjugering af C.
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Algebraiske udvidelser 1.15

Pa tilsvarende made er Gal(Q(+/D)/Q) den cyklisk gruppe af orden 2 besta-
ende af de to elementer {id, x}, hvor id er den identiske afbildning af Q(v/D)
og k er konjugeringen defineret ved x : ag + a1V D — ag — a1V D.

Derimod er Gal(Q(+/2)/Q) den cykliske gruppe af orden 1, der kun bestar af
identiske afbildning af Q(4/2). Begrundelsen herfor er, at enhver Q-automorfi
af Q(4/2) ma afbilde /2 pa et nulpunkt for 23 —2, dvs. pa sig selv, da legemet
er reelt, og de gvrige rgdder i dette polynomium ikke er reelle.

Endelig er Gal(Fa(x,y)/Fa(2?,3?)) = {id}. Ved enhver Fa(x?,y?)-auto-
morfi af Fo(x,y) ma x afbildes i et nulpunkt for t? — 22, dvs. pa z, da
—x = x. Tilsvarende ma y afbildes pa y. Da Fa(z,y) = Fa(2?,y?)(z,y) folger
pastanden.

Seetning 13. For enhver endelig udvidelse k C K gelder uligheden
|Gal(K/E)| < [K : k].

Seetning 14 (Galoisteoriens hovedsaetning). For en galois udvidelse k C
K gelder

|Gal(K/k)| = [K : k.

Der er en bijektiv korrespondance mellem undergrupper G' C G = Gal(K/k)
og legemer K', som opfylder k C K' C K svarende til folgende diagram:

K «—— F
U N
K +«— G
U N
k. +«— G

Her betegner E gruppen, der kun bestar af etelementet. Korrespondancen er
defineret ved, at K' er fitpunktlegemet for undergruppen G':

K'={zeK|o(x)=xz forethvert o€ G'},
eller ekvivalent hermed ved, at
G ={ceG|o(x)=x forethvert =€ K'}.
Ved korrespondancen gelder (idet [G:G’] betegner undergruppeindexet):

K" k] =[G : G
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1.16 Algebraiske udvidelser

Yderligere geelder, at konjugerede undergrupper korresponderer med konjuge-
rede legemer:

G« K <= 0G0 '« o(K') for o€G.

Specielt er K' en normal udvidelse af k, hvis og kun hvis G' er en normal
undergruppe af G. I dette specielle tilfelde er

Gal(K'/k) ~G/G".

Seetning 15 (Abels ssetning om primitivt element). For enhver endelig
og separabel udvidelse k C K gelder, at der findes et 9 € K, sa at K = k(9).

Bevis. 1. |k| = co. Da [K : k] < oo, findes a1,...,a, € K, sa at K =
k(aaq,...,ap). Lad f, € k[x] veere minimalpolynomiet for a, mht. k, og lad
f=fi--fr. Lad K* veere et spaltningslegeme for f mht. k. Da er K* en
endelig, separabel og normal udvidelse af k, dvs. £ C K* er galois. Det kan
(paneer isomorfi) antages, at K C K*, og K* kaldes da det normale hylster
for K mht. k. Ifglge Galoisteoriens hovedsatning er der kun endeligt mange
legemer K', saat k C K’ C K*, idet disse legemer er i bijektiv korrespondance
med de endeligt mange undergrupper i Gal(K*/k). Derfor er der ogsa kun
endeligt mange legemer K', sa at k C K’ C K. Beviset fores nu ved induktion
efter antallet r af frembringere for K/k, og det er derfor nok at vise resultatet
for r = 2. Betragt dertil de uendeligt mange legemer

{ka = k(a1 + acz) | a € k},

som alle opfylder k C k, C K. Da der kun er endeligt mange legemer mellem
k og K, ma der findes a,b € k, a # b, sa at

ko = ky = K' C k(ay,0) = K.

Pa den anden side folger det af a1 4+ aag, a1 +bas € K, at (a — b)as € K’
og dermed as € K’, hvorfor ogsa a1 € K’'. Derfor gaelder ogsa K C K', altsa
K = K'. Dette viser det gnskede.

2. |k| < oo. Da fungerer ovenstaende bevis ikke, men sezetningen fglger
i dette tilfeelde umiddelbart af det velkendte resultat, at den multiplikative
gruppe K * for et endeligt legeme K er cyklisk (jf. eksempel 13). a
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Vi illustrerer endvidere Galoisteoriens hovedsaetning ved fglgende tre ek-
sempler:

Eksempel 11. K = Q(W, 62”/3) er galois over k = Q, idet K er spaltningsle-
geme for polynomiet f(x) = 2% — 2. Det fremgar, at

[K:Q] =[Q(V2): QK : Q(V2)] =3-2=6.

Seet ¢ = €2™/3. Da er rodderne i f : a1 = V2, as = V/2¢, az = ¥/2¢%2. En
automorfi i G = Gal(K/k) er givet ved den permutation af (a1, a9, as) den
bevirker. Da |G| = [K : k] = 6, er derfor G ~ S35 = permutationsgruppen for
(1,2,3).

De korresponderende diagrammer af legemer mellem k og K og undergrup-
per i G (med relative grader og indices anfgrt) er angivet nedenfor:

Her betegner fx ((123)) gruppen frembragt af elementet (123), som er den cyk-
liske permutation: 1 — 2,2 — 3,3 — 1. I gvrigt er ((123)) den alternerende
gruppe As, som er en normal undergruppe i G = Ss.

Eksempel 12. For n € N er K = Q(¢), hvor ¢ = e*™/"_ galois over k = Q.
Dette folger af, at K er spaltningslegeme for {’s minimalpolynomium ®,, over
Q, hvor (jf eksempel 4)

1<m<n, ged(m,n)=1
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1.18 Algebraiske udvidelser

Derfor er
|G| = |Gal(K/k)| = [K : k] = ¢(n).

Det er klart, at
Gal(K/k)={o, : (— (" | ged(v,n) =1, 1 <v < n}.

Da 0,00, = 0y, €r

Cal(K/k) ~ (Z/(nZ))*,

altsa den primiske restklassegruppe modulo n.

For n = p, hvor p er et ulige primtal, er denne gruppe cyklisk af orden
o(p) = p— 1. 1 dette tilfeelde er der preecis én (cyklisk) undergruppe C,,
for hver divisor m|(p — 1). Da specielt 2|(p — 1), findes netop én cyklisk
undergruppe Cs i Gal(K/k), og C2 = {01 = id, 0,—1 = komplex konjugering}.
Det dertil svarende fixpunktlegeme er legemet Q(¢ + ¢ 1) = Q(2cos(27)/p).
Det kaldes det maksimale reelle dellegeme i K = Q(().

Er specielt p = 22" +1 et Fermat-primtal, er Gal(K/k) ~ Cy2m , hvorfor der
findes en kaede af undergrupper Cy,0 < [ < 2™. Den dertil svarende kaede
af dellegemer i K viser, at K fremkommer af Q ved successive kvadratiske
udvidelser. Dette blev opdaget af Gauss (for Galoisteorien), som derved kunne
vise, at den reguleere p-kant er konstruerbar med passer og lineal for Fermat-
primtal. Af disse kendes fortsat kun: 3, 5, 17, 257, 65537.

Eksempel 13. (Endelige legemer). Ethvert endeligt legeme K ma have prim-
talskarakteristik p, dvs. K D F,. Lad [K : F,] = n, og lad (w1,... ,wy)
veaere en basis for K over F,. Da kan elementerne i K fremstilles entydigt pa
formen ajwq + - -+ 4+ apwy, hvor ay,... ,a, € ). Fglgelig er elementantallet
| K| = p™. Den multiplikative gruppe K* = K \ {0} har orden p™ — 1, og ifplge
Lagrange’s seetning gaelder derfor

a?" "' =1 for ethvert o c K*.

Dette viser, at K er spaltningslegeme for polynomiet f over IF,,, hvor

fla)=aP" "t —1= H (x — ).

acKX

Af seetning 10 folger derfor, at der paner en [F)-isomorfi hgjst er et legeme K
med | K| = p™.

Det kan omvendt let vises, at spaltningslegemet K for polynomiet f over
[, faktisk har |K| = p™. For hvert primtal p og hvert n € N findes derfor
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panar en Fp-isomorfi praecist et endeligt legeme K med |K| = p™. Dette
legeme betegnes ofte F,n. Der gaelder yderligere det vigtige resultat, at den
multiplikative gruppe F. heri er cyklisk.

K = Fﬂn er galois over k = I, da K er spaltningslegeme for polynomiet
f(x) = 27"~ — 1. Endvidere er

G| = |Gal(K/k)| = [K : k] = n.

For at beskrive elementerne i G betragtes afbildningen or : K — K, der
er defineret ved op(x) = 2. Da

oﬁ@+y%:@+yyzxp+~~F6)pﬁy+~~+¢

=z’ +y" = or(z) +or(y),
or(zy) = (zy)’ = 2"y" = op(z)or (y),
er o en homomorfi. Da
kerop = {z € K | 2P =0} = {0},
er or injektiv, og da K er endelig derfor bijektiv. Da
op(l)=1P =1,0p(1+1)=1+1, etc.,

er op en k-automorfi af K. Med andre ord: op € G = Gal(K/k). o kaldes
Frobenius automorfien for K over k.
Vi viser endelig, at

G=Gal(K/k)=(op) ={op |0<v <n}~C,.

Det er klart, at o% er en k-automorfi for v € Z. Endvidere er de anfgrte n
automorfier alle forskellige, da de virker forskelligt pa et frembringerelement
for den cykliske gruppe K* af orden p™ — 1. Pa den anden side er |G| = n,
hvorfor vi har vist det gnskede.

Da en cyklisk gruppe C,, har undergrupper G’ = C,,,,, hvor m|n, folger
det af Galoisteoriens hovedsaetning, at [F,» har korresponderende dellegemer
K' = Fpm, jf nedenstaende diagram:

K=Fpn E
U N

K' =Fym G/:<O'§?>20n/m
U N

k=F, «— G=(op)~C,
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Opgaver:

Opgave 1. Bevis Eisensteins irreducibilitetskriterium (jf eksempel 1). Vink:
Betragt den naturlige homomorfi ¢ : Z — Z/pZ og den dertil svarende hom-
omorfi ¢ : Zlx| — (Z/pZ)[z]. Benyt derefter et indirekte bevis.

Opgave 2. Bevis Gauss’ lemma (jf eksempel 1). Vink: Et polynomium
f(x) = anz™ + an_12" ' + -+ ap € Zlz]

kaldes primitivt, hvis ged(an, an-1,... ,a0) = 1. Vis, at fg er primitivt, hvis
f og g er det. Benyt dette til at vise, at en faktorisering af

fx) =2" +ap_12"t + - +ag € 2]
inden for Q[z] automatisk er en faktorisering inden for Z[x].

Opgave 3. Lad p veere et primtal. Vis, at cirkeldelingspolynomiet

P —1
xr—1

Pp(z)=aP P+ 2P 4.t +1l=

er irreducibelt i Q[z]. Vink: Betragt i stedet polynomiet g givet ved g(z) =
®,(z + 1), og benyt Eisensteins irreducibilitetskriterium og Gauss’ lemma.

Opgave 4. Lad p veere et ulige primtal, og betragt cirkeldelingslegemet K =
Q(¢), hvor ¢ = €2™/P. Vis, at basen w = (1,¢,¢?,... ,¢P~2) har diskriminant

(—1)% pP~2. Vink: Generalisér betragtningen i eksempel 7.

Opgave 5. Lad n > 1, og betragt legemet K = Q(3/2) (jf eksempel 1). Find
diskriminanten for basen

w = (1, %7(%)27'“ 7(7@)”_1)'
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Dedekindringe 2.1

2. Dedekindringe

I det fglgende betegner R en kommutativ ring med etelement. Som bekendt
kaldes et ideal p C R et primideal, hvis R\p er afsluttet overfor multiplikation,
dvs. hvis R/p er et integritetsomrade (med mindst 2 elementer). Tilsvarende
kaldes et ideal m C R et maksimalt ideal, hvis der ikke findes noget ideal a,
sa at m C a C R, dvs. hvis R/m er et legeme (med mindst 2 elementer).

Definition. Et integritetsomrade R kaldes en Dedekindring, hvis ethvert ideal
# (0) i R pa en og kun en made kan skrives som produkt af primidealer i R.
I den forbindelse opfattes R som det tomme produkt af primidealer.

Vi vil — efter passende forberedelser — vise fglgende to hovedssetninger om
Dedekindringe:

Seetning 16. (Karakterisering af Dedekindringe). For et integritetsomrade
R er folgende fire egenskaber ekvivalente:

N. R opfylder aksiomerne (Noether betingelserne):
N1. R er noethersk.
N2. Ethvert primideal # (0) ¢ R er maksimalt.
N3. R er helt afsluttet.

D. R er en Dedekindring.
G. De brudne idealer # (0) i R udgor en multiplikativ gruppe.

P. Ethvert helt ideal a i R er en projektiv R-modul. Dette betyder, at der for
ethvert diagram af formen:

a
|s
D 4 ~0
hvor X, Y er R-moduler, f en homomorfi og ¢ en surjektiv homomorfi, findes

en homomorfi f : a — X, sd at of = f, dvs. sd nedenstiende diagram
kommuterer:

a
I lf

Y

‘G\
\4

N
(@)




2.2 Dedekindringe

Seetning 17. (Udvidelser af Dedekindringe). Lad R vere et integritetsom-
rade, K dets broklegeme, og lad K' vere en endelig udvidelse af K. Lad R’
vere maengden af elementer i K' som er hele mht. R, jf diagrammet:

K C K
U U
R C R

Da geelder: Safremt R er en Dedekindring, er R’ det ogsa, og K' er broklegeme
for R'.

Bemerkning. En hovedidealring (PID) R er en Dedekindring. Der gaelder
nemlig som bekendt: R er PID = R er UFD (unique factorization domain =
faktoriel). 1 en faktoriel ring kan ethvert a € R (a # 0) pa netop en made
skrives a = rp1---ps, hvor r er et invertibelt element i R, og p1,...,ps €r
irreducible elementer i R. Hovedidealet (a) # (0) har derfor faktoriseringen
(a) = (p1) -+ (ps) — og kun denne — som produkt af primidealer.

Specielt er Z derfor en Dedekindring. Vi kan derfor anvende udvidelses-
seetningen med R = 7Z og (K, K') erstattet af (Q, K), hvor K er et vilkarligt
algebraisk tallegeme (altsa K C C med [K : Q] € N). Herved fas, at rin-
gen R af hele algebraiske elementer i K er en Dedekindring. Disse specielle
— men vigtige — Dedekindringe vil vi kalde klassiske Dedekindringe. Dette
hovedresultat for de klassiske Dedekindringe blev fgrst vist af R. Dedekind
(1831-1916). I en klassisk Dedekindring kaldes invertible og irreducible ele-
menter traditionelt enheder og primelementer.

De tre betingelser under N er opkaldt efter Emmy Noether (1882-1935),
der var datter af geometeren Max Noether (1844-1921).

I modsaetning til klassen af Dedekindringe er hverken klassen PID eller
UFD stabil over for en udvidelse af den betragtede art, hvilket illustreres af
folgende eksempel.

Eksempel 14. For R=7,K = Q, K’ = Q(v/-5), R = {ao + a1v/—-5 | ap,a1 €
Z}, er R’ ikke UFD — og derfor heller ikke PID, da 6 =2-3 = (1 + +/—5)(1 —
v/—5) har (mindst) to veesentligt forskellige faktoriseringer i primelementer i
R

Noetherske ringe og noetherske moduler. En ring R siges at opfylde den
opstigende kedes betingelse (ACC = ascending chain condition), hvis enhver
opstigende kaede af idealer i R:
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Dedekindringe 2.3

ar Cax CagC---

er stationer, dvs. a, = ap41 = ap42 = --- for n tilstraekkelig stor.
Et ideal a i R kaldes endeligt frembragt (forkortes ofte fg = finitely genera-
ted), hvis der findes endeligt mange elementer aq, ... ,ax € a, saledes at

a={ria; +---+rrag | rx € R}.

Man skriver da
a=(ai,...,a;) = Rai +--- + Ray.

Saetning 18. R opfylder ACC < ethvert ideal © R er endeligt frembragt.

Bevis. =: Lad a veere et vilkarligt ideal i R. Vaelg a; € a. Hvis a = (a1), er vi
feerdige, og ellers vaelges as € a\ (a1). Hvis a = (a1, a2), er vi feerdige, og ellers
veelges asg € a\ (a1, a2) etc. Hvis denne procedure ikke standser efter endeligt
mange skridt med a = (ay,as, ... ,ax), fas en uendelig segte opstigende kaede

(a1) C (a1,a2) C (a1,az2,a3) C -+,

i strid med at R opfylder ACC.
<: Betragt en vilkarlig opstigende kaede af idealer i R:

ar Cax CagC---

Da er

oo

a= U an

1

ligeledes et ideal i R, altsa efter antagelsen
a= (al,... ,ak).
Lad n € N vare sa stor, at a1,... ,a; € a,. Da er
aCap, Capp1 Capy2C - Coa,

hvorfor a,, = ap411 = apy0="--. O

Definition. En ring R kaldes noethersk, hvis R opfylder ACC.
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2.4 Dedekindringe

Saetning 19. (Hilberts basissaetning). R noethersk = R[x| noethersk.

Bevis. Dette deles i fire skridt:
1. Til hvert ideal a i R[z] tilordnes en fglge af idealer a,, i R:

a— (ag,aq,...)
pa felgende made:
a, ={a, € R|3f(z) =ana" +---+ap €a} for n e Ny
Det er let at se, at a,, er et ideal i R, og at
apCarC---Cap, Capp &0

For fx at vise, at a,, C a,41 betragtes et vilkarligt a,, € a,,. Dertil findes et
polynomium f(z) = apz™ 4+ --- 4+ ap € a. Da a er et ideal i R[z], vil ogsa
rf(z) = apz™ ™t + -+ + apx € a, hvorfor a, € a,41.

2. Lad a,b veere idealer i R[x] med tilordnede folger af idealer a,,, b, i R.
Da geelder:

aCb=a,Chb, for neNg.

Lad nemlig a,, € a,, oglad f(z) = anz™ + - -+ ap € a. Da a C b, er ogsa
f € b, hvorfor a,, € b,,.

3. Lad a,b veere idealer i R[x] med tilordnede folger af idealer a,, b, i R.
Da geelder:

aCb og a,=b, for neNy = a=b.

Det er nok at vise, at b C a. Vi viser ved induktion efter n, at ethvert n’te
gradspolynomium f € b ogsaeria. Forn=_0er f(z) = by € by = ag, hvorfor
f(z) € a. Antag dernzst, at pastanden er rigtig for ethvert polynomium af
grad < n, og betragt polynomiet f € b af grad n. Lad f(z) = bpa™ + -+ -+ by.
Da b, € b,, = a,, findes et polynomium g(r) = b,2" +a, 12" 1 +---+ag € a.
DaaCberh=f—g¢€b,ogdadh <n,er h ifglge induktionsantagelsen i a.
Altsa er ogsa f =g+ h € a.

4. Lad a C a! C --- vare en vilkarlig opstigende keede af idealer i R[z]
med tilordnede folger:
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Dedekindringe 2.5

O (o al al )
Qo (e al e )
@ (g ol o )

Af 1 og 2 fglger, at de tilordnede idealer i skemaet er opstigende mod hgjre
og nedad. Heraf fglger, at diagonalfslgen er opstigende:

agga%gaggm.

Da R er noethersk findes et ng € Ny sa at a]) = aZﬁ for n > ng. Pa grund af

meaengdeinklusionerne i skemaet ovenfor er fglgelig

k

a, =a,> for k,n>ng.

Da R er noethersk findes et n; € Ny, saledes at hver af de endeligt mange
opstigende kaeder
agga;gaig

hvor (0 < n < ng), er stationser for k > n;. For k > max(ng,n1) er da de
tilordnede fplger for a® helt identiske, hvorfor

a*=a =... for k> max(ng,ni)

ifolge 3. a

Definition. En meengde M kaldes en R-modul, hvis M er en additiv abelsk
gruppe, og der er defineret en skalser multiplikation R x M — M, hvor
(r,m) — rm, saledes at fglgende aksiomer er opfyldt:

1) (r1 +7r2)m = rim + rom,
2) r(my1 + ma) = rmy + rma,
3) (rir2)m = r1(rem),

4) Im = m.

Aksiomerne er altsa de samme som for et vektorrum.
N C M kaldes en undermodul, hvis N er en undergruppei M og RN = N,
hvor RN = {rn |r € R,n € N}.
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2.6 Dedekindringe

En R-modul M siges at veere ACC, hvis enhver opstigende kaede af under-
moduler i M er stationeer.

En undermodul N C M kaldes endeligt frembragt (som R-modul), hvis der
findes endeligt mange elementer ny,... ,n; € N, saledes at

(*) N ={rini+---+mrng | rx € R}.
Man skriver da
N = (n1,...,n;) = Rny +--- + Rng.
Hvis N har entydig fremstilling pa formen (*) (altsa riny +--- +reng =0 =
ry =--- =1, =0), kaldes N en fri R-modul, og (n1,...,ny) kaldes en basis
for N (som R-modul).
Mere generelt kaldes en R-modul M fri, hvis der findes en indekseret del-

meengde {e; | j € J} af M, sa at hvert element m € M pa en og kun en made
fremstilles som en endelig sum af formen

m:E rie;, hvor r; € R.
jeJ

Saetning 20. M opfylder ACC < enhver undermodul © M er endeligt frem-
bragt.

Beuvis. Som for saetning 18. a

Definition. En R-modul M kaldes noethersk, hvis M opfylder ACC.

Seetning 21. Safremt R er noethersk og M = (mq,... ,my) er en endeligt
frembragt R-modul, er M noethersk.

Bewvis. Til hver undermodul N i M tilordnes et endeligt seet af idealer
N (a,...,a5)
pa fglgende made:
a,={rk € R|3Ir1,... ,7h—1 € R, rimy +---+r,mg; € N}.
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Dedekindringe 2.7

Beviset er herefter analogt med beviset for saetning 19, men uden diagonalar-
gumentet. O

Eksempel 15. Enhver abelsk gruppe M kan pa naturlig made ggres til en
Z-modul ved fastsaettelsen (n,m) — n x m.

Ifglge seetning 21 er enhver endeligt frembragt abelsk gruppe en noethersk
Z-modul, dvs. enhver undergruppe af en endeligt frembragt abelsk gruppe
er selv endeligt frembragt. En abelsk gruppe kaldes fri, hvis den er fri som
Z-modul.

Seetning 22. R er PID < enhver undermodul af en (endeligt frembragt) fri
R-modul er igen fri.

Bevis. <=: R er pa naturlig made en R-modul med basis (1), dvs. R er fri.
En undermodul i R (som R-modul) er det samme som et ideal I af R (som
ring). Denne del af beviset fores i to skridt:

1. Rer en hovedidealring (PIR). Et vilkarligt ideal I af R er ifplge antagelse
en fri R-modul, I = (a; | j € J). Her er |J| = 1, thi ellers var fx a;,a;, —
a;, a;, =0 med (a;,,a;,) # (0,0).

2. R er et integritetsomrade. Antag, at der for r1,72 € R geelder: r17ry3 =0
og 2 # 0. Vi skal vise, at 71 = 0. Hovedidealet (r3) = Rry er ifplge antagelse
og det under punkt 1 viste en fri R-modul frembragt af ét element e € R, altsa
Rro = Re. Der findes derfor et rg € R, sa at e = rgro. Nuer 0 = roriry = rie,
hvoraf 1 = 0, da (e) er en R-basis.

=: Det er givet, at R er PID. Lad M vzere en vilkarlig fri R-modul med

basis (e1,...,er). Vi skal da vise, at en vilkarlig undermodul N heri er fri.
Til N tilordnes som i beviset for setning 21 et st af idealer (aq,... ,ax),
hvor

a,={r, €R|3r,...,r,_1 €R, r1e1+---+1,6, € N}.
Da R er PID, er der for hvert v, 1 < v < k, to muligheder:

(i) a, = (0),
(ii) a, = (7)), hvor 7, # 0.

I tilfzelde (ii) findes derfor et element é, € N af formen

(*) e, = Z Ty + Frey.

p<v
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2.8 Dedekindringe

Lad (v1,...,vq) veere saettet af v € {1,2,... ,k} af type (i7), og antag, at
vy < - - <vg Daer (é,,...,6,) en R-basis for N. Dette vises i to skridt:

3. (évy,--- ,6y,) er et uathaengigt seet over R. Antag, at

Aéuy + -+ Mgy, =0, hvor Ap,...,\ €R.

Indsaettes (*) heri fas

A1 (Z ru,,leu—l—fylem) +o 4 Ay Z Tuvg€p + o e, | = 0.

p<vy p<vg
Ved at betragte koefficienterne til e, _,e,,_,,... ,e,, fas successivt
ATo, =0=X;=0,... , A1, =0= A1 =0,
idet det benyttes, at R er et integritetsomrade (nulregel), og at
Pugs-v s Tuy 7 0.

4. (éy,,...,6y,) frembringer N. Lad n € N veere skrevet entydigt pa
formen n = Y rqeq. Ved hgjden af n forstas det maksimale «, for hvilket
T 7 0. Antag nu (indirekte), at (é,,,...,é,,) ikke frembringer hele N. Da
findes et n € N af minimal hgjde 3, sa at n ¢ Ré,, +--- + Ré,,. Lad

n = Z ra€a +1geg, 13 # 0.
a<f
Da rg € ag og rg # 0, er § = v; af type (ii) ovenfor. Fglgelig er
rg € Rrg, og ég= Z ruseu + rgeg € N.

n<p

Lad rg = rrg,r € R, og betragt elementet
n—rég = Z oo — T Z TuBCu-
a<p n<p
Dette element har hgjde < 3, hvorfor
n—rég =Y Tata € Réy, + -+ Réy,.
a<f

Da ogsa ég = é,,, er dette i strid med antagelsen. O
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Dedekindringe 2.9

Korollar. Enhver undergruppe af en (fg) fri abelsk gruppe er (fg) fri.

Definition. For en fri R-modul M med basis (e, ... ,er) kaldes k rangen af
M.

Bemerkning. Det er en simpel opgave i lineaer algebra at vise, at rangen er
veldefineret. Bemeerk ogsa, at det af beviset for saetning 22 fremgar, at nar R
er PID og M en fri R-modul, er rang(N) < rang(M) for enhver undermodul
N af M.

Hele elementer. I dette afsnit er alle ringe integritetsomrader, og R er en
delring af T'.

Definition. Et element t € T kaldes helt mht. R, hvis det tilfredsstiller en
ligning af formen

dvs. hvis ¢ er nulpunkt i et polynomium f; € R[z] med ledende koefficient 1.

Szetning 23. Maengden R af elementer i T, som er hele mht. R, udgor en
Ting.

Bevis. Lad s,t € T veere nulpunkter i polynomier fs, f; € R[z] med ledende
koefficienter 1 og st 0fs =1, 0f; = m. Ved at betragte principale divisions-
ligninger

" = f(z)q(z) +r(x), Or <f,
for f = fs og f = fi og indsaette x = s og x =t indses, at

{1,s,5%,...,s", ...} CRl+---+Rs""1 = M,,

0g
(1,662, t* .. }YCRl+-- + R"™ ' =M,

Heraf fglger, at

(*) {s"t% |k ke €eNo} © ) RsMM =M = M,y

0<A<L,0<pu<m

hvor M = Rey + - -+ + Rey, er en endeligt frembragt R-modul.
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2.10 Dedekindringe

For at vise, at R er en ring skal det blot vises, at s,t € R = s—t,5-t € R.
Idet o betegner enten — eller -, fglger det af (*), at (sot)M C M, og derfor er

€1 €1

€2 €2
(sot) =A )

€lm €lm

hvor A er en (Im) x (Im)-matrix over R. Da (s o t) saledes er en egenveerdi

for A, er
det(A — (sot)F) =0,

hvilket (evt. panser fortegn) er en ligning af den gnskede art. O

Seetning 24. Betragt integritetsomrader R C .S C T, og antag, at ethvert s
€S er helt mht. R. Da er R = S, hvor overstregning angiver hel afslutning
inden for T.

Bevis. Da det er klart, at R C S, skal vi vise S C R. Lad derfor t € S
tilfredsstille ligningen
" sy t" L 450 =0, s, €S8.

Hvert s, er helt mht. R, dvs. nulpunkt i et polynomium f, € R[z] med
ledende koefficient 1. Som ovenfor fglger derfor, at

{SSO...SEL"__ll |k1/€N0}g Z RSZSO"'SZ”__ll:<617"'76p)'
0<k, <0fy,,0<vr<n

Betragt endelig R-modulen

M= (e1,... epter, ... tep, ... 1" Leg, ..., t" tey).
Da t" = —s,_1t" 1 — ... — 50, fremgar det, at tM C M, og som ovenfor giver
det karakteristiske polynomium for afbildningen: m +— tm af M — M det
gnskede polynomium. O

I det folgende er R et integritetsomrade og K dets brgklegeme.

Definition. Et integritetsomrade R kaldes helt afsluttet, hvis ethvert element
i K, som er helt mht. R tilhgrer R.
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Dedekindringe 2.11

Seetning 25. R er UFD = R er helt afsluttet.

Bevis. Betragt 5’6’ € K, hvor p,q(# 0) € R, er helt mht. R, og antag uden
indskreenkning, at ged(p,q) = 1. Da vil %’ tilfredsstille en ligning

n n—1
(g) +Tn—1<§) +-+r9=0, r, €R,

hvorfor
P+ raep" g Ao = 0.
Heraf folger, at ¢|p™ inden for R, og da p og ¢ er indbyrdes primiske, er ¢ er

en enhed i R. Altsa er 5’6’ € R. O

Saetning 26. Antag, at R er noethersk og helt afsluttet. Hvis et element
x € K har folgende egenskab:

dt € R\ {0}Vn € N: tz" € R,
da er x € R. {Et sidant t € R\ {0} kaldes en fellesnaevner for xz,x%,...}.

Beuvis. Af feellesnaevneregenskaben fglger, at

1
{z,2*,...}C R- . = M.
Da R er noethersk fremgar af ssetning 21, at M er en noethersk R-modul.
Den opstigende kaede
(@) € (2,2%) € (@,27,2%) C -
af undermoduler i M er fglgelig stationger. Der findes derfor et n € N, sa at

"€ (z,2?,... 2" ),

hvilket indebeerer, at
2" = rx A+ rex’ e+ rn_lx”_l, hvor r, € R.

Denne ligning viser, at « er hel mht. R, og da R er helt afsluttet, at z € R. O

Brudne idealer. I dette afsnit betegner R et integritetsomrade med brgkle-
geme K.
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2.12 Dedekindringe

Definition. En ikke tom delmzengde a af K kaldes et brudent ideal, hvis
folgende aksiomer er opfyldt:

(i) ri,ra €a=r1tr23€0a, rER TEA=TTEQ,

(ii) 3d € R\ {0}Vz € a:dz € R.

Et element d med egenskaben (ii) kaldes en fellesnavner for a.

Bemerkning 1. Et ssedvanligt ideal i R er ogsa et brudent ideal (med feelles-
naevner 1). Fremtidigt kaldes et sadant ideal ogsa et helt ideal. Primidealer
og maksimale idealer er altid hele idealer.

Bemerkning 2. Foray, ... ,a, € K betegner Ra;+---+Ra, = (a1,... ,a,) det
brudne ideal frembragt af aq, ... ,a,. Det verificeres let, at aksiomerne (3), (1)
er opfyldt. Et brudent ideal a, der kan skrives pa denne form kaldes endeligt
frembragt. Specielt betegner Ra = (a) det brudne hovedideal frembragt af
a€ K.

Definition. Lad a, b veere brudne idealer. Da defineres idealprodukt og (for
b # (0)) idealkvotient ved:

ab = Z a¢b¢|a¢€a,b¢€b ,

endelig sum

0og
a:b={zxe K |zbCa}.

Det ma eftervises, at ab og a : b igen er brudne idealer. At betingelse (7)
er opfyldt er oplagt i begge tilfeelde. Lad a og b have feellesnaevnere d; og da,
da er dydy en fallesnaevner for ab, og bdids er en feellesnsevner for a : b for
ethvert b € b\{0}. Det bemaerkes, at produktet er associativt og kommutativt.
Endvidere er produktet af to endeligt frembragte brudne idealer igen endeligt
frembragt, idet

(a1,...,ar) (b1,... ,bs) =(apbs | 1 <p<r,1<0<5s).
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Dedekindringe 2.13

Saetning 27. Lad a = (a) og b = (b) vere brudne hovedidealer i K mht. R.
Da er produktet

ab = (ab),
et brudent hovedideal. For b # (0) er kvotienten

a
et brudent hovedideal, og der gelder
(a:b)b=a.

Meaengden af brudne hovedidealer # (0) i K mht. R udgor en multiplikativ
gruppe med R = (1) som etelement.

Bevis. Den eneste pastand, som ikke er helt triviel er, at a: b = (%). Da

a a a
“o=2(b)=ZRb= Ra =

bb b() bR Ra = q,

er ¢ €a:b, hvorfor () Ca:b. Er omvendt z € a: b, sd er xb € a = Ra,
altsa x € R§ = (%), hvorfor a: b C (%). O

Definition. Et brudent ideal

a # (0) kaldes invertibelt, hvis der findes et
brudent ideal o/, sa at aa’ = (1) =

R.

Saetning 28. Hvis a er et invertibelt ideal, er der praecis et ideal a’ med
aa’ = R, nemlig ' = R : a. I dette tilfelde skrives ogsd R :a =a"', og a™!
kaldes a’s inverse ideal.

Bevis. Da aa’ = R folger af definitionen pa R : a, at ' € R : a. Omvendt
folger det af definitionen pa idealkvotient, at a(R : a) C R, hvorfor

R:a=da(R:a)Cd.

Dette viser, at a’ = R : a. a
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2.14 Dedekindringe

Saetning 29. FEthvert invertibelt ideal a er endeligt frembragt.

Bevis. Da 1 € R = ad’ fplger af definitionen pa idealprodukt, at 1 har en
fremstilling

1=aia;’ +---+ana,’, hvor a, €a, a, €d.
For ethvert a € a er derfor
a=a-1=alara)’ + - +ana,’) = (aa1")ar + -+ + (aa,")ay,

hvor 7, = aa,’ € aa’ = R for alle v. Dette viser, at a = (a1, ... ,an). a

Saetning 30. Huis et primideal p indeholder et produkt ay - --a, af hele ide-
aler, da indeholder p mindst en af faktorerne.

Bevis. Antag (indirekte), at p ikke indeholder noget a,. Da findes for hvert
v,1<v<n,eta, €a,,saata, ¢p. Altsa er

ai,...,a, € R\'p, men ay---a, €a;---a, Cp

i strid med, at R\ p er multiplikativt afsluttet (definition af primideal). O

Saetning 31. Et produkt af brudne idealer er invertibelt, hvis og kun hvis hver
faktor er det.

Bevis. Hvis aq,... ,a, alle er invertible, er a = a; - - - a,, abenbart invertibelt
med

at=a e,
Hvis omvendt a = a; - - - a,, er invertibelt, er a='a; ---a,, = R. Heraf aflaeses,
at hvert a, har et inverst. a

Saetning 32. Lad a vere et helt ideal, som kan skrives som produkt af inver-
tible primidealer. Da har a kun denne ene fremstilling (paner rekkefolge)
som produkt af primidealer.

Beuvis. Dette fores ved induktion efter antallet n af primidealer i det givne
produkt af invertible primidealer. For n = 0 er a = R det tomme produkt af
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Dedekindringe 2.15

primidealer. I dette tilfeelde fglger pastanden af, at der for ethvert ikke tomt
produkt af primidealer gaelder

p1-p,Cp1-R---R=p; CR.

Antag dernzest, at pastanden er vist for alle hele idealer, der kan skrives som
produkt af faerre end n(> 0) invertible primidealer, og betragt et helt ideal
a=py---Pn, hvor p1,...,p, er invertible primidealer. Lad a = q; - - - qs veere
en vilkarlig fremstilling af a som produkt af primidealer. Disse er da invertible
ifolge seetning 31. Blandt idealerne py, ... ,p, findes et minimalt, fx p;. Da

Pr2o2pr-Ppp=a=4dq1- (s,

folger det af seetning 30, at p; indeholder et q,, fx ;. Analogt ma q; indeholde
et py, 1 < v < n. Altsa geelder p; O q1 2 p,. Da p; var minimalt blandt
{p1,... ,pn}, er derfor p; = q; = p,.. Ved multiplikation med p; ~% = q; ! fas
Po - Pn = (g2 - (s, hvorefter entydigheden nu fglger af induktionsantagelsen.

l

Saetning 33. Lad R vere et noethersk integritetsomrade. Da indeholder et-
hvert helt ideal a # (0) et produkt af primidealer: a 2 py---pn, n € Ng, hvor
hvert p, # (0).

Beuvis. Hvis a er lig R eller er et primideal, er pastanden klar. Hvis a # R
ikke er et primideal, findes elementer b,c ¢ a, sa at bc € a (R \ a er ikke
multiplikativt afsluttet). Betragt de hele idealer

Daer b D a, ¢ D a, medens

be=(a+ (b)(a+(c)) Ca+(bc) Ca+a=na.

Hvis bade b og ¢ indeholder produkter af fra (0) forskellige primidealer, gor a
det ogsa. Hvis a derfor ikke indeholder et produkt af fra (0) forskellige primi-
dealer, kan vi ved gentagelse af reesonnementet konstruere en segte opstigende
kzede af hele idealer med samme egenskab. Men dette er i strid med, at R var
antaget noethersk. N
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Saetning 34. [ et noethersk integritetsomrade R er ethvert helt ideal a # R
indeholdt i et maksimalt ideal.

Bevis. Antag (indirekte), at a ikke er indeholdt i noget maksimalt ideal. Da er
specielt a ikke maksimalt, hvorfor der findes et helt ideal a; med a C a1 C R.
Da a ikke er indeholdt i et maksimalt ideal er specielt a; ikke er maksimalt.
Raesonnementet giver derfor ved fortseettelse en segte opstigende kaede af hele
idealer. Men dette er i strid med, at R var antaget noethersk. O

Bemerkning. Seetning 34 kan ved Zorn’s lemma vises under svagere antagelser
om ringen R, fx er noethersk ikke pakraevet. Specielt viser ssetningen, at der
findes maksimale idealer i R.

Bevis for Saetning 16 (Karakterisering af Dedekindringe). Beviset
deles i en raekke afsnit:

N = D. Vi antager i dette afsnit, at R opfylder Noetherbetingelserne N1,
N2, N3 og viser fgrst to lemmaer:

Lemma 1. Lad p # (0) vere et primideal i R. Da er R :p D R.

Bevis. Veelg b € p, b # 0. Ifplge seetning 33 indeholder (b) et produkt af
primidealer: (b) D py - --p,. Vi skelner mellem to tilfeelde:

1. v e {1,...,n}, saat (b) 2 p,. Daerp DO (b) O p,, og da p, er
maksimalt, er p = (b) = p,. Altsa er R : p et hovedideal og derfor invertibelt.
Ifplge szetning 27 (eller seetning 28) er p(R : p) = R, hvorfor R : p # R. Da vi
altid har R: p O R, er derfor R : p D R i dette tilfzelde.

2. Vv e {1,... ,n}: (b) 2 p,. Vi kan gerne antage, at p1,...,p, er valgt,
sa at (b) O p1---ppn, men (b) 2 [[p., hvis et af primidealerne udelades.
Om ngdvendigt kan dette opnas ved at slette nogle af primidealerne. Da
p 2O (b) D p1---py ogperet primideal, folger det af seetning 30, at p indeholder
en af faktorerne fx p;. Da p; er maksimal, er derfor p = p;, dvs der geelder

(b) Dpp2---pn, men (b) D p2---pn.

Veelg nua € pa---p, \ (b). Daa ¢ (b), er § ¢ R. Pa den anden side er
a € Py -+ Py, hvorfor ap C (b), altsa $p C R, dvs. § € R:p. a
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Lemma 2. Ethvert primideal p # (0) ¢ R er invertibelt.

Bevis. Ifplge seetning 28 skal vi vise, at p(R : p) = R. Da p er et helt ideal
folger af definitionen pa kvotientideal, at

p=pRCp(R:p) CR

Da p er maksimalt, er derfor enten p(R : p) = p eller p(R : p) = R. Da vi
gnsker at vise det sidste, er det nok at vise, at antagelsen p(R : p) = p forer
til en modstrid. Af antagelsen fglger umiddelbart

(*) VneN:p(R:p)" =p.
For et vilkarligt =z € (R : p)\ {0} og et vilkarligt ¢t € p\ {0} folger da af (*), at

VneN:txz" € p CR.

Af saetning 26 fplger derfor, at x € R, dvs. R : p C R. Men dette er i strid
med lemma 1. 0

Bevis for N = D. Vi skal vise, at ethvert helt ideal a # (0) i R, pa en
og kun en made kan skrives som produkt af primidealer. Det bemaerkes, at
entydigheden fglger af seetning 32 i forbindelse med lemma 2.

For at vise eksistensen af en produktfremstilling definerer vi for n € Ng:

P, = {hele idealera # (0) | a O et produkt af hgjst n primidealer # (0)}.

Det er klart, at Po C Py C ---, og det folger af saetning 33, at

U P, = {hele idealera # (0) i R}.
n=0
Vi vil nu ved induktion efter n € Ny vise, at a € P, har en fremstilling
som produkt af primidealer (# (0)). Da Py = {R}, er pastanden rigtig for
n = 0, idet R er det tomme produkt af primidealer # (0). Antag dernaest,
at pastanden er rigtig for ethvert a € P,,_1, (n > 0), og betragt et vilkarligt
a € P\ Pn_1. VihardaaDps---p,. Ifpglge seetning 34 findes et maksimalt
ideal p, saatp Da. Dap Da D p;---p,ogp er et maksimalt ideal og dermed
et primideal i R, fglger af ssetning 30, at der findes et v € {1,... ,n}, sa at
p O p,. Vi kan gerne antage, at v = 1, dvs. p D p;. Da p; er maksimalt er
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2.18 Dedekindringe

derfor p = py, hvorfor p O a D pps---p,. Da p er invertibelt ifglge lemma 2,
fas heraf

R=p(R:p)2a(R:p)2p2--pu
Ifglge induktionsantagelsen findes primidealer q,, sa at
a(R:p) =q1---qs,

hvoraf a = pq; - - - qs, hvilket er en produktfremstilling som gnsket. O

Udover egenskaben D (= Dedekindring) betragtes folgende tilsyneladende
svagere egenskab for et integritetsomrade R:

D’. Ethvert helt ideal a # (0) i R kan skrives som produkt af primidealer.
D = D'. Klart.

D' = G. Vi antager i dette afsnit, at R opfylder D’ og viser forst to
lemmaer:

Lemma 1°’. FEthvert invertibelt primideal © R er maksimalt.

Bevis. Antag (indirekte), at p er et invertibelt primideal, som ikke er maksi-
malt i R. Da findes et helt ideal a i R med p C a C R. Vealg a € a\ p, og
betragt

pCp+(a®>)Cp+(a) CacCR.

Ved den naturlige homomorfi ¢ : R — R/p er der en bijektiv forbindelse
mellem idealer b i R for hvilke b O p og idealer i R/p, og specielt svarer
primidealerne til hinanden. Ifslge D’ er

pt(a)=pi-pn og pt(a®)=aqi--qs,
hvor p,, g, er primidealer. Anvendes homomorfien ¢ pa disse produkter fas:
(p(a) = @(p1) - @lpn) o0g ((a))* = (p(a)®) = ((a®)) = p(a1) - (qs).

Da R/p er et integritetsomrade, og (¢(a)) # (0) er et hovedideal i R/p, er
(p(a)) invertibelt. Ifplge seetning 31 er derfor ¢(p1),...,¢(pn) 0g ©(q1),- .-,
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©(qs) invertible primidealer. Af saetning 32 folger da, at s = 2n og at der efter
omnummerering geelder:

o(p1) = p(a1) = ©(d2), - -, ©(Pn) = ©(q2n-1) = ©(d2n)-

Pa grund af den bijektive forbindelse mellem idealerne gaelder derfor ogsa:

P1=dq1 =42,... ;Pn = d2n—1 = q2n,

hvorfor

Vi vil dernzest vise, at

() pp+ () =p.

Det er klart, at
p(p + (a)) CpR =p.
Betragt omvendt
z€pCp+(a®)=(p+(a)’

Da kan z skrives som en endelig sum af formen

r=3 (p%”) T arﬁ”)) (68" +ar”)
S (o e e+ ),

() () (V) (v

hvor p;”/,py * € pogry € R. I denne fremstilling er

pp8” pars” parl € p,

hvorfor ogsa
S e = (S ) a e

Da a® ¢ p, er derfor Z?‘ly)r;) = p € p. Det aflaeses nu, at

z =3 (008 + bl (@) +pi (@) + pa? € p(p + (a),

og dette viser (*). Da p er invertibelt, folger det nu af (*), at p+ (a) = R, og
dette er den gnskede modstrid. a
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Lemma 2°’. Ethvert primideal p # (0) i R er invertibelt.
Bevis. Veelg a € p, a # 0. Ifplge D’ geelder

p2(a)=p1-pn,

hvor p1,...,p, er primidealer. Da (a) er invertibelt, er pq,... ,p, ifolge seet-
ning 31 alle invertible og derfor maksimale ifglge lemma 1’. Da p ifslge saetning
30 indeholder et p, og p, er maksimalt, er p = p,. Altsa er p invertibelt. 0O

Bewvis for D' = G. Da multiplikation af brudne idealer i K mht. R er asso-
ciativ og har R som etelement, skal det blot vises, at ethvert brudent ideal
a # (0) er invertibelt. Beviset herfor deles i 2 skridt:

1. Ethvert helt ideal a # (0) er invertibelt. Dette er klart for a = R = (1).
For (0) C a C R har vi ifglge D": a =py -+ py, hvor py,... ,p, er primidealer.
Ifglge lemma 2’ er py,...,p, alle invertible, hvorfor a er invertibelt ifglge
seetning 31.

2. Ethvert brudent ideal a # (0) er invertibelt. Lad nemlig d € R\ {0}
veere en feellesnaevner for a. Da er (d)a C R, hvorfor (d)a er et helt ideal
# (0). Ifplge punkt 1 er (d)a invertibelt, hvorfor a er invertibelt ifglge seetning
31. a

Beuvis for G = N. Ifglge seetning 29 er ethvert invertibelt ideal endeligt frem-
bragt, og da (0) er endeligt frembragt, er samtlige brudne idealer ifplge G
endeligt frembragt. Dette viser N1.

Antag dernaest (indirekte), at p # (0) er et ikke maksimalt primideal. Da
findes et helt ideal a, sd at (0) C p C a C R. Heraf fglger, at pa=! C aa™! = R,
sa at pa~! er et helt ideal. Da p = a(pa=!), og p C a, folger det derfor af
seetning 30, at p O pa~!. Fglgelig er R O a~! eller a O R, hvilket er en
modstrid. Dette viser N2.

Antag endelig, at z € K er helt mht. R, dvs. z tilfredsstiller en ligning af
formen

(*) "+ rp 2" P4+ rxz+ro=0, hvor 7, €R.
Betragt det brudne ideal a givet ved
a=(1,z,...,2" HY=R+Rx+---+Ra" 1
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Af (*) folger da, at Vm € N : 2™ € a. Specielt geelder derfor
a?=(,z,..., 22" ) =(1,2,... ,2" ) =a.

Da a # (0) er invertibelt, fas ved forkortning a = R. Specielt fglger heraf at
x € R. Dette viser N3. O

Ved beviset for ackvivalensen mellem G og P benyttes folgende tekniske
lemma, hvis bevis overlades som en gvelse til laeseren.

Lemma 3. Lad X, Y, Z vere R-moduler, og betragt folgen

0 X Sy 9,7 - 0

hvor der for homomorfierne f, g geelder: f er injetiv, g er surjektiv, og imf =
ker g. Sa er folgende udsagn ensbetydende:

(i) Folgen er spliteksakt, dvs. ¥ ~ X & Z.
(i1) Der findes en homomorfi f' 1Y — X, sa at f'f =1x.
(11i) Der findes en homomorfi g’ : Z — Y, sa at gg' = 1y

Beuvis for G = P. Lad a veere et helt ideal i R, og betragt diagrammet

a

|s

X 2.7 -0

Vi sgger nu f € Hom(a, X), sd at of = f. Safremt a = (0), kan vi veelge
f = 0. I det folgende antages derfor, at a # (0). Ifslge antagelsen G er

a invertibel, og da 1 € (1) = aa™!, findes der elementer ai,...,a, € a og
bi,...,b, €a!, sa at
(*) 1=a1b1 + -+ a,b,.

Definér nu homomorfier ¢’ : R — a og g :a — R" ved

g :(ri,...,rn)— a1+ +rpa, og g:a— (aby,... aby).

Af (*) ses, at ¢'g = 14. Lemma 3 viser derfor, at folgen

0 -a—» R" ~ R"/g(a) —— 0
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er spliteksakt, dvs. R™ ~ a @& R"™/g(a). Heraf fremgar, at a ® R"/g(a) er fri;
lad (e;) veere en basis for a ® R™/g(a).
Betragt nu diagrammet

a® R"/g(a)

X LA, % ~ 0

hvor p : a® R"/g(a) — a er projektionen givet ved p : (a,z) — a. Vi sgger
her F:a® R"/a— X, sa at oF = fp.

Da ¢ er surjektiv, findes z; € X, sa at p(z;) = (fp)(e;), og da (e;) er en
basis for a® R™/g(a) findes dernaest en homomorfi F': a® R™/g(a) — X med
F(e;) = x;. Altsa geelder:

Vi: (pF)(e;) = p(zi) = (fp)(e:),

hvilket viser, at ¢ F' = fp.
~Ladnuc:a— a® R"/g(a) veere injektionen givet ved ¢ : a — (a,0). Seet
f=F. € Hom(a, X). Sa geelder

of =oFu=fp.= .

Dette viser, at a er en projektiv R-modul. O

Bevis for P = G. Lad a # (0) veere et brudent ideal. Vi vil vise, at a er
invertibelt. Lad d veaere en faellesnaevner for a. Da er (d)a C R, dvs. I = (d)a
er et helt ideal # (0). Velg en fri R-modul F (tilstreekkelig stor) og en
surjektion ¢ : F' — I. Betragt nu nedenstaende diagram:

X

1
‘PI lll
¥ . J

F -0

Ifplge antagelsen P er I projektiv, hvorfor der findes ¢’ € Hom(Z, F'), sa at
o’ = 17. Herefter sluttes af Lemma 3, at folgen:

00— kerp —-> F —2 &+ ] >0
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er spliteksakt, dvs. F' ~ I & ker .
Dette viser, at I @ ker ¢ er fri; lad (e;) veere en basis for I @ ker . Basise-
lementet e; € I ® ker ¢ har formen

ei =x;+k;, hvor x; €l og k;¢€kerep.

Da I # (0) findes et € I\ (0). Elementet = har en fremstilling af formen

T = Zriei = ZW%’ + Zriki, hvor r; € R.

Da I og ker ¢ danner direkte sum, er I Nker p = {0}. Af fremstillingen fglger
derfor

x — Zrixi = Zriki elnkerp={0} =2 = Zrixi,
dvs.
i
) LY
x
Men der gaelder ogsa
LT
(**) Vi:—cR:1.
x
Thi lad y € I. Sa har y formen y = > p;e;, pi € R, dvs.
priei =qxy = Zyriei =Vi:xp;, =yr; = Vi: Ey =pi € R.
x
Af (*) og (**) folger nu, at
i
1:25%e(R:I)I;»R:u)g(R:I)IgR;»R:(R:I)I.

Dette viser, at I = (d)a er invertibelt, og dermed at a er invertibelt. a

Med slutningskeederne N = D = D’ = G = N og G < P er beviset for
den forste hovedsaetning komplet. O

Bemerkning. At egenskaben D’ (eksistens af en fremstilling af helt ideal # (0)
som produkt af primidealer) er ensbetydende med egenskaben D (Dedekind-
ring), er forst vist af Matusita.
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Bevis for Saetning 17 (Udvidelser af Dedekindringe). Vi betragter
situationen i diagrammet:

K C K’
U U
R C R

hvor R er den givne Dedekindring med brgklegeme K. Legemet K’ er en
endelig udvidelse af K, og R’ er maengden af elementer i K’, som er hele mht.
R. Vi viser fgrst to lemmaer.

Lemma 1. FEthvert x € K' kan skrives pa formen

/

x:%, hvor ' € R',r e R\ {0}.

Bevis. Da [K': K] € N, er x algebraisk over K, dvs.
(*) 2" k2" 4+ + ki + k=0, hvor k, € K.
Da K er brgklegeme for R har vi (med feelles naevner r)

r

(**) k, =, hvor 7,€R,reR\{0}.
r
Indsaettes (**) i (*) og ganges igennem med r™ fas:

(rz)™ +rp 1 (rz) ™ T2 () et =0,

som viser, at rx er helt mht. R. Fglgelig er rx € R’, dvs. rz =1’ € R’ eller

r=L. a
T

Korollar. K’ er broklegeme for R'.

Lemma 2. For ethvert ' € R’ gelder, at de konjugerede til v’ mht. K (inden
for en passende udvidelse K* af K), er hele mht. R. Minimalpolynomiet f for
r" mht K tilhorer R[z].

Bevis. Dar’ € R er helt mht. R, er 7’/ rod i et normeret polynomium g € R[x].
Lad f € KJz]| veere minimalpolynomiet for » mht. K, og lad dette have
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rodderne ' =71, ... ,r’ (k= 0f) i et passende udvidelseslegeme K* for K.
Da er g = fh, hvor h € K[z|. Fglgelig er alle r;' ogsa rgdder i g, hvorfor de
er hele mht. R. Af

fl@) = (z =) (z =)

folger da ved brug af seetning 23, at alle koefficienter i f er hele mht. R. Da
disse koefficienter ogsa tilhgrer K, og R er helt afsluttet, er f € Rx]. a

Vi skal derpa vise, at R’ er en Dedekindring. Dette ggres ved at eftervise
Noetherbetingelserne, og beviset falder derfor naturligt i 3 afsnit.

1. R’ opfylder N3. Da ethvert " € R er helt mht. R, fglger det af seetning
24 og definitionen af R', at ¥ = R = R’, hvor overstregning angiver hel
afslutning inden for K’. Da K’ ifslge lemma 1 (korollar) er brgklegeme for
R’ har vi vist N3.

2. R’ opfylder N2. Lad p’ # (0) veere et primideal i R’. Vi skal vise, at p’
er maksimalt, altsa at R'/p’ er et legeme. Dertil skal blot vises, at ethvert fra
0 forskelligt element i R’/p’ har et inverst eller med andre ord: For ethvert
te€ R, t#0 (mod p’) har kongruensen

(*) tr =1 (mod p’)
en lgsning x € R'. Da R’ er hel mht. R, tilfredstiller ¢ en ligning af formen
"y gtV it 4 = 0, hvor 7, €R,
og dermed en kongruens
(**) "yt it =0 (mod p’).
Her kan vi gerne antage, at ro Z 0 (mod p’), thi ellers seettes i (**) en passende
potens af ¢ uden for parentes og forkortes vaek, da t Z 0 (mod p’) og p’ er et
primideal.
Vi viser nu, at p = RNy’ er et fra (0) forskelligt primideal i R. At p er et

ideal er klart. Endvidereer p C R, da 1 ¢ p’ O p. At p er et primideal folger
nu af, at der for xz,y € R gealder:

2y =0 (mod p) = 2y =0 (mod p') =z €p’ Vy €p’
=ze€RNp ' =pVyeRNp =p.
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For at indse at p # (0) betragtes v’ € p’ \ {0}.

De til 7’ konjugerede mht. R: r1' =17',... ,7/(i et passende udvidelsesle-
geme K* for K) er da alle hele mht. R ifglge lemma 2, hvorfor ri"-- 7/ =
Ng ()i (r') er helt mht. R. Da Ng()/k(r') € K, og R er helt afsluttet,
er derfor r = Ng()/k(r') € R. Endvidere er ro’---1r' = L € K’ og helt
mht. R, hvorfor ro'---r,’ € R'. Felgelig er r = (ro'---m/)r" € p/, altsa
rep NR=p. Dary,... r;" alleer #0, er r #£ 0, altsa p # (0).

I kongruensen (**) er (som antaget) rog #Z 0 (mod p’), hvorfor ro # 0
(mod p). Da p # (0) er et primideal i R og derfor et maksimalt ideal i
R, er R/p et legeme. Der findes derfor et ¢ € R, sa at

(**%) roc=—1 (mod p).
Af (**) og (***) fas nu
" 4+ crp 1tV o erit = —rpe =1 (mod p'),

hvilket viser, at
r=ct" T 4erp 1 t" 24+ +om

lgser kongruensen (*). Dette viser N2.

3. R’ opfylder N1. Ved beviset herfor ma vi ggre den ekstra antagelse,
at udvidelsen K’/K er separabel, skgnt ssetningen er gyldig i den givne for-
mulering (jf afsnittet om valuationer). Ifglge seetning 15 findes da et pri-
mitivt element ¥ € K’, sa K' = K(v). Ifplge lemma 1 er ¥ = 7"7/, hvor
" € R, re R\ {0}, og da K(9¥) = K(r'), kan vi gerne fra starten antage, at
¥ € R'. Betragt minimalpolynomiet fy for 9 over K:

fo(x) = 4y " i try, T ER for 0<v<n= [K': K],
og lad K* O K’ veere spaltningslegeme for fy. I K*[x] har vi da
fola) = (e = 90) - (& = 9,
hvor 9 =9, ..., 9 er de konjugerede til 9. Disse er indbyrdes forskellige,
da K'/K er separabel.
Et vilkarligt element £ € K’ kan pa entydig made skrives

§:a0+a119+“‘+a/n—119n_17 ay€K~
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Erstattes her ¢ med sine konjugerede fas:

€M =g + a9V + -+ ap_ 9"

(*)
£ —go 4+ 9™ 4o 4 ap_ 9™

(Her er € ... £ er de konjugerede til £, hver med multiplicitet n/grad(¢),
men dette bruges ikke.)

Det fremgar af (*) opfattet som linezert ligningssystem i a/ erne, at lignings-
systemets determinant er

)n—l

1 9 gm0
A=det| @ — H (99 — 9@y £ 0
1 9 g% gl 1<i<j<n

ifplge formlen for Vandermonde determinant (jf seetning 9). Ligningssystemet
(*) bestemmer derfor ag, . .. ,a,_1 entydigt ud fra 9, ... 90 M) el
Efter Cramers formel fas

19w e g
1
(**) ay:Zdet e :
LSO (O R (ki

hvor

A? = det (Sgr/x (97°7?)) = D(1,9,... ,9"1)

r,s=1,...,n

ifolge saetning 9.
Da ¥ € R', er Sy /i (9%) € R for alle k € Ng. (Sk/ /i (9%) er helt mht. R
og ligger i K.) Heraf folger nu, at
A* € R.
Af (**) fas nu ved forleengelse med A

ay, = Pl/(ﬁ(l)a e 719(n)7§(1)7 tee 7§(n))/A27

hvor P, (1 < v < n) er et heltalspolynomium. Antager vi derfor, at £ =

€W e R er €M ... €0 alle hele mht. R, hvorfor P,(---) er helt mht. R.
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2.28 Dedekindringe

Endvidere er P,(---) = a,A% € K, altsd P,(---) € R. Vi har altsa vist, at
ethvert £ € R’ kan skrives pa formen:

1 U

v
t+ri——+ - +rm-1—5, 7 ER

$=Txs TR A2

Da R selv er en R-modul, er R’ altsa en undermodul i en endeligt frembragt
R-modul, og da R er noethersk, er R’ en endeligt frembragt R-modul. Samme
reesonnement gaelder (ugendret) for enhver R-undermodul af R, hvorfor R’ er
en noethersk R-modul. Specielt er ethvert ideal i R’ endeligt frembragt, altsa
R’ noethersk. O

Bemerkning. Hvis R er PID, er R’ en fri R-modul. Det samme geelder for
ethvert brudent ideal a’ i K’ mht. R’. Rangen for alle disse frie R-moduler er
lig [K' : K] = n, bortset fra tilfeeldet a’ = (0), som har rang 0.

Bevis. Med ¥ € R’ som ovenfor er ethvert helt ideal a’ i R’ undermodul i den

frie R-modul,
n—1

1

hvorfor a’ er fri med ranggra’ < n.
Pa den anden side geelder for ethvert helt ideal a’ # (0) og 0 # ' € a’ (med
betegnelser og argumenter som under punkt 2):
0#7r=Nguyx(')=r"--mn'"e RNd.
Altsa er

a DrR DrR[Y] = {rro + 1m0+ +rrp,_ 19" | r, € R},

hvorfor
rangra’ > rangg(rR[Y]) = rangr R[] = n.

Dette viser resultatet for hele idealer i R’. Udvidelsen til brudne idealer er
umiddelbar (jf lemma 1). O

Andre satninger om Dedekindringe.
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Seetning 35. Lad R vere en Dedekindring. Da gelder: R er UFD < R er
PID.

Bevis. <: gelder altid. =: Lad p # (0) veere et vilkarligt primideal i R.
Vealg a € p,a # 0, og skriv (da R er UFD) a = rpy---pp, hvor r er et
reguleert element, og p1,...,p, er irreducible elementer. Da

p2(a) = (pr)-(pn),

og p er et primideal, findes et v € {1,... ,n}, sa at p 2O (p,). Da R er UFD
og p, er irreducibelt, er (p,) et primideal. Da R ogsa er en Dedekindring, er
(p,) maksimalt, og derfor er p = (p,). Hermed er vist, at ethvert primideal
i R er et hovedideal, og da ethvert helt ideal i R er produkt af primidealer,
folger at R er PID. a

Seetning 36. Lad R vere en Dedekindring. Da kan ethvert brudent ideal
a# (0) i R pa en og kun en made skrives pa formen

a= Hp”p(u),
p

hvor produktet udstrakkes over alle primidealer # (0), og ny(a) € Z, saledes
at ny =0 for naesten alle p (dvs. produktet er endeligt).

Bewvis. Det bemsaerkes fgrst, at ethvert produkt af formen

a= Hp”p(u),
p

hvor n, € Z og neesten alle n, = 0, ifglge egenskab G bestemmer et brudent
ideal i R.

Lad dernaest a # (0) veere et brudent ideal. Da findes et d € R\ {0}, sa at
(d)a er et helt ideal i R. Fglgelig er der fremstillinger

(da=pr-pn, (d)=p1" " pn,
hvor p,, p,/ er primidealer # (0) i R. Vi har da

—1

a=(d)a(d) " =pr--papr’ b

hvilket er en fremstilling af den gnskede art.
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2.30 Dedekindringe

Antag endelig, at der findes et brudent ideal a # (0) med to vaesentligt
forskellige produktfremstillinger

a=]]e =]]p-
: :

Da er

H pnp—mp: H pm,[,—n,EJ

np>myp myp >Ny

et helt ideal # (0) med to veesentligt forskellige fremstillinger som produkt af
primidealer. Modstrid! O

Bemerkning. For brudne idealer a, b # (0) geelder folgende:
a er et helt ideal < Vp : ny(a) > 0.
Vp i np(ab) = np(a) + ny(b).
Vp inp(a™t) = —ny(a).
Vp :np(a:b) =ny(ab™) = ny(a) — ny(b).

Seetning 37. Lad R vere en Dedekindring og a og b fra (0) forskellige brudne
idealer mht. R. Da er folgende egenskaber @kvivalente:

(i) a Cb.
(it) ny(a) > ny(b) for alle p.
(ii1) b|a (dvs. der findes et helt ideal ¢ i R, sa at a="b-c).

Bevis. At (ii) < (iii) folger af, at
np(ab™) = ny(a) + np(b71) = ny(a) —ny(b).
(i7i) = (i): bla=a=b-cCb-R=0b.
1

(i) = (i4): aCb=ab~! Cbb~! = R = ny(ab~') > 0 for alle p =
np(a) > ny(b) for alle p. O

De fra (0) forskellige brudne idealer i en Dedekindring udggr med maengde-
inklusionen ”C” en partielt ordnet maengde. Denne partielt ordnede maengde
er et sakaldt lattice, dvs. for vilkarlige a, b i maengden findes et mindste ideal
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aV b, som indeholder bade a og b, og et storste ideal a A b, som er indeholdt
i bade a og b. Jf. nedenstaende diagram:

aVb
a b
aNb
Det er nemlig klart, at
aVb=a+4+b og aAb=anb.
Det folger derfor umiddelbart af seetning 37, at
np(a+b) = min(m, (@), np(6))  og  np(a 1 b) = max(ng(a), np (6)).
Bemzerk, at der for vilkarlige brudne idealer a, b geelder
ab=(a+b)(anb),

idet pastanden er klar, hvis a eller b er (0), og ellers folger af

np(a) + 1p(b) = min(ny (a), 1y (b)) + max(ny (a), 1y (b))

Det betragtede lattice er distributivt, idet folgende distributive regler gaelder
for vilkarlige fra (0) forskellige brudne idealer a, b, ¢:
an(b+c¢)=(anb)+(anc) og a+(bNc)=(a+b)N(a+c).

Seettes nemlig
nyp(a) = A, np(b) =B, np(c) =C,

er disse regler ensbetydende med henholdsvis
max (A, min(B, C')) = min(max(A, B), max(A4,C))

0g
min(A4, max(B, (")) = max(min(A4, B), min(A4, C)).
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Sidstnsevnte relationer verificeres umiddelbart 1 hvert af de tre tilfselde:

A <min(B,C), min(B,C) < A <max(B,C), max(B,C) < A.

Det betragtede lattice har et naturligt dualt lattice, der fremkommer ved
at erstatte relationen ”C” med ”D”. Ifglge saetning 37 er sidstneevnte relation
nemlig den samme som ”|”. Ved den fglgende definition passer sprogbrugen
bedst med det duale lattice med relation ” |”.

Definition. Lad R veere en Dedekindring, og a og b brudne idealer # (0).
Da kaldes a + b og a N b henholdsvis stgrste felles divisor og mindste felles
multiplum for a og b.

Saetning 38. Lad R vere en Dedekindring. Lad der vere givet forskellige
primidealer p1,... ,pn # (0) og eksponenter ai,...,a, € Ng. Da findes et
a € R, sa at

np, ((a)) =a, for 1<v<n.

Bevis. For hvert v € {1,... ,n} veelges et a, € R, sa at
a, € p10‘1+1 RS pnan‘H \ p10‘1+1 R pUO‘V‘H R pno‘n‘H.

Da er
ny, ((ay)) =, og ny, ((ay)) >, +1 for p#wv.
Seta=a;+---+a,. Da
ay €p1“t-opp for ved{l,... n},

geelder
a€epi™ - ppy =np, ((a) >a, for 1<v<n.

Pa den anden side er
mp, (@) = 08y, (@) > ay+1 for p#wv,

hvorfor
a=a1+-+a,=a, %0 (mod p,,o‘”H).

Dette viser, at nyp,((a)) < a, for 1 <v <n. O

Definition. Lad R veere en Dedekindring. To hele idealer a og b (# (0)) kaldes
indbyrdes primiske, hvis a + b = R, dvs. stgrste feelles divisor for a og b er
R=(1).
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Seetning 39. Lad R vere en Dedekindring og a og b hele idealer # (0).
Safremt a C b findes et element d € b, sa at b = a+ (d).

Bevis. Da a C b, er ny(a) > ny(b). Ifplge seetning 38 findes et d € R, sa at

np((d)) = np(b) for alle p, for hvilke ny(a) > 0. Det er klart, at n,((d)) >
ny(b) for alle p, hvorfor d € b fplge seetning 37. Pa den anden side er

np(a + (d)) = min(np(a), np((d))) = np(b)

for alle p. O

Korollar 1. Lad R vere en Dedekindring og a # (0) et helt ideal i R. Da er
R/a PIR (= principal ideal ring).

Bevis. Lad ¢ : R — R/a veere den naturlige homomorfi, og lad I veere et
vilkérligt ideal i R/a. Daer J = ¢ 1(I) et ideal i R, og a C J C R. Der
findes derfor ifglge seetning 39 et d € J, sa at J = a + (d). Folgelig er
I =¢(J) = (p(d)) et hovedideal. O

Korollar 2. Lad R vere en Dedekindring. Ethvert helt ideal a er frembragt
af hgjst to elementer. Mere precist: For ethvert helt ideal a # (0) og ethvert
a € a\{0} findes et b€ a, sa at a = (a) + (b) = (a,b).

Bevis. Da (a) C a og (a) # (0), findes ifplge seetning 39 et b € b, sa at
(a) + (b) = a. O
Korollar 3. Lad R vere en Dedekindring og a og b fra (0) forskellige hele

idealer © R. Da findes et helt ideal ¢, sa at

a+c=R og bc erethovedideal.

Bevis. Da ab C b, findes ifplge saetning 39 et d € b\ {0}, sa at b = (d) + ab.

Da (d) C b vil b|(d), dvs. der findes et helt ideal ¢, sa at (d) = be. Med dette

valg af ¢ er bc = (d) et hovedideal, og yderligere geelder
b=bc+ab=(a+c)b,
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hvorfor a + ¢ = R. O

Med henblik pa en senere anvendelse betragtes i det fglgende spgrgsmalet
om lgsbarhed af simultane kongruenser i en Dedekindring. Vi begynder med
én kongruens:

Seetning 40. Lad R vere en Dedekindring, og betragt kongruensen
axr =b (mod a),

hvor a,b € R og a # (0) er et helt ideal i R. Da geelder:

Kongruensen har en lgsning x € R < (a+ (a))|(b) & (b)) Ca+ (a) & b€
a-+ (a).

Bevis. Da de tre sidste betingelser i ssetningen er sekvivalente (jf ssetning 37),
er det nok at bemerke, at ax =b (mod a) & b—axr €a < b e a+ (a). O

Saetning 41. (Den kinesiske restklassesatning). Lad R vaere en Dedekin-
dring, og lad a,... ,a,, n € N, vere fra (0) forskellige hele idealer i R. Da
har systemet af kongruenser:

x =1z (mod ay)

x2 (mod az)

8
Il

x =z, (mod a,)

for givne x1,22,... ;2 € R enlgsning x € R < Vi,j € {1,... ,n} 1 z; = x;
(mod ai—l—aj).

Bevis. =: For hvert par (i, ) har delsystemet

x =z; (mod a;)

z =z, (mod aj)
en lgsning = € R. Fglgelig er
ri=rx=xz; (mod a;+ aj).
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<: Denne implikation vises ved induktion efter n. For n = 1 er pastanden
klar, da x = x1 er en lgsning.

Antag dernaest, at implikationen er opfyldt for ethvert system bestaende af
n — 1 kongruenser. Da findes specielt et 2’ € R, sa at

¥ =x; (moda;) for 1<i<n-—1.

Af saetningens antagelse fas da, at
¥=z;=x, (moda;+a, for 1<i<n-—1,

hvorfor
n—1

-, € n(ai—l—an).

=1

Da R er en Dedekindring, gaelder den distributive regel for ”+” mht. ”N”,

hvorfor
n—1 n—1

¥ -z, € ﬂ(a¢+an):an+ ﬂai.

=1 =1

1 o
Der findes derfor a € ﬂ? a; og a, € ap, sa at ¥’ — x, = a + a,. Settes nu
r=x,+a, =2 —a,er

n—1
¥ —r=ac nai,
i=1

hvorfor
x=2' =x; (moda;) for 1<i<n-—1.

Da endvidere
rT=op,+a, =2, (moday,),

er x € R en lgsning til systemet af n kongruenser. O

Bemerkning. 1 det vigtige specialtilfeelde, hvor a; + a; = R for alle (4,7), ¢ #
j, dvs. a;’erne er parvis indbyrdes primiske, er betingelsen for lgsbarhed
automatisk opfyldt.
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Saetning 42. Lad R vere en Dedekindring, og lad a1,... ,a,, vere fra (0)
forskellige hele idealer @ R. Antag, at a; +a; = R for 1 <i < j <mn, og set
a=ay---a,. Daer

R/a~R/a; ®---® R/ay,,

hvor ringen pa hgjre side er direkte sum af restklasseringene R/a,, .

Bevis. For a € R betegner @ og a'*) restklasserne modulo a og modulo a,. Vi
betragter afbildningen

¢:R/a— R/ay® - & R/a,

defineret ved ¢(@) = (@®,...,a™), idet det bemerkes, at inklusionerne
a C a, sikrer, at ¢ er veldefineret, dvs. uatheengig af repraesentanten a for a.

Efter sin konstruktion er ¢ en ringhomomorfi. Daa4+b=R=anNb=a-b
(der geelder altid (a +b)(anb) =a-b) fas, at

Gackerp&sacaN---Na,=a;---ap,=a<a=0,

dvs. ¢ er injektiv.

Lad (z1WV),... ,7,(™) veere et vilkarligt element i R/a; @ --- @ R/a,. Da
a,’erne er parvis indbyrdes primiske, viser den kinesiske restklassesaetning, at
systemet af kongruenser:

x =1z (mod ay)

x =z, (mod a,)
har en lgsning x € R. Fglgelig er
o(T) = (f(l), o 75(”)) = ($—1(1)7 o ,m(”)),

dvs. ¢ er surjektiv. O

Definition. Lad R vaere en Dedekindring og a # (0) et helt ideal i R. En
restklasse @ (mod a) kaldes en primisk restklasse modulo a, safremt (a)+a =
R. Alternativt betyder dette, at ny((a)) = 0 for alle p|a.
Bemaerkning. Da

d=bsa=b (moda)©a—-bca=ac(b)+a= (a)+aC (b)+a,

geelder (a) +a = R = (b) +a = R, dvs. begrebet primisk restklasse er
veldefineret.
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Seetning 43. Lad R vere en Dedekindring og a # (0) et helt ideal i R. Da
er @ en primisk restklasse modulo a < @ er et invertibelt element i (R/a,-).
Alternativt udtrykt: de primiske restklasser modulo a udgor en multiplikativ
gruppe, nemlig gruppen (R/a)* af invertible elementer i (R/a,-).

Bevis. <: Safremt @ er en primisk restklasse modulo a, er (a) + a = R. Ifplge
seetning 40 har kongruensen

(*) ar=1 (mod a)

derfor en lgsning x = b € R, dvs. b er invers til @. ~ ~
=: Safremt @ er invertibel, findes en restklasse b, sa at ab = 1, dvs. kong-
ruensen (*) har en lgsning = b € R. Ifplge seetning 40 geelder derfor

le(a)+a=(a)+a=R.

Den resterende del af saetningen folger nu af det viste. O

Saetning 44. Lad R vere en Dedekindring, og lad a1,... ,a,, vere fra (0)
forskellige hele idealer @ R. Antag, at a; +a; = R for 1 <i < j <mn, og set
a=ay---a,. Da er den primiske restklassegruppe modulo a isomorf med det
direkte produkt af de primiske restklassegrupper modulo a,, 1 < v <n.

Beuvis. Ved den naturlige isomorfi
¢:R/a— R/a;®---® R/a,

er @ en primisk restklasse modulo a < @ er invertibelt i R/a < @) er in-
vertibelt i R/a, for 1 <v <n & a™ er en primisk restklasse modulo a, for
1<v<n. O

I kraft af seetningerne 42 og 44 er det ved undersggelse af R/a tilstraekkeligt
at se pa R/p™, hvor p er et primideal # (0) og n € N. Med henblik herpa
indfgrer vi fglgende

Definition. Lad R veere en Dedekindring og p # (0) et primideal i R. Et
element 7 € R kaldes et primelement for p, safremt p|(7) men p?/ (7). Al-
ternativt betyder dette (jf seetning 37), at m € p \ p?, eller at n,((7)) = 1.

65



2.38 Dedekindringe

Bemarkning. Man skriver fx p|m i stedet for det mere praecise p| (7). Da
p D p? (egenskab D for Dedekindring), findes der et primelement 7 for ethvert
p # (0). Det ses endvidere, at

np(()) = np((m)") = vnp((x)) = v for v €L

Seetning 45. Lad R vere en Dedekindring og p # (0) et primideal i R. Lad
m veere et primelement for p, og lad {c; | i € I} vere el representantsystem
for restklasserne modulo p. For n € N kan restklasserne modulo p™ pa en og
kun en made representeres ved

(*) i Fag At ap, T hwor i, €1 for 0<v<n.

De primiske restklasser modulo p™ svarer precis til reprasentanter (*) med
Qg 7_é 0 (mOd p)

Beuvis. Lad @ veere en vilkarlig restklasse modulo p™. Vi vil fgrst vise, at der
findes ig,... ,i,_1 € I, sa at

a=a +om+-+ao; 71 (mod p").

Bestemmelsen af ig,... ,i,_1 € I sker successivt. Fgrst veelges ig € I, sa at
a = oy, (mod p). Safremt vi allerede har bestemt i, ... ,i,—1 € I, sa at

a= Qi +opm+ -+ o, 7! (mod p*),
gnsker vi at bestemme i, € I, sa at
— v—1 v v+1
a=awj,+a,m+-+a;, 7 +a, 7™ (mod p” ),
dvs. «;, skal tilfredsstille kongruensen
(**)  wr=a— (v +a,m+-+ @, 1) =b (mod p"tt),
hvor b = 0 (mod p*) ifplge antagelsen. Da ny,((7")+p* ') = min(v,v+1) = v,
er (1) +p**t1 = p¥, hvorfor ((7¥) + p*+1)|(b). Ifglge saetning 40, har (**) en
lgsning x € R. Velges derfor i, € I, sa at a;, = = (mod p), er 7¥c;, = 1"z
(mod p**1), sd at «;, ligeledes er en lgsning til kongruensen (**). Eksistensen

af en fremstilling (*) er hermed godtgjort.
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For at vise entydigheden antages, at
Qig tapm+- o, T =, o+ a7 (mod pm).

Da er specielt i, = o, (mod p), altsa ig = jo. Da 7 er et primelement for
p, folger heraf, at

-2 _ n—2 n—1
Ay +"'+ain—1ﬂ-n =aqj +o g, T (mOdp )

Da er specielt o, = a;, (mod p), altsa iy = j;. Fortsat anvendelse af dette
argument viser entydigheden af en fremstilling (*).
Da

(@) +p"=R< (a)+p=R< () +p=R< a;, #0 (mod p),

folger pastanden om de primiske restklasser modulo p”. O

Valuationer med henblik pa Dedekindringe.

Definition. Lad K veere et legeme. En afbildning || : K — R4 U{0} kaldes en
(multiplikativ) valuation, safremt:

1. 10| =0, |z| > 0 for x € K \ {0}.
2" |zy| = |z||y| for x,y € K.
3. |z +y|l <|z|+ |y| for x,y € K.
Valuationen kaldes ikke-arkimedisk, safremt 3’ geelder i den staerkere form
3" |z 4+ y| < max(|z|, |y|) for z,y € K.

En afbildning v : K — RU{oo} kaldes en additiv (ikke-arkimedisk) valuation,
safremt:

1. v(0) = o0, v(z) € R for x € K \ {0}.
2. v(zy) = v(z) +v(y) for z,y € K.
3. v(x +y) > min(v(z),v(y)) for z,y € K.

Bemerkning. Ved afbildningen —log, : Ry — R svarer en multiplikativ ikke-
arkimedisk valuation til en additiv valuation.
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Lad (K, v) vaere et legeme forsynet med en additiv valuation. Man definerer
da
V={zeK|v(z)>0}, m={xeK|v(z)>0}

Det fremgar umiddelbart, at V' er et integritetsomrade, og at m er et ideal i
V. Endvidere ses, at

U=V\m={zxe K |v(z)=0}

er gruppen af invertible elementer i V. Heraf fglger, at m = V \ U er et
maksimalt ideal i V', og at m indeholder ethvert aegte ideal i V. Fglgelig er m
det eneste maksimale ideal i V.

V kaldes valuationsringen for (K,v) og m det tilhgrende maksimale ideal.

Valuationen v kaldes diskret, safremt vaerdimeengden v(K *) er en diskret
undergruppe # {0} af (R,+). En diskret valuation v kaldes normeret, hvis
v(K*) =Z.

To valuationer vy og vo kaldes @kvivalente, hvis de tilsvarende valuations-
ringe er ens. Ensbetydende betingelser er, at de tilhgrende maksimale idealer
er ens, eller at v; og v er proportionale.

Lad nu R ve&ere en Dedekindring med brgklegeme K, og lad p vaere et
primideal # (0) i R. For a € K defineres i kraft af seetning 36:

np(a) = { np((a)) for a#0

oo for a=0.

Det fglger umiddelbart, at n, er en normeret (diskret) valuation pa K. Vi
betegner den tilhgrende valuationsring V}, og det tilhgrende maksimale ideal
m, og saetter Uy =V, \ my,.

Vi anfgrer uden bevis to vigtige saetninger, som tilsammen giver en karak-
terisering af Dedekindringe ved hjeelp af valuationer.

Saetning 46. Lad R vere en Dedekindring med broklegeme K. Da er

(*) {ny | p primideal # (0) ¢ R}

samtlige normerede valuationer pd K med V, O R. Der gelder endvidere
m%:R7 ﬂmp:(o),
p p

Vee K* :xeU, for nasten alle p.
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Valuationerne i (*) er indbyrdes inekvivalente oqg tilfredsstiller folgende betin-
gelse (den sterke approximationssetning):

Givet endeligt mange af valuationerne i (*): {np,,... ,np,}, et naturligt
tal N og n elementer ay,...a, € K. Da findes et element a € K, sd at

np,(@a—a,) >N for 1<v<mn,

og
np<a)20 fOT p%{ph?pn}

Seetning 47. Lad K vere et legeme og {n; | i € I} et system af inekvivalente
normerede valuationer pa K, som opfylder folgende to betingelser:

(i) Ve € K* : x € U; for nesten allei € I.
(i) Den sterke approximationssetning gelder.

Da er R = N;e1V; en Dedekindring, og {RNm; | i € 1} samtlige fra (0)
forskellige primidealer i R.

Ved hjalp af seetningerne 46 og 47 kan man konstruere en raekke Dedekind-
ringe. Endvidere kan man med udgangspunkt i den omtalte valuationsteoreti-
ske karakterisering af Dedekindringe vise saetning 17 (udvidelser af Dedekind-
ringe) uden at matte forudsaette, at udvidelsen er separabel.

Der henvises til E. Artin: Theory of Algebraic Numbers, Gottingen 1959.
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Opgaver:

Opgave 1. Lad K = Q vare legemet af alle algebraiske tal, og lad R = Z veere
den hele afslutning af Z mht. K.

Vis, at ringen R bestar af alle hele algebraiske tal.

Vis, at ringen R ikke er noethersk.
Vink: Vis fx, at

(V2)c (V2)c(V2)cC...,

hvor idealerne er hovedidealer i R.

Opgave 2. Lad R vere et integritetsomrade, og lad a1,... ,a,, n € N, veare
fra (0) forskellige idealer i R. Betragt systemer af kongruenser:

x =1z (mod ay)

x2 (mod az)

8
Il

Zn (mod ay)

hvor x1,x2,... ,x, € R er givne.

1) Vis, at en ngdvendig betingelse for lpsning af systemet, er at z; = x;
(mod a; +a;) for 1 <i < j <n.

2) Vis, at betingelsen i 1) ogsa er tilstraekkelig for lgsbarhed af et vilkarligt
system, hvis ethvert system af tre kongruenser, som opfylder betingelsen i 1),
er lgsbart. I bekraeftende fald siges den kinesiske restklasseseetning at geelde i
ringen R.

Vink: Vis, at lgsbarhed af ethvert system af tre kongruenser, som opfylder
betingelsen i 1), medferer, at idealerne i R udggr et distributivt lattice, dvs.

a; + (azNag) = (a1 + az) N (ag + az).

Opgave 3. Lad R vere et integritetsomrade, og lad ay,... ,a,, n € N, vare
fra (0) forskellige idealer i R. Antag, at idealerne a; er parvist comazimale,
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dvs. a; +a; = Rfor 1 < < j <mn. Vis, at ethvert system af kongruenser:

x1 (mod ay)

= 25 (mod as)

8
|

x =z, (mod a,)

for givne x1,x2,... ,x, € R har en lgsning x € R.

Opgave 4. Betragt ringen R = Z + Z+/—3. Vis, at den kinesiske restklasse-
seetning ikke geelder i R.

Opgave 5. Betragt polynomiumsringen R = K|z, y| over et legeme K. Vis, at
den kinesiske restklassessetning ikke geelder i R.

Opgave 6. Betragt ringen R = Z fra opgave 1. Vis, at den kinesiske restklasse-
seetning geelder i R.
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Klassiske Dedekindringe 3.1

3. Klassiske Dedekindringe

I det folgende betragtes situationen

Q € K
U U
7Z C Og

hvor K er et algebraisk tallegeme med [K : Q] = n € N, og Ok (efter tysk:
Ordnung) betegner ringen af hele algebraiske tal i K. Da Z er en Dedekindring,
folger det af ssetning 17 (udvidelsessaetningen), at Ok er en Dedekindring. Vi
vil kalde en sadan en klassisk Dedekindring.

Det fremgar af en tidligere bemaerkning, at ethvert brudent ideal a # (0) i
K mht. Og, altsa specielt Ok selv, er en fri Z-modul af rang n = [K : Q].

Definition. Ved diskriminanten d af K forstas diskriminanten D(w) af en
Z-basis for Og.

Bemerkning 1. For to Z-baser w og w’ for Ok er w' = Cw, hvor basisskift-
matricen C' er invertibel i matrixringen Mat,,(Z), dvs. det C' € Z er invertibel
i Z. Fglgelig er det C = £1, sd at D(w’) = (det C)2D(w) = D(w), hvorfor
diskriminanten d for K er veldefineret. Da en Z-basis w for O tillige er en
Q-basis for K, er d # 0 ifslge seetning 8 eller seetning 9.

Bemerkning 2. Det vil ofte forekomme, at vi betragter et algebraisk tallegeme
K af grad n = [K : Q] og diskriminant d, og hvori der er valgt et frembringe-
relement ¥ (jf seetning 15), sa at K = Q(¥), samt en Z-basis w = (w1,... ,wp)
for Ox. Vi betegner da med 91 = 9,... 9™ de konjugerede til ¥ inden for
C, dvs. rgdderne i minimalpolynomiet fy mht Q. Disse er indbyrdes forskel-
lige ifslge seetning 12 (korollar). Lad endvidere K* veere K (9M) ... 9,
dvs. K* er spaltningslegemet for fy inden for C. Det er en vigtig omstaendig-
hed, at K* kun atheenger af K, dvs. er uafhaengig af den valgte frembringer
9. Dette skyldes, at K* er det mindste dellegeme af C, som indeholder K
og tillige ethvert @ € C, som er konjugeret til et element i K. K* kaldes det
normale hylster for K inden for C. Lad G = Gal(K*/Q). Da er et element
o € G bestemt ved den permutation af (91),... 9¥™) som det bevirker.
Derfor er G en undergruppe i den symmetriske gruppe S,,, og folgelig gaelder

n=[K:Q] <[K":Q]=|G| <|S,| =nl

(Jf eksempel 11, hvor [K : Q] = 3 og |G| = 3!, og eksempel 12, hvor [K : Q] =
p(n) og |G| = ¢(n).)
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3.2 Klassiske Dedekindringe

Det bemeerkes, at G opererer transitivt pa (91, ...  9™), dvs.
I={ve{l,...,n}| 0™ =c®) foret oecG}

har |I| = n. Thi, hvis |I| < n, bestemmer

fa) =] —99)

icl

et egentligt polynomium f € Q[z] med ¥ som rod og af grad df = |I| < n,
hvilket er en modstrid.
Vi betragter

(*) KW — K(ﬂ(”)) for 1<v<n.

Disse legemer kaldes de med K konjugerede legemer inden for C. Pa grund af
transitiviteten af G er begrebet konjugeret legeme uathasengigt af den valgte
frembringer 9 for K. Dette giver nu anledning til at indfgre folgende vigtige
invarianter for K:

r1 = antallet af reelle legemer blandt (*),

ro = antallet af par af komplekst konjugerede (ikke reelle) legemer blandt
(*)-
Bemeerk, at da fy € Q[z], er r; antallet af reelle rodder i fy og ro antallet af
par af komplekst konjugerede (ikke reelle) rgdder i fy. Folgelig gaelder:

7“1—1—27“2:71:[[(:@].

Det bemserkes ogsa, at da w = (wy,... ,wy,) er en Z-basis for O er w®) =
(w%y), e ,wy(;/)) en Z-basis for Ogy. Dette folger af, at 0(Og) = Ok, nar

o € G opfylder o(09) = 9.

Seetning 48. (Stickelberger). For ethvert algebraisk tallegeme K er diskrimi-
nanten d = 0,1 (mod 4).

Beuvis. Det bemaerkes fgrst, at det fglger af ssetning 7, at ethvert o € O har
S(a) = Skjg(a) € Z og N(a) = Ngjg(a) € Z. Idet w = (wi,... ,wy,) er en
vilkarlig Z-basis for O, er specielt hvert w, og dermed hvert w,ws i Ok, og

derfor er
d = det(S(wrws)) € Z.
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For at indse kongruensen (som skyldes Stickelberger) benyttes en variant af
en tidligere omskrivning af diskriminanten

d = det(S(wyws) = (det(w))?

Z wgyl) L. wr(Lvn) _ Z w§V1) . wr(Lvn)

(v1,... ,vn) lige (v1,...,vn) ulige
(A-B)*
—(A + B)? — 4AB.

Det fremgar af ovenstaende udtryk, at A og B og dermed A + B og AB er
hele algebraiske tal (dvs. hele mht Z).

Lad nu K = Q(0), og lad K* = QW ..., 9™) hvor 9N =4, ... 9™
er de konjugerede til . Da er K* en galois udvidelse af Q. Ethvert o €
Gal(K*/Q) giver da anledning til en permutation af (91, ... 9¥™), og der-

med til den samme permutation af (wfnl), e ,wﬁn)) for hvert r € {1,... ,n},

og derfor er enten (0(A),0(B)) = (A, B) (hvis o er lige) eller (6(A),0(B)) =
(B, A) (hvis o er ulige). Folgelig er

7(A+B)=A+B og o(AB)=AB for o ¢ Gal(K*/Q).

Af Galoisteoriens hovedsaetning fglger da, at A+ B, AB € Q. Da A+ B, AB
tillige var hele mht. Z, og Z er helt afsluttet, er A+ B, AB € Z. Heraf fas nu

d=(A+B)? -4AB=(A+B)*=0,1 (mod 4),

hvilket er den gnskede kongruens. O

Szetning 49. Ethvert kvadratisk tallegeme er af formen K = Q(v/D), hvor
D € Z\ {0,1} og er kvadratfrit. Den tilhorende ring Ok af hele tal er givet

ved
Z+7ND for D=2,3 (mod 4)

K=
{ Z+7%YD for D=1 (mod 4)
Diskriminanten for K = Q(v/D) er givet ved

d—{4D for D =2,3 (mod 4)
D for D=1 (mod 4)
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3.4 Klassiske Dedekindringe

Bevis. Safremt [K : Q] =2, er K = Q(¥), hvor

as9? +a194+a9o=0 med a, €Z og as#0,

1 /
Y = % (—a1 + CL% — 4&2@0) .

Altsa er ngdvendigvis K = Q(v/D), hvor D = a? — 4asag. Det er klart, at vi
kan se bort fra tilfzeldene D = 0,1 og at vi uden indskreenkning kan antage,
at D er kvadratfrit.

Betragt omvendt et sadant D. Det er klart, at v/D har grad < 2 over Q.
Antag (indirekte), at der findes et D, for hvilket graden af v/D er 1. Da er
VD = p/q, hvor p,q € Z\ {0}. Altsa p> = Dq¢?. Da Z er UFD, og D er
kvadratfrit, folger heraf D = 1, hvilket er en modstrid.

For at bestemme Oy bemsrkes, at 1,/ D € Ok for alle D, idet de tilhg-
rende minimalpolynomier z — 1 og 2 — D begge tilhgrer Z[x]. Nar D = 1
(mod 4) er endvidere 1(1+ VD) € Ok, idet minimalpolynomiet 22 — z +
1(1— D) € Z[z]. Vi skelner nu mellem to tilfeelde:

dvs.

For D = 2,3 (mod 4) er Z + Z\D C Ok, og

D(1,VD) = det (Sf%) Ség)) = det (g 2%) —4D.

Idet w = (w1, ws) er en Z-basis for Ok geelder

1 _ [ Ci2 w1
\/E C21 (€22 wo )’
hvor ¢,s € Z. Folgelig er

4D = D(1,VD) = (det(c,s))?d.

Da D er kvadratfrit, er derfor (det(c,s))? = 1,4. Men hvis (det(c,s))? =
4, er d = D = 2,3 (mod 4) i strid med Stickelbergers saetning. Altsa er
(det(cps)) = £1, dvs. (1,4/D) er en Z-basis for O, og d = 4D.

For D =1 (mod 4) erZ—l—Z%(l—l—\/ﬁ) C Ok, og

v D

14VDy _ 5(1) SHFP) ) L 2 1) _

D<17+T)_det<5<1+\/ﬁ) S(H'DiQ‘/B) = det 1 1D =D.
4
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Klassiske Dedekindringe 3.5

Da D er kvadratfrit viser argumentet ovenfor, at (1, 3(1++v/D)) er en Z-basis
for Ok, og at d = D. O

I det folgende betragtes pany en vilkarlig klassisk Dedekindring O g, hvor
[K : Q] =n € N. Vi indfgrer nogle fundamentale begreber og viser en rackke
vigtige seetninger. Derefter illustreres teorien for de kvadratiske tallegemer.

Saetning 50. Lad a # (0) veere et helt ideal i Og. Da er |Ok/a| < co.

Bevis. Vaelg a € a\ {0}. Da er Ng/g(a) = aa’, hvor

er i K og helt algebraisk, altsa o’ € O . Derfor er 0 # Ng /g(a) € aNZ, dvs.
der findes et element a € aNN. Lad nu (w1, ... ,w,) veere en Z-basis for Ok,
og lad

n
6= Zmiwi, hvor m; € 7Z,
1

veere et vilkarligt element i O . Skriv

mi:a,qi—l—’r‘i, hvor qi, T; SN/ og OST’L < a.

Da er
B=> (agi+ri)w; = (Z ini> a+) riw; =Y rw (moda),
1 1 1 1
hvilket viser, at |Og /a| < a™. O

Definition. Lad a # (0) veere et helt ideal i Og. Da kaldes |Ok/a| € N
normen af a. Den betegnes N(a).

Seetning 51. Lad a og b veere fra (0) forskellige hele idealer i Ok . Da geelder

N(ab) = N(a)N(b).

Bewvis. Lad
a= plnl Ce pr”r,
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3.6 Klassiske Dedekindringe

hvor pi,...,p, er indbyrdes forskellige primidealer og ni,... ,n, € N. Det
fremgar af seetning 42, at

N(a) = N(p1™)--- N(p:""),

og af seetning 45, at
N(pi™') = N(ps)"™,

saledes at
N(a) = N(p1)™ - N(p,)"".

Heraf fglger resultatet umiddelbart. O

Seetning 52. (Elementardivisorsetningen.) Lad G vere en fri abelsk gruppe
af rang n € N, og lad H vere en undergruppe © G. Da er H en fri abelsk
gruppe af rang m < n, og der findes en basis (w1,... ,wn) for G og en basis
(9017 s 790m) fOT’ H: sa at

pj =¢€w; hvor € €N for 1<j5<m,

og hvor yderligere
€j|€j_|_1 for 1< j5<m.

Bevis. At H er en fri abelsk gruppe af rang m < n er tidligere vist (jf ssetning
22). Lad w’ og ¢’ veere vilkarlige baser for G og H. Da er
©1 air ... Qip wi wi
= o =l
ol ami  --- Qmn Wy, Wy,
hvor a,s € Z. Ved et samtidigt basisskift for G og H erstattes matricen A
af MAN, hvor M og N er basisskiftmatricer for G og H. Ifglge et tidligere
reesonnement (jf bemaerkningen til definitionen af diskriminant for K) er M
og N derfor heltalsmatricer af stgrrelse henholdsvis m x m og n x n og af
determinant +1.

Specielt kan M velges som produkt af elementere heltalsmatricer af stor-
relse m x m, der enkeltvis bevirker, at to reekker ombyttes eller et heltalsmul-
tiplum af én raekke adderes til en anden raekke. Tilsvarende kan N vaelges
som produkt af heltalsmatricer af stgrrelse n x n, der enkeltvis bevirker at to
sgjler ombyttes eller et heltalsmultiplum af én sgjle adderes til en anden sgjle.
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Herved kan opnas, at aj; erstattes af ged(a,s | 1 < r < m,1 < s < n),
hvorefter de gvrige elementer i fgrste rackke og forste sgjle kan erstattes af 0’er.
Derpa opereres pa tilsvarende made pa delmatricen, hvor fgrste rackke og forste
sgjle teenkes slettet. Nar denne diagonaliseringsproces er tilendebragt, er A
blevet erstattet af en matrix af den gnskede diagonalform og med de angivne
delelighedsbetingelser. O

Seetning 53. Lad a # (0) vere et helt ideal i Ok, og lad a og Ok have
Z-baser ¢ og w. Da geelder

Beuvis. Ved forste del af saetningen kan det uden indskraenkning antages, at
baserne er valgt som i elementardivisorseetningen (med m = n). Da er

D(p) = (det(diag(ey, ... ,€,)))*D(w) = (e1 - - - €,)?d.
Pa den anden side fglger det, at
N(a) = |Ok/a| = €1 €,
idet restklasserne i Ok /a praecis repraesenteres ved
{riwi +--+rpw, |0<r; <¢ for 1<i<n}.

Ved anden del af saetningen fas benyttes en vilkarlig Z-basis w for Og og
for a = () Z-basen (¢) = a(w) = A(w), hvor A er en n X n-matrix over Z.
Da er

N(a)%d = D(p) = (det A)*d = N(a)?d

ifglge fgrste del af seetningen samt transformationsformlen for diskriminanter
og definitionen af N(«) i kapitel 1. Dette giver det gnskede. O

Seetning 54. Lad p # (0) vere et primideal i Ox. Da findes precist et
primtal p, sa at p | pOg . For dette gelder p N7 = pZ. Endvidere er

N@p)=p', hor 1<f<n=[K:Q].
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3.8 Klassiske Dedekindringe

Bevis. Antag (indirekte), at p | p1Ox og p | p2Ox, hvor p1 og ps er forskellige
primtal. Da geelder ogsa p | p1Ox + p2Ox = Ok, hvilket er en modstrid.
Dette viser entydigheden af p.

Da p er et maksimalt ideal, er O /p et legeme, som ifglge ssetning 50 er
endeligt. Altsa er (jf eksempel 13) O /p ~ F, s, hvor p er et primtal og f € N.
Da karakteristikken af Ok /p er p, vil p € Ok ved den naturlige homomorfi
Ok — Ok /p blive afbildet i 0, dvs. p € p. Dette kan ogsa udtrykkes ved
pOy, C p eller p|pOk. Dette viser eksistensen af p.

Da pOK - p,er

p' = N(p) = |0k/p| < |0k /(pOx)| = N(pOx) = [N(p)| = p".

Heraf fglger uligheden f < n. a

Definition. Primtallet p kaldes det til p # (0) horende primtal, og f kaldes
graden af p.

Seetning 55. Lad p vere et primtal, og lad

(p) =pOK =p1" - p.

veere primidealoplosningen af (p). Da er
Zeifi =n= [K : @],
i=1

hvor f; er graden af p;.

Beuvis. Udregning af normer giver
P = N(() = N(pa o) = [[ 7 = plein

hvilket viser den gnskede formel. O

Definition. Eksponenten e; for p; i primidealoplgsningen af (p) = pOk kaldes
forgreningsindex for p;.

Saetning 56. Lad a # (0) vere et helt ideal i Ok, og lad ®(a) betegne antallet
af primiske restklasser modulo a. Da gelder

B(a) = N(a) g[ (1 - ﬁ) .
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Bevis. For a =p™,m € N, fremgar det af seetning 45, at

o(@) = (V) - DN = )" (1= 05 ).

dvs. formlen er vist i dette tilfzelde. For a = p;" ---p," folger heraf og af
seetningerne 44 og 51, at

®(a) =P(p1™) - (p,"")

™ () 0 ()
=N@]] (1 - ﬁ) |

Dette viser den angivne formel. O

Seetning 57. For ethvert helt ideal a # (0) geelder

> @(b) = N(a).
bla
Beuvis. Seet
F(a) = &(b),
bla

og antag, at
a=aya, hvor a;+a;=0g.

Da er

Fla)=) @(b)= »  @(b1by)

bla b1 |ai1Abs|as

= ) 2(b1)®(bo)

bl |Cl1/\[32 | ag

=) @(by) Y d(by)

b1|ag bo | az

::17(a1)17(a2).
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Dette viser, at F' er multiplikativ. Da ogsa N er multiplikativ (endda sterkt),
er det herefter tilstraekkeligt at vise saetningen for a = p™. Her finder vi

Fp™) =2((1)) + @(p) + -+ 2(p™)
=1+ (N(p) = 1)+ + (N(p™) = Np™ )
=N("),
hvormed sgetningen er vist. O

Bemerkning. For K = Q er ®((n)) = ¢(n) for n € N, hvor ¢ er Eulers
funktion (jf eksempel 4). Formlerne i seetningerne 56 og 57 generaliserer derfor

de velkendte formler )
ot =T (1-1),

pln
0og

> o(m) =n.

ml|n

Primidealer i kvadratiske tallegemer. Vi indleder med nogle velkendte
begreber og resultater.

Definition. Lad p veere et ulige primtal. Da defineres Legendre symbolet

(E) .7 — {1,-1,0}

ved
1 hvis hvis 22 = a # 0 (mod p) har en lgsning z € Z
(ﬂ) =q -1 hvis 2?2 = a (mod p) ikke har nogen lgsning z € Z
P 0 hvis a =0 (mod p)

Man kalder a € Z kvadratisk rest (mod p), hvis (3) = 1, og kvadratisk ikke
rest  (mod p), hvis (£) = —1.

Vi anfgrer folgende fundamentale saetninger uden bevis:
Seetning 58. (Eulers kriterium). For ethvert ulige primtal p og ethvert a € Z

er )
(ﬂ) =a2® Y (mod p).
p
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Korollar. For ethvert ulige primtal p er Legendre symbolet (sterkt) multipli-

kativt:
(a_b) = (E) (é) for a,beZ.
p p p

Seetning 59. (Reciprocitetssetningen). Idet p og q er forskellige ulige primtal
geelder:

(@) <_—1) = (~1)20D) = { L, hwis p=1 (mod 4)

D -1, hvis p=—1 (mod 4),

p -1, hvis p = +3 (mod 8),

(ii) (g) (%) — (—1)2r D3,

Bemerkning. Resultaterne (i) og (ii) kaldes henholdvis 1. og 2. supplement
til reciprocitetssaetningen, medens (iii) er selve reciprocitetssetningen. Det
bemeerkes, at (i) folger direkte af Eulers kriterium. Den gvrige del af ssetningen
er fgrst vist af Gauss i Disquisitiones Arithmeticae, 1801.

Seetning 60. Lad K vere et kvadratisk tallegeme med diskriminant d, og
lad p vere et ulige primtal. Da har (p) = pOk folgende dekomposition i
primidealer:

(1) (p) =p1p2 med p1 # p2 ((p) er oplost) & (§) = 1;

)

(i) (p) er primideal i Ok ((p) er treg) < (%)

(iii) (p) =p? ((p) er forgrenet) < (%) = 0.
Bewvis. Vi viser forst implikationerne 7 = 7.

(1) (p) oplgst = (%) = 1. Med betegnelserne fra sztning 55 er i dette
tilfeelde: r = 2, ¢, = fi = 1 for 1 < i < 2, dvs. N(p1) = N(p2) = p.
Da p;|pOk vil p;f mOg for 1 < m < p ifplge seetning 54. Dette viser, at
elementerne i {0, 1,... ,p— 1} repraesenterer forskellige restklasser modulo p;,
og eftersom

Ok /pil = N(p:) =p=[{0,1,...,p—1}],
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er {0,1,...,p—1} et fuldsteendigt repraesentantsystem for O /p; for 1 <i <
2. Lad K = Q(+v/D), hvor D = d eller D = d/4 har den i szetning 49 angivne
betydning. Da v/D € Ok, findes et s € {0,1,... ,p — 1}, s at

VD=s (modp))=D=s* (modp)=D=s> (modp),

dy _ (D : dy _ _
og derfor er () = () € {0,1}. Safremt (7) =0, dvs. D =0 (mod p), er

(\/5)2 =0 (mod p;) = VD=0 (mod p;) = VD=0 (mod p1p2),

dvs. V'D/p € Og. Da p > 2, strider dette imidlertid mod beskrivelsen af O
i seetning 49, og vi har dermed vist, at (%) =1.

(it) (p) treeg = (%) = —1. Antag (indirekte), at (%) = (%) € {0,1}. Da
findes et s € Z, sa at

D=s> (modp)= (VD+s)(VD—-5) =0 (mod (p)).

Da (p) er et primideal i O, er derfor enten (v/D + s)/p € Ox eller (VD —
s)/p € Okg. Da p > 2, strider dette imidlertid mod beskrivelsen af O i
seetning 49, og vi har dermed vist, at (%) = —1.

(1i1) (p) forgrenet = (%) = 0. Med betegnelserne fra ssetning 55 er i dette
tilfeelde: » =1,e =2, f =1, dvs. N(p) = p. Som i tilfeelde (i) er {0,1,... ,p—
1} et fuldsteendigt repraesentantsystem for O /p. Lad K = Q(v/D), hvor
D =d eller D = d/4 har den i saetning 49 angivne betydning. Da /D € Ok,
findes et s € {0,1,... ,p— 1}, sa at

VD=s (modp)=D=s> (modp)=D=s> (modp),
og da (p) = p?, er derfor
(*) (VD +s)(VD—5)=0 (mod p?).
Da p > 2, geelder pJ (VD + 5), og af (*) folger derfor, at
VD+s=vVD—-s5=0 (modp)=2VD=0 (mod p).

Dette viser, at 4D = 0 (mod p), hvoraf
()= ()= ()=
p p p '
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Eftersom [K : Q) =2 = Y"!_, e;f; kun har de tre lgsninger, der er omtalt
under (2), (i7) og (¢i7), vil de tre tilfeelde: (p) oplgst, treeg og forgrenet, ud-
tgmme alle muligheder for dekomposition af (p). Derfor fglger implikationerne
7 <7 for (i), (ii) og (ii7) automatisk. O

Seetning 61. Lad K vere et kvadratisk tallegeme med diskriminant d. Da
har (2) = 20k folgende dekomposition i primidealer:

(i) (2) = pip2 med p1 # p2 ((2) er oplpst) < d =1 (mod 8);

(i7) (2) er primideal i O ((2) er treeg) < d =5 (mod 8);

(iii) (2) = p? ((2) er forgrenet) < d =0 (mod 4).
Bewvis. Vi viser forst implikationerne 7 = 7.

(1) (2) oplgst = d = 1 (mod 8). Med betegnelserne fra sstning 55 er i
dette tilfeelde: 7 =2, ¢; = f; =1 for 1 <i <2, dvs. N(p1) = N(p2) = 2. Det
er derfor klart, at {0,1} er et fuldsteendigt repraesentantsystem for O /p; for

1<i<2 Lad K = Q(VD), hvor D = d eller D = d/4 har den i saetning 49
angivne betydning. Da v/D € Oy, findes s; € {0,1}, sa at

VD=3s; (modp;)=D=s> (modp;)=D=s> (mod?2),
hvorfor s; = s3 = s. Derfor er
VD=5 (modp;)for1<i<2=+vVD=s (mod(2)).
Heraf fas s = 1, da 2v/D ¢ Ok ifplge setning 49. Altsa er (VD — 1) € Oy,

hvorfor d = D =1 (mod 4). Betragt dernast (1 ++v/D) € Og. Som ovenfor
findes et s € {0, 1}, sa at

11+ VD) =5 (mod p1) = 1+ VD =2s (mod 2p;)
= VD =2s—1 (mod 2p).

Endvidere har vi

VD=1=—-(2s—1) (mod (2)).

Tilsammen fas
D—(2s—12=(rD—-(2s—1)(VD+(25s—1))=0 (mod 4p;),
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hvoraf D = (2s — 1)? =4s(s — 1) + 1 =1 (mod 8).

(17) (2) treg = d = 5 (mod 8). Beviset fores indirekte, idet vi ifglge
seetning 49 da skal udelukke tilfeeldene 1) d =4D =0 (mod 4) og2) d =D =
1 (mod 8).

I tilfeelde 1) er D = 2,3 (mod 4). Hvis D =2 (mod 4) er

D=0 (mod2)= (VD)?=0 (mod (2)),

altsi VD = 0 (mod (2)), da (2) er et primideal i Og. Men dette er en
modstrid, da

VD ¢ Ox =Z+7ZVD.
Hvis D =3 (mod 4) er
1+4D=0 (mod2)=(1+VvD)?=1+D+2/D=0 (mod (2)),

altsa 1 +v/D = 0 (mod (2)), da (2) er et primideal i Ox. Men dette er en
modstrid, da

11+VD)¢ Ok =2 +7ZVD.
I tilfeelde 2) er D =1 (mod 8). Da er
(1+vD)1-=vD)=1-D=0 (mod (2)*),
hvorfor
1+vVD=0 (mod (2)?) eller 1—vVD=0 (mod (2)?).
Men dette er en modstrid, da
11+VD) ¢ Ox =2+ 721+ VD).

(i3i) (2) forgrenet = d = 0 (mod 4). Med betegnelserne fra saetning 55
er i dette tilfeelde: r =1, e = 2, f = 1, dvs. N(p) = 2. Som i tilfeelde (7)
er det klart, at {0,1} et fuldsteendigt repraesentantsystem for Ok /p. Antag
(indirekte), at d #Z 0 (mod 4). Ifplge saetning 49 er da d = D = 1 (mod 4),
og O = Z+ Z%(1+ VD). Specielt er 1(1+ /D) € Ok, og der findes derfor
et s € {0,1}, sa at

(*) 11++vD)=s (mod p).
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Lad o0 € Gal(K/Q) veere Q-automorfien givet ved o(a + bv/D) = a — byv/D
for a,b € Q. Det er klart, at o afbilder et helt ideal pa et helt ideal og et
primideal # (0) pa et primideal # (0), samt at N(o(a)) = N(a), nar a # (0)
er et helt ideal. Da der kun findes ét primideal med norm 2, nemlig p, geelder
derfor o(p) = p. Anvendes o pa (*), fas folgelig

(%) 1(1-+vD)=s (mod p).
Af (*) og (**) folger nu
1= %(1+\/5)+%(1—\/5) =2s=0 (mod p),

hvilket er en modstrid.

Eftersom [K : Q) =2 = Y"!_, e;f; kun har de tre lgsninger, der er omtalt
under (i), (i7) og (i), vil de tre tilfeelde: (2) oplgst, traeg og forgrenet, ud-
tgmme alle muligheder for dekomposition af (2). Derfor fglger implikationerne
” <7 for (i), (i) og (#ii) automatisk. O

Definition. For a = 0,1 (mod 4) seettes:

1 for a=1 (mod 8)
(%) =<¢ -1 for a=5 (mod 8)
0 for a=0 (mod 4).

Med denne definition kan ssetningerne 60 og 61 nu sammenfattes til:

Szetning 62. Lad K = Q(v/D) veere et kvadratisk tallegeme med diskriminant
d, og lad p vere et primtal. Da har (p) = pOx folgende dekomposition i
primidealer:

(i) (p) = pip2 med p1 # p2 ((p) er oplost) & (§) = 1;
(1) (p) er primideal i Ok ((p) er treg) < (%) =—1;

(iii) (p) =p* ((p) er forgrenet) & (2) = 0.

Ovelse. Heri preeciseres primidealdekompositionen i s@tning 62. Vis, at der
for et ulige primtal p geelder:

(p):{ (p,s +VD)(p,s — VD), nar D =s?#0 (mod p)
(p,VD)?, nar D =0 (mod p).
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Vis, at der for primtallet 2 gaelder:

2,:1+VD)(2,1-+vD)), nar d=D=1 (mod 8)
(2) =< (2,1+VD)?, nir 4 =D =3 (mod 4)
(2,v/D)?, nir 4 =D =2 (mod 4).

Eksempel 16. For tallegemet K = Q(i) = Q(v/—1) (det gaussiske tallegeme)
er D=—1=3 (mod 4). Ifglge seetning 49 er Ox = Z + Zi og d = —4. Da

5)-G)C) )

p p /) \p p)’

nar p er et ulige primtal, folger det af seetningerne 59 og 62, at dekompositi-
onen af (p) i primidealer er:

(i) (p) = p1p2, nar p =1 (mod 4),
(13) (p) er et primideal i Ok, nar p = —1 (mod 4),
(idi) (2) = p2.

Formler for py, po og p er givet i gvelsen efter seetning 62.

Eksempel 17. For tallegemet K = Q(v/2) er D = 2 = 2 (mod 4). Ifglge
seetning 49 er Oxg = Z + Z+/2 og d = 8. Da

()-()-()

p p p)’

nar p er et ulige primtal, folger det af seetningerne 59 og 62, at dekompositi-
onen af (p) i primidealer er:

(i) (p) = p1p2, nar p = £1 (mod 8),
(13) (p) er et primideal i Ok, nar p = +£3 (mod 8),

(iii) (2) = p*.

Formler for py, po og p er givet i gvelsen efter seetning 62.
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FEksempel 18. For tallegemet K = Q(v/—3) (det eisensteinske tallegeme) er
D =-3=1 (mod 4). Ifglge seetning 49 er Ox = Z+Z3(14++/—3) og d = —3.
Ifglge seetning 59 geelder for et primtal p > 3:

-3 -1 3 p—1 p=1 /p P
— = | — — = (—1 2 -1 2 — ) ==
(3)-G)0) - == ()-6)
(1, mnarp=1 (mod 3)
| =1, narp=—1 (mod 3).
Det fglger nu af ssetning 62, at dekompositionen af (p) i primidealer er:
(Z) (p) = pip2, nar p= 1 (HlOd 3)7
(i7) (p) er et primideal i Ok, nar p = —1 (mod 3),
(idi) (3) = p*.

Formler for p1, po og p er givet i gvelsen efter seetning 62.

FEksempel 19. For tallegemet K = Q(v/—5) er D = —5 = 3 (mod 4). Ifglge
seetning 49 er O = Z + Z~/—5 og d = —20. Ifglge satning 59 geelder for et
primtal p #£ 2, 5:

2)-E-B)0-E)6

-1 1, narp=1 (mod 4)
(?) :{ —1, nar p= -1 (mod 4),

P 1, narp=+1 (mod 5)
(_) :{ —1, nar p==+2 (mod 5).

hvor

5

Ifslge den kinesiske restklassesaetning for Z er derfor

—-20\ (1, narp=1,3,7,9, (mod 20)
p /| =1, narp=11,13,17,19 (mod 20).

Det fglger nu af ssetning 62, at dekompositionen af (p) i primidealer er:

(i) (p) = p1p2, nar p=1,3,7,9 (mod 20),
(13) (p) er et primideal i Ok, nar p = 11,13,17,19 (mod 20),
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3.18 Klassiske Dedekindringe

(idi) (p) = p?, nar p=2,5.

Formler for p;, p2 og p er givet i gvelsen efter seetning 62. Fx er primidealde-
kompositionen for (2) og (3):

(2) =(2, 1+ V=5 =p?,
(3) =(3,1++v—=5)(3,1 —/—=5) = p3p3,
hvorfor (6) har primidealfaktoriseringen (6) = p2p3ps. Da

pps = (6,2(1 + v=5),3(1 + v=5), (1 + vV=5)?) = (1 + V/-5),

)

pps = (6,2(1 — v=5),3(1 +v/—=5),6) = (1 — vV/—=5),

har vi en idealteoretisk forklaring pa, at
6=2-3=(1++v-5(1—-+V-5)

ikke har entydig faktorisering i primelementer.

Minkowski’s szetninger. Den russiske matematiker H. Minkowski (1864—
1909) er grundleeggeren af den sakaldte geometriske talteori, der har centrale
anvendelser i algebraisk talteori.

Definition. Lad (e;,...,¢), 1 <1 < n, veere et linesert uathengigt seet af
vektorer i R™. Da kaldes

A:Z§1++Z§l,

et [-dimensionalt (punkt)gitter i R™. Specielt kaldes A et fuldt gitter, hvis
[ = rangzA = n. Ved gitterdeterminanten d(A) forstas

d(A) = v({z1e; +--- +me [ x €[0,1[}),

hvor v er det [-dimensionale normerede Lebesquemal.

Bemerkning. Da basisskiftmatricen mellem to Z-baser for et [-dimensionalt
gitter er en [ x [-heltalsmatrix af determinant +1, er gitterdeterminanten
uafheengig af basis.
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Saetning 63. Lad A vere et fuldt gitter i R™, og lad S C R™ veere Lebesguema-
lelig med v(S) > d(A). Da findes to forskellige punkter z,z, € S med x; = x4
(mod A).

Bevis. Lad (eq,... ,e,) veere en basis for A, og saet
P ={zie; + - +wpe, | €0,1[}.

Lad endvidere
Pr.=P+zx for xz€A

veere parallelepidet P translateret med vektoren x. Af disse definitioner folger
umiddelbart, at

Jr.=m"

zEA
hvor foreningen er disjunkt. Med andre ord: P er et fundamentalomrade for

gruppen (A, +) virkende pa R™. Heraf fas, at

S=8SNR"=8nJP.=JSNPs,

zEA zEA

hvor foreningen ligeledes er disjunkt. Derfor geelder

v(8) = v(SNPy).

TEA

Antag nu (indirekte), at der ikke findes to forskellige z;,z, € S med z; = z,
(mod A). Daer

T=nP,-2),

zEA

ligeledes en disjunkt forening. Heraf og af det givne fas da

V(T) =) v(SNPy—z) =Y v(ENPy) =0v(S) > d(A) =v(P).

zEA TEA

Men dette er en modstrid, da 7 C P. O

91



3.20 Klassiske Dedekindringe

Seetning 64. (Minkowski’s gitterpunktsetning). Lad A vere et fuldt gitter i
R™, og lad S C R™ veere symmetrisk om 0 og konveks og med v(S) > 2"d(A).
Da findes et fra O forskelligt gitterpunkt fra A i S.

Bewvis. For maengden %8 , hvor der multipliceres ud fra 0, geelder
v(38) =27"0(8S) > d(A).

Ifglge seetning 63 indeholder %8 derfor to forskellige punkter x, 2, med z; =
z, (mod A). Da S og dermed %8 er symmetrisk om 0 og konveks, geelder
derfor

(21 — 25) = 5(z1 + (—2,)) € 58\,

N

dvs.
O#Fz=2, —2,€ SNA.

Dette viser saetningen. O

Seetning 65. (Minkowski’s linearformsetning: det reelle tilfelde). Lad
L.(z)=amz1+ -+ amz, for 1<r<n

veere reelle linearformer (dvs. a,s € R) med A = det(a,s) # 0. Lad c1,... ,cp
i Ry opfylde uligheden
c1ecn > AL

Da findes et gitterpunkt x = (z1,... ,x,) € Z™ \ {0}, sa at

(*) |Ly(2)] <e¢r for 1<r<n.

” 7

Safremt n > 1, kan betingelsen (*) skarpes derved, at” <7 erstattes af ” <

for aller € {1,... ,n} paner ét.

Bevis. Lad € > 0 veere givet. Betragt maengden
Se={£eR" [[&] <ci+e [§2] <cor... ) [én] <cn}
Det bemszerkes, at S¢ er symmetrisk om 0 og konveks, samt at
v(Se) = 2"(e1 + €)ea -+ -y > 27 A
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Lad
A={(Li(@),... . Lal@)) | 2 € 2"} = f(2"),

hvor f : R™ — R" er den linexre afbildning som mht. den naturlige basis
har afbildningsmatricen (a,s). Da Z™ er et fuldt gitter i R™ med gitterdeter-
minant 1, er A = f(Z") et fuldt gitter med d(A) = |det(a,s)| = |A|. Ifslge
Minkowski’s gitterpunktsaetning findes derfor et

(**) z. € Z"\{0}, saat f(z)€ANS..
Det bemszerkes, at S. aftager med €, og at fx Sy, som er begrezenset, kun

indeholder endeligt mange gitterpunkter fra A. Derfor fglger af (**), at der
findes et z € Z™ \ {0} (uatheengigt af €), sa at

0# f(z) € (JANS)=AN[)S..

e>0 e>0

msé:{éeRn | |§1| < c1, |§2| < €2y 7|§n| <Cn}‘

e>0

har vi vist ssetningen i den skeerpede formulering (med det specielle r = 1). O

Seetning 66. (Minkowski’s linearformsetning: det komplekse tilfelde). Lad
Ly(z) = amx1 4+ amz, for 1<r<n
veere komplekse linearformer (dvs. aps € C) med A = det(a,s) # 0 og af
folgende specielle form: af de n = r1 + 2ry linearformer er de ri forste
Ly,...L,, alle reelle, medens de 2ry sidste er parvis (komplekst) konjuge-
rede, dvs. Ly y2j-1 = Ly 425 for 1 < j < ro. Lad c1,...,c, € Ry, hvor
Cri+2j—1 = Cpy 425 for 1 < j < rg, opfylde uligheden
c1ecn > |Al

Da findes et gitterpunkt x = (z1,... ,x,) € Z™ \ {0}, sa at

(*) |Ly(z)| < ¢, for 1<r<n.
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7

For ro > 0 kan betingelsen (*) skaerpes derved, at” <7 erstattes af ” <7 for
aller € {1,... ,n}. Forre =0 kan betingelsen (*) skerpes som i setning 65.

Bewvis. Vi saetter

L;=L; for 1<i<r,
r2j-1 =1Ly 42j-1+ Ly 12;) = RLy, 4251 for 1< j <o,

/ 1 S .
m+2j =57 (Lri+2j-1 = Lry42j) = SLpy 4251 for 1< j <.

Udtrykt ved matricer er ssammenhaengen

L 1 ...0 0 0 ... 0 0 Ly
% 0 ... 1.0 0 0 0 L
T1 1 1 1
%1“ _ 0O ... 0 ? 51 0 Ly 1
L .y 0 ... 0 & —& 0 0 Ly 42
L, 0 ... 00 0 : 2 Ly
L, 0 ... 00 0 = —4 Ly,

Af blokstrukturen af denne matrix folger, at L), 1 < r < n, er et system af
reelle linearformer af determinant A’, hvor

A = (_QLZ.)WA,

og derfor
|A'| =272 |Al

Seetter vi yderligere

¢ =c; for 1<i<rg,

/ o 1 ) _ 1 . y
Cri+2j—1 = Cri425 = /50m+2i-1 = 50n+2j for 1< 7 <o,

har vi derfor
Cll C;L = Q_TQCl sy > 2—7’2|A| = |A/|

Ifplge seetning 65 findes derfor et gitterpunkt z € Z™ \ {0}, sa at
L (z)] <¢. for 1<r<n,
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og hvor lighedstegn kun er forngdent for et r. For dette gitterpunkt x er da
|Li(z)| <e¢; for 1<i<nr.
Endvidere gaelder

Ly 21 (2) 2 =[Ly i1 (@) + [ Ly, o ()
<2 %cr1—|—2j—12 = C7~1+2j—12 for 1 <75 <o,
dvs.
| Ly, 42j—1(2)] < eryq2i—1 for 1<j <.

Analogt fas
|L7"1+2j<x)| < Cri42j for 1< j < ro.

For ro > 0 folger skeerpelsen som anfgrt ved i ssetning 65 at vaelge ” < 7 for
1<r<n. O

Seetning 67. (Dedekind’s diskriminantsetning). Lad K # Q vere et alge-
braisk tallegeme. For diskriminanten d for K gelder da |d| > 1.

Bevis. Lad [K : Q] =n > 1, og lad K = Q(9), hvor ¥ er et primitivt element
med konjugerede:

9l it — yi+2) o 9=l = ()

hvor de fgrste r; konjugerede er reelle, medens de gvrige er ikke reelle men
parvis komplekst konjugerede. Lad K () = @(19(7")) for 1 < r < n. Da har

Ok (§f bemeerkning 2, side 3.1) Z-baser (wgr) = f.(9M) |1 < s < n), hvor
fs € Q[z] for 1 < s < n. Specielt gaelder:

wgi)eR for 1<s<n, 1<1i<ry,

0og
w§“+2j—1) — "t for 1 <s<n, 1<j<rs.

Endvidere er alle wsr) hele algebraiske tal. Vi betragter systemet af linearfor-
mer

L,(x)= Zwy)xs for 1<r<n
s=1
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med determinant

A = det(w(™).

Ifglge tidligere beregninger geelder
A2 =d#0,

hvor d er diskriminanten for legemet K. Vi veelger nu konstanter cq,... , ¢, €
Ry, hvor ¢, 42j—1 = ¢ 425 for 1 < j < ra, og med

c1 e =4/|d|.
Ifplge seetning 66 findes et gitterpunkt x € Z™ \ {0}, sa at
|Ly(z)| <¢, for 1<r<n

og med den i saetningen angivne skaerpelse.
Antag nu (indirekte), at |d| = 1. Da var

Nk g (i W§1)$s> ﬁ (i Wy%s)
s=1

s=1 r=1

= H |Lr(z)| <c1---cp =1
r=1

Da ", wgl)xs er et helt algebraisk tal gaselder ogsa
NK(1>/Q (i wgl)xs> €.
s=1
Tilsammen fas derfor
NK(1>/Q (i wgl)xs> =0,
s=1

hvorfor

i wgl)xs =0.
s=1

Men dette er en modstrid, da (wgl) | 1 < s <mn)eren Z-basis for Ogq), og
z # 0. O
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Bemerkning. Pa grund af Stickelberger’s seetning kan uligheden i saetningen
umiddelbart skaerpes til |d| > 3, jf i gvrigt opgave 2. Ifglge en bergmt sesetning
af Dedekind er primtallet p forgrenet, hvis og kun hvis p|d. Ethvert algebraisk
tallegeme K # Q har derfor mindst et (men endeligt mange) forgrenet primtal.

Klassegruppe og klassetal. Lad R vare en Dedekindring med brgklegeme
K.

Definition. Ved klassegruppen Cl(R) forstas kvotientgruppen mellem gruppen
af brudne idealer (# (0)) og undergruppen af brudne hovedidealer (# (0)).
Ved klassetallet h for R forstas h = h(R) = |CI(R)|.

Bemerkning 1. 1 forbindelse med ovenstaende definition af klassegruppe siges
to fra (0) forskellige brudne idealer a,b i K mht. R at vaere ekvivalente, hvis
de repraesenterer samme element i klassegruppen, dvs.:

a~b< Jac K\ {0}, saat a=(a)b.

Akvivalensklasserne af brudne idealer kaldes idealklasser. Det bemaerkes, at
enhver idealklasse C' indeholder et helt ideal. Thier b € C og d € R\ {0} en
feellesnaevner for b, sa er a = (d)b et helt ideal. Daa~bogbe C,eracC.
Bemaerk ogsé, at a og b tilhgrer inverse idealklasser C og C~! < ab = (a) ~

(1).

Bemerkning 2. Det er vist (R. Fossum), at enhver abelsk gruppe kan forekom-
me som Cl(R) for en passende Dedekindring.

Saetning 68. Lad R vere en Dedekindring. Da er folgende egenskaber akvi-
valente:

(i) h =1.

(11) Ethvert brudent ideal er et hovedideal.
(i1i) R er PID.

(iv) R er UFD.

Bevis. (1) < (it) folger direkte af definitionen. (i) < (iii) er klar. (iii) <
(1v) folger af seetning 35. O

97



3.26 Klassiske Dedekindringe

I det fglgende er K et algebraisk tallegeme og R = Ok en klassisk Dedekind-
ring. Vi skriver da ogsa

Cl(K)=Cl(Ok) og h(K)=h(Ok)=h.

Saetning 69. Lad K # Q vere et algebraisk tallegeme med diskriminant d.
Da geelder folgende tre endelighedsbetingelser:

(1) Enhver idealklasse C indeholder et helt ideal a, som opfylder uligheden
N(a) < +/|d|.
(i1) For ethvert M € Ry findes kun endeligt mange hele idealer i Ox med
N(a) < M.
(ii1) Klassegruppen CI(K) er endelig.
Bevis. (i): Lad C veere en vilkarlig idealklasse. Da indeholder den inverse

idealklasse C' ! ifglge bemzerkning 1 et helt ideal b. Lad w = (wi,... ,wy)
veere en Z-basis for b, og betragt systemet af linearformer

n

L,(z)= ngr)% for 1<r <n.
s=1

For dette systems determinant A geelder da (jf ssetning 53)
A? = det(w(M)? = D(w) = N(b)%d # 0.

Systemet er derfor af den i saetning 66 betragtede art, og for ¢; = --- =
cn = Y/|A| er ogsa alle betingelser for ¢y, ... ,c, opfyldt. Seetningen (1 den
skaerpede version) giver da, at der findes et gitterpunkt z € Z™ \ {0}, sa at

s=1 =

H|L ) <ereen=|Al

Da =" wsxs €bog B #0,er (0)#(3) Cb. Altsa geelder b|(3), dvs.
der findes et helt ideal a # (0), sa at (8) = ab. Vi har nu

N(a)N(b) = N((8)) = [N(B)| < |A] = N(b)/]d],
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hvoraf
N(a) < /]d|.
Dabe Ctogab=(3)~ (1), er a € C. Dette viser (4).
(i7): Antag, at a # (0) er et helt ideal med N(a) < M. Lad

a= Hp”p(u).
p

Da er
N(a) =[] N(p)"® < M.
p

Da N(p) = p/, hvor p er et primtal og f € N, er
p<pf <pm™@ = Np)™»® < M hvis pla.

Denne ulighed viser, at der kun kan forekomme primtal p < M og dermed
kun endeligt mange mulige primidealer p og for hvert af disse kun eksponenter

< o8 M “Dette viser (id).
p logp

(1i1) folger umiddelbart af (i) og (i7). O

Korollar 1. Safremt ethvert primideal p i R med N(p) < /|d| er et hovedi-
deal, da er h=1.

Bevis. Det givne medfgrer, at ethvert helt ideal a med N(a) < +/|d| er et
hovedideal. Resultatet fplger derfor af ssetning 69 (7). a

Korollar 2. For et kvadratisk tallegeme K geelder folgende: Safremt (%) =
—1 for ethvert primtal p < +/|d|, da er h = 1.

Bevis. Af ssetning 62 folger, at ethvert primideal p med N(p) < 4/|d| har
formen (p), hvor p < \/|d| er et primtal. Korollar 1 giver derfor resultatet. 0O

FEksempel 20. Legemet K = Q(v/—1) har D = —1 = 3 (mod 4). Ifglge
seetning 49 er d = —4, dvs. /|d| = 2. Det eneste hele ideal a med N(a) < 2
er a = (1), hvorfor h = 1 ifplge seetning 69 (i) (eller korollar 1).
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Eksempel 21. Legemet K = Q(v/=2) har D = —2 = 2 (mod 4). Ifglge
seetning 49 er d = —8, dvs. +/]d| < 3. De eneste primidealer p med N(p) <
V/|d| har derfor N(p) = 2. Da 2|d(= —8), er (2) forgrenet, hvorfor der kun er
ét primideal pa | (2), og for dette er N(p2) = 2. Da N((v/=2)) = [N(vV/-2)| =
2, er po = (v/—2). Ifglge seetning 69 (korollar 1) er da h = 1.

FEksempel 22. Legemet K = Q(v/—3) har D = —3 = 1 (mod 4). Ifglge
seetning 49 er d = —3, dvs. /|d| < 2. Det eneste hele ideal a med N(a) < 2
er a = (1), hvorfor h = 1 ifplge seetning 69 (i) (eller korollar 1).

Eksempel 23. Legemet K = Q(v/=7) har D = —7 = 1 (mod 4). Ifglge
seetning 49 er d = —7, dvs. +/]d| < 3. De eneste primidealer p med N(p) <
V/|d| har derfor N(p) = 2. Da —7 =1 (mod 8) er (5°) = 1, hvorfor (2) = pap}
er oplgst. Der findes derfor netop to primidealer po og p, med norm < \/m , Og
for disse er N(p2) = N(p5) =2. Da N((:(1+v/=7))) = [IN(:(1+v=T7))| =2
er fx ps = ((3(1 ++/=T7)) ~ (1). Men da er ogsa p, ~ (p2)~! ~ (1). Ifslge
seetning 69 (korollar 1) er da h = 1.

Eksempel 24. Legemet K = Q(v/—11) har D = —11 = 1 (mod 4). Ifglge
seetning 49 er d = —11, dvs. /|d| < 4. De eneste primidealer p med N(p) <
V/]d| har derfor N(p) = 2,3. Da —11 = 5 (mod 8) er (531) = —1, er (2)
traeg, dvs. der findes intet primideal p med N(p) = 2. Da (=) = (3) = 1,
er (3) = psp5 oplgst. Der findes derfor netop to primidealer ps og p5 med
norm < +/|d|, og for disse er N(ps) = N(p}) = 3. Da N((5(1++/—11))) =

IN(3(1+ /—11))| = 3 er fx p3 = ((3(1 + v/—=11)) ~ (1). Men da er ogsa
ph ~ (p3)~t ~ (1). Ifglge seetning 69 (korollar 1) er da h = 1.

FEksempel 25. Legemet K = Q(v/—19) har D = —19 = 1 (mod 4). Ifglge
seetning 49 er d = —19, dvs. /|d| < 5. Da

—wz5mm&@<%J:—L

(#)-(3)--

er h = 1 ifglge saetning 69 (korollar 2).

0g
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Eksempel 26. Legemet K = Q(v/=5) har D = —5 = 3 (mod 4). Ifglge
seetning 49 er d = —20, dvs. \/|d| < 5. De eneste primidealer p med N(p) <
\/m har derfor N(p) = 2,3,4. Det fremgar af eksempel 19, at de omhandlede
primidealer er

p2 =(2,1+V/=5) med p2* = (2) og N(p2) =2,
P3 =(3,14+V=5),p5 = (3,1 = V=5) med pap3 = (3) og N(p3) = N(p3) = 3.
Da Ok = Z + Z~/—5 og N(a + b\/=5) = a? + 5b?, findes der ingen elementer

i Ok af norm 2 eller 3. Intet af de tre primidealer er derfor hovedideal. De
eneste hele idealer a med N(a) < /|d| < 5 er nu

(%) (1), P2, P33 p2”=(2).
Af udregninger i eksempel 19 fremgar, at
paps = (L+v=5) ~ (1), paps =(1-V-5)~(1).

For idealerne i (*) geelder derfor fplgende relationer:

1

ps~pat~pa, ph~pe Tt~ po, P~ (1)

Dette viser ifglge seetning 69, at h = 2, idet idealklasserne er repraesenteret
ved (1) og po. Heraf fglger, at klassegruppen CI(K) ~ Cs.

Eksempel 27. Legemet K = Q(v/2) har D = 2 =2 (mod 4). Ifglge saetning 49
er d =8, dvs. /|d| < 3. De eneste primidealer p med N(p) < \/|d| har derfor
N(p) = 2. Da 2|d(= 8), er (2) forgrenet, hvorfor der kun er ét primideal

p2|(2), og for dette er N(p2) = 2. Da N((v/2)) = [N(V/2)| =2, er pa = (/2).
Ifplge saetning 69 (korollar 1) er da h = 1.

FEksempel 28. Legemet K = Q(y/—13) har D = —13 = 3 (mod 4). Ifglge
seetning 49 er d = —52, dvs. 4/|d| < 8. Primtallene < \/|d| er derfor 2, 3, 5,
7. For disse galder ifglge seetning 62:

(g) =0, dvs. (2)=p2", N(p2) =2

d —52 -1
(5) = (TE)) = (?) =—1, dvs. (3) er primideal
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(g) = (%52) = (%2) =—1, dvs. (5) er primideal

(5)= ()= (3) =1 s @ =, Nor) = M) =17

De eneste idealer med norm 14 er da pop7 og pap7’, og da idealet (1 + /—13)
har norm 14, er fx papy = (1 + /—13) ~ (1). Da tillige p2? = (2) ~ (1), og
prp7’ = (7) ~ (1), folger det, at p7r ~ p7’ ~ po.

Da O = Z+7Z+/—13 og N(a+by/—13) = a®+13b?, findes der intet element
i Ok af norm 2, hvorfor py # (1). Dette viser ifplge seetning 69, at h = 2, idet

idealklasserne er repraesenteret ved (1) og po. Heraf folger, at klassegruppen
CI(K) ~ Cs.

Mordell’s ligning. I dette afsnit gives eksempler pa lgsning af diophantiske
ligninger (heltalsligninger) ved brug af algebraisk talteori.

Seetning 70. Den diophantiske ligning
z3 = y2 + 2
har kun losningerne (z,y) = (3,45) € Z2.

Bevis. Det er klart, at (z,y) = (3,45) er lgsninger til ligningen. Antag om-
vendt, at (z,y) € Z? er en lgsning. Det bemarkes forst, at x og y begge ma
veere ulige. Thi ellers var begge lige, og dermed var 2 = 0 (mod 8), men
y? + 2 = 2 (mod 4), modstrid! Vi vil benytte ringen Ok = Z + Z\/—2 for
K = Q(yv/—2), som har klassetal 1 ifglge eksempel 21. Vi har da

(*) 2’ = (y+v-2)(y — vV-2).

Lad a € Ok veere (en) storste feelles divisor for y ++v—2 og y —+v—2. Da
geelder:
alz® = N(a)|N(z®) = 2% = N(a) ulige,

)

aly+v—2-(y—vV-2)=2v/-2= N(a)| N(2v/-2) = 8.

Folgelig er N(a) = £1, dvs. a er en enhed i Og. Dette viser, at faktorerne
y+vV—2 og y—+—2 i(*) er indbyrdes primiske. Da Ok er PID og dermed
UFD, og de eneste enheder i Ok er 1 = 13 og —1 = (—1)3, fglger det derfor
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af (*), at y++v—2 og y— v/—2 begge er 3’de potenser af elementer i Ok .
Specielt er altsa

y+vV—-2=(u+vv—-2)>% hvor u,v€Z,
dvs.

Yy = u? — 6uv2,
1 = 3u?v — 20° = v(3u® — 20%).
Heraf fas v = 3u? — 2 = +1, altsa v = 1,u = 1. Dette giver y = T5,2 = 3.

O

Seetning 71. Den diophantiske ligning
23 =9 +13
har kun lgsningerne (z,y) = (17, 470) € Z2.

Bevis. Det er klart, at (z,y) = (17,£70) er lgsninger til ligningen. Antag
omvendt, at (z,y) € Z? er en lgsning. Det bemzerkes forst, at  er ulige og
y lige. Thi ellers var x lige og y ulige, og dermed var 2 = 0 (mod 8), men
y? +13 = 6 (mod 8), modstrid! Vi vil benytte ringen O = Z + Z+/—13 for
K = Q(v/—13), som har klassetal 2 ifplge eksempel 28. Vi har da

(*) 2® = (y+V-13)(y - V-13),
og svarende hertil idealligningen
(**) (2)° = (y + V-13)(y — V~13),
Lad a veere storste feelles divisor for idealerne (y + +/—13) og (y —+/—13).
Da geelder:
al(z3) = N(a)| N((z*)) = 2° = N(a) ulige,
og

ad(y+vV-13)Aa2D (y—Vv-13) = a D (2vV-13)
= N(a)| N((2V/—13)) =4-13.
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Folgelig er N(a) = 1,13. Ifglge seetning 62 er (13) forgrenet, dvs. der fin-
des kun et ideal py3 af norm 13. Imidlertid er N((v/—13)) = 13, hvorfor
p13 = (v/—13) er det eneste ideal af norm 13. Safremt N(a) = 13, er derfor
a = (v/—13), men da ville venstre side af (*) veere delelig med 133 og hgjre
side delelig med 13 men ikke med 132, modstrid! Derfor er a = (1), altsa
idealerne (y + v—13) og (y —+/—13) i (**) indbyrdes primiske. Da Og
er en Dedekindring folger det derfor af (**), at (y + v/—13) og (y — v —13)
begge er 3’de potenser af hele idealer i O . Specielt er altsa

(y ++/—13) = b3, hvor b eret heltideali Og.
Da klassetallet for O er 2, er b2 ~ (1), hvorfor
b~ b = (y + V=T3) ~ (1)
dvs. b er selv et hovedideal. Lad b = (u + vy/—13), hvor u,v € Z. Da er
(v +VT3) = (0t vv/TB)

Da de eneste enheder i O er 1 = 13 og —1 = (—1)3, fglger heraf (efter evt.
fortegnsskift for u og v), at

y+vV—13 = (u+vv/—13)3.
Denne ligning er ensbetydende med

y = u® — 39uv?,

1 = 3u?v — 13v® = v(3u? — 13v?).
Heraf fas v = 3u? — 13 = £1, altsd v = —1,u = £2. Dette giver y = F70,2 =
17. a
Historisk note. Den diophantiske ligning

y? =2 +t, teZ\ {0},

der nu saedvanligvis kaldes Mordell’s ligning efter den engelske matematiker
L. J. Mordell, har en historie, der gar tilbage til Bachet (1621). Bachet obser-

verede lgsningen (z,y) = (3,5) for t = —2 (jf seetning 70), og Fermat stillede
engelske matematikere den opgave at vise, at dette er den eneste lgsning i
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naturlige tal. Det kan til den anvendte metode bemszerkes, at den fungerer,
nar klassetallet h = h(Q(v/t)) ikke er deleligt med 3. Situationen kompliceres
dog for t > 0 af tilstedeveerelsen af uendeligt mange enheder.

Det bgr endelig naevnes, at den engelske matematiker A. Baker (1968) har
vist, at Mordell’s ligning for ethvert ¢t kun har endeligt mange lgsninger, idet
disse tilfredsstiller uligheden

() max(|z], [y]) < exp(10"°[¢*"").

Baker’s metode giver saledes en effektiv lgsning af Mordell’s ligning. Baker
har senere forbedret vurderingen i (*) veesentligt og derved veeret i stand til
at lgse ligningen fuldsteendigt for numeriske veerdier af t.

Imaginaert kvadratiske tallegemer med klassetal 1. Vi viser forst

Seetning 72. Lad K = Q(\/ﬁ), hvor D < 0 og kvadratfri, og lad h vere
klassetallet for K. Huvis klassetallet h = 1, da gelder:

D=-1,-2,—7 eller D=—p, hvor p=3 (mod38) er et primtal

Bevis. 1. Lad D = 2,3 (mod 4). Ifplge seetning 49 er d = 4D, og Og =
Z +7ZVD. Daer (2) = 0, og ifslge setning 62 er derfor (2) = po?, hvor
N(p2) = 2. Da N(a +bv/D) = a®> — Db?, findes intet element i O af norm
2, nar —D > 2. For —D > 2 er derfor ps # (1), altsa h > 1. Da h = 1,
er de eneste muligheder D = —1,—2. For disse veerdier af D er h = 1 ifslge
eksemplerne 20-21.

2. Lad D =1 (mod 4). Ifglge seetning 49 er d = D, og Ox = Z +Z3(1 +
VD).

Betragt forst tilfeeldet D = d =1 (mod 8). Daer (%) = 1, og ifslge saetning
62 er derfor (2) = papso’, hvor N(p2) = N(p2') = 2. Da

D

bQ

1 D 1-D -3 —
N<a+b +2\/_>:a2+ab+T62:a2+ab+b2+ 34

findes intet element i Ok af norm 2, nar —D > 7. For —D > 7 er derfor
pa # (1), altsa h > 1. Da h = 1, er den eneste mulighed D = —7. For D = —7
er er h = 1 ifglge eksempel 23.
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Betragt derneest tilfeeldet D = d = 5 (mod 8), og antag (indirekte), at
—D=—-d=p1---pr, hvorr > 1, og p; < --- < p, er primdivisorerne i —D.
Da er (pi) = 0, og ifglge szetning 62 er derfor (p1) = p?, hvor N(p) = p;. Da

1 D
pz(a—l—b +\/_>, hvor a,b € Z.

h=1er
2

Men da geelder

D —-D —-3—D
- > =p =a®+ab+ b+ 3 b2
5 b2 Dr 4
Da b # 0 (ellers var p; = a?), er derfor
D_,,=3-D _1-D_ D
57 4 4 4’

hvilket er en modstrid. Altsa er D = —p, hvor p = 3 (mod 8) er et primtal.
|

Som supplement til den foregaende ssetning viser vi dernsest

Seetning 73. (Rabinowitsch) Lad K = Q(\/=p), hvor p = 3 (mod 8) er et

primtal > 3. Lad h veere klassetallet for K, og lad f,(x) = 2® + z + q, hvor

q= pTH. Da gelder:

h=1< f,(x) har primtalsverdi for ©=0,...,q—2.

Bewvis. Det bemaerkes forst, at

2
") 0= 40 <[ < hla-2 = -1 1= (22) +1< ()
for 0 < x < q— 2. Det ses igvrigt, at

fola=1)=4¢* og fy(a)=(a+1)*~1
ikke er primtal for ¢ > 3.
=:Da Og = Z+ Zi(1+ \/=p) geelder for a« =z + 1(1+ \/=p) € Ok, at

N(a) = aa = f,(@).
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Ifglge (*) er derfor
(% Nia) < (2)® for 0<a<g-2

Vi pastar, at « er et primelement. Antag (indirekte), at & = ajae, hvor
a; € Ok ikke er en enhed for i = 1,2. Fort=1,2 er da

L VP A

a; = a; +b; 5 v @

Her er b; # 0 for i = 1,2, thi hvis b; = 0 var «; = a; og |a;| > 2, hvorfor
a/a; ¢ Ok, modstrid! For i = 1,2 er fplgelig

-3 p+l
4 4

-3
N(@i)za?+a¢b¢+b§+prle+p >§7

altsa N(a) = N(aq)N(az) > (£)?, i modstrid med (**). Altsa er o og dermed

ogsa @ primelementer i Og. Da Ok er UFD, er f,(z) = aa derfor essentielt
den eneste faktorisering af f,(x) inden for Og. Da

(F55) folx) >q¢>3 for 0<z<q-—2,

er fq,(x) derfor et primtal.

«: Ifplge seetning 69 korollar 2 er det tilstraekkeligt at vise, at (
for alle primtal [ < 4/|d|. Det observeres, at

V0Idl=vp=\ig-1<q-2&q¢>T.

)= 1

~la.

1°. Vi behandler forst specialtilfzeldene ¢ < 7, dvs. p = 4qg — 1 < 27. De
eneste primtal p = 3 (mod 8) med 3 < p < 27 er p = 11,19 svarende til
q = 3,5. Ifglge eksemplerne 24-25 er h = 1 i begge tilfeelde. Pa den anden
side er
faw) =2 +z+3, altsi f3(0)=3, fs(1) =5,

)

f5<.’13) = 'TQ +x +57 altsa f5<0) = 57 f5<1) = 77 f5<2) = 117 f5<3) = 177

hvorfor betingelsen om primtalsvaerdier er opfyldt.
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2°. For q > 7 er det ifplge (***) tilstrackkeligt at vise, at

(%l) = (%p) = —1 for alle primtal [ < q— 2.

Antag (indirekte), at der findes et primtal I < ¢ —2 med (%) = 0,1 Da findes
et primideal p med p|(!) og med N(p) = 1. De [ restklasser i Ok /p er derfor
repraesenteret ved

14/~
{x+¥|0§x<l<q—2}.
Specielt findes der derfor et = € [0, [, sa at

x+1—i_27\/__p50 (modp):fq(w):N<x+%) =0 (mod ),

idet vi benytter, at p N Z = IZ jf seetning 54. Da f,(x) er et primtal ma der
derfor gaelde fy(x) = I. Men dette er en modstrid, dal < g —2 < g < f,(z).
O

Historisk note. At polynomierne f,(z) fremstiller primtal for 0 < x < g — 2
for ¢ = 3,5,11,17,41 (svarende til p = 11,19, 43,67,163) blev observeret af L.
Euler (1707-1783). C. F. Gauss (1777-1855) undersggte i Disquisitiones Arith-
meticae (1801) klassetal for kvadratiske former i to variable af given diskrimi-
nant og heltalskoefficienter. Han fandt, at klassetallet for negativ diskriminant
derlig 119 tilfeelde, nemlig for d = —3, —4, -7, -8, —11,—19, —43, —67, —163
og tilsyneladende ikke i andre tilfeelde. Sammenhaengen mellem Eulers og
Gauss’ observationer blev klarlagt med ovenneevnte sztning af G. Rabino-
witsch (1913).

At der kun er endeligt mange imaginsert kvadratiske tallegemer Q(\/ﬁ),
med klassetal 1, blev vist af H. Heilbronn (1934), der viste, at h(Q(v/D)) — oo
for —D — oo. Samme ar viste H. Heilbronn og E. H. Linnfoot, at der udover
de ni kendte imaginaert kvadratiske tallegemer med klassetal 1 hgjst var ét
til, og at —D > 5-10° for et sddant. Dette bergmte problem blev lgst af
K. Heegner (1952), A. Baker (1966) og H. M. Stark (1967), der alle viste,
at der kun findes ni sadanne tallegemer. Der henvises til H. M. Stark, On
the Problem of Unique Factorization in Complexr Quadratic Fields, (41-56).
Proceedings of Symposia in Pure Mathematics, Volume XII, Number Theory,
AMS 1969.
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Euklidiske ringe. I det fglgende er R et integritetsomrade.

Definition. En euklidisk funktion f pa R er en afbildning f : R — Ny med
folgende egenskab:

Va,b€ R, b#0, 3¢g,r € R med a=0bg+r og f(r) < f(b).

Ringen R kaldes euklidisk, hvis der findes en euklidisk funktion f pa R.

Saetning 74. Lad f vere en euklidisk funktion pa R. Da gelder:

(i) f(0) < f(b) for ethvert b€ R\ {0}.
(i) Vb € R: f(b) = mingcp\ (o1 f(z) = b er en enhed i R.

Bevis. (i). Vikan gerne antage, at f(b) = min,cpr\(0}.f(z). For ethvert a € R
findes da ¢,r € R, sa at a = bqg + r og f(r) < f(b). Pga. minimaliteten af
f(b) er r =0.

(73). Argumentet i (¢) viser, at b er divisor i ethvert a € R. O

Seetning 75. R euklidisk = R er PID.

Bevis. Lad a # (0) veere et vilkarligt ideal i R, og lad b # 0 veere et element i
a, for hvilket f(b) = ming,cq\ fo3.f(x). For et vilkarligt a € a findes da ¢,r € R
med a = bg+ 17 og f(r) < f(b). Da a,b € a, er r € a, og pga. minimaliteten
af f(b) er derfor r = 0. Men dette viser, at a = bg € bR, dvs. a = bR er et
hovedideal. O

Definition. To euklidiske funktioner f og g pa R kaldes @kvivalente, hvis der
findes en ordensbevarende bijektion ¢ : f(R) — g(R), sa at g = po f.

Seetning 76. Lad R vere en euklidisk ring, og lad {fo | € I} veere familien
af samtlige euklidiske funktioner pa R. Da er f = inf f, defineret ved

f(x) = infaer fo(x) = minger fo(z) for =€ R,
ligeledes en euklidisk funktion pa R.
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Bevis. Givet a,b € R, b # 0. Da findes et ag € I, sa at f(b) = fa,(b). Da
fa, er euklidisk pa R findes ¢, € R, sa at a = bg+1 0g fa,(r) < fa,(b). Der
geelder da

f(r) = minaerfo(r) < fao(r) < fa,(b) = f(b),

hvormed pastanden er bevist. O

Definition. Funktionen f i seetning 76 kaldes den minimale euklidiske funktion
pa en euklidisk ring R.

FEksempel 29. Ringen R = Z er euklidisk med ssedvanlig absolutvaerdi | | som
euklidisk funktion. Denne euklidiske funktion er ikke minimal. Derimod ses

det let, at
0, nar n=0
fine [M}—l—l, nar n #0

log 2

er den minimale euklidiske funktion. Bemaerk, at f(n) for n > 0 er antallet
af binzere cifre i |n|. Alternativt betyder dette, at

F7H0) = {0}, £ = {=1,1}, £71(2) = {£2,+3},
F7L3) = {+4, 45,46, £7}, ... .

FEksempel 30. Polymiumsringen R = k[x] over et vilkarligt kommutativt le-
geme k er euklidisk, idet

0, mnar F er nulpolynomiet

fob@ = { (OF) 41 ellers

er en euklidisk funktion. Denne funktion er faktisk den minimale euklidiske
funktion.

Seetning 77. (Motzkin) Lad R veere et integritetsomrade, og definér ved in-
duktion

Ry ={0},
R, ={b € R| hver restklasse modulo b indeholder et r € U R,},

v<n

Ry, =R,/\ | JR,, n>1

v<n
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Da er R euklidisk, hvis og kun huvis

e
n=0

I bekreeftende fald er f: R — Ny defineret ved
f(x)=n<reR, dvs. [ '(n)=Rn,,

den minimale euklidiske funktion pa R.

Bevis. 1°. Antag, at R = U2 R,. Vi vil forst vise, at f : R — Np er
en ecuklidisk funktion. For a,b € R med b # 0 er f(b) =mn > 0. Daer
be R, C R, hvorfor der findes et r € U,.p,R,, sa at a = r (mod b). Men
dette betyder, at der findes et ¢ € R, sa at a = bg+r. Da f(r) < n = f(b),
viser dette, at f er euklidisk.

Lad f vaere den minimale euklidiske funktion pa R, og antag (mdlrekte)
at f # f, dvs. f> f. Lad R,, = f~(n) for n € Ny, og saet R\, = U, <, R,.
Da findes et ng € N, sa at

R,/ =R, 0<v<mng, Ry, CR,.

For b € R;LO \ R,," og ethvert a € R findes (da f er euklidisk) ¢,r € R med
a=bg+rog f(r) < f(b) =n. Men da f(r) = f(r) opfylder b betingelsen for
at tilhgre R,,’, og dette er en modstrid, da f(b) > n.

~ 2°. Antag, at R er euklidisk med minimal euklidisk funktion f , 0g definer
R, og R!, som ovenfor. Det samme argument som fgr viser, at R,,’ = R/, og
dermed at R, = R, for n € Ny. Men dette giver umiddelbart

o0 o0
Ur.=R
n=0 n=0
som gnsket. O

Bemerkning. Ved at anvende s@tning 77 pa R = Z og R = k[x], hvor k er
et (kommutativt) legeme, finder man umiddelbart de i eksemplerne 29 og 30
anfgrte minimale euklidiske funktioner.
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Seetning 78. Lad K = Q(\/ﬁ), hvor D < 0 og kvadratfri, vere et imaginert
kvadratisk tallegeme, og lad R = Og. Da er R euklidisk, hvis og kun huvis
D = —-1,-2,-3,-7,—11. I alle disse tilfelde er normen N : Og — Ngy en
euklidisk funktion (men i intet tilfelde den minimale).

Bevis. For D = 2,3 (mod 4) er Ox = Z + Z+/D, og for x = a + b\/D € Og
er N(z) = a®> — Db?. For —D > 2 (dvs. —D > 5) geelder derfor

{r € O | N(z) <4} ={0,1,—1} og N(0) =0, N(£1) =1.
For D =1 (mod 4) er Ox = Z+Zx(14+VD), og for z = a+b3(1+vD) € Ok
er N(z) = a® +ab+b>+ 1(=3 - D)b?. For —D > 11 (dvs. —D > 15) gelder
derfor

{r € O | N(z) <4} ={0,1,—1} og N(0) =0, N(£1) =1.
For D # —1,—-2,—3,—7,—11 er derfor

Ry ={0}, Ri/=1{0,1,-1}, Ry'=R{,... R, =Ry, ...,

dvs.
Ry ={0}, Ry ={1,—-1}, R, =0 for n > 1.

Altsa er
| R ={0,1,-1} #R,
n=0
hvorfor R = Ok ikke er euklidisk for D # —1,—-2,—-3, -7, —11.
For at fuldfgre beviset for seetningen, skal vi derfor blot vise, at normen N
er en euklidisk funktion i disse fem tilfselde. Vi skal altsa vise:
(*) Va,b € Og,b# 0,3¢ € Ox med N(a—bq) < N(b).
Pa grund af multiplikativiteten af N geelder
N(a—bq) < N(b) & N(a/b—q) <1< |a/b—q| <1,
hvorfor (*) er en konsekvens af fglgende:

(**) V2ze C3dge Oxg med |z—g¢g| <1
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Betegner dist(z, O ) den mindste afstand fra z € C til et punkt i Ox er det
en elementaer geometrisk opgave at indse, at

( % for D= -1
@ for D= -2
. 1 _
glgé(d1st(z,OK) =4 7 for D= -3
% for D= -7
\ % for D= -11

Da alle disse maksimale afstande er < 1, er (**) og dermed (*) opfyldt i de
fem tilfeelde. N

Szetning 79. Lad K = Q(v/D), hvor D > 1 og kvadratfri, vere et reelt kva-
dratisk tallegeme, og lad R = Ok . Da er |[N|: Ox — Ny en euklidisk funktion
pa R, hvis og kun hvis D =2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21,29, 33,37,41,57,73.

Beuvis. Et fuldsteendigt bevis for denne sztning er overordentligt kompliceret
(jf. V. Ennola: On the first inhomogeneous minimum of binary quadratic
forms and FEuclid’s algorithm in real quadratic fields, Ann. Univ. Turku
(1958), 9-58).

Vi vil derfor ngjes med at vise resultatet for nogle fa (sma) veerdier af D,
og vi skal altsa vise:
(*)
Va,b € Ok,b#0,3g € Ox med |[N(a—bq)| < |[N(b)|, dvs. [N(a/b—q)| < 1.

For D = 2,3 (mod 4) er § € K, dvs.

¢=2z+yVD med z,y € Z. Vi skal ifglge (*

=7+ svVD med r,s € Q, og
vise, at uligheden

~— >

IN(r =2+ (s =y)VD)| = |(r —2)> = D(s —y)*| < 1

for givet (1, s) € Q? har en heltalslgsning (z,y). Da vi altid kan veelge z,y € Z,
sd at [r —z| < 3, |s—y| < i, kan vi derfor opna, at

IN(r =+ (s —y)VD)| < LD.

Da 1D <1 for D = 2,3, har vi derfor vist, at | N| er en euklidisk funktion pa
Ok for D =2,3.
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For D=1 (mod 4) er ¢ € K, dvs. $ =r+s-5(1++vD) med r,s €Q, og
g=z+y-3(1+ VD) med z,y € Z. Vi skal ifslge (*) vise, at uligheden
IN(r—a+5(s=y)(1+VD))| = [(r—2)*+(r—2)(s—y) — {(D~1)(s—y)*| <1

for givet (r, s) € Q? har en heltalslgsning (z,y). Da vi altid kan veelge z,y € Z,
sdat [r—z| < 3, |s—y| < 1, ogitilfelde af [r—z| = J disponere over fortegnet
for r — x, sa at (r —x)(s —y) > 0, kan vi derfor opna, at

D+3
IN(r =2+ (s =) 3(1+ VD))l < —
Da (D +3) < 1 for D = 5,13, har vi derfor vist, at |[N| er en euklidisk
funktion pa Ok for D = 5,13. O

Historisk note. En meget laesevaerdig oversigtsartikel om dette emne er Hen-
drik W. Lenstra, Jr.: Fuclidean Number Fields 1-3, Mathematical Intelligen-
cer, vol 2 (1979), 6-15, 73-77, 99-103. Heri omtales udfgrligt cirkeldelingsle-
gemer K, = Q(e*™/"), hvor n € N. Da K,, = Ks,, nar n er ulige (da er
v(n) = ¢(2n)), kan det antages, at n # 2 (mod 4).

Ifplge J. M. Masley og H. L. Montgomery ( Cyclotomic fields with unique fac-
torization, J. Reine Angew. Math. 286/287 (1976), 248-256) geelder da, at K,
har klassetal 1, hvis og kun hvisn =1,3,4,5,7,8,9,11,12,13, 15,16, 17,19, 20,
21,24,25,27,28, 32,33, 35,36, 40,44, 45, 48, 60, 84.

Det er endvidere kendt, at Ok, er euklidisk mht. normen (dvs. |N| er en
euklidisk funktion), hvisn = 1,3,4,5,7,8,9,11,12,15, 16, 20, 24.

Et andet af H.W. Lenstra’s mange interessante bidrag til emnet er fglgende
bemaerkelsesvaerdige resultat:

Lad K veere et algebraisk tallegeme, og antag, at Ok har klassetal 1 og har
uendeligt mange enheder (dette udelukker netop Q og de imagingert kvadra-
tiske tallegemer). Forudsat gyldigheden af et antal generaliserede Riemann
hypoteser er da O euklidisk.

Dirichlet’s enhedsssetning. Vi betragter et algebraisk tallegeme K af grad
n = [K : Q]. Som seedvanligt betegner Ok ringen af hele elementer i K, og O
betegner meengden af enheder (invertible elementer mht. multiplikationen) i
Ok. For normen N g : K — Q og sporet S ,q : K — Q vil vi ssedvanligvis
benytte de korte skrivemader N og S. Der mindes om, at N(«), S(«a) € Z,
nar a € Og. Diskriminanten for K, betegnes som ssedvanligt d.
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Szetning 80. Mengden O udgor en multiplikativ gruppe. Endvidere geelder:

O ={e €Ok | N(e) = +1}.

Beuvis. Den forste pastand folger direkte af definitionen pa O . Vi viser form-
len for O ved at vise hver af de to inklusioner. Da formlen er klar for n = 1
antages n > 1. C: Safremt € € O, er e~ ! € Ok, hvorfor N(e), N(e™!) € Z.
Da N(e)N(e7!) = N(1) =1, er derfor N(¢) = £1.

DO: Betragt omvendt et ¢ € Og med N(¢) = £1. Lad de konjugerede
for € vaere e = €, ... €™ og saet € = €@ ... €™, Da e .. ™
er hele algebraiske tal, er ¢’ det ogsa. Endvidere er e/ = N(e) = +1, altsa
¢ =+1/e € K. Da Ok er helt afsluttet i K, er derfor € € Og. Dette viser,
at € € O. O

Seetning 81. (Dirichlet’s enhedssetning, 1846). Lad K vere et algebraisk
tallegeme af grad n, og lad der vere r1 reelle isomorfe indlejringer af K 1
C og ry par komplekse indlejringer af K i« C. Setr = ri +1ro —1. Da er
enhedsgruppen O direkte produkt af endelig cyklisk gruppe (af lige orden)
bestaende af enhedsrodderne @ O og en fri abelsk gruppe af rang r.

Eksempel 31. For K = Qerry =1, ro = 0, dvs. r = 0. Enhedsgruppen
Oy = {£1} bestar af enhedsrpdderne i O = Z.

Eksempel 32. For et imaginsert kvadratisk tallegeme K = Q(+/D), hvor D < 0
og kvadratfri, er 11 = 0, 7o = 1, dvs. r = 0. Enhedsgruppen Oy bestar af
enhedsrgdderne i O . Der geelder

{£1,£i} for D=-1
Of =« {£1,3(£1++/=-3)} for D=-3
{£1} ellers

Dette fglger af beviset for saetning 78 for D # —1,—2,—-3,—7,—11, idet der
blev vist, at {x € Ok | N(z) < 4} = {0,+£1}. For de resterende fem veerdier
af D er det efter samme metode let at bestemme O = {z € Ok | N(z) = 1}.

Eksempel 33. For et reelt kvadratisk tallegeme K = Q(v/D), hvor D > 1 og
kvadratfri, er r1 = 2, ro = 0, dvs. » = 1. Da de eneste reelle enhedsrgdder
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er £1 er enhedsgruppen O derfor direkte produkt af {+1} og en uendelig
cyklisk gruppe. For D = 2,3 (mod 4) er O = Z + Z+/D, hvorfor

Oy ={x+yVD|N(z+yVD)==£1, =,y € Z}
={z+yVD | 2> —Dy* =+1, x,y € Z}.
Derfor kan enhederne i dette tilfaelde fas ud fra lgsningerne til den Pellske og
ikke Pellske ligning.

Den praktiske bestemmelse af enhederne behandles naermere i et senere
eksempel.

Eksempel 34. For det kubiske tallegeme K = Q(3/2), er 71 = 1, ro = 1, dvs.
r =1 (jf eksempel 11). Til senere brug vil vi her vise, at

O =7+ 72+ 7V4.

Lad a = a4+ b2 + ¢V/4, a,b,c € Q veere et vilkarligt element i Og. Da er
a’s konjugerede givet ved

a® = a4+ b¢V2+cC?V4, o =a+bC%V2 + cCV/4,
hvor ¢ = e2™/3. Da ¢ + (2 = —1 giver en lille udregning, at

f@) = (z = a)(@ —a®)(z — o)
(*) = 2% — 3a2® + (3a® — 6bc)x — (a® + 2b° + 4c® — 6abc).

Daa € O, er f € Z[z]. Specielt er S(a) = 3a € Z. Daogsa v/2a, v4a € Ok,
gaelder derfor 6b,6¢ € Z. Elementet

6a=A+BvV2+CvV4 med A=6a,B=6bC =6,
har derfor koefficienter A, B,C € Z, hvor
(**) 6|34, 6%|34% —6BC, 6°|A®+2B3+4C% - 6ABC.

Af den sidste relation i (**) folger successivt 2| A (hvad vi allerede vidste),
2| B og 2|C. Elementet

B3a=A"+B'V2+C'V4 med A =3a, B =3bC" =3,
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har derfor koefficienter A’, B’,C" € 7Z, hvor
(*F)  3(34', 32347 —6B'C’, 3*|A”° +2B°+4C"” —6A4'BC'.

Hvis A" = £1 (mod 3), folger det af den anden relation i (***), at B’ =
—C’ = +£1 (mod 3). Den tredie relation i (***) kan derfor kun veere opfyldt
(modulo 3), hvis A’ = C’' = —B’ (mod 3). Saettes

A"'=3d +s, B =3V -5, C'"=3c+s, hvor se{£1},
bliver
A® =94 +5 (mod 27), B® =96 —s (mod 27), C”>=9¢+s (mod 27),

0og
3A'B'C"=-9(d' =V + ) —3s (mod 27).

Heraf fglger imidlertid, at
A? 1 2B” 440" —6A'B'C' =27d' + 54¢ +9s =952 0 (mod 27).

Dette viser, at 3| A’. Men da fplger af den anden relation i (***), at enten
3| B’ eller 3|C’. Den tredie relation i (***) viser derfor, at bade 3| B og 3|C".
Dette viser pastanden.

I et senere eksempel vil vi vise, at

0% ={+(V2-1)"|necZ}.

Fksempel 35. For det kubiske tallegeme K = Q(2 cos(27/7)), er 11 = 3,72 = 0,
dvs. 7 = 2. Dette indses saledes: Cirkeldelingslegemet Q(e?™/7) har grad 6,
og minimalpolynomiet f for e = e2™/7 er givet ved f(z) = x5+ 2° +2* + 27 +
22 + x + 1, der har nulpunkterne €™,1 < m < 6. Da

fla)=a3@® + 2 + o+ 14+ o2 +273)
:x3<(gj—|—gj_1)3_i_<$_i_$—1)2_2<$_i_x_1)_1)7

har polynomiet g(z) = 23 + 22 — 2z — 1 nulpunkterne

19(1) =€+ el = 2008(27’(’/7), ?9(2) = ¢ + €= 2008(47T/7)7
9B = 4 €73 = 2cos(67/7).
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Da g er irreducibelt i Q[z], er g derfor minimalpolynomiet for 9*), 1 < v < 3.
Da
P+ — g? 2, v (mod 3),

er KB = K@ = KB = K, hvor K = Q™). Dette viser, at K er
normal over @, og da |GalK/Q| = [K : Q] = 3 er GalK/Q ~ (Cs5. Af hensyn
til et senere eksempel vil vi bestemme O og dermed diskriminanten d for K.
Dertil udregnes fgrst diskriminanten

2

) S(1) SWM) ST
D(1,9W 907 =det [ SD) S@D?H S
5(19(1)2) 5(19(1)3) 5(19(1)4)

Man finder nu
g2 —ete )2 =2 te2 2= 92 1o,
NION —(e4+e ¥ =4 e 43(e+et) =09 4390

9* —(e+e NV ="+t 44l +e2)+6=0% +49? +6.

Af minimalpolynomiet g for 9(*) afleses (jf saetning 7), at S(9¥*)) = —1 for
1 <v <3 DalfS(l) =[K:Q = 3 fas derfor fra de fundne formler for
S IEO R TEO R TEOR

SD%) =5, SEV°) = —4, SV =13.

Altsa er
) 3 -1 5
DA, 9W 9y =det | -1 5 —4 | =49=72
5 —4 13
Da 1,19(1),19(1)2 € Ok kan vi skrive
1 w1
19(1) = (Crs) w2 ; Crs € Z7
19(1)2 w3

hvor (w1, ws,ws) er en Z-basis for Ok. Ifplge et tidligere resultat (jf side 1.10)
er da )
72 = D(1,9M 917 = (det(cys))?d,
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hvor d = D(w1,ws,ws) er diskriminanten for K. Da |d| > 1 ifslge Dedekind’s
diskriminantseetning, er derfor (det(c,s))?> = 1. Vi har derfor vist, at d = 49

ogat Ox =7Z + 79N + Zﬁ(l)Q.
I et senere eksempel vil vi vise, at

O;(( = {:l:ﬁ(l)nl’ﬂ@yw | ni, Ng € Z}

I det fglgende gores en rackke forberedelser til beviset af Dirichlet’s enheds-
seetning.

For det givne algebraiske tallegeme K vaelges en frembringer 1, saledes at
der for de konjugerede 9(*) til 9, hvor ¥ = 9(1), gzelder at

9 € R for 1<v<ry,

9 e C \R og P tY) — glritratr)  for 1<y < ra,

og hvor r1 + 2ro = n. Antallene r; og 72, som ifslge bemaerkning 2 kun
athaenger af K, vil vi omtale som antallet af reelle indlejringer af K og antallet
af par af komplekse indlejringer af K. Idet K* = Q¥ ... ,9(™) betegner
det normale hylster for K, veelges en gang for alle

o, € Gal(K*/Q) med o,(®) =9® for 1<v<n.

Vi betragter nu afbildningen
p: K—R"xC?~R",
der er givet ved
ola) = (o1(a),... ;o0 (@), 0 41(), ..., Op 4y (@)).

Det er hensigtsmaessigt for

T=(T1se e Trytrs)s Y= (Y1, 3 Yry4ry) € R X C™
at definere

Tty :(371 T Yy Ty +y7"1+7"2)7
z-y :(wlyh s ,.’177~1+7~2y7~1_|_7~2),

N('T) =Ty Ty |$7"1+1|2 T |x7"1+7"2 |2‘
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Da o1,...,0. 4, €r isomorfier, gaelder

pla+B) = pla) +9(B), plaf) = p(a) - p(B), for a,pcK.

Endvidere er

r1 r1+7r2
N(@) =[] ov(@ ] lov(@)?=N(p(a) for ackK.
v=1 v=r1+1

Da hver af afbildningerne o,,, 1 < v < ry+7s, er injektive afbildninger af K, er
¢ : K — R™ en injektiv afbildning. Vi vil kalde (K) den naturlige indlejring
af K 1 R™. Ved den naturlige R-basis for R™ x C" forstas (eq,...,ey,), hvor

er = (1,0,...,0,0,0,...,0),

ey, = (0,0,...,1,0,0,...,0),
erip1=(0,0,...,0,1,0,... ,0),
erip2=(0,0,...,0,i,0,...,0),

en_1=(0,0,...,0,0,0,...,1),
en = (0,0,...,0,0,0,... ).

Lad nu (w1, ... ,wy) veere en Z-basis for Ox. Daer (for 1 <v < n):

Qp(wv) :<01 (wv)v s 0 (wy),
%(07’1+1<wv) + 07’1+7’2+1<wv)) + %(07’14—1(“}'/) - 07’1+7’2+1(wv))7

) %(‘77"14—7"2 (Wo) + 0 2, (W0)) + %(‘77"14—7"2 (Wo) = T 42m (W0))),

dvs.
90(001) €11 ... Cin €1
= : : : med c¢.s € R.

@(Wn) Cnl ... Cnpn €n

Her er
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det(crs) =
o1 (w1) v (w1) 0'7'1+1(w1)+;7‘1+7‘2+1(w1) O'r1+1(w1)_;;‘1+7‘2+1(w1)
o1(wy) arl(.wy) O'r1+1(wV)+‘;:r1+7‘2+1(wV) Ur1+1(wV)_;;;‘1+r2+1(wV)
1 (wn) (W) O'r1+1(wn)+‘;:r1+7‘2+1(wn) O'r1+1(wn)_;:;‘1+7‘2+1(wn)
o1(w1) o (W1)  Orp1(Wi) =550 (W)
= [01@) o o @) onsr(n)  —Eon ()
o1(wn) o (Wn)  Ory1(wn) _2%07"14—7"24—1(”71)
o1(w) or (w1)  or41(W1)  Orgrpr(wn)
= (7| o1) o o @) ona() Oner (@)
01Wn) <o O (@n) g1 (@n) Trirr(wn)

Heraf folger (jf beviset for Dedekind’s diskriminantszetning), at

| det(cys)| = 27721/[d] > 0.

Altsa er A = p(Ok) et fuldt gitter i R™ x C"™ med gitterdeterminant

d(A) =27"2/]d|.

3.49

Saetning 82. En delmengde A C R™, A # (0, er et gitter < A har folgende

egenskaber:

(i) A er en undergruppe i (R™,+).
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(i1) A er en diskret delmengde af R™.

Bevis. =: Lad A = Ze; + - - -+ Ze;, hvor (e, ... ,¢) er et linesert uatheengigt
seet 1 R™. Begge egenskaber er opfyldt for | = 0, idet A = {0}. Antag derfor, at
1 <1< n. Det er klart, at A opfylder (7). For at vise (ii) er det tilstraekkeligt
at vise, at enhver n-dimensional kugle {y € R" | ||y|| < R} kun indeholder

endeligt mange gitterpunkter. Betragt funktionen f : R! — R givet ved

flan, o ym) =llore + -+ migl* = (w1e + -+ mig) - (116 + - +aig)

l

ij=1

Da S = {(x1,...,2;) € R | 212+ -+ 22 = 1} er en kompakt delmzengde af
R', og

f@y,...,o) =0z, + - +me=05z==1,=0,
er
M = min T1,...,x7) > 0.
(wl,...,xl)esf( ! l)

For (ni,...,n;) € Z'"\ {(0,...,0)} er derfor

1 ny
fnl,...,nl :n12—|—~~~+n12f( yeee )
( )= ) Vi + -+ Vi + -+ ng?

>(ni2 4 -+ %) M.
Heraf fplger, at der kun er endeligt mange gitterpunkter nie; +-- - +n;e; med

lnaey + - +mey)||? = f(na,... ) < B2

<: Lad A # 0 tilfredsstille (7) og (ii). Lad L = spangA og | = dimg L.
Hvis [ =0, er A = {0} et gitter (med tom basis). For [ > 0 vaelges [ lineaert
uafhaengige vektorer e;,... ,e; € A. Seet Ag = Ze, + - - - + Zey, og lad

Po={zie;+ - +xe |0<z; <1 for 1<i<I}.

Det er klart, at Ay er en undergruppe i A, og at undergruppe index

j:[A:Ao]:|P0ﬁA|<OO,
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da Py er begraenset, og A er diskret. Heraf fglger, at jA C Ag, altsa at
A C L1Ag. Af elementardivisorssetningen fglger nu, at A og %Ao har Z-baser

(1, om) 08 (W1,...,wy), hvor m <1, og ¢; = €;wi, €; € N for 1 <1i < m.
Da dim spangA = dimspangAg = [, er m =, og (¢1, ... , 1) er en gitterbasis
for A. O

Seetning 83. Lad K vere et algebraisk tallegeme af grad n = [K : Q]. Da in-
deholder Ok kun endeligt mange ikke associerede elementer af en given norm.

Bevis. Lad m € N, m > 1, og antag, at o, 8 € O opfylder
a=p (mod mOk) og [N(a)|=[N(B)]=m.

Da oV ...a(® = N(a), vil (jf beviset for saetning 80) o = oV | N(a), altsa
a|m = |N(«a)| (inden for O). Tilsvarende geelder 3| m. Pa den anden side
er « — 3 = my, hvor v € Og. Altsa folger at «|( og f|a, dvs. « og 3
er associerede. Argumentet viser derfor, at der hgjst er |Ox/(mOk)| = m"
ikke associerede elementer i Og af norm +m. Da der for m € {0,+1} hgjst
er én associeretklasse af elementer af norm m (jf ssetning 80), er ssetningen
bevist. a

Seetning 84. Lad K vere et algebraisk tallegeme af grad n = [K : Q| og
diskriminant d, og lad p : K — R™ x C" were den naturlige indlejring af K.
Lad

S={zxeR" xC"™||N(z) =1}.

Da findes en begraenset delmaengde So C S, sa at

Beuvis. Ifplge saetning 80 gaelder
ce€cOxr<ecOk og |N(e)=1,
og da N(p(€)) = N(e), er derfor
0(0g) = ¢(0k)NS.
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Nar e € Oy folger heraf, at restriktionen til S af afbildningen af R™ x C™ pa
sig selv givet ved x — ¢(€) - x er en bijektiv afbildning af S. Pa denne made
opererer enhedsgruppen O pa fladen S C R™ x C".

Betragt nu meengden

K = {.Z‘ = (331,... 7:177"14—7"2) e R x C™ | |.’131| < C1y... 7|$7"1—|—7"2|2 < C?"1—|—7"2}7

hvor ¢1,... ,¢r 4+, €r positive konstanter. Opfattet som delmaengde af R™ er
IC abenbart konveks og symmetrisk om 0. Endvidere er volumenet af IC givet

ved
r1+7r2

V() =2¢1 -+ 2¢p TTCry 41+ TCpy 4y = 270772 H cj.
1

Antager vi nu, at c1,... , ¢ 4, €r valgt, sa at

r1+7re

Q = H cj > (%)r2\/E7

da bliver

r1+7r2

(*) oK) =2"7" [] ¢ >2m12/]d] = 2"d(A),
1

idet A = ¢(Ok) ifplge en tidligere beregning har gitterdeterminant d(A) =
272 /]d|.
For hvert y € R™ x C™ er x — y -z en R-lineger afbildning af R™ x C" ind
i sig selv af determinant N(y). Dette ses ved at betragte (y -eq,...,y - ¢,).
For y € S er derfor y - A et gitter i R™ x C™ af determinant d(y - A) = d(A).
Ifplge Minkowski’s gitterpunktssetning findes ifplge (*) for hvert y € S et
gitterpunkt z, € A\ {0}, sa at y - =, € K. Der gaelder da

r1+7re

0 < IN(zy)| = [INWIIN(zy)| = [Ny -z)| < [] ¢ =0

Ifglge seetning 83 findes aq,... ,any € Ok, sa at ethvert @ € O med 0 <
|IN(a)| < @ er associeret med et ay,, 1 < v < N. Dette betyder, at hvert z,
er af formen

zy = pla,e!), hvor 1<v <N, e€OF.
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Saetter vi nu N
So = (U oo™ "C> ns,
v=1

er Sy en begraenset delmaengde af S, og for hvert y € S findes et x, og dermed
et ve[l,N]ogetee O, saat

yex, - K=oplm ") o) - K

Dette viser, at

S = U 90(6) - So,

eEOﬁ

hvormed saetningen er bevist. O

Vi betragter nu
(R™ x C™)* ={x e R™ x C™ | N(x) # 0},

dvs. den multiplikative gruppe af invertible elementer (ved -) i R™ x C"2. Lad
[:(R™ x C")* — R™"2 vare givet ved

Wz) = (@), - sl (2)),
hvor
() { log|z;| for 1<j<mr
! 2log|zj| for ri+1<j<ri+r
Det er klart, at [ er surjektiv, og at [ er en homomorfi af (R™ x C™)* pa

(RT1+T2,+).
Den sammensatte afbildning L =10 ¢ : K* — (R™ "2 4) er da givet ved

L(a) = (log o1 (@)l . ,1og |, (@)], 210g |7, 41()]; .., 2108 |7, 472 (1))

Afbildningen L = lop : KX — (R™*T™2 ) der kaldes den logaritmiske
afbildning, er ligeledes en homomorfi. Idet L(a) = (Li(a), ..., Ly 4y ())
geelder for a € K*:

r1+7r2

Z Lj(o) =log o1 (e) -+ oy (a)|or, 41(a)|* -+ |07, 4y ()] = log [N (e0)].
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For € € O geelder derfor

r1+7r2

> Lj(e) =0.

j=1

Vi har derfor vist, at L(Oj) er indeholdt i hyperplanen II, hvor
= {(A1,.e s Aryars) € RTF2 | A oot Ay, = 0,

og at restriktionen af L til O er en homomorfi ind i (II, +).

Seetning 85. Lad K vere et algebraisk tallegeme af grad n = [K : Q], og lad
L : Op — 11 veere den logaritmiske afbildning. Da gelder:

(i) Kernen ker L = meangden af enhedsrodder i Oy = maengden af tor-
sionselementer i Oj. Gruppen (ker L,-) er en endelig cyklisk gruppe af lige
orden.

(ii) Billedmangden L(O% ) er et fuldt gitter ¢ 11 af dimension r = r1+ro—1.

Bevis. (i) Det bemaerkes forst, at de to karakteriseringer af ker L er ensbety-
dende, da en enhedsrod og et element af endelig orden i O er det samme.

Antag forst, at € € O er en enhedsrod, dvs. der findes et m € N, sa at
€™ =1. Da geelder

(O-](G))m:(fj<1):1:>’Jj(€)|:1 for 1§j§fr1+,’42,

hvorfor L(e) = (0,... ,0), altsa € € ker L.

Antag omvendt, at € € ker L, dvs. € € O og |oj(€)] = 1for 1 < j < rq+47ro.
Dette viser, at punkterne ¢(e) = (o1(€),... , 00, +r,(€)) ligger i en begraenset
del af gitteret A = ¢(Og) C R™ x C™. Ifplge ssetning 82 (den lette del) er
der kun endelig mange muligheder for ¢(€) og dermed for e. Dette viser, at
ker L er endelig multiplikativ gruppe. Da —1 € O har orden 2, er |ker |
lige. At (ker L, -) er cyklisk, folger af det velkendte resultat, at enhver endelig
undergruppe af K * er cyklisk, nar K er et (kommutativt) legeme (jf. eksempel
10). Dette viser (7).

(ii). For at vise, at L(O) er et gitter i II benyttes igen saetning 82 (den
svaere del). Da L(O) er en undergruppei (IL, 4), er det tilstrackkeligt at vise
diskretheden, dvs. at enhver maengde

B=DB(c)={( A1, o, Adrgra) | |1Nj] <y M1+ + Ay, =0},
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hvor ¢ > 0 er en vilkarlig konstant, kun indeholder endeligt mange punkter
fra L(O). Imidlertid er

I7YB) C{z € R™ x C™ | |z1| < €, ..., |Tr 1r| <2},

der er en begraenset delmeengde af R™ x C™. Da A = ¢(Og) er et (fuldt)
gitter i R™ x C™ ~ R, er der kun endeligt mange o € O med ¢(a) € [71(B).
Specielt er der kun endeligt mange o € O med p(a) € [71(B). Dette viser
det gnskede, nemlig at |L(O%) N B| < oo.

For sluttelig at vise, at L(O) er et fuldt (dvs. r; 4+ ro — 1-dimensionalt)
gitter i II, bemaerkes forst, at [(S) = I, idet

r1+7re

reSe N@)|=1e Y liz)=log|N(z)| =0« I(z) L

Lad Iy = I(Sp), hvor Sy er en begraenset delmaengde af S, som opfylder
seetning 84. Da findes en konstant ¢ > 0, sa at ethvert = (x1,... , 2y, 4r,) €
So har |z;| < cfor 1 <j <r; +ry. Da tillige

1 r1+7r2
[Tl I =P =1,
j=1 j=ri+1

ma der ogsa geelde |z;| > c"tlfor1 < j <ry+ry, nar x € Sg. Men dette
viser, at IIyp = [(Sp) er en begraenset delmaengde af II.
Ifglge saetning 84 er

S= U 90(6) '807

e€cO
hvorfor der tilsvarende (efter anvendelse af [) ma geelde

II= U (L(e) + o).

660;2-

Dette betyder, at den begraensede delmaengde 11y ved at underkastes alle git-
tertranslationer fra gitteret L(O5) C II giver en overdeekning af II. Men heraf
folger, at L(O ) npdvendigvis er et fuldt gitter i II. O

Beuis for setning 81. lfplge seetning 85 er O /ker L en fri gruppe af rang
r =r1+r2—1, og ker L er undergruppen af O bestaende af alle enhedsrgdder
i O%. Dette viser Dirichlet’s enhedssaetning. O
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Bemaerkning. Ifplge Dirichlet’s enhedsseetning findes en enhedsrod ¢ € O og
enheder €1,... €, hvor r =71 + rp — 1, sa at enhver enhed € € O% pa en og
kun en made kan skrives pa formen

e=(ler g,
hvor [ € {0,1,... ,w — 1}, og ni,...,n, € Z. Her betegner w ordenen af
undergruppen af enhedsrgdder 1 O . Et saet enheder af denne type kaldes et
seet af fundamentalenheder for Oj;.

Da de eneste reelle enhedsrgdder er {£1}, er w = 2 for alle algebraiske
tallegemer K med r; > 0. Med andre ord: w > 2 kan kun forekomme for
algebraiske tallegemer K, hvor n = 2ry (og r1 = 0), sakaldt totalt imaginere
algebraiske tallegemer. Vigtige eksempler pa sadanne algebraiske tallegemer
er — udover de imaginaert kvadratiske tallegemer (hvor w = 2 paneer i de to
tilfeelde: Q(i) med w = 4 og Q(v/—3) med w = 6) — cirkeldelingslegemer
@(eQﬂ'i/n), n>3.

Bestemmelse af enheder. 1 det fglgende vil vi give nogle eksempler pa
bestemmelse af enheder i et algebraisk tallegeme. Cirkeldelingslegemer vil
blive behandlet i kapitel 4.

Eksempel 36. For et reelt kvadratisk tallegeme K = Q(v/D), hvor D > 1 og
kvadratfri, er (jf eksempel 33) r1 = 2,79 = 0, dvs. r = 1. Ifglge bemerkningen
ovenfor er w = 2, og folgelig er

Of ={£c" |neZ},
hvor € er en fundamentalenhed. Nar € er en fundamentalenhed, er ogsa e,

—¢, —e ! det - og ingen andre enheder. Der findes derfor en entydigt bestemt
fundamentalenhed € > 1.

For D = 2,3 (mod 4) er (jf. eksempel 33) € = a +bv/D € O, hvis og kun
hvis (a,b) er en heltalslgsning til ligningen

N(z +yVD) = 2® — Dy? = +1,

dvs. til den Pell’ske eller ikke—Pell’ske ligning.
En systematisk metode til bestemmelse af en fundamentalenhed € > 1 beror
pa udvikling af v/D i en reguleer keedebrgk:
VD = lag, a1, az,...], a; € N.
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Denne kaedebrgk er periodisk med forperiode aq:
VD = lap, a1, axl,

og nar k € N er den korteste periode, giver konvergenten

Pr—1
qk—1

= [ao,al, e ,ak_l]

den gnskede fundamentalenhed € = p_1 + qk—l\/ﬁ > 1, forudsat konvergen-
ten er skrevet pa uforkortelig form med positiv nevner (og teeller). Hvis k
er lige, har den ikke—Pell’ske ligning ingen lgsning, dvs. N(e) = 1, i hvilket
tilfaelde, der ikke findes enheder af norm —1. Hvis k er ulige, er den ikke—
Pells’ske ligning lgsbar, og N(e) = —1.

For D = 6 er /6 = [2,2,4], dvs. k = 2 er lige. Svarende til 2 + % = g fas
fundamentalenheden € = 5+421/6, der har N(e) = 1. Der findes ingen enheder
med norm —1 (= den ikke—Pell’ske ligning har ingen lgsninger).

For D =1 (mod 4) er (jf. seetning 80) € = a + b3 (1 + VD) € OF, hvis og
kun hvis (a,b) er en heltalslgsning til ligningen

(%) N(z+yi(1+ VD)) =2*+ay+ 1(1 - D)y* = £1.

En systematisk metode til bestemmelse af en fundamentalenhed € > 1 beror
péa udvikling af 3(—1+ v/D) i en reguleer kaedebrok:

L(~14+ VD) = [ap,a1,as,...], a; € N.
Denne kaedebrgk er periodisk med forperiode aq:
3(=14 VD) = [a, a1, ax),

og nar k € N er den korteste periode, giver konvergenten

Pr—1
qk—1

= [ao,al, .. .,ak_l]

den gnskede fundamentalenhed € = pr_1 4+ qr_1 %(1 + \/5) > 1, forudsat kon-
vergenten er skrevet pa uforkortelig form med positiv neevner (og teeller). Hvis
k er lige, har ligningen (*) ingen lgsning, nar hgjre side er —1, dvs. N(e) = 1,
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i hvilket tilfselde, der ikke findes enheder af norm —1. Hvis k er ulige, er
ligningen (*) lgsbar, nar hgjre side er —1 og N(e) = —1.
For D =61 er 1(—1+ v/61) = [3,2,2,7], dvs. k = 3 er ulige. Svarende til

3+1/(2+4) = L fas fundamentalenhedene = 17+3(1+V61) = $(39+51/61),
der har N(e) = —1.

Eksempel 37. For K = Q(+/2) er (jf eksempel 34) r = 1 og Ox = Z + Z~/2 +
7Z/4. Folgelig er

(*) Of ={£" |neZ},

hvor € er en fundamentalenhed. Ved om forngdent at erstatte ¢ med —e,

e !, —e"! kan vi gerne antage, at ¢ €]0,1[. Da ¢g = V2 —1 € Og har
minimalpolynomiet fy, hvor

folx) = (x+1)% —2=2%+ 32> + 3z — 1,
fremgar det (jf seetning 7), at N(eg) = 1, sa at €9 € Ox. Da ¢y = 0.2599 -
10, 1[ folger det af (*), at der findeset [ € N, sd at ¢g = /. Antag nu (1nd1rekte)
at g e, dvs. [ > 2. Daer

éze(l)/l_ 1/2>—

dvs. € € ]2, 1[. Lad €'s konjugerede veere (2, e®) = €2, Da er minimalpoly-
nomiet f for e givet ved

f(x) = 2% — 5127 + sox — 53 € Z[z],
hvor

s1 =€+ €2 + €@ = 5(e),
so =e(e? + ) 4 D)
s3 =eeDe(?) = N(e).

Da € > 0, er N(¢) > 0, altsa N(e) = 1. Da videre |¢®®)| = ¢ /2 < /2, er
derfor pa den ene side

—3<-2v2+1l<s <142V2<4,
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altsa s1 € [—2,3]. Pa den anden side er
e=a+bV2+ V4, med a,b,ceZ,

hvorfor
s1=5()=3a=0 (mod 3).

Tilsammen viser dette, at s; € {0,3}. Vi betragter dernzest

sy =g(e) med g(z)=x(s;y —x)+a L

Da
g(x) =5 —2r—272, ¢"(x) = =24 2273,

,1[. Altsd er g’ voksende i [3, 1], hvorfor

er g"(z) >0 forx e | 55

gd(x)<gd(1)=s1-3<0 for ze€ [3,1]

D=

Folgelig er g aftagende i [1, 1], hvorfor

1L

D=

5= 9(1) < g(@) <gd) = s +1 for ze]
Specielt er derfor
(**) s1< 82 =g(e) < 381+ ~.

Hvis s1 = 3, skulle sy € ]3, £2[ ifglge (**), hvilket er en modstrid, da s, € Z.
Derfor er 51 = 0 og dermed so = 1 ifglge (**), dvs. f(x) = 23 +x — 1. Da
f er voksende i [3,1], og f(3) < 0 < f(1), har f preecist et nulpunkt i |3, 1].
En neermere udregning af dette nulpunkt viser derfor, at den eneste mulighed
for e er € = 0.68 - - - . Imidlertid er da

et < 0.7 <025 < ¢ < 0.3<0.68% < €,

hvorfor
€ ¢ {€ |1 €N}

Dette er den gnskede modstrid. Altsé er € = g = v/2—1 en fundamentalenhed
for O5.

Eksempel 38. For K = Q(2cos2m/7) er (jf eksempel 35) O = Z + 749 + 7192,
hvor ¥ = 9(1) = 2cos(27/7). Da minimalpolynomiet g(z) = 2% + 22 — 2z — 1
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for 9 har de tre reelle nulpunkter 90) = 2cos(27j/7), 1 < j < 3, er r; =
3,70 = 0, altsa r = 2. Ifglge ovenstaende bemaerkning er derfor

O;( = {i€?1€g2 | ni,ng € Z},

hvor (€1, €2) er et seet af fundamentalenheder. Vi fandt i eksempel 35, at K/Q
er galois med G = Galg/g ~ C3. Derfor er isomorfierne {o1,02,03} € G
karakteriseret ved deres virkning pa nulpunkterne 97), 1 < j < 3,1 ¢. Lad

derfor
o1 (1), o9 < (19(1) 92 19(3)), o3 < (19(1) H3) 19(2)).

Da er

by =L(0M) = (log [0V)],log |9, 1og [9V)]),
by =L(9'?) = (log [0®)],log [0¥)], log [#V)]).

En numerisk udregning (lommeregner) af 9\9) = 2cos(27j/7), 1 < j < 3,
viser, at

9 =1.2469- -, 93 = —0.4450---, 9 = —-1.8019-- -,
hvoraf
log [0V| = 0.2207- -, log|9®| = —0.8095- - - , log|[0®®)| = 0.5888 - - .

Det fremgar heraf, at M = Zb, +7Zb, er et fuldt (dvs. 2-dimensionalt) delgitter
af L(O%). Lad nu

P = {tlbl +t292 | |t1| < %, |t2| < %}

Da er Il = P + M. Antag nu (indirekte), at [L(O%) : M] > 1. Da findes en
enhed € € Of, sa at

(1) L(e) = (A1, M2, A3) € P\ {0} og N(e) =1.

Af ovenstaende udregninger fremgar imidlertid, at (A1, A2, A\3) € P opfylder
ulighederne

|A1] < 1(0.2207--- 4 0.8095---) = 0.5151 - - - ,
A2| < 2(0.8095 -+ 0.5888 -+ ) = 0.6992" -,
[As| < 1(0.5888--- 4 0.2207---) = 0.4047 - - - .

132



Klassiske Dedekindringe 3.61

For det betragtede € € O geelder derfor

V] < P10 = 16738 -+, [¢P)] < 2092 = 2.0121 - -
|€(3)| < 60.4047~~~ = 1.4989. .. .

Y

Specielt er derfor
e 4@ 4 3] <51850- -,

og minimalpolynomiet f = f. for € har derfor formen

(2) f(x) =a2* — Ax®> + Br —1 € Z[z], hvor |A| <5, |B| <8.

Vi vil nu udregne diskriminanten D(1, ¢, €?) som funktion af A, B:

S(1)  S(e) S(e?) So 81 S2
D(1,e,e®) =det | S(e) S(?) S(3) | =det [ 51 s2 s3 |,
S(€) S(e?) S(et) So  S3 S

hvor

Af (2) fremgar, at
D+ e@ 4B =4 W@ 4 el 4 B = B (WeeB) = 1
hvoraf man let finder
so=3, s1=A, s9=A%-2B, s3=A3—3AB+3, s, = A*—4A’B+4A+2B>.
Efter en simpel determinantudregning finder man derfor
(3) D(1,¢,6%) = D(f) = A2B* —4A3 — 4B3 + 18AB — 2.
Pa den anden side er ifglge eksempel 35
(4) D(1,¢,6?) =m?d =m?-49, m e N.

Det medfglgende PARI-program UNITS finder forst de polynomier f af formen
(2) , for hvilke diskriminanten D(f) givet ved (3) er af formen (4). Af de ialt
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11-17 = 187 polynomier, der undersgges, drejer det sig om 6, nemlig svarende
til

(Av B) = (_47 3)7 (_2’ _1)7 (_L _2)7 (37 _4)7 (57 _8)7 (57 6)7
for hvilke de tilhgrende veerdier af m er: 1,1,1,1,7,1.

For hvert af disse 6 polynomier findes herefter nulpunkterne (ved en Newton
approksimation), og L(e) beregnes (med tilfeeldig koordinatraekkefolge):

(1.0303---,0.3681 -+, —1.3984 - -),
(0.8095- -+ ,—0.5888 -, —0.2207- - ),
(0.5888 -+ ,—0.8095 - - - ,0.2207 - -),
(—0.3681---,—1.0303---,1.3984---),
(0.1474 -+ ,—1.9873--- ,1.8399 - -),

(—1.6191---,0.4414 -, 1.1777---).

Uanset permutationer af koordinaterne tilhgrer intet af de ialt 36 tripler
maengden P, idet den numerisk stgrste koordinat er for stor, og dette viser
derfor, at den indirekte antagelse var forkert. Hermed er vist, at (19(1), 19(2)),
er et seet af fundamentalenheder, dvs.

O;( = {:l:’l9(1)n119(2)n2 | ni, N2 € Z}

Regulatoren. Lad K vaere et algebraisk tallegeme med [K : Q] = n, og
lad (e1,...,€.), hvor r = r1 + 19 — 1, vaere et seet af fundamentalenheder i
Oy. Lad L = (L1,...,Ly41) veere den logaritmiske afbildning af O ind i
IIc R+

Definition. Ved regulatoren R for K forstas

R = —5|det A,
hvor
1 1
L1<€1) L2<€1) N Lr+1<€1)
A= . . . :
L1<€7n) LQ(GT) e Lr_|_1<€7n)
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For K = Q og K = Q(v/D), D < 0 og kvadratfri, er r = 0, dvs. A = (1),
hvorfor R = 1.

Bemerkning. Det ma forst indses, at regulatoren er veldefineret, dvs. uaf-
haengig af valget af fundamentalenheder og af raekkefglgen af afbildningerne
Lijy 1<j<r+1=ry+ry Da(l,1,...,1) € R""! er ortogonal pa

II = SpanR<L<€1)7 <. 7L<€7"))7

er |det A| lig produktet af ||(1,1,... ,1)| og gitterdeterminanten d(M) for det
r-dimensionale gitter M = L(O) C II. Derfor er

R = FLd(M) = L d(M),

og det viser lovligheden af definitionen.
Ved i determinantformlen for R at addere alle sgjler panaer den s’te til den
s'te sgjle fas (for r > 0):

R = |det(L;(€;))jsl-

Fx finder man heraf, at R = loge, hvor € > 1 er en fundamentalenhed, nar K
er et reelt kvadratisk tallegeme eller et reelt kubisk talegeme med diskriminant
d < 0, idet r = 1 i begge disse tilfselde.

Vi anfgrer uden bevis fglgende bergmte seetning:

Seetning 86. (C. L. Siegel, R. Brauer). Lad K vere et (variabelt) algebraisk
tallegeme af grad n, diskriminant d, klassetal h og requlator R. Da gelder:

log(hR)

———= —1 for .
— —
log \/|d]

log |d|
Bemerkning. For K = Q(v/D), hvor D < 0 og kvadratfri, er n = 2 og R = 1.
Af saetning 86 folger derfor, at

logh ~log+/|d| for |d|— oo (dvs. —D — 00).
Heraf fglger, at der kun er endeligt mange imaginzgert kvadratiske tallegemer
af et givet klassetal h (jf. den historiske note side 3.36). Beklageligvis er

seetning 86 ineffektiv, dvs. den indeholder ikke information om hurtigheden
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3.64 Klassiske Dedekindringe

af konvergensen. Af samme grund har ssetningen ikke kunnet bidrage til
bestemmelsen af samtlige imagingert kvadratiske tallegemer af klassetal 1, 2,
etc.

For K = Q(v/D), hvor D > 1 og kvadratfri, er n = 2 og R = loge, hvor
€ > 1 er en fundamentalenhed. Af satning 86 folger derfor

log(hloge) ~logVd for d— oo (dvs. D— o).
Da R varierer uregelmaessigt med D, kan der ikke tilsvarende sluttes noget
om antallet af reelt kvadratiske tallegememer af et givet klassetal h.

Ud fra omfattende beregninger af klassetal er den mest plausible hypotese,
at der fx findes uendeligt mange reelt kvadratiske tallegemer af klassetal 1.
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Opgaver:
Opgave 1. Gennemfgr gvelsen efter saetning 62.

Opgave 2. I denne opgave vil vi diskutere nogle resultater fra den geometriske
talteori med vigtige anvendelser i algebraisk talteori.

Forst nogle nye begreber: Lad M vaere en aben delmeengde af R”. Et
fuldt gitter A i R™, kaldes M-tilladeligt, hvis A N M er tom eller lig {0}. Den
kritiske determinant A(M) defineres ved

AM) = d(A),

inf
A er M —tilladeligt

idet A(M) = oo, hvis der ikke findes et M-tilladeligt gitter A. For 0 <
A(M) < oo kaldes et M-tilladeligt gitter A et kritisk gitter for M, hvis
d(A) = A(M). Bemark: Selvom 0 < A(M) < oo, findes der ikke altid
kritiske gitre.

Den fundamentale anvendelse i algebraisk talteori er folgende: For ethvert
algebraisk tallegeme K betragtes (med ssedvanlige betegnelser):

M=M,;, ,, ={zeR™* xC"||N(z)| <1},

hvor
N(.’,E) =T1 Ty |.’137~1_|_1|2 e |$7"1+7"2|2‘

Vi har vist (jf side 3.49), at ¢(Ox) = A er et fuldt gitter i R™ x C™ med

d(A) =27"2/]d|.

Da |N(¢(a))| = |N(a)| > 1 for a € Og \ {0}, er A M-tilladeligt. Derfor er
d(A) > A(M), dvs.

() d] > 472 A(M)?.

Pa tilsvarende made ses det (jf setning 69), at enhver idealklasse C'i K
indeholder et helt ideal a, som opfylder uligheden

(%) N(@) € gr VI

I kraft af (*) og (**) er det veesentligt at have kendskab til A(M) som funktion
af r1 og re, hvor [K : Q] = n = r1 + 2re. Preecise veerdier kendes imidlertid
kun for n = 2, 3, idet

AMoi) =3V3, A(Map) =5, A(Mi1)=1v23, A(Mso) =T
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3.66 Klassiske Dedekindringe

For (r1,72) = (0,1) er bestemmelsen af A(M) ensbetydende med at finde den
teetteste gitterformige pakning af enhedscirkler, og det er elementzert.

For (r1,72) = (2,0) er bestemmelsen af A(M) essentielt ensbetydende med
Hurwitz’seetning om approksimation af reelle tal.

De to kubiske tilfaelde, der begge skyldes H. Davenport (On the product of
three homogeneous linear forms I, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 44 (1938),
412-431), er teknisk komplicerede.

I disse fire tilfselde kan (*) ikke forbedres, idet der findes kvadratiske talle-
gemer af diskriminant d = —3 og d = 5 (jf ssetning 51) samt kubiske tallegemer
af diskriminant d = —23 (jf opgave 12) og d = 49 (jf eksempel 35). I disse
tilfaelde er det relevante A = p(Og) derfor et kritisk gitter for M.

Et bergmt generelt resultat er folgende vurdering af H. Minkowski:

= )2 5 (3)"

Vis Minkowski’s ulighed (***) for = 2,3. Vink: I hvert af de 4 tilfaelde
betragtes et dellegeme K C M, med fglgende egenskaber: K er konvekst, K
er symmetrisk om 0 og vol(K) er sa stort som muligt.

Opgave 3. De imaginaert kvadratiske tallegemer Q(v/—43), Q(v/—67) og
Q(v/—163) har klassetal 1. Diskutér forskellige beviser herfor.

Opgave 4. Vis, at K = Q(v/7) har klassetal h = 1. Vis endvidere, at ¢ =
8 4+ 3v/7 er en fundamentalenhed for OIX(.

Opgave 5. Vis, at den diophantiske ligning
=y -7

ikke har nogen lgsning (z,y) € Z2.
Vink: Vis ferst, at der for en eventuel lgsning (x,y) til ligningen geelder

y 4+ VT =n(u+vV7)3,

hvor u, v € Z, og n = 1,€,e ', idet € = a + by/7 > 1 er en fundamentalenhed
i K = Q(v/7) (jf opgave 4). Vis herved, at

(*) 1 = a(3u?v + Tv3) + b(u® + 21uv?).
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Vis endelig ved kongruenser modulo 3 og 9, at (*) er umulig.

Opgave 6. Betragt et vilkarligt kubisk tallegeme K = Q(¢}), hvor det (uden
indskreenkning) kan antages, at ¢ er helt algebraisk. Idet d,rq,72 har den
seedvanlige betydning, skal man fgrst vise fglgende karakteriseringer af kubiske
tallegemer:

A.d>0<r; =3, =0.
B.d<0&sri=1,r=1.

Vink: Benyt, at diskriminanten d for Ok kan udtrykkes ved D(1,9,9?), som
igen kan udtrykkes ved rgdderne i minimalpolynomiet for 9.
For d > 0 skal det dernzest vises, at fglgende to egenskaber er sekvivalente:

1. d er et kvadrattal.
2. K/Q er cyklisk (dvs. K/Q er galois med Gal(K/Q) ~ C3).
Opgave 7. Betragt et vilkarligt kubisk tallegeme K = Q(¢}), hvor det (uden

indskreenkning) kan antages, at ¢ er helt algebraisk. Lad minimalpolynomiet
f for ¥ veere

f(x) = 2® — Ax® + Bx — C € Z[x].

Vis, at D=D(1,9,9?) — jf eksempel 38 — kan udtrykkes ved A, B, C pa fgl-
gende made:

D = D(f) = A’B* — 4A%C — 4B® + 18ABC — 27C>.

Slut heraf, at d = D/m?, hvor m € N.
Vis specielt, at der findes kubiske tallegemer af fglgende diskriminanter:

d = —23,—-31,49,81, 148, 169.

Opgave 8. I denne opgave betragtes rent kubiske tallegemer, dvs. tallegemer
K = Q(v/D), D = ab?, hvor a,b € Z er kvadratfrie, indbyrdes primiske og
ab # +1. Vis, at

Og = YVl + "7+ V27,
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3.68 Klassiske Dedekindringe

hvor

191 = \/3 CLbQ,
192 = \/3 CLQb,

. {1, hvis a# £b (mod 9) (type I),
0= Lravitbds - hvis o =+b (mod 9) (type II).

Vis derved, at diskriminanten d for K er givet ved

{ —27a%*  (type 1),
d=
—3a?b?  (type II).

Vink: Generalisér fremgangsmaden i eksempel 34.

Opgave 9. Vis, at K = Q(+/2) har klassetal h = 1. Vink: Benyt eksempel 34
(eller opgave 8) samt et resultat fra opgave 2.

Opgave 10. Betragt K = Q(i) og R = Og. Vis ved et simpelt argument, at
N = Ng/q : R — Ny ikke er den minimale euklidiske funktion pa R.

Vis derpa, at N heller ikke er skvivalent med den minimale euklidiske
funktion f pa R. Vink: Find f~!(n) for n < 2.

Opgave 11. Betragt K = Q(¥/2) og R = Og. Vis, at normen N = Nk /o
bestemmer euklidisk funktion |N|: R — Ny pa R. Vink: Benyt (jf eksempel
34), at

N(a—l—bw—l—cﬂ) = a® + 2b% + 4¢® — 6abc = F(a,b,¢) a,b,c € Q,
og vis, at der til ethvert szt (a,b,c) € R? findes et szt (ag, b, co) € R3 med

a=ay (modl), b=by (modl), c=c¢y (mod1),

sa at |F(ag, by, co)| < 1.

Opgave 12. Betragt det reelle kubiske tallegeme K = Q(49), hvor ¢ er rod i
polynomiet f(z) =23 —x — 1.

1) Vis, at diskriminanten d = —23, og angiv en Z-basis for Og.
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2) Bestem en fundamentalenhed for O .

3) Vis, at K har klassetal h = 1.

Det kan vises, at der kun findes et reelt kubisk tallegeme af diskriminant
d = —23, og at d < —31 for alle gvrige reelt kubiske tallegemer med d < 0.

Opgave 13. Betragt det reelle kubiske tallegeme K = Q(49), hvor ¢ er rod i
polynomiet f(z) = 2% +x — 1.

1) Vis, at diskriminanten d = —31, og angiv en Z-basis for Ok.

2) Bestem en fundamentalenhed for O .

3) Vis, at K har klassetal h = 1.

Det kan vises, at der kun findes et reelt kubisk tallegeme af diskriminant
d = —31.

Opgave 14. Betragt legemet Q(+/2) (jf eksemplerne 34 og 37). Vis, at en-
hedsgruppen Oy er isomorf med den multiplikative gruppe M af matricer af
formen

a 2b 2¢
M=|c a b
b 2¢ «a

med det M = 4-1.

Opgave 15. Betragt legemet Q(9), hvor 9 = 2cos(27/7)) (jf eksemplerne 34
og 37). Vis, at
a=a-+bd+c? € Ox,

netop hvis a,b,c € Z, og
a® + b + 3 — a®b + 5a%c — 2ab® + 6ac? — b*c — 2bc? — abe = +1.

Vink: Udregn N(«). Eksakt beregning er ikke altid det nemmeste!

Opgave 16. Betragt legemet K = Q(i, /7 + 31). Vis, at 11 = 0,73 = 2, og
derfor r = 1. Vis, at

€ =99 — 98 + (28 — 42i)y/7 + 3i € 0.
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Vis ogsa, at € har minimalpolynomiet
f(x) = z* — 3962° + 776222° — 396z + 1.

Det kan vises, at € er en fundamentalenhed.
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Cirkeldelingslegemer. Kummer’s seetning 4.1

4. Cirkeldelingslegemer. Kummer’s satning

Vi vil i dette kapitel benytte, at cirkeldelingspolymiet ®,, n € N, der er
givet ved

o, (z) = H (x—¢™), hvor (=e2™/m,

1<m<n, gcd(m,n)=1

tilhgrer Z[z], er irreducibelt 1 Q(z) og har grad ¢(n).
I det folgende er n = [ et ulige primtal, hvorfor ¢ = *™/! og K = Q(¢).
Da er ¢/ for 1 < j <1 — 1 nulpunkter i polynomiet ®;, der opfylder

l—l -1 '
(1) q)l(x):xx—l :wl_1+:1:l_2—|—~~—i—x—|—1:H(:I;—CJ).
j=1
Af (1) afleeses at
(2) S =-1 for 1<j<I—1.

Indsaettes z = 11 (1), fas endvidere formlen

-1

(3) t=]Ja-¢.

J=1

Det er i visse ssmmenhaenge fordelagtigt at benytte A = 1 — ( som frem-
bringer for K i stedet for . Formlerne (1), (2), (3) for ¢ kan da oversaettes til
folgende formler for A:

Tallene \¥) = 1 — (7 er for 1 < j < I — 1 nulpunkter i polynomiet ¥;, der
opfylder

(1)
Uy (z) = (—1)lw =gl (i)xl_Q—i—m—i— (z _l 1) = ﬁ(:p—)\(j)).

j=1
Af (2) eller (1) afleeses at
(2) SAY =1 for 1<j<I-1.
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4.2 Cirkeldelingslegemer. Kummer’s saetning

Endelig aflaeses af (3) eller (1) at

-1
(3) [=]] 9 =N,
j=1
Lad nu
(I-1)/2
¢= [l @-¢)
j=1
Da
(7= ¢ =1 =)= (7)),
er
(1—1)/2 -1
&= ()2 I 1= -c) = ()2 [[a-¢).
Jj=1 j=1

Ifplge (3) geelder derfor

(4) ¢ = (1)L

Seetning 87. Lad K = Q(¢). Da er K totalt imaginert, dvs. r1 =0, ro =
[K : Q]/2 = (I —1)/2. Udvidelsen K/Q er galois med Galoisgruppe G =
Gal(K/Q) ~ C)_;4.

K indeholder netop et dellegeme af grad (I — 1)/2, nemlig

Ko =Q(C+¢ ) =Q(2cos(2r/1)) = KNR.

Ky er totalt reelt, dvs. r1 = [Ko: Q] = (I —1)/2, ro =0, idet de konjugerede
til 2cos(2m/l) er 2cos(2mj/l), 1 < j < (I —1)/2. Udvidelsen Ko/Q er galois
med Galoisgruppe Go = Gal(Ko/Q) ~ C(y_1)/2.

K indeholder netop et kvadratisk dellegeme, nemlig

k:@(\/m).

Bewvis. Saetningens pastande vedrgrende K selv og K er allerede vist i eksem-
pel 12. Bemeerk, at Galoisgrupperne G og G bestar af

G={Cm¢1<j<i-1},
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0og
Go ={2cos(2m/l) — 2cos(2mj/l) |1 <j<(I—1)/2}.

At K indeholder netop et kvadratisk tallegeme fglger af Galoisteoriens hoved-
seetning, idet G ~ Cj_; netop indeholder en undergruppe af orden (I —1)/2.
Formel (4) viser nu, at dette kvadratiske tallegeme ma veere

k=0 - 0 (/).

Dette viser saetningen. O

Bemerkning. 1 kraft af karakteriseringen Ko = K N R, kaldes Ky det l'te
reelle cirkeldelingslegeme. Bemeerk, at de to enhedsgrupper O og OIX(0 har
samme rang r = (I — 3)/2. Ifglge Dirichlet’s enhedssaetning folger heraf, at
kvotientgruppen OIX(/OIX(0 er en endelig gruppe. I satning 91 bestemmes
denne kvotientgruppe.

Seetning 88. Lad K = Q(C). Da erl= (1—¢)'"te, hvor e € OF.

Bevis. Lad j veere valgt vilkarligt i intervallet 1 < 7 <1 —1, oglad j/ € N
veere bestemt (modulo 1), sa at jj' =1 (mod [). Da ¢ € Ok, er

1—¢9 )
7<:1+<+“‘+Cj_1€OK,
1-¢

0og

1-¢ _1-@
1-¢ 1=

=14+ 4+ D € Op.

Dette viser, at 1 — (7 og 1 — ( er associerede i Oy, altsa
1—¢=(1-¢e¢j, hvor ¢ €Of.

Af formel (3) far vi derfor, at

-1
I=(1-¢)""t, hvor e= Hej € Ox.
1

Dette viser saetningen. O
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Bemarkning. Sesetning 88 viser, at

(5) (1) =10k = (A=) ="
Heraf (eller af (3’)) folger, at N((A)) = I. Hovedidealet (\) er derfor et
primideal af grad 1 i Og. Formel (5) viser, at hovedidealet () = [Ok er

(
(fuldt) forgrenet, og at primidealet (A) har forgreningsindex [ — 1.

Seetning 89. Lad K = Q((), og A\ =1—C(. Da er
O =Z[) =2+ 7+ -+ L2 =Z N =Z+ZX+ - + TN 2.

For diskriminanten d for K gelder

d= (—1)(l_1)/2ll_2.

Bevis. Da
Cl—l :_1_<_"'_Cl_2

er det klart, at de fire udtryk for Ok er sekvivalente, og at folgelig
D¢, ,C172) = D(1, A+, N72),

(j)_{—l for 1<7<I-1 og 1+1<5<2]—

¢)= l—1 for j7=0,1

finder vi (jf. eksempel 7 og opgave 4 i kapitel 1):

S S8 S ... 82
S(¢

S() S S ..
D(1,¢,--- ¢y =| S¢S S . S

S S(EY S ... SEEY

[-1 -1 -1 ... -1 [ -1 0 ... 0
-1 -1 -1 ... -1 0 -1 0 ... O
-/-1 -1 -1 ... I-1|=/0 =1 0 ... 1
-1 -1 -1 ... -1 o -1 71 ... 0

:(_1)(l—1)/21l—2.
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Vi mangler nu kun at vise, at O = Z[\] = Z + Z\ + - - - + ZA\ =2, Af beviset
for saetning 17 om udvidelser af Dedekindringe fremgar, at ethvert a € O
har formen

ap + a1 A + - 4 q_o N2

o= =2 , hvor a;€Z for 0<;j<[1-2.

I dette udtryk forkortes med den hgjeste potens af [, som gar op i alle koeffi-
cienter a; og i ('~2. Herefter er o skrevet pa formen

o — bo+ 1A+ +b_oA 2

T , hvor b;e€Z for 0<j<1[-2,

med s > 0, og hvor der for s > 1 geelder, at 3jo € {0,... ,l — 2}, sa at [ [ bj,.
Antag nu (indirekte), at s > 1, og lad jo > 0 veere valgt minimalt. Der

geelder da
Ubo,... ,lbjo—1,1) bj,-

Da l|bg +bi A+ -+ b_oAN =2 = al®, geelder derfor
L[ Djg MO 4 by g N2 = Mo (b, +bjo 1A+ --).

Imidlertid er [ = A7le, € € OF, og da jo < [ — 1, folger heraf, at Al bj, +
bjo+1A + - --. Dette viser, at \|b;, og dermed [|bj,, hvilket er en modstrid.
Hermed er saetningen bevist. O

Seetning 90. Lad K = Q(¢). Da er gruppen af enhedsrodder i O af orden
w = 2l, og den bestar af

(6) (£ 1<g <} ={(=¢)7[1 <g <20}

Beuis. Ifplge Dirichlet’s enhedsseetning er gruppen af enhedsrgdder i O % cyk-
lisk af orden w € N, dvs. den bestar af
{eQﬂim/w | 1<m< w}

Da gruppen af enhedsrgdder i O indeholder (6) som en undergruppe af orden
2, vil 2l |w. Skriver vi nu w = [*q, hvor [f g, vil der derfor gaelde s > 1 og
q > 2. Graden af e2™/% er p(w), og da ¢ er multiplikativ, fas

p(w) = o(*)p(q) = (I — 1)I* " o(q).
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4.6 Cirkeldelingslegemer. Kummer’s ssetning

Da €2m/% ¢ 0% C K og [K : Q] = [ — 1, ma der ogsa gaelde p(w) < I — 1.
Dette viser, at s = 1 og ¢ < 2. Da der ogsa gjaldt ¢ > 2, er ¢ = 2, dvs.
w = 2[. Hermed er seetningen bevist. O

Seetning 91. (Kummer’s enhedssetning). Lad K = Q((). Da er enhver
enhed € € OF af formen

€ = (Yep,

hvor 1 < g <l ogeonIX(0 =0 NR.
Bewvis. Lad
e=ao+a(+ - +a (' ?=9(), a €z,

veere en vilkarlig enhed i O%. Betragt u = €¢/e. Da automorfierne i G =
Gal(K/Q) er givet ved o : ( — ¢?, 1 < j <1 —1, er de konjugerede til u af

formen
9(¢) )_ 9(¢?) _ g(d)

g¢c™h) ) 9(C)  ¢(¢)

pD = 0;(n) = oy (

Specielt er derfor '
D=1 for 1<j<Il-—1.

Dette viser, at 1 € kerL, hvor L er den logaritmiske afbildning for O, hvorfor
w er en enhedsrod (jf seetning 85 (7). Ifplge seetning 90 geelder derfor enten

(7+) e=(C%, hvor 1<g<I,
eller
(7-) e=—C%, hvor 1<g<I.

Vi vil nu vise, at (7-) ikke kan foreckomme. Antag derfor (indirekte), at der
findes en enhed € € O, hvor (7-) geelder. Da ( =1—X =1 (mod \), er

7 =1 (mod \) for ethvert j € N. Da { = ¢'~! er ogsa Zj =1 (mod M) for
ethvert 7 € N. Der gaelder da
e=€=apt+ar+---+a_2=T (modN),
men af den indirekte antagelse fglger, at der ogsa gaelder

e=—¢ (mod \).
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Derfor geelder

2I=e+€=0 (mod \)=2T=0 (mod!)=T=0 (mod]I).
Men da er e =7 =0 (mod \), hvilket er en modstrid, da A ikke er en enhed
(NN = D).

Folgelig geelder (74) for enhver enhed € € O. Veelgnus € N,saat 2s =g
(mod [) (enten 2s = g eller 2s = g 4 [ vil vaere brugbar). Da er

NOR

¢/C* =€ € Ox NR = Op .

hvorfor

Hermed er saetningen bevist. O

Bemerkning. Det folger umiddelbart af Kummer’s enhedsseetning, at

O;(/O;(O ~ Cl—1~

Kummer’s saetning. Med baggrund i de foregaende satninger skal vi nu
omtale E. Kummer’s bergmte bidrag til Fermats problem (jf indledningen).
Fgrst en hjselpessetning.

Seetning 92. Lad K = Q((), og A =1— (. Lad x,y,m,n € Z, hvor m Z n
(mod 1), vere givne. Da er hovedidealerne (x 4+ (™y) og (x + (™y) indbyrdes
primiske i O, hvis og kun hvis ged(z,y) =1 og lf x + y.

Bevis. Det er klart, at ged(x,y) = 1 er en ngdvendig betingelse. Da
x4+ ("My=x+"y=xz+y (modN),

vil () veere en feelles divisor for (x + (™x) og (x + ("y), safremt A\ |z + y <
I =|N(\)||z+y. Dette viser ngdvendigheden af betingelsen I [ x + y.

Vi viser derneest tilstrackkeligheden af de to betingelser. Vi skal derfor
under antagelse af disse vise, at idealet

a=(z+("y)Ok + (z +("y)Ok
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indeholder 1, altsa at a = Og. Pa grund af symmetrien mellem m og n kan
vi gerne antage, at n > m. Det observeres nu, at

T+ "y —(z+"y) =1 ="y =M Aen-my € a,

hvor €,_, € O, hvorfor
Ay € a.

Tilsvarende er
(+C"y)C" — (2 +"y)" = ("1 =Tz = (" Aen—mz € a,

hvorfor
AT € a.

Da ged(z,y) = 1 findes der 7, s € Z, sa at rz + sy = 1, og folgelig er
A =r(Az) +s(\y) € a.

Heraf fglger imidlertid, at
I=X"eenq,

og
r+y=z+C"y+ 1 ="y =2+"y+ Aeny € a.

Da ged(z +y,1) = 1 findes der u,v € Z, sa at u(x +y) + vl = 1, og folgelig er
l=u(z+y)+vlea.

Hermed er saetningen bevist. O

Definition. Et ulige primtal [ kaldes regulert, hvis [ ikke gar op i klassetallet
h for cirkeldelingslegemet K = Q(¢), hvor ¢ = e27#/!,

Saetning 93. (Kummer, 1850). Fermat’s ligning

2yt = 2!

har ingen lgsninger (z,y,2) € (Z\ {0})3, ndrl er et requlert primtal.

Beuvis. Beviset fores indirekte, idet det antages at der for et reguleert primtal
[ findes en lgsning (x,y,2) € (Z\ {0})3. P4 grund af ligningens homogenitet
kan det gerne antages, at ged(z,y,z) = 1. Men da geelder

(8) ged(w,y) = ged(y, z) = ged(z,7) = 1,
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Cirkeldelingslegemer. Kummer’s seetning 4.9

idet en feelles divisor for to af tallene x,y,z pga. ligningen vil ga op i det
tredie.
Man skelner nu mellem to hovedtilfselde:

1. tilfeelde: 1) zyz,
2. tilfeelde: 1| xyz.
Pa indeveaerende stadium kan vi kun gennemfgre beviset for 1. tilfzelde. Da
=2 =24y’ =z +y (modl),
geelder derfor
(9) lfz+y og Ifx—-=.
Da [ er ulige, kan Fermat’s ligning faktoriseres pa folgende made over Og:
-1
[Ta+cy ==
j=0
Af seetning 92 og (8)—(9) fremgéar, at idealerne (x + (7y) = (x + (/y)Ok for
0 < j <1—1 er parvis indbyrdes primiske. Da O er en Dedekindring folger
det derfor af idealligningen
-1
[[@+¢y)ox = (z0x)",

J=0

at hver af faktorerne pa venstre side er l'te potens af et helt ideal i Og.
Specielt er derfor

(10) (¢ + Cy)Ox = d.

hvor a er et helt ideal i Og. Da [ [ h, findes et naturligt tal m, sa at Im = 1
(mod h), og der gaelder da

a=~a™ = (z+Cy)" Ok,

dvs.
a=a0g, hvor «€ Ok,
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4.10 Cirkeldelingslegemer. Kummer’s saetning

er et hovedideal i Og. Af (10) fas derfor, at
(11) r+Cy=ed', hvor ecOf, acOk.

Da vi i Fermat’s ligning kan ombytte y og —z (uden at forlade tilfzelde 1), fas
tilsvarende:

(11) z—Cz=¢€d", hvor ¢ €0}, o €Ok.

Vi skelner nu mellem tilfeeldene [ = 3 og I > 5.
[ = 3. Vi har da specielt

(12) 2 +y* =2 (mod 9).
Da 3} zyz, er x,y,z = £1 (mod 3). Imidlertid er
Bu+1)? =270 + 270> +9u+1 =41 (mod 9),
hvorfor
=41 (mod9), y> =41 (mod?9), 2> =+1 (mod 9).

Dette er i strid med (12). Hermed er ulgseligheden af Fermat’s ligning vist i
forste tilfeelde for [ = 3.

[ > 5. I relationen (11) er ifplge seetning 89
a=ap+a(+- -+ al_QCl_Q, hvor a; € Z.
Da de blandede multinomialkoefficienter er delelige med [, er

ol = apt + allCl 4+ -+ al_glc(l_Q)l (mod 1)
=ao' +ar' + -+
=ap+a1+--+a_2=T (mod ).

Endvidere er ifglge ssetning 91

e=C%, g€, €€ Of(o.
Folgelig giver (11) anledning til kongruensen
(13) z+Cy=¢n  (modl),
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Cirkeldelingslegemer. Kummer’s seetning 4.11

hvor g € Z, n = T € Og,. Anvender vi herpa automorfien ( — (=1 = ( €
G = Gal(K/Q) fas, dan € Kj:

(14) T4y =C 0 (mod 0),
Ved i kongruenserne (13) og (14) at eliminere 7 fas
(x4 Cy) =z +¢ly)  (mod 1),
eller
(15) 2l +y¢ Tt — ¢ =y =0 (mod ).
Imidlertid fglger det af saetning 89, at der for b; € Z geelder:
bo+biC+--+b o¢"?=0 (modl)eby=by=---=b_2=0 (mod]I).
Antag fgrst, at eksponenterne

(16) g7g_17_971_g

i (15) parvist er inkongruente modulo [ og ingen er kongruent med [ — 1 modulo
I. Da folger det direkte af (15), at x =y = 0 (mod ). Dette er i strid med
(8), hvorfor beviset straks er afsluttet i dette tilfzelde.

Antag derneest, at en af eksponenterne i (16) er kongruent med [—1 modulo
[. Da har vi fglgende restklassemuligheder modulo {:

g 9—-1 —-g 1l—yg
I-1 1—-2 1 2
0 -1 0 1
1 0 I-1 0
2 1 1-2 1-1

I hvert af de fire tilfselde er netop en eksponent = [ — 1 (mod [), da | > 5.
Indsaetter vi derfor i (15) ¢!=' = —1—( —--- —¢'~2 bringes (15) pa kanonisk
form by + b1¢ + -+ + b—2¢' 72, hvorfor alle b; = 0 (mod [). Dal—1 > 3 vil
mindst et b; have en koefficient £z eller +y. Derfor er zy = 0 (mod [) i strid
med, at vi er i 1. tilfaelde. Beviset er derfor ogsa afsluttet i dette tilfzelde.
Antag endelig, at to af eksponenterne i (16) er kongruente modulo [. Da
g#g—1 (modl)og —g# 1—g (mod ), har vi en af fglgende fire muligheder:
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4.12 Cirkeldelingslegemer. Kummer’s saetning

(a) g=—g (mod !) & g =0 (mod I),
(b)g=1—¢g (mod!l) = g=(+1)/2 (mod ),
(c)g—1=—g (mod!) < g=(1+1)/2 (mod ),
(d)g—1=1-g (modl) < g=1 (mod ).

Det ses, at tilfzeldene (a) og (d) allerede er betragtet ovenfor. Endvidere ses
det, at tilfseldene (b) og (c) er sammenfaldende og svarer til, at g = (I +1)/2
(mod 1). T dette tilfeelde er

g=1-g=(+1)/2 (modl) og g—1=-g=(—1)/2 (modI),
hvorfor (15) har formen
—(@—y)¢IP 4 (z =) =0 (mod 1).
Folgelig er
(16) x=y (modl).
For at fore dette til en modstrid benyttes ogsa kongruensen
(167) r=—z (modl),

der pa tilsvarende made fremkommer af (11°). Indsaettes (16) og (16°) i kong-
ruensen x + y = z (mod 1) fas

3x =0 (mod ).

Da | > 3, er derfor x =0 (mod 1), hvilket er i strid med at vi er i tilfzelde 1.
Hermed er szetningen bevist i fgrste tilfselde. O

Bemerkning. Kummer viste, at folgende tre betingelser for et primtal [ > 5
er ensbetydende:

(i) 1 er et reguleert primtal.

(i) Potenssummen Sy = 1¥ + 2% + ... + (I — 1)* £ 0 (mod I?) for k =
2.4,... 1—3.

(iii) Teelleren i Bernoullitallet By, er ikke deleligt med [ for k = 2,4, ... | 1-3.
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Cirkeldelingslegemer. Kummer’s seetning 4.13

Her er Bernoullitallene By, for &k € N defineret ved

Det er let at se, at
By =-1/2 og Bpt1 =0 for k>1,
samt at

k—1 k

1+Z<,)Bk:0 for k> 2.
— \J
j=1

For Bernoullitallene gaelder en raekke formler. Vi vil specielt fremheeve Euler’s

formel: o(2k)!
B = (-1 2202k,

og von Staudt/Clausens formel (1840):

Ba, + Z

p—1|2k, p primtal

=0 (mod1).

RS

Sidstnaevnte formel viser, at nsevneren i By er givet ved den simple formel

n -

p—1|2k, p primtal

Kummer fandt (1850) de irregulsere primtal < 100, nemlig 37, 59 og 67.
Senere (1874) undersggte han primtal < 164 og fandt (efter ”"miithsame Rech-
nungen”) yderligere fplgende irreguleere primtal: 101, 103, 131, 149, 157.

Den danske matematiker K. L. Jensen var den fgrste der viste, at der er
uendeligt mange irreguleere primtal (endda af formen [ = —1 (mod 4). Det er
stadig uklart, om der er uendeligt mange regulaere primtal.

Der henvises til indledningen og i gvrigt til P. Ribenboim: 13 Lectures on
Fermat’s Last Theorem, 1979.

I det medfslgende PARI-program KUMMER er beregnet en tabel over Ber-
noullital Bog, k£ < 20, samt en tabel over irregulaere primtal < 500. Ved mere
omfattende beregninger af irreguleere primtal er det ikke hensigtsmaessigt at
bruge Bernoullital, der er besveerlige at beregne og optager for megen lager-
plads. I stedet benyttes forskellige kongruensbetingelser for potenssummer.
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4.14 Cirkeldelingslegemer. Kummer’s saetning

Opgaver:

Opgave 1. Betragt K = Q(¢), hvor ¢ = e?™/! og | et ulige primtal. Som
seedvanligt er A = 1 — (. Find direkte diskriminanten D(1, ),... , A=2).

Opgave 2. Betragt K = Q(¢), hvor ¢ = e?™/! og | et ulige primtal. Som
seedvanligt er Ko = K NR. Vis, at
Ok, =0OrNKy=0gNR.
Vis herved, at saettet (wi,... ,wg_1)/2), hvor
Y :2008@ for 1<j< %(Z—l),
udggr en Z-basis for Ok, . Idet S = Sk, /0, skal man vise, at der forl1 <r,s<

(I —1)/2 geelder
—2 for r #s,

[—2 for 7r=s.

S(wrws) = {
Vis herved, at diskriminanten dy for Ok, er bestemt ved

1-3
do=172".

Opgave 3. Betragt K = Q(¢), hvor ¢ = e?™/! og | et ulige primtal. Som
seedvanligt er Ko = K NR. Vis, at [ = )\(()l_l)/Qeo, hvor \g = 2 — 2cos(27/1)
og €y € OKO <,

Opgave 4. Betragt K = Q(¢), hvor ¢ = e?™/! og | et ulige primtal. Som
seedvanligt er Ko = K NR. Vis, at regulatorerne R for K og Ry for K
opfylder relationen

R=27R,.

Opgave 5. Betragt K = Q(¢), hvor ¢ = e*™/! og | et ulige primtal. Vis, at
O er euklidisk mht. normen for [ = 3,5,7. (H. W. Lenstra, Jr. har udstrakt
den angivne liste til ogsa at omfatte [ = 11).

Vink: Lad « € K vaere skrevet (ikke entydigt!) pa formen
a=1ug+u§+--- —l—ul—lCl_l = f(¢), hvor wg,u1,...,u—1 € Q.
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Cirkeldelingslegemer. Kummer’s seetning 4.15

Vis forst formlen

T = /l-1 1—1
FERYVFICTr) = (ZM’“) > u¢
—1 \; =0

k=1 k=1 \i=0

-1

1 2 o

—5(1_1)5:%’— §, Uit
i=1 0<i<j<i—1

1 , N2

=3 E , (u; —uj)”.

0<i<j<l—1

Anvend derpa uligheden mellem geometrisk og aritmetisk middelveerdi til at

vise, at

1 1

2\/N(Oé) S l_—l Z ('U/’L'_'U/j)Q.

0<i<j<i—1
Vis derpa, at der til ethvert givet sset (ug,...,u;—1) € R™ findes et sat
(vo, ... ,Upn—1) € R" med uj =v; (mod 1) for 0 < j <n—1,saat
2
5 m*—1

0<i<j<n-—1

Uligheden (*), der skyldes H. W. Lenstra, Jr., er bedst mulig, idet der geelder
lighedstegn, nar (og panser reekkefglge kun nar) u; = uo + j/n (mod 1) for
1<73<n-1

Opgave 6. Betragt K = Q(¢), hvor ¢ = e?™/! og | et ulige primtal. Som
seedvanligt er Ko = K NR. Vis, at

. ) N
1—(3.1—C_3: sin 47 .
1-¢ 1-¢1 sin 7

. jﬂ'
S111 -
9, = L cO} for 1<j<i-1.
J sin% K or > >

Vink: Benyt Kummer’s enhedsseetning.

Vis herved, at

Om enhederne 6, som Kummer kaldte Kreiseinheiten, geelder fglgende vig-
tige resultat:
[U() : U] = h(Ko),
hvor Uy = O NRy, og U er undergruppen heri frembragt af

{0;12<j<(-1)/2}.
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Dedekind’s zeta-funktion 5.1

5. Dedekind’s zeta-funktion

Lad K vere et algebraisk tallegeme. Vi vil betragte Dedekind’s zeta-
funktion, der er defineret ved rakken

1
Ck(s) = ZW’

hvor summationen udstraekkes over alle hele idealer a # (0) i O . Den variable
s er kompleks og skrives traditionelt s = o+it, hvor o,t € R. Vi viser nedenfor,
at reekken er absolut konvergent for ¢ = Rs > 1, og at den fremstillede
funktion (x(s) er holomorf (analytisk) i halvplanen {s € C | ¢ > 1}. Det er
en vigtig kendsgerning (som vi ikke vil ga ind pa), at (x(s) har en entydig
analytisk fortsaettelse til C, og at ((s) herved bliver meromorf i C og tilmed
holomorf overalt panger det ene punkt s = 1, hvor der er en pol af 1. orden.

Denne pols residuum
lim(s — 1)Cx(s)

s—1

er af fundamental betydning i algebraisk talteori. Dette fremgar af folgende

Seetning 94. (Dedekind’s klassetalsformel). Lad K vere et vilkarligt
algebraisk tallegeme af grad n = ry + 2ro. Da geelder formlen

27"1+7“27T7“2R

h,
wy/]d]

hvor R er requlatoren for Oy, w er ordenen af gruppen af enhedsrodder i Oy,
d er diskriminanten for Ok, og h er klassetallet for K.

lim (s — 1)Crc(s) =

Bewis. Vi skal vise, at

(1) liml(s — 1)k (s) = k- h,
hvor

Qr1+T2 T2
2) o — 2nTrErt R

wy/1d]
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5.2 Dedekind’s zeta-funktion

Vi vil dog ngjes med at vise lidt mindre, nemlig

(1+) i (s = 1)Cx(s) = - b

I det folgende antager vi, at den variable s €]1, co[. Vi skriver nu

() =Y g = O =.0)

a CeCI(K)

hvor vi for hver idealklasse C' € CI(K) saetter
) f:0) = 3 i
T “~ N(a

Det er overalt underforstaet, at a # (0) er et helt ideal i Og. Det bemaerkes,
at reekken i (3) for s > 1 er delraekke af en konvergent rackke med positive led
og derfor selv konvergent. Ideen er nu at vise, at

(4+) lim (s —1)f(s,C) = k.

s—1+

uatheengigt af C' € CI(K). Da h = |CI(K)| vil (44) medfore (1+).
Lad a’ € C~! veere et fast valgt helt ideal, og lad a # (0) veere et helt ideal
i Or. Da gelder

aeCsad~(1)sa=(a)/d, acd){0},
idet
o [(a) < (0) # () Ca’ & a € a’\ {0},

Vi har derfor
f(5,€) =N(@)* Y  N((a))"*

(a)Ca’

eller

(5) f(5,0) = N@)* 3 IN(e)|

aca’

hvor 3" angiver, at der i hver klasse af associerede elementer i a’ (bortset fra
nulklassen) skal udtages preecist et a.
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Dedekind’s zeta-funktion 5.3

Vi benytter nu de tidligere betragtede afbildninger
0: K —-R"xC™? og [:(R"xC?)* — R "2,
der var defineret ved henholdsvis
(@) = (01(), - 107, (@), 0y +1(@)s - Oy (@)):

0og
l(x) = (log|z1], ... ,log|zy |, 210g |Tr 41], - - , 210 |Tr 41y ])-

Vi minder endvidere om, at Oy har en naturlig gruppevirkning pa (R™ x
Cm)* ved, at

(,2) — (€)= (01(6)T1y .- Oy 415 (€)Tr, 41g)-
Lad nu {eq,... €.}, hvor r = r14+ro—1, veere et system af fundamentalenheder
i 0%, og definér (e, eq,... ,e,) ved

e=(1,...,1,2,...2), e = L(ej) =loyp(e), 1<j<r,
idet der er r; 1-taller og ro 2-taller i e. Det er tidligere vist, at
spang(e1,... ,eq) = ={(A1,... ; Apyam) ERT2 | N\ 4o N\ 4, = 0],
og da e ¢ II, er derfor (e, eq,... ,e.) en R-basis for R"*7"2. Vi saetter
P={le+&ei+ - +&e} |[EER, Ee[0,1] for 1<j<r},
og definerer X C (R™ x C")* ved

l(x) € P,
rede { A<rg) xlpe [0, 27 /w].
Endelig saettes
Xo=XnNn{xe R™ xC?)*||N(z)| <1}.
Vi pastar, at folgende geelder:

(i) X er en kegle i (R™ x C")* med toppunkt i 0.

(ii) X er et fundamentalomrade for gruppevirkningen af O pa (R x C"2)*.
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5.4 Dedekind’s zeta-funktion

(ili) vol(Xo) = 2" 7" R/w.

Inden vi viser disse pastande i almindelighed, vil vi forst betragte situati-
onen, nar [K : Q] = 2. Der er to tilfeelde:

1) 1 = 0,72 = 1 (K imagineert kvadratisk): Da er
(er X CT’Q)X — CX,

0og
X ={x1 €C*|0< Arg 21 < 27/w},

hvor w =4 for K = Q(v/—1) og w = 6 for K = Q(v/—3) og w = 2 i alle andre
tilfaelde.

A

X o

X er altsa et vinkelrum af stgrrelse 27r/w. Det er klart, at X er fundamen-
talomrade for gruppen O% = {€?™/* | 1 < j < w}. Endvidere er vol(Xg) =
m/w, hvilket er i overensstemmelse med (iii), dary =0, 1o =1, R=1.

2) r1 = 2,r9 =0 (K reelt kvadratisk): Da er
(R™ x C2)* =R*” = {(z1,22) € R? | 2132 = N(z) # 0}.

I dette tilfelde er r = 1 og veelges fundamentalenheden ¢ > 1, er p(e) =
(e, xe1). Derfor er

e=(1,1), e = (loge, —loge).
For (t1,t2) € R? er

t1 —l—th t1 —th
2 2loge -

(t1,t2) =
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Dedekind’s zeta-funktion 5.5

Derfor geelder
I(x) = (log |z1|,log |x2]) € P & log]ml/:z;2|/log€2 €0,1[& 1 < |z /x| < €.
Da w = 2, er derfor

X ={z=(21,22) €R? |21 >0, 1 <zy/|2a| < *}.

$1$2:1

(171) (6,6_1)77

XO

$1$2:—1

Det er geometrisk klart, at X er fundamentalomrade for gruppen
OF ={x€" | n e Z}.

Endvidere er

1 € €
dt t
v = ([Lat [15F = [[ 0] =24 w1oge =y =

hvilket er i overensstemmelse med (iii), da r; =2, ro =0, R =loge, w = 2.

Vi vender nu tilbage til beviset for pastandene (7), (i7) og (7i1):
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5.6 Dedekind’s zeta-funktion

(7). Viskal vise, at z € X, t >0 =tx € X. Da

Arg (tz); = Arg tx; = Arg 1,

0og
l(tx) =(logt +log|z1],... ,logt + log |z, |,
210gt—|—210g’1’r1+1|,... ,2logt—|—2log]xm+r2|)
=(logt)e +(x),

er dette imidlertid klart.

(7). Vi skal vise, at der til et givet y € (R™ x C")* findes praecist et par
(e,x) € O x X, sa at

(6) o0 - =y.

Antag, at (6) geelder. Ved at anvende afbildningen [ fas da

(7) l(p(e)) +1(x) = U(y)-

Da
l(p(e)) ey =Zey + -+ - + Zey, l(x) € P,

og P er et fundamentalomrade for virkningen af (ITp, +) pa R™ "2 fastleegger
(7) entydigt veerdien af [(¢(€)), dvs. € er bestemt pansger en faktor ¢, som er
en w’te enhedsrod. Da [0,27/w[ er et fundamentalomrade for virkningen af
gruppen af enhedsrgdder i O pa meengden af argumenter = R (mod 27), er
faktoren entydigt bestemt ved at Arg z7 € [0,27/w[. Denne analyse viser,
at der hgjst findes et par (e,x) som tilfredsstiller (6). Omvendt bestemmes
imidlertid ved den anvendte fremgangsmade et sadant par.

(i7i). Det fremgar af (i7), at maengderne
Xj = (™) - Xo, 0< j < w,
er disjunkte, og at
w—1
T=|JX;={ze®" xC?)*|l(z) € P, IN(z)| <1}.

J=0
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Dedekind’s zeta-funktion 5.7

Da afbildningen z +— y - x er en lineser afbildning af R™ x C™ af determi-
nant N(y), er specielt afbildningen z — ¢(e2™/%) . 2 en volumenbevarende
afbildning af (R™ x C")*. Fglgelig er

vol(Xo) = Lvol(T).

Da T er symmetrisk mht. koordinaterne z1,... ,x, , er derfor
2"

(8) VO](X()) = ?VOI(T_F),

hvor

T, ={ze R} xC?)"|l(z) € P, |[N(z)] <1}.
For at vise (7ii) skal vi derfor godtgore, at
9) vol(Ty) = "™ R.

For at udfgre volumenberegningen i (9) skiftes forst fra de retvinklede koor-
dinater:

1

/ /
Tlyeve s Tpy s Try+1 = Ty 41 T 00 41y s Trydry = Loy T 080 40

12

til poleere koordinater:

Plse- 5 Pris Pri+1,Ply- - 5 Pritres Pros

idet koordinatskiftet er givet ved:

x;=p; for 1<j5<rg

Ty 4j = Pri+jcosp; for 1< j <y,

1

Ty, 1j = Pri4jsing; for 1< j<rs.

Volumenfaktoren (= absolutvaerdien af funktionaldeterminanten) ved bereg-
ning af volumen i polaere koordinater er derfor

Pri4+1- " Pritrs-

For z € (R™ x C"™)* er I(z) udtrykt ved den naturlige basis for (R™1"2) givet
ved

l(.’l?) :(ll (.’13), oy (.’17))
=(log |z1|,... ,log |z, |,210g |Tr +1],- - ;2108 |Tr 4, ]),
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5.8 Dedekind’s zeta-funktion

hvor
ri1+r2
> Li(x) = log|N(z)|.
j=1
Pa den anden side kan [(x) fremstilles ved basen (e, eq,... ,e.):
l(.’l?) =fe+&ier+ -+ &y
hvor e, eq, ... ,e,. udtrykkes ved den naturlige basis pa folgende made:

e=(1,...,1,2,...2),

e1 = (log|oi(er)|, ... ,1log|ov, (€1)],210g | 41(€1)], - .. , 2108 o7, 4y (€1)]),
er = (log|oi(er)|, ... ,log oy ()], 210g |or +1(€r)|, .., 2108 |op, 41y (€4)])-
Heraf fas
r1+72 r
> li(a) = (r1 +2r2)E + > &rlog |N(ep)| = né.
j=1 k=1

Ved at sammenholde de to udtryk for )" [;(z) fas altsa

£ = Llog|N(z)l,

dvs. |N(z)| <1 modsvarer £ < 0. Vi finder derfor

VOI(T—F) = (27.(.)7"2 / Pri+1 - :07'1+7'2d:01 co dpr1+7'27
Q

hvor

Q={(p1,-- s Pri4ry) ERYLT| (logp1,... ,logp,
210gp7"1+17"' ,210g,07~1_|_7~2) :§e+£161 +oee +§7"e7"7 ég 0, éj € [071[}

Dette udtryk for vol(7) kan simplificeres ved at indfgre de variable 7, ...,
Try+r, Ved

pj for 1<j<ry,
a { ,0? for 1 <j<r+ro.
Vi finder herved
vol(Ty) = 7" / dry - dTry 4y,

’
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hvor

Q/ :{(7'1,... ,Tr1_|_7~2) € R:_H—m | (lOng,... ,lOgTrl_HnQ)
=le+&ier+ -+ &, £50, §€[0,1]}

Endelig erstattes parameteren & af &y givet ved

(10) 50 = ené =T1 " Tri4ry,
idet parameterintervallet £ < 0 modsvarer &y €]0, 1]. Herved fas

or

(11) vol(T}) = 7" / 5

]071[?"1+?"2

d&) .. dér,

hvor || g—g || er absolutvaerdien af funktionaldeterminanten for afbildningen

<§07 o 7§T) = (7—17 s 77-7"1+7"2)
givet ved
logri = | Llog&o + Y _&;loglon(e;)l | fr,
j=1
hvor

f 1 for 1<k<nr,
b 2 for ri<k<ry+re.
Folgelig er

ot { Tknf—g] for 5 =0,

a—fj a Tk frloglok(ej)| = Teli(e;) for 1<j<r.
Altsa er
or 1 1
12 — =71 T, —— Bl = — B,
(12) 5] =N et B = et
hvor
1 1 2 2
B L1<€1) e Lrl (61) Lr1+1<€1) P Lr1_|_7n2 (61)
Li(ey) ... Lr(er) Lritaler) oo Lyjgr(€r)

167



5.10 Dedekind’s zeta-funktion

Ved at addere alle gvrige sgjler i B til den fgrste sgjle og derpa udvikle deter-
minanten efter denne sgjle fas

(13) |det B| = nR,

hvor R er regulatoren for K. Derfor er Hg—gH = R, og af (11)-(13) fas nu (9)
og dermed (7).
Ifplge egenskab (ii) kan vi omskrive formel (5) til

(14) f(s,0)=N@)* Y IN@)™,

reMNX

hvor M = p(a’) er indlejringen af a’ i R™ x C™. Vi har tidligere vist, at
A = ¢(Ok) er et fuldt gitter i R™ x C™ med gitterdeterminant

d(A) =27"2/]d|.

Da [A : M] = [¢p(Ok) : ¢(a')] = |Ok/d’| = N(a’) folger heraf, at M er et
fuldt gitter i R™ x C™ med gitterdeterminant

(15) d(M) = N(a')d(A) = 272N (a')/]d|.
Vi vil sluttelig vise, at
(16) Jm -1 Y @ =55

Vi bemeerker dog forst, at (16) sammen med (15), (14) og (éi¢) viser den
gnskede relation (44 ).
Seet for ¢ > 1:
N(t) =M NtXo| = |1 M N Xo|.

Ifplge (i) er derfor N (t) antallet af punkter i M N X for hvilke [N (z)| < t" <
IN(x)]'/™ <t. Da

vol(Xo) = lim N(t)d(+M) = d(M) lim N(t)t™",

t—o0
er

lim N (¢)t™" = vol(Xy)/d(M).

t—o0
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Lad nuxy, x2, ... veere samtlige punkter i M NX ordnet efter voksende veerdier
af |N(x)|, og saet tp = |N(xy)|/™. Af definitionen pa N(t) folger da, at der
for ethvert e > 0 geelder, at

N(tk—€)</€§f\/(tk),

hvoraf N
(th—€) _ k _ Nt
tn T
Da %
hm (tk) _ VOI(X()),

findes der derfor til det givne € > 0 et ko = ko(€), sa at

VOI(X())

VOI(X())
(=<~ tn

d(M)

Da t), = |N(xx)|*/" folger heraf for k > ko og s > 1:

for k> k.

L (vol(Xo)\° 1 1 s
(17) (1—e) (d(M)) F<W<<H€) (d(M)

Vi vil senere vise, at

— 1
18 lim (s —1 — =1
19 Jip -0
Af (18) fas for kg € N:
lim (s —1) 1
s—14 Ko ks

og kombineret med (17) fglger nu umiddelbart, at

VOI(X())
(1—c¢) a0) lgn_{ilif Z |N o) < limsup(s — 1 Z |N o)

s—14

VOI(X())
d(M) -

<(1+¢)
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5.12 Dedekind’s zeta-funktion

I )", eriforste instans k > ko, men da geelder disse uligheder ogsa for k£ € N,
og det er denne form, vi benytter i det fglgende. Da ulighederne geelder for
ethvert € > 0, fas for ¢ — 04:

. 1 VOI(X())
lim (s —1) = .
s—1g kEZN |N(xk)|* d(M)
Hermed er saetningen bevist. O

Dirichlet karakterer. Lad G veare en endelig abelsk gruppe af orden m =
|G|. Vi vil ssedvanligvis anvende multiplikativ skrivemade og betegner da
gruppens etelement med e og det inverse til a € G med a~!.

Definition. En afbildning x : G — C* kaldes en karakter pa G, hvis
x(ab) = x(a)x(b) for a,be€G,

dvs hvis x er en gruppehomomorfi af (G, ) ind i (C*, ).

Bemerkning. Da x(a)™ = x(a™) = x(e) = 1, for ethvert a € G, er alle
veerdier for y derfor m’te enhedsrgdder.

Lad V = Vg vaere vektorrummet af alle funktioner f : G — C. 1V indfgres
pa naturlig made et indre produkt (-,-) ved

(fvg):%Zf(a)m for f,geV.
aceG

Herved bliver V' et m-dimensionalt unitert rum, og den tilsvarende norm
| ]| : V — [0, 00] er givet ved

1
I = — > @),
a€lG
Vi vil undertiden ogsa benytte betegnelsen
1
M(f)=—3_ f(a)

aceG

for middelverdien af funktionen f € V.
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Lad G veere maengden af alle karakterer pa G. Da er GcV =1
Ved punktvis multiplikation: (x1x2)(a) = x1(a)xz2(a) for a € G defineres en
multiplikation i G, idet X1X2 er en karakter, nar yi, xs er det. Med denne
multiplikation bliver G en gruppe med xo = 1g som etelement og med y ! =
X- Betegnelser: G kaldes karaktergruppen for G, og xo hovedkarakteren for G.

Det kan endelig noteres, at karaktererne xy € G udggr et ortonormalsy-
stem i det unitezere rum V = V5. Da alle veerdier for en karakter x er m’te

enhedsrgdder, er

1 R
HX|\2:E21:1 for x € G.
aceG

For to forskellige karakterer y1,x2 € G er (x1,x2) = M(x1x2), og det skal
derfor vises, at M(x) =0, nar x € G \ {xo}. For en karakter x # xo findes
et b € G, sa at x(b) # 1, og der gaelder da

M) = = 3 x(ab) = = 37 x(a)x(b) = x(IM().

aceG a€eG

Men da x(b) # 1 folger heraf, at M(x) = 0.

Af dette resultat fglger, at karaktererne pa G er linesert uafhaengige funk-
tioner i V = Vg, hvorfor |G| < m = |G| = dim¢ V. For at kunne vise mere
om dette, har vi brug for fglgende saetning om abelske grupper:

Seetning 95. (Strukturssetning for abelske grupper). Enhver endeligt
frembragt abelsk gruppe er isomorf med det (ydre) direkte produkt af endeligt
mange cykliske grupper.

Bevis. Ved dette bevis benyttes additiv skrivemade. Lad derfor (G, +) vaere
en abelsk gruppe med frembringere g1,... ,gn, oglad E=Z @ --- ® Z (med
n addender) veere en fri abelsk gruppe af rang n og med kanonisk basis

*

(ei,...,er). Lad ¢ : E — G veere homomorfien definereret ved

n n
© ije;f :ijgj, z; € 2.
j=1

j=1

Da ¢ er surjektiv er G ~ E/F, hvor F' = kery. lfglge elementardivisor-
seetningen (szetning 52) findes der da en basis (eq,... ,e,) for E og en basis
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5.14 Dedekind’s zeta-funktion

(fi,..., fr) for F', saledes at f; = mje; med m; € Nfor 1 <j <r <n. Men
heraf folger, at

GZ/(mZ)® - DL/(mZ)DLD - DL,

med n — r eksemplarer af Z. O

Korollar. Enhver endelig abelsk gruppe er isomorf med det (ydre) direkte
produkt af endeligt mange endelige cykliske grupper.

Seetning 96. Lad G vere en endelig abelsk gruppe af orden m = |G|. Da er
|G| = m. Karaktererne i G udgor en ortonormal basis for det unitere rum
V =Vg, o9 G ~ G. For karaktererne x € G gelder folgende ortogonalitetsre-

lationer: )
1 1 nar x = xo,
—> xla) = o
m 0 nar x # Xo,
0g

1 1 nar a=e,
— Y x(a) =
m

‘ 0 nar a#e.
xX€EG #

Beuvis. Ifglge korollaret til seetning 95 kan vi antage, at G = C,; X -+ X Cppy,,
hvor ij er cyklisk af orden m; og med frembringer a; for 1 < 57 < r. Et
vilkarligt element a € G har da formen

a=(al",...,ay"), hvor o; € Z/(m;Z), 1<j<r.

»

Vi far da defineret m = my - - - m, forskellige karakterer y € G ved at satte

[e51 a7

X(CL):l Se

hvor (; er en vilkarlig m;’te enhedsrod for 1 < j < r. Karaktergruppen G er
det (indre) direkte produkt af de cykliske undergrupper

N

Gj = (xj), hvor xj(a)= 62”0‘3'/”‘3', 1<j<r

Folgelig er G ~ G. Pastanden vedrgrende ortonormal basis folger nu af tidli-
gere bemaerkninger.
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Vi har tidligere vist den forste ortogonalitetsrelation, som siger, at M(x) =
1 for x = xo ogellers 0. Denne ortogonalitetsrelation udtrykker derfor praecist,
at matricen

1
M = ﬁ <X7"<a5))r,s:1,...,m
hvor x1,...,Xxm er samtlige karakterer pa G, og ai,... ,a, er samtlige ele-

menter i GG, er en uniteer matrix, dvs. opfylder relationen
MM* = MMt =1,

Den anden ortogonalitetsrelation fglger nu af, at den transponerede til en
unitaer matrix er uniteer. Hermed er seetningen bevist. O

Definition. En afbildning x : Z — C kaldes en Dirichlet karakter modulo D,
hvor D € N, hvis y har folgende egenskaber:

(1) x er periodisk med periode D,
(13) x(a) =0, nar ged(a, D) > 1,

(731) restriktionen af y til den primiske restklassegruppe G = (Z/DZ)*
modulo D er en karakter pa G.

Dirichlet karakteren, der er 1 pa de primiske restklasser modulo D og ellers
0, kaldes hovedkarakteren modulo D, og den betegnes xo.

En afbildning x : Z — C kaldes en Dirichlet karakter, hvis x er en Dirichlet
karakter modulo D for et D € N.

En Dirichlet karakter y kaldes kvadratisk, safremt x # xo 0g x> = Xo, 0g
den kaldes lige hhv. ulige, safremt y som funktion pa Z er lige hhv. ulige.

Bemerkning. Enhver Dirichlet karakter x er steerkt multiplikativ, dvs. y(ab) =
x(a)x(b) for a,b € Z. Dette folger direkte af definitionen. Da y(—1)% =
x(1) = 1 er x(—1) = £1 for enhver Dirichlet karakter y, hvorfor x(—a) =
X(—1)x(a) = £x(a). Dette viser, at enhver Dirichlet karakter x enten er lige
(nar x(—1) = 1) eller ulige (nar x(—1) = —1).

Lad x’ veere en Dirichlet karakter modulo D', og lad D’|D, hvor D € N.
Man kan da definere x : Z — C ved

X'(a) nar ged(a,D) =1,
x(a) = :
0 nar ged(a,D) > 1.
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5.16 Dedekind’s zeta-funktion

Det er klart, at x er en Dirichlet karakter modulo D, og karakteren x siges at
veere induceret af x'.

Definition. En Dirichlet karakter y modulo D, kaldes primitiv, safremt y ikke
er induceret af nogen Dirichlet karakter x’ modulo D', hvor D’ # D.

Saetning 97. Enhver Dirichlet karakter x er induceret af en entydigt bestemt
primitiv karakter. Modulus af denne primitive karakter betegnes f = fy og
kaldes x’s minimale modulus (tysk: Fihrer, engelsk: conductor).

Bevis. 1. Hvis D’| D vil enhver primisk restklasse ¢’ (mod D’) indeholde et
tal a som er primisk med D. For at vise dette lader vi P betegne produktet af
alle primfaktorer p i D, for hvilke pf D’. Da er ged(P, D") = 1, og der findes
derfor z,y € Z, sa at P +yD’' =ad — 1. Seet a = a’ —yD' =1+ zP. Da
er ged(a, D) = 1, idet der for et primtal p geelder, at pJ a, hverken nar p| D’
eller nar p| P. Dette viser pastanden.

2. Hvis x (mod D) er induceret af bade x' (mod D) og x” (mod D), da
er x ogsa induceret af ¥ (mod D), hvor D = ged(D’, D), og

(@) { 0, nar gcd(d,[)) > 1,
a) = g -
X x(a), mar ged(a,D)=1, a=a (mod D), og ged(a, D) = 1.

Bemzerk, at for ged(@, D) = 1 er x(a) = x'(a) = X" (a), hvorfor restriktionen
af x til sadanne a er periodisk med perioder D’ og D" og dermed med periode
D. Ifplge denne bemerkning og punkt 1 er ¥ da defineret pa Z, og ¥ inducerer
tydeligvis x. Hvis specielt D’ = D", viser konstruktionen, at D = D' = D"
og X = X' = x”. Bemark ogsa, at x inducerer x’ og x".

3. Lad xU) (mod DW), hvor 1 < j < r veere samtlige Dirichlet karak-
terer, som inducerer den givne Dirichlet karakter x (mod D), og lad D’ =
ged(DW, ..., DM). Af punkt 2 sluttes, at der blandt Dirichlet karaktererne
x%) (mod DY), er netop én med DU) = D’. Denne karakter er primitiv, og
alle andre karakterer D) er induceret af denne og derfor ikke primitive.

Dette viser saetningen. O

Eksempel 39. For ethvert ulige primtal p bestemmer Legendre symbolet
x(x) = () en kvadratisk, primitiv Dirichlet karakter modulo p.

For D = 2 findes kun 1 = ¢(2) Dirichlet karakter, nemlig hovedkarakteren
Xo (mod 2). Denne er ikke primitiv, da den er induceret af hovedkarakteren
Xo (mod 1).
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For D = 4 findes 2 = (4) Dirichlet karakterer. Foruden hovedkarakteren
Xo (mod 4), som ikke er primitiv, er dette x4 defineret ved:

1 for z=1 (mod 4),
xa(x) =< =1 for z=-1 (mod 4),
0 for =0 (mod 2).

Dirichlet karakteren x4 er primitiv, da den ikke er induceret af nogen Dirichlet
karakter modulo 1 eller 2.

For D = 8 findes 4 = ¢(8) Dirichlet karakterer. Foruden hovedkarakteren
Xo (mod 8), som ikke er primitiv, er der y4 (mod 8), som er induceret af x4
(mod 4). Endvidere er der xs og xaxs, hvor xs er defineret ved:

1 for x==1 (mod 8),
xs(z) =<¢ —1 for z=+3 (mod 8),
0 for =0 (mod 2).

Dirichlet karaktererne ys og xaxs er primitive, da de ikke er induceret af
nogen Dirichlet karakter modulo 1, 2 eller 4.

Saetning 98. Lad D € N. Betragt folgende antal:

©(D) = antallet af Dirichlet karakterer modulo D,
(D) = antallet af primitive Dirichlet karakterer modulo D,
or(D) = antallet af reelle Dirichlet karakterer modulo D,

(D) = antallet af reelle primitive Dirichlet karakterer modulo D.

De fire funktioner o, v, ., 1, er alle multiplikative, og forbundet ved folgende
formler:

09

Endvidere gelder folgende eksplicite formler for verdierne af disse funktioner
pa en primtalspotens p™ (veerdien 1 for n =0 er dog udeladt):
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n—1

e@P")=m@—-1p for n>0,

ny [ P—2 for n=1,
vy )_{(p—l)Qp”_Q for n>1,

or(P")=2 for p>2, n>0,

" 1 for p>2, n=1,
Yr(p") =

0 for p>2, n>1,

1 for n=1,

er(2") =< 2 for n=2,

4 for n>2,

0 for n=1,

n 1 for n=2,

¢r<2 ): -
2 for n=23,
0 for n>3.

Beuvis. Vi vil benytte folgende velkendte resultater om den primiske restklas-
segruppe (Z/DZ)*:

(1)
(Z/DZ)X ~ (Z/D1Z)X X (Z/DQZ)X, nar D = DlDQ, ng(Dl,DQ) = 1,

tillige med

(2) (Z)p"7)* ~ Cip—1)pn—1 for p>2, neN,
og
) (Z/Q”Z)X N { Coyn-1 for n=1,2,

Cy x an—2 for n > 2.
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Af (1) folger nu direkte, at ¢ og ¢, er multiplikative. Endvidere fglger
de to forbindende formler direkte af seetning 97, nar man teeller alle (reelle)
primitive Dirichlet karakterer, der kan inducere (reelle) Dirichlet karakterer
modulo D. Benyttes Mobius produktet

(fxg)n)=>_ f(d)g(%),

dln

kan de to formler ogsa udtrykkes:

p=vx1 og ¢p=1px*l,

hvor 1 angiver den talteoretiske funktion, der er identisk 1. Det fglger heraf,
at ogsa 1 og 1, er multiplikative og givet ved Mobius’ omvendingsformel:

(4) Y=pkp 0og P =k

Af formlerne (2) og (3) og seetning 96 fglger endvidere de angivne formler
for p(p™) og p,-(p™). 1 sidstneevnte tilfzelde skal det bemeerkes, at en cyklisk
gruppe G = (a) af lige orden har netop 2 reelle karakterer, nemlig x¢ og x1
fastsat ved xo(a) =1 og x1(a) = —1.

Af formel (4) folger endelig, at

v(p™") = ") —e@"") og (") =@ (p") — (")

Y

og dette giver nu de resterende formler. O

Korollar. Lad D = DDy, hvor ged(D1,D2) = 1. Da har enhver (reel)
Dirichlet karakter x (mod D) formen x = x1x2, hvor x; er en (reel) Dirichlet
karakter modulo D; for j = 1,2. Dirichlet karakteren x er primitiv, hvis og
kun hvis x1 og X2 begge er det.

Bevis. Afbildningen (x1,x2) — X = Xx1Xx2 ses ved brug af den kinesiske rest-
klasseseetning let at veere injektiv, og den er derfor pga. multiplikativiteten
af ¢ og ¢, ogsa surjektiv. Dette viser den forste pastand. Den anden fglger
tilsvarende af, at 1) og 1, er multiplikative, idet det er oplagt, at x primitiv
forudsaetter, at bade 1 og x2 er det. O
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Saetning 99. Samtlige primitive kvadratiske karakterer er angivet i falgende
skema, hvor m = p1 - - - p, er et vilkarligt ulige kvadratfrit tal, og m=1 er tilladt

undtagen i forste linie af skemaet. Karaktererne (o), xa og Xs er defineret
ved

=0) ()

hvor (5) er Legendre symbolet, og

(—1)967_1 for x ulige,
Xa() = .
0 for x lige,

09

s (@) = (—1)9628—_1 | for x ulige,
0 for x lige.

De primitive kvadratiske karakterer x er i bijektiv forbindelse med de kvadra-
tiske tallegemer Q(\/E) af diskriminant d, idet forbindelsen er givet ved d =
X(=1)fy.

=
|

=

=9

fx X

m () D= (=)= m

m () (CDE () Fam

smo xs(m)  (CDE (-1 8m

8m xaxs(z) (C1)HF (-1)% 8m

x er lige hhv ulige, hvis og kun huvis det tilhorende kvadratiske tallegeme er
reelt hhv. imagineaert.
For den etablerede korrespondance mellem x og d geelder

d
x(p) = (];) for alle primtal p.

Beuvis. Af seetning 97 afleeses, at

1, hvis D=m eller 4m,
(D) =< 2, hvis D =8m,

0 ellers,
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hvor m = py---p, er et vilkarligt ulige kvadratfrit tal, dvs. pi,...,p, er
forskellige ulige primtal og r > 0. Dette viser, at fgrste sgjle i tabellen er
korrekt udfyldt.

For f, = m findes den tilhgrende Dirichlet karakter x ved brug af oven-
staende korollar, idet der ma geelde x = x1 --- X, hvor x; er en primitiv reel
Dirichlet karakter modulo p; for 1 < j < r. Da #,(p;) = 1 er derfor (jf
eksempel 39) x; = (E) for 1 < j < r. Dette viser, at x har den i tabellen
angivne form. Ved brug af 1. supplement til reciprocitetssaetningen fas nu

e emenn () (2)-(2)

hvilket viser, at x(—1) = (*) = (=1)(™~Y/2. De hertil korresponderende
kvadratiske tallegemer Q(v/d) er netop alle med diskriminant d = 1 (mod 4).

Tilfeeldene f,, = 4m,8m behandles pa samme made (jf eksempel 39), men
detaljerne forbigas.

Da d = x(—1)fy er signd = x(—1), og dette viser umiddelbart, at de reelle
kvadratiske tallegemer svarer til de lige karakter og de imaginaert kvadratiske
tallegemer svarer til de ulige karakterer.

Vi vil endelig vise den angivne formel for x(p), og vi ngjes igen med tilfaeldet
m = py---pr. Da formlen geelder, hvis p|m (begge sider bliver 0), kan vi
antage p | m. Ved brug af reciprocitetsszetningen fas da for p ulige:

)= (zo%) (pﬁ) — (—1)" 7 () (%) (%)
~cyee (1) - (#) - (4).

Formlen vises let for p = 2. Hermed er sztningen bevist. O

Bemerkning. Karakteren y, der i kraft af ssetning 99 hgrer til et kvadratisk
tallegeme K = Q(V/d), kaldes Kronecker karakteren for K. Det bemzerkes, at
den viste relation x(p) = (%) helt fastlaegger x ud fra d, idet enhver primisk
restklasse modulo |d| indeholder (uendeligt mange) primtal p ifplge Dirichlet’s
seetning om primtal i differensraekker.

Definition. Lad y veere en Dirichlet karakter modulo D, og lad ¢ = e*>™/P.
For ¢ € Z kaldes summen

)= Y, x@)],

r mod D
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hvor x gennemlgber alle restklasser modulo D, en gaussisk sum. Specielt
kaldes 7 = 71 en normeret gaussisk sum.

Historisk note. Gauss betragtede sadanne summer i Disquisitiones Arithmet-
icae (Art. 356), nar x er den kvadratiske karakter modulo p, for et ulige
primtal p. Han angiver ogsa det korrekte fortegn for denne sum. Dette viste
han dog fgrst i 1811 ved brug af formlen

p—1
ST = (C- NP - ) (PR - ),
=0

Seetning 100. Lad x (mod D) vere en wvilkarlig primitiv Dirichlet karakter.
Der geelder da

09

()| = VD.

Antag derneest, at x er en primitiv kvadratisk karakter med f, =f. Da er

Vi ohvis x  er lige,
TX) =1 . . ,
i/ hvis x er ulige.

Bevis. 1. For at vise den forste pastand antages forst, at ged(c, D) = 1. Da

)= Y, xea)(“=x(c) Y x@)C=x(0)r(x).
r mod D x mod D

Da x(c)~! = x(c), viser dette rigtigheden af pastanden. Tilbage er det (van-
skeligere) tilfeelde, hvor ged(c, D) = r > 1. Da er x(c¢) = 0, og vi skal derfor
vise, at ogsa 7.(x) = 0. Seet D' = D/r. For ethvert z € Z, sa at z = 1
(mod D)" og ged(z, D) =1 (for eks. z = 1) finder vi

)= Y. x@¢T= Y x@)("F=x() > x(@)]¢”

x mod D r mod D x mod D
= X(Z)TC(X)7
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idet de to egenskaber for z benyttes ved henholdvis det tredie og det andet
lighedstegn. Hvis derfor x(z) # 1, folger heraf 7.(x) = 0, som gnsket. Al-
ternativt er x(z) = 1 for alle z € Z, hvor z = 1 (mod D’) og ged(z, D) = 1.
Folgelig er x(z1) = x(22) # 0 for alle 21,22 € Z, hvor z; = 29 (mod D’) og
ged(z1, D) = ged(z2, D) = 1. Men dette viser, at x (mod D) bestemmer en
Dirichlet karakter x’ (mod D’), som inducerer x, hvilket er en modstrid.

2. For D € N betragtes vektorrummet Vp af funktioner f : Z — C, der er
periodiske med periode D. Med det indre produkt (-,-) defineret ved

fo) =5 Y fae@

r mod D

bliver Vp et uniteert vektorrum af dimension D. Det bemaerkes, at alle Diri-
chlet karakterer modulo D tilhgrer dette rum. I Vp er endvidere (for ¢ € Z)
funktionerne:

forx— (%, hvor (=e2™/P,

Udregningen
(ferde) =5 Y fel@)fe(@)= Z glemee
z mod D mo
_{ 1 for c¢=¢ (mod D),
L0 for ¢#¢ (mod D)
viser, at (f1,..., fp) er en ortonormal basis for Vp. For en Dirichlet karakter

x modulo D er da
D
X=> acfe,
1

hvor

o= (0h) =5 3 @ = )

r mod D

Ved brug af punkt 1 fglger derfor, at

o= { B0 fr gl D)=
‘ 0 for ged(c,D) > 1.

Vi kan nu udregne ||x||? pa to mader:

1 ¢(D)
Ix|I* = ) Y @) = o
r mod D
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og
2 D

=Y lad? = 2o

1

Ixll* =

D
> acfe
1

Sammenligning mellem de to udtryk giver straks |7(x)| = v/D.
3. For en reel Dirichlet karakter y modulo D gaelder

0= > x@¢T= > x(-2)¢" =x(-Drx).

r mod D x mod D

Sammen med det ovenfor viste geelder derfor for en primitiv reel Dirichlet
karakter x modulo f§:

+v/f, hvis x(-1)=1,
T(x) = . .
+ivf, hvis x(-1) = -1,
eller sckvivalent hermed
T(x)? = x(—Df.

Paneer fortegnsbestemmelsen har vi hermed ogsa vist den sidste pastand. Be-
viset herfor vil vi forbiga, men der henvises fx til E. Landau: Vorlesungen tiber
Zahlentheorie, Band 1, i hvilken der gives 4 forskellige beviser for dette, nar
x er den kvadratiske karakter modulo et ulige primtal. Beviset fglger derefter
let for en vilkarlig primitiv kvadratisk karakter.

Hermed er saetningen bevist. O

Eksempel 40. Vi vil benytte de viste resultater om gaussiske summer til at
opna et kort bevis for reciprocitetsseetningen og 2. supplement til denne.

Lad p veere et ulige primtal og x en primitiv kvadratisk karakter, hvor
pff="Ty. Idet ( = e?™/T betragtes de gaussiske summer

T(x) = Z X(@)C*,  mp(x) = Z x(z)¢P*.

z mod f z mod f
Da ged(p, f) = 1, og x er reel, folger af ssetning 100, at
(5) (x) = x(P)7(x) = x(p)7(X)-

Endvidere folger det af seetning 100 (uden brug af fortegnet for den gaussiske
sum), at

(6) 7(x)? = x(— D).
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Lad nu K = Q(¢). Vi vil midlertidigt operere i ringen Og 2 Z[(]. Da p er et
ulige primtal, og x(z) = 0, %1, fas ved brug af (5)

TP = x(@)¢™ (mod p)
z mod f
= Y @) =700 = X))
z mod f

Heraf fas

eller ved brug af (6)

p—1

(=D (x(p) = (X(=1)N"T) =0 (mod p).

Da Ox N Q = Z, geelder sidstnaevnte kongruens ogsa i Z, og da p) x(—1)f,
gaelder folgelig

p

7) ) = - (1),

Vi betragter forst tilfzeldet f = ¢, hvor ¢ # p er et ulige primtal. Da er
X = (%), hvorfor (7) specialiserer til

(-7 ()

som ved brug af Euler’s kriterium giver reciprocitetssaetningen:

()= 3)
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Derngest betragter vi tilfaeldet f = 8 med y = xs. Da xs er lige, giver (7) i
dette tilfeelde 2. supplement:

2)-()-co

Det kan endelig bemeaerkes, at

+/x(-Df=71(x) e K =Q(C), ¢(=eT,

hvorfor cirkeldelingslegemet K indeholder det kvadratiske tallegeme
k=@ (VX(=Df).

Dette blev vist i saetning 87 i det specielle tilfeelde, hvor f = [ er et ulige
primtal.

L-raekker og Euler produkter. I dette afsnit vil vi benytte sakaldte Di-
richlet rekker, dvs. reekker af formen

o0
(1) Za—z, hvor a, € C, s=0+1it € C,
n

n=1

og hvor n® = e*1°8™, Vi vil specielt interessere os for fglgende to typer af

Dirichlet rackker: 1
— N(a)*

hvor a # (0) gennemlgber alle hele idealer i et algebraisk tallegeme K, dvs.
koefficienten a,, er antallet af hele idealer a i K med N(a) = n, samt

i x(n)7

hvor x er en vilkarlig Dirichlet karakter. Den fgrste type har vi allerede
benyttet til definition af Dedekind’s zeta-funktion. Den anden type raekke
kaldes L-rekken hgrende til Dirichlet karakteren y, og den benyttes til at
definere L-funktionen L(s,X).
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Fgr vi studerer de naevnte specielle Dirichlet raekker, vil vi forst (uden bevis)
anfgre nogle klassiske konvergenssaetninger for Dirichlet rackker:

Seetning 101. Huis Dirichlet reekken (1) er absolut konvergent i punktet sg =
oo + ity, da er den absolut konvergent i halvplanen {s = o +it | o > o¢}.

Der findes et entydigt bestemt o, € RU {+o0}, kaldet den absolutte kon-
vergensabscisse med den egenskab, at (1) er absolut konvergent for s € C
med o = Rs > o, og ikke absolut konvergent for s € C med 0 = Rs < o,
[modificeret, nar o, = £o0).

Seetning 102. Hvis Dirichlet reekken (1) er konvergent i punktet s = og-+ito,
da er den uniformt konvergent i enhver kompakt delmengde af halvplanen
{s=0+4it| o > o¢}. Der findes et entydigt bestemt o. € RU {£oo}, kaldet
konvergensabscissen med den egenskab, at (1) er konvergent for s € C med
o = Rs > o, og divergent for s € C med 0 = Rs < o. [modificeret, nar
o, = o).

Dirichlet rekken (1) fremstiller en holomorf funktion i konvergenshalvpla-
nen {s € C|o =Rs > o.}.

Der gelder altid 0 < 0, — 0. < 1 [0, = 0., hvis en af dem er £o00].

Hvis Dirichlet raekken (1) har en begrenset afsnitsfolge for s = so, men er
divergent 1 punktet so = oo + itg, da er o. = 0g.

Bemerkning. Konvergensteorien for Dirichlet reekker minder meget om den
tilsvarende teori for potensrakker. Saledes svarer de to konvergensabscisser
til konvergensradius. To danske matematikere har bidraget til denne teori,
nemlig J. L. W. V. Jensen (1859-1925) og H. Bohr (1887-1951).

Seetning 103. Dirichlet rekken

<1

ns
1

har konvergensabscisser o, = 0. = 1. Den ved rekken fremstillede funktion
((s) er holomorf i halvplanen {s = o + it | ¢ > 1}. Denne funktion — Ri-
emann’s zeta-funktion — har en entydig analytisk fortsettelse til halvplanen

{s = o +it | o > 0}. Bortset fra en pol for s = 1 med residuum 1 er ((s)
holomorf i sidstnevnte halvplan.
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Bewvis. Som bekendt giver integralkriteriet umiddelbart, at raekken

oo

1

T
er konvergent for s = ¢ > 1 og divergent for s = 1. Af satningerne 101-
102 fremgar da, at 0, = 0. = 1, samt at ((s) er holomorf i halvplanen
{s=o+it|o>1}.
For at udvide ((s) betragtes Dirichlet rackken

) e

der for s = 0 har en begraenset men divergent afsnitsfalge. Ifglge saetning 102
er derfor o, = 0, og (2) fremstiller en holomorf funktion 73(s) i halvplanen
{s=0+1it|o >0} For Rs > 1 geelder endvidere

w9 =3 T =30 5 2 G = (2

Derfor kan ((s) udvides til halvplanen Rs = o > 0 ved at sactte

C(s) = (1= 2'7*)"ha(s),

og ((s) bliver herved holomorf i denne halvplan, dog evt. panger nulpunkterne
for funktionen fo(s) = 1 — 275, Disse nulpunkter er

2min

I
° +log2’

hvor n € Z,
som derfor i fgrste instans ma udelades fra definitionsmeaengden for {(s).

Analogt betragtes Dirichlet raekken
3) 14 1 2 n 1 n 1 2 n

9s 3s 45 5s 65 ’

hvor koefficienterne har periode 3. Her vises nu pa tilsvarende made, at Di-
richlet rackken (3) bestemmer en holomorf funktion 73(s) i halvplanen {s =
o +it | o >0}, og at n3(s) = (1 — 317%)((s) for Rs > 1. Derfor kan ((s) ogsa
udvides til halvplanen s = o > 0 ved at saette

C(s) = (1=3"7") s (s),
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og ((s) bliver herved holomorf i denne halvplan, dog evt. panzer nulpunkterne
for funktionen f3(s) = 1 — 3175, Disse nulpunkter er

8:1+27Tim

g3’ hvor m € Z.

Af identitetsaetningen for holomorfe funktioner fglger, at de to udvidelser af
((s) stemmer overens pangr i de nsevnte nulpunkter. Imidlertid kan det let
ses, at tallet 1 er det eneste feelles nulpunkt. Thi antag, at

14 2min 14 2mim
log2 log3"

Da er 2mi(nlog 3 —mlog2) = 0, altsa 3™ = 2™, og dette er pga. den entydige
primfaktorisering i Q* kun muligt for m = n = 0. Ved brug af den ene
eller den anden af disse udvidelsesmuligheder fglger derfor, at (-funktionen er
holomorf for Rs = ¢ > 0 panser i punktet s = 1. I en udprikket omegn af
punktet s = 1 geelder

hvor fa(s) =1—2175. Da

f5(s) = 2" log2,

har f5(s) folgende Taylorudvikling med centrum i 1:

f2(s) = (log2)(s — 1) +--- .

Da
(1)=1 L + L1 + - =log2
) =1-grg gt =l
folger det, at ((s) har en pol af forste orden med residuum 1 for s = 1.
Hermed er saetningen bevist. O

Seetning 104. Lad x (mod D) vere en vilkarlig Dirichlet karakter. For den
tilsvarende L-rekke -
Z x(n)
T

geelder da, at
oc=0,=1, nar x = xo,
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oc=0, 0,=1, nar x # Xo-
Den ved L-raekken fremstillede L-funktion

L(‘S?X):ZXTE’Z)? Rs =0 > o,
1

er holomorf i den angivne konvergenshalvplan.

Beuvis. At L-rzekken har o, = 1 for ethvert x folger af, at

> Ixm)n~* =" xo(n)n,

hvor xo er hovedkarakteren modulo D, og 0 = Rs. Da yo(n) = 0,1 er
sidstnaevnte raekke konvergent for o > 1, idet Y.°n~7 er en konvergent ma-
jorantraekke. Pa den anden side er raekken

i Xo(n)
— n
divergent, hvilket fremgar ved sammenligning med den divergente raekke
>
—nD+1 ’

Af det viste fremgar ogsa, at o. = 1 for x¢.

For x # xo folger det af den fgrste ortogonalitetsrelation i ssetning 96, at
S™Px(n) = 0, og da x er periodisk med periode D, har rakken S5 y(n)
derfor en begraenset afsnitsfglge, medens raekken naturligvis er divergent. Af
setning 102 fremgar da, at o, = 0, nar x # xo.

Hermed er saetningen bevist. O

Saetning 105. Antag, at funktionen f: N — C er sterkt multiplikativ, og at

f(1) =1. Da gelder
- 1
2.1 =175y

p
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forudsat rekken er absolut konvergent.

Beuvis. Da rackken er absolut konvergent og dermed konvergent gaelder for
hvert n > 1:
f(n)™ = f(n™)—0 for m — oo.

Heraf folger, at |f(n)] < 1 for n > 1. Vi betragter nu et vilkarligt afsnit i
produktet:

P(@:Hl_lwzH(1+f(p)+f(p)2+~‘),

p<z p<z

hvor de uendelige kvotientrackker er absolut konvergente, da |f(p)] < 1 for
ethvert primtal p. Da produktet af endeligt mange absolut konvergente raekker
er absolut konvergent, finder vi

Pz)= Y f(n),

neA(x)

hvor
A(x) = {n € N | alle primfaktorer i n er < x}.
Folgelig er
Yormy = Y f)y= > fn),
1 neA(x) neA’(x)
hvor A'(z) = N\ A(z). Altsa er

< Z |f(n)|§2|f(n)|7

neA’(x) n>x

> f(n) — Pla)

eftersom A(x) med sikkerhed indeholder alle n < z. Af den absolutte konver-
gens af > (" f(n) folger derfor, at

P(z) — Zf(n) for = — oc.

Hermed er saetningen bevist. O
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Seetning 106. For enhver Dirichlet karakter x (mod D) er

= x(n) 1
MM—;ny{L_M mme
p ps

Den angivne produktfremstilling af L(s,x) kaldes FEuler-produktet.
Lad x # xo (mod D) wvere induceret af den primitive karakter 1. Da

geelder
L(s,x) = L(s,) H (1 - %) for Rs> 0.

p|D

For xo (mod D) gelder
1
L(s,x0) = C(s) H (1 - E) for Rs> 1.
p|D

Ved denne formel udvides L(s,xo) til halvplanen {s = o + it | o > 0}, og
L(s,x0) er holomorf i denne halvplan paner i punktet s = 1, hvor L(s, xo)
har en pol af forste orden med residuum

1 (-3)--

p|D

Beuvis. Da L-raekken har o, = 1 ifplge saetning 104, og x er steerkt multipli-
kativ fglger den forste pastand umiddelbart af seetning 105.
For ethvert primtal p er

():{w@ nar  pf D,
X 0 nar p|D.

Derfor gelder for Rs = o > 1:

Lis.0) :1;[<1_ w;f))_l :plg)<1_ ¢;§))_1p1;£ (1_ ¢]§f))—1
) ) ) e
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Dette viser den gnskede formel for s = o > 1. Ved analytisk fortsattelse
gaelder den derfor ogsa for s = o > 0, nar x # xo.

Safremt x = xo (mod D), er ¢ = xo (mod 1), og formlen for L(s,xo) er
derfor specialtilfeelde af formlen for L(s, x). Da den elementzere faktor

me-:)

er holomorfi C, folger det af seetning 103, at L(s, xo) er holomorf i halvplanen
{Rs > 0} paner i punktet s = 1, hvor der er en pol af fgrste orden med det
angivne residuum.

Seetning 107. Lad K vere et algebraisk tallegeme, og set N = [K : Q]. Da

geelder . .
(k(s) = ; N(a)s - H 1_ L 7

p N(p)s

i halvplanen {s = o+it | 0 > 0.}, hvor o, er den absolutte konvergensabscisse
for rekken. Endvidere er 0. = o, < 1.
Den angivne produktfremstilling af (k (s) kaldes Euler-produktet.

Bevis. 1det a,, er antallet af hele idealer a i K med N(a) = n, kan vi skrive

oo

1 an,
)= 2 ey~ 2

Da a, > 0 forn € Nog n ? > 0 for ¢ € R, er sidstnaevnte raekke en
Dirichlet reekke med o, = o, eftersom begge disse konstanter er bestemt
alene ved konvergensforholdene pa R. Derfor er Dirichlet raekken absolut
konvergent i halvplanen {s = o + it | 0 > 0, = 0.} og divergent i halvplanen
{s=o0+it|o<o.=04}

Beviset for produktformlen er ganske som i seetning 105 dog med den mo-
difikation, at det her beror pa, at Og er en Dedekind ring, og at idealnormen
er steerkt multiplikativ.

For hvert primtal p betragtes primidealdekompositionen

(p) = pOr = pi* - py7,
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hvor N(p;) =pli for 1 <j<r, og
Zejfj =N = [K@]
j=1

For s = 0 > 1 geelder derfor

hvorfor

H%SH@L) = (o)™

p N(p)s P

Heraf fglger, at alle afsnit for rackken
Z 1
— N(a)®

er opadtil begraensede ved ((s)V, nar s = o > 1. Dette viser, at at o, < 1.
Hermed er saetningen bevist. O

Bemerkning. Der geelder faktisk altid o, = 0. = 1 for Dedekind’s zeta-
funktion. Thi hvis 0, = 0. < 1, ville (x(s) veere holomorf for s = 1, og
Dedekind’s klassetalsformel ville da give h = 0, hvilket er en modstrid.

Szetning 108. Lad K = Q(v/d) vere et kvadratisk tallegeme med diskrimi-
nant d, og lad x vere den tilhorende Kronecker karakter. Da geelder:

(1) Cr(s) = C(s)L(s,x) for Rs>1.
(i) L(1,x) # 0.

(i7i) Cr(s) defineret ved (i) for o > 0 er holomorf paner i punktet s =1,
hvor (i (s) har en pol af forste orden med residuum L(1,x).

Bevis. (1) Ifplge seetning 62 gaelder for hvert primtal p:

1) (- ()

pl(p)
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idet rigtigheden umiddelbart checkes i de tre tilfaelde (%) = 0,£1. Ved brug
af seetningerne 106 og 99 finder vi derfor for s = o > 1:

1 1 1 1 1
<K<s>=§ajw=1;[ﬁ=ﬂﬂli=ﬂl_i )

d
ODERINTSE IS (O LI R G
1 1 1 1
i —m == = @60
p p® p* P P° p s

(13) Antag (indirekte), at L(1,x) = 0. Ifslge (i) er (x(s) da holomorf for
s = 1, hvorfor

lim(s — 1)Cx(s) = 0.

s—1

Ifplge Dedekind’s klassetalsformel er da h = h(K) = 0, modstrid!
(1i1) folger nu umiddelbart af (i) — (ii) samt ssetningerne 103-104.
Hermed er saetningen bevist. O

Seetning 109. Lad x (mod D) # xo vere en vilkarlig Dirichlet karakter. Da
er L(1,x) # 0.

Beuvis. Lad xo veere hovedkarakteren modulo D. Da galder falgende ulighed:
(4) L5, x0) (s, P L(s B2 > 1 for s=0 > 1.

Til beviset benyttes uligheden mellem geometrisk og aritmetisk middelveerdi
(for tre tal):

1+ T2+ 23

3
3 ) for I1,T2,T3 ZO

(5) T1x2x3 < (

Endvidere benyttes den elementaere ulighed
(6) 3+4cos?)+2cos29 >0 for 9 €R,

der folger af, at venstre side i (6) er (1 + 2cos®)2. Endelig benyttes fglgende
ulighed:

(7) (1—a)* 1 —ae !l —ae®™2 <1 for 0<a<l1, ¥eR.
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Ulighed (7) fas ud fra (5) (med 1 = 22 = 1 — 2acos? + a? og 73 = 1 —
20 cos 20 + o) samt (6) pa folgende made:

(1 _ a)3|1 _ aei19|4|1 _ a62119|2
=(1 — a)*(1 — 2acos ¥ + a?)?(1 — 2accos 29 + a?)

<(1—a)*(1— 2(4cos? +2cos 20) + a?)?

<1—-a)P(l+a+a?)P=>01-a%3<1.

For at vise (4) betragtes det bidrag til Euler produktet, som hidrgrer fra et

bestemt primtal p:

(1 = xo@)p™*)*|1 = x(p)p~* |1 = x(p)*p**)

Safremt p| D er bidraget 1, og for pJ D er bidraget > 1 ifplge (7) anvendt med

a=p~° og e’ =x(p)
og dette viser (4).
Efter disse forberedelser kan vi nu vise, at L(1,x) # 0.
Vi betragter forst tilfseldet, hvor y ikke er kvadratisk, dvs. x? # xo. Antag
(indirekte), at L(1, x) = 0. Da har funktionen

L<87 X0)3L<57 X)4L<57 X2)27

ifolge seetning 106 et nulpunkt for s = 1, eftersom L(s, xo) har en pol af forste
orden, og L(s,x?) er holomorf for s = 1, og 4 > 3. Men dette strider mod (4).
Safremt y er kvadratisk, kan vi ifglge seetning 106 antage, at x er primitiv,
og da er L(s,x) # 0 ifolge seetning 108.
Hermed er saetningen bevist. O

Historisk note. Det bemaerkelsesveerdige trick med at udnytte uligheden (6) til
at opna uligheden (4), gar tilbage til J. Hadamard (1896). Han benyttede det
pa lignende made til at vise, at ((s) ikke har nulpunkter for fts = 1. Denne
omstaendighed er afggrende for det analytiske bevis for primtalssetningen.
Det bgr ogsa fremheeves, at de baerende elementer i det analytiske bevis for
Dirichlet’s seetning om primtal i differensraekker er ssetning 96 (specielt den
anden ortogonalitetsrelation) og ssetning 109.

Der henvises til fx. A. E. Ingham: The Distribution of Prime Numbers,
1932, og T. Estermann: Introduction to Modern Prime Number Theory, 1961.
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Summation af L-raekker. I dette afsnit vil vise, at L(1,x) kan summeres
pa endelig form, nar y (mod D) er en fra hovedkarakteren forskellig Dirichlet
karakter. Pa grund af formlen i ssetning 106 kan det uden indskraenkning
antages, at x er en primitiv karakter modulo D, hvor D > 1. Da x har
periode D, kan vi skrive

L= Y o Y

z (mod D) n=z (mod D)
Den inderste rackke er derfor en Dirichlet rackke
3 (@)
L ,

hvor
{ 1 for n=uz (mod D),
an () =

L0 for n#az (mod D).
Funktionerne n — a,(x) er periodiske med periode D, og da vektorrummet

Vp af alle funktioner, der har periode D, har en ortonormal basis (f1,... , fp),
hvor

271

formm (o, (=%

kan a,(x) pa entydig made skrives

for 1<c¢<D,

D
an(z) = ZbC<~T)Ccn
c=1
Her er 1
be(z) = (an(x), fe) = BC_C””,
hvoraf 5 5
1 1
an<$) _ 5 Z Cc(n—w) 5 Z Cc(w—n)
c=1 c=1

Vi har derfor

z (mod D) n=1 c=1
1 D 00
== > x@)ET | Y =
c=1 \z (mod D) n=1
1 D 00
- D ZTC<X) Z ¢ e
c=1 n=1
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5.38 Dedekind’s zeta-funktion

Ved brug af relationen 7.(x) = x(¢)7(x) fra seetning 100 og udeladelse af
leddet svarende til ¢ = D reduceres udtrykket derfor til

oo P E g

For 1 < ¢ < D — 1 er den inderste rackke en Dirichlet raekke, som for s = 0
har begraenset men divergent afsnitsfelge. Ifglge saetning 102 har hver af disse
Dirichlet raekker konvergensabscisse 0. = 0, og de er derfor konvergente for

s = 1. Altsa er
D 1

c=1

SI'—‘

Vi benytter nu, at funktionen
Log z = log |z| + iArgz for Argz €] —m, 7|

er holomorf i den angivne opskarne C-plan med

d 1
—L = _.
dz 08 % z

Endvidere er Logz en udvidelse af den ssedvanlige logaritmefunktion log x,
x>0, og

oo n

—Log (1l —2) = Z % for |z| < 1.

n=1

Da rackkerne

1
Y =" 1<e<D-1,
n:ln

er konvergente, fglger det nu af Abels’s seetning, at
oo 1 3 3
Z—C M =—Log(l—-¢°) for 1<e<D-1.
n
=1
Dette giver nu
() D—1
(1) L(1,x) =~ Z x(c - (),
c=1
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som er det sggte endelige udtryk for L(1, x).
I det fplgende vil vi foretage nogle elementzere omskrivninger af (1), og
indfgrer til dette brug forkortelsen

S0 =3 X(@Log(1— ¢

Da0<c¢/D <1 og

Tic Tic

1—e 5 = 22’6_%0—6 i 2ie~ sinﬁ—c = 2sin W—ce”(%_%
B 2i B D D ’
er .
—ey . 7T_C Lt E
Log (1 —¢ )—log(2st)—l—z7r(2 D).
Ved konjugering heraf fas derfor
c . e o1 c
Log (1 — () = log(2sin 5) — z7r(§ — 5)
Vi finder nu
(b L
S(x) =5 D (x(e)Log (1 = (%) + (x(—e)Log (1 - ()
c=1
=
=5 > x(e)(Log (1 = (™) + x(~1)Log (1 - ¢%)).

c=1

Ved at indsztte de fundne udtryk for Log (1 — (~¢) og Log (1 — (€) heri fas
endelig folgende:

D—1

(2) L(1,x) = —% ; x(c)logsin % for x lige,
i (X) = ——

(3) L(l,x) = DQX x(c)e for x ulige.

1

o
I

Bemezerk, at vi begge steder har simplificeret udtrykket ved brug af

D-1

> x(e)=0.

c=1
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5.40 Dedekind’s zeta-funktion

Klassetalsformler for kvadratiske tallegemer.

Szetning 110. (Dirichlet’s klassetalsformler). Lad K = Q(V/d) vere et kvad-
ratisk tallegeme med diskriminant d, og lad x vere den tilhgrende Kronecker
karakter modulo D = |d|. Idet w er antallet af enhedsrodder i K (nar d <0),
og € > 1 fundamentalenhed (nar d > 0), er klassetallet h for K givet ved:

1
h:_loge Z X(c)logsin%j for d >0,
0<c<%
D-1
h=-—"2 (c)e for d<0
2D £ X '

Beuis. Ifglge Dedekind’s klassetalsformel og satningerne 103 og 108 er

wv/D

= —— _L(1,%).
Qri+ragr2 R ( ’X)

Ford>0erw=2 1 =2, 7 =0, R=1loge og (jf ssetning 100) 7(x) = v'D.
Formlen fplger derfor af (2) ovenfor, idet det yderligere er benyttet, at summen
heri er symmetrisk, da x er lige og sin(re/D) = sin(m(D —¢)/D). Et evt.
midterste led svarende til ¢ = D/2 vil have x(c) = 0, og det kan derfor
udelades.

Ford < Oerr =0, 7, =1, R =1 og (jf seetning 100) 7(x) = iVD.
Formlen fglger derfor af (3) ovenfor.

Hermed er saetningen bevist. O

h

Korollar. Lad K = Q(\/d) vere et reelt kvadratisk tallegeme med diskrimi-
nant d (>0). Set

sin %b
n= 11 :
sin %

0<ab<d,x(a)=1,x(b)=—1 ¢

Da ern =€, hvor e > 1 er fundamentalenhed i Ox.

Eksempel 41. For K = Q(v/5), der har diskriminant d = 5, er x(1) = 1,
x(2) = (2) = —1. Derfor er

i 27
sin =% i
sin; = 20083 =11 +/5).
5

77:
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Dae = (1++/5)/2 > 1 tillige er fundamentalenhed i O, er h = 1. (Jf seetning
79).

Szetning 111. Lad K = Q(\/d) vere et imaginert kvadratisk tallegeme med
diskriminant d < —4, og lad x vere den tilhorende Kronecker karakter modulo

D =—d. Daer .
h:m Z x(c).

0<c<%
Bevis. Da w = 2 folger det af saetning 110, at

hD = — Z x(c)e.

0<e<D

Vi skelner nu mellem to tilfeelde 1° D lige og 2° D ulige.
1° D lige: Da er x(D/2) = 0, hvorfor

*) hD=— Y x(e— > X(”%) (CJFg)'

D D
0<c<5 0<c<5

da) =) (2] (2.

hvor x« = x4, X8, X4X8 0g P1,... ,pr €r de ulige primdivisorer i d. Da

| TH o) = =X (), =\ — for 1§.7§T7
x( 2) X () ( o ) "

D
X(x + 5) = —x(x) for =z €Z.

I dette tilfselde er

er

Formlen (%) kan derfor omskrives til

hD= Y xlc) <c+§—c):§0§<: x(¢),

0<c<%
hvilket giver den angivne formel for h, da x(2) = 0 i dette tilfeelde.

199



5.42 Dedekind’s zeta-funktion

2° D ulige: Her benyttes blot, at x(—1) = —1, hvorfor (%) nu kan omskrives
til

hD=— % x(@e—= > x(D=o(D-c)= Y x(e)(D—20)

0<c< L 0<c< L 0<c< L
dvs.
(% AD=D 3 x©)-2 Y x(ee
0<c< L 0<c< L

Da D og x er ulige, fas pa den anden side

hD = — Z x(c)e — Z X(D —¢)(D —¢)

0<c< D, clige 0<c< D, lige
= Y x@D=2)=x(2) > x(e)D—de).
0<c< D, lige 0<c<§

Da x(2) = £1 giver dette

(**%) hDx(2)=D Y x(c) =4 > x(oe

D D
0<c< 5 0<c< 5

Af (**) og (***) fas nu

hD2-x(2)=D > x(o),

D
0<e< 5

hvilket giver den angivne formel for h.
Hermed er saetningen bevist. O

FEksempel 42. For K = Q(y/—5), der har diskriminant d = —20, er Kronecker
karakteren y givet ved

() = { (-1)7= (%), = ulige,

Altsa er
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Bemezerk, at det ogsa er muligt at bruge formlen

h = @L(l,x)

™

til beregning af h. Det fglger fx ved en simpel vurdering, at

13<1+1+1+1 LA 1<L(1 )<1+1+1+1<16
‘ 3779 11 13 17 19 X 377 g
hvorfor
2 2
1.8<\/T_0~1.3<h<g~1.6<2.3.

Konklusionen er derfor igen h = 2 (jf eksempel 26).

Bemerkning. Det medfglgende PARI-program CLASSNBS benytter saetnin-
gerne 110 og 111 til beregning af klassetal af kvadratiske tallegemer. Jf ogsa
opgave 17, der omtaler den sakaldte genusteori for imaginsert kvadratiske
tallegemer, og saetningerne 72 og 73 om imaginaert kvadratiske tallegemer
med klassetal 1.

Klassetalsformler for cirkeldelingslegemer. Vi anfgrer uden bevis en
reekke vigtige resultater, der alle skyldes Kummer. I disse saetninger er ( =
e?™/! hvor I er et ulige primtal, og K = Q(¢) og Ko = Q(¢ 4+ ¢ 1) er de
tilhgrende cirkeldelingslegemer.

Saetning 112. [ cirkeldelingslegemet K geelder folgende dekompositionsform-
ler for oplgsning af pOk i primidealer © O, idet p betegner et vilkarligt prim-
tal:
Forp=1er
10k = pl—l,

hvor p = (A) = (1 — ().
Forp#1er
pOK:pl"'pg7 g = 9p,

hvor alle primidealer p; er uforgrenede og har samme grad fp, dvs. f,g, =
[K : Q] =1—1. Endvidere er f, givet ved

fp=min{reN|p" =1 (modl)}.
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5.44 Dedekind’s zeta-funktion

I cirkeldelingslegemet Ko gelder tilsvarende:

Forp=1er
1—1
ZOKO - poT,
hvor po = (XNo) = (2 — 2cos(27/1)).
Forp#1er

pOKo :p(l)"'pgfh 902937
hvor alle primidealer p? er uforgrenede og har samme grad f]?, dvs. f]?gg =

[Ko : Q] = (I —1)/2. Endvidere er f) givet ved

f)=min{r e N|p"==+1 (modI)}.

Seetning 113. For cirkeldelingslegemerne K og Ko geelder for s > 0 fol-
gende produktformler for Dedekind’s zeta-funktion:

rle) _ I G,

x (mod 1), x#xo

CKO (S) _ H L(S, X)-

x (mod 1), x#xo, X lige

Seetning 114. (Kummer’s klassetalsformler). For cirkeldelingslegemerne K
o9 Ko geelder folgende formler for klassetallene h = h(K) og ho = h(Ky):

h= == 1T L(1, x),

x (mod 1), x#xo

|
hO - R H L<17X)7

x (mod 1), x#xo, x lige

hvor R er regulatoren for K.

Seetning 115. For klassetallene h = h(K) og ho = h(Ky) er h = hoh*, hvor
h* € N. Primtallet | er regulert, hvis og kun hvis L | h*.
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Bemerkning 1. Da h* = h/hg geelder ifplge seetning 114

143

. I
W= 11 L(1,x)-
27 x (mod 1), x ulige

~
|

: 1
L(1,x) = ZW;(X) x(c)e for x ulige,
1

&

kan formlen for A* omskrives til

-1

L_(0F N7,
h* = e 1T > x(0)e.

x (mod 1), x ulige c=1
Ud fra denne formel kan derpa vises, at
I|h* < 1|ByBy - By_3,

som ved brug af seetning 115 giver Kummer’s bergmte betingelser for regula-
ritet (jf 4.10).

Bemerkning 2. Et af hovedemnerne i algebraisk talteori i det 20. arhundrede
har veeret studiet af absolut abelske tallegemer K, dvs. algebraiske tallegemer,
som er galoiske over (Q og med abelsk Galoisgruppe. Et bergmt resultat af
Kronecker /Weber udsiger, at de absolut abelske tallegemer praecist er alle
cirkeldelingslegemer og deres dellegemer. For ethvert sadant tallegeme kan der
(som vi har set det for kvadratiske tallegemer og visse cirkeldelingslegemer)
knyttes en gruppe X af primitive Dirichlet karakterer med den egenskab, at

Cr(s) =TT L(s.x).

xXeX

Denne karaktergruppes egenskaber kan benyttes til at udtrykke egenskaber
for legemet K. Fx geelder:

(i) Gal (K/Q) ~ X.

(73) Diskriminanten d for K er givet ved formlen

d= ] x(=1)fy.

xXEX
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(#31) Det mindste cirkeldelingslegeme Q(e?™*/f), som indeholder K, er be-
stemt ved f = lem, exfy-

Fundamentale bidrag til denne teori er givet af H. Hasse og H. W. Leopoldt. Et
interessant led i denne teori er anvendelsen af p-adiske L-funktioner, der blev
indfgrt af Kubota-Leopoldt i 1964. Det er herved muligt at opstille en p-adisk
klassetalsformel i fuldsteendig analogi med Dedekind’s klassetalsformel. Se fx
K. Iwasawa: Lectures on p-adic L-Functions, 1972 eller S. Lang: Cyclotomic
Fields, 1980.

Mere generelt har man i den sakaldte klasselegemeteori med stor succes stu-
deret relativt abelske udvidelser K/k, hvor k og K er algebraiske tallegemer.
Fundamentale bidrag til denne teori er givet af bl.a. H. Weber, D. Hilbert, P.
Furtwangler, T. Takagi, H. Hasse, E. Artin og C. Chevalley.

204



Dedekind’s zeta-funktion 5.47

Opgaver:

Opgave 1. Bestem alle Dirichlet karakterer modulo 10, 12 og 16. Angiv for
hver af disse karakterer den primitive karakter, som inducerer den.

Opgave 2. Gennemfgr beviset for seetning 99 i de oversprungne tilfzelde.

Opgave 3. Vis ved brug af Gauss’ formel

p—1
ST =N T (2 ),
=0

at
o) {\/p? hvis p=1 (mod 4),
T =
X iy/p hvis p= -1 (mod 4),

nar p er et ulige primtal, ¢ = e2™/P og y = (5)-

Opgave 4. Betragt en vilkarlig primitiv kvadratisk karakter y med minimal
modulus f, = f. Vis pa grundlag af resultatet i opgave 3, at

VI hvis x er lige,
) =1 . . .
iv/f hvis x er ulige,

Vink: Betragt forst tilfzeldene x = x4, X8, X4Xs, samt y = (;), hvor p er et
ulige primtal. Benyt dernzest i tilfeeldet f = p; - - - p, den gaussiske sum 7.(y),

hvor
— f
=31
j=1 i

til beregning af 7(x).

Opgave 5. For K = Q(v/2) er

Cx(s) = ¢(s)L(s,x), hvor x=xs.
Slut heraf, at

VA NPEE SUS SHE S SR NS SO
— l0 — - - — — — _— — — — R PN
Nol 3 5 779 11 13 15
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Vis dernaest denne formel direkte. Vink: Benyt funktionen

og dens afledede.

Opgave 6. For K = Q(v/—2) er
Ck(s) = C(s)L(s,x), hvor x = xaxs.

Slut heraf, at

og dens afledede.

Opgave 7. Lad K = Q(v/d) veere et vilkarligt kvadratisk tallegeme af diskri-
minant d. Lad x veere den tilhgrende Kronecker karakter, og seet D = |d| = fy.
Vis, at

Vink: Benyt funktionen

og dens afledede. Vis dernzest, at integranden har en dekomposition af formen

Y x(r)art a;jz +b;

_ D 27 92
1—=z 0<j<D1—2(:osD r+w

hvor aj,b; € R for 1 < j < D/2. Vis specielt, at a; =0 for 0 < j < D/2, hvis
X er ulige.
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Opgave 8. Vis, at K = Q(1/—23) har klassetal h = 3.

Opgave 9. Vis, at K = Q(v/—14) har klassetal h = 4. Vis dernsest, at
klassegruppen CI(K) ~ Cy. Vink: Vis, at idealklassen, der indeholder idealet
(3,1 4+ +/—14) er af 4. orden.

Opgave 10. Kontrollér, at de imaginzrt kvadratiske tallegemer K = Q(+/d),
hvor

d= _37 _47 _77 _8, _117 _197 _437 _677 _1637
alle har klassetal h = 1.

Opgave 11. Vis seetning 114 pa grundlag af seetning 113. Vink: Benyt specielt
resultaterne fra opgaverne 2 og 4 i kapitel 4.
Gennemfgr derpa udledningen af den angivne formel

=1 -1
=0T T Yo

<2Z)T x (mod 1), x ulige c=1
Vink: Vis forst formlen 7(%) = x(—1)7(x), og tag hensyn til en eventuel reel
Dirichlet karakter.

Opgave 12. Benyt formlen for h* (jf opgave 11) til at vise, at h* = 1 for
1=35,7.

Opgave 13. Betragt Maillet’s determinant, der for et ulige primtal [ er givet
ved

D; = det (R("'S_l))r,szl,...,(l—l)/2 ’

hvor s~ ! er en vilkarlig repraesentant for den inverse restklasse modulo [ til
restklassen repraesenteret ved s, og hvor R:7Z — {0,1,... ,l — 1} er defineret
ved R(z) =z (mod ).

Vis, at

|Dy| =17 M(1),

hvor M(l) € No.
E. Maillet antog (1913), at M(l) # 0 for alle [. Pa grundlag af beregninger
(for [ < 13) formodede E. Malo, at M(l) = 1 for alle [. Men som vist af L.
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Carlitz og F. R. Olson (1955), geelder der faktisk M (1) = h*(1) for alle I, hvor
h*(l) = h* for cirkeldelingslegemet K = Q(¢), ¢ = €2>™/!. Det var kendt af
Kummer, at h*(I) = 1 for [ < 19, og at h*(23) = 3. Maillet determinanter har
veeret benyttet af D. H. Lehmer og J. M. Masley (1976) til beregning af h*(I)
for 200 < I < 512.

Opgave 14. Lad XP""™ betegne maengden af alle primitive Dirichlet karakterer.
Heri defineres produktet xi - x2 som den primitive Dirichlet karakter, der
inducerer Dirichlet karakteren xix2 (punktvis multiplikation).

1) Vis, at (%p”m, ) er en gruppe.
2) Bestem alle undergrupper af denne gruppe, som er isomorfe med C5 og

CQ X CQ.

Opgave 15. Betragt cirkeldelingslegemet K = Q(¢), ¢ = €2™/20, Vis, at
G = Gal(K/Q) = (o, 7), hvor o, T er bestemt ved

o:C— (T
Vis, at G har fglgende undergrupper (# E, G):

(o), {o7), (o7), (o), (7).

Angiv de tilsvarende fixpunktlegemer K’, hvor ) € K’ C K i henhold til
Galoisteoriens hovedsaetning.

Mllustrér derpa den anfgrte sammenhaeng mellem absolut abelske udvidelser
og grupper af Dirichlet karakterer (jf ogsa opgave 14) ved for hvert dellegeme
K’ C K at angive den tilsvarende karaktergruppe X = X .

Betragt nu specielt dellegemet

K' = Q(i, V5) = Q(V5, V=5).
Vis, at
Orr =Z+Zi+ZL(1 +V5) + Zil (1 + V5).

Vis herved, at diskriminanten for K’ er d = 400, og verificér i dette tilfelde
gyldigheden af formlen

d= [ x(=Dj.

x€eX
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Vis endvidere, at
0%, :{im(§(1+¢5))”|ogm<4, nez}.
Vis herved, at antallet enhedsrgdder og regulatoren for K’ er givet ved
w=4, R=2log(1(1+V5)).

Vis endelig, at klassetallet for K" er h = 1.

Opgave 16. Lad G vere en endelig abelsk gruppe, og betragt
G*={2*|r€G} og Gy={zxcG|2*=¢e}
Vis, at G? og G er undergrupper i G. Vis derp4, at
G/G? ~ Gy~ C5.

Vink: Benyt struktursaetningen for abelske grupper til at skrive G som direkte
produkt af cykliske grupper af primtalspotensorden, og karakterisér herved r.

Opgave 17. Dennne opgave omhandler den sakaldte genusteori for imaginzert
kvadratiske tallegemer. En tilsvarende teori findes ogsa for reelt kvadratiske
tallegemer, men den er noget mere kompliceret.

Betragt det imaginzert kvadratiske tallegeme K = Q(+/d) af diskriminant
d < 0. Lad d = —dop1---pg, hvor dy = 1,4,8, og p1,...,pg er de ulige
primdivisorer i d. Kronecker karakteren x for K er da x = xox1---Xxg, hvor
Xo er den tilhgrende primitive kvadratiske Dirichlet karakter modulo 1, 4 eller

8, medens
Xi = (—) for 1<j<g.
by

Endvidere er G = CI(K) klassegruppen for K.

1) Vis, at enhver idealklasse C' € G indeholder et helt ideal a, som er
primisk med (d), dvs. med a + (d) = Ox. Vink: Benyt seetning 39, korollar
3.

Vis tillige, at a er primisk med (d) netop hvis ged(N(a),d) = 1.

2) Lad a veere et helt ideal i Ok, som er primisk med (d). Vis, at
g
[N () = x(N(a) = 1.
§=0
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3) Lad a € Ox med ged(N(a),d) = 1. Vis, at
Xj(N(a)) =1 for 0<j<g.
Vink: Begynd med 1 < j < g.
4) Lad C € G, og definér for 0 < j < g:

x;(C) = x;(N(a)),

hvor a € C' er et helt ideal, som er primisk med (d).
Vis, at x; herved er veldefineret, dvs. uafhaengig af valget af a.

5) Vis, at
g
H x;j(C)=1 forethvert C € G.
§=0

6) Vis, at
xj(C) = x;(C") for 0<j<y,

nar C = X2C" med X € G.

Karaktererne x; kaldes genus karakterer. Indholdet af punkt 6 er derfor,
at genus karaktererne lever pa G/G? ~ G5, der kaldes genus klassegruppen (jf
opgave 16).

7) Vis, at relationen i punkt 5 er den eneste relation mellem genus karak-
tererne. Med andre ord: til enhver fortegnskombination (0o, d1,... ,d,) med
9901 -+ 04 = 1 og dp = 1, hvis dy = 1, findes en idealklasse C' € G med

x;(C)=14¢; for 0<j<g.

Vink: Benyt Dirichlet’s ssetning om primtal i differensraekker til at vise, at
der findes et primtal p med x;(p) = J; for 0 < j < g. Udnyt derpa, at der
findes et helt ideal p med N(p) = p.

8) Vis, at der for genus klassegruppen Go geelder

{ 29-1 hvis dy = 1,

|Ga| > .
29 hvis dy=4,8.

Bemaerkning: Der gaelder faktisk altid lighedstegn i disse uligheder. Af denne
formel for |G| folger fx, at h = |G| er ulige, hvis og kun hvis g = 0 og dy = 4, 8,
dvs. d = —4,—8eller g =10g dy =1, dvs. d = —p, hvor p = —1 (mod 4)
er et primtal. Sammenlign dette resultat med de medfglgende tabeller over
klassetal for imagingert kvadratiske tellegemer.
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Blandede opgaver B.1

B. Blandede opgaver

Opgave 1. Lad K = Q(v/2,V3), k = Q, Find udtryk for

SK/k(ao + CL1\/§+ a2\/§+ as\/é), NK/k(ao + CL1\/§+ 0/2\/§+ ag\/é)

for ag,a1,a2,a3 € k.

Udregn minimalpolynomiet for v/2 + v/3.

Udregn D(1,v/3,v/3,v6) og D(1,v2 + /3, (V3 + V3)%, (V2 + v3)?), og
lav en sammenligning mellem de to diskriminanter, der illustrerer transforma-
tionsformlen for diskriminanter pa side 1.10.

Opgave 2. Lad f € Q[x] veere et normeret irreducibelt polynomium af grad n
og med en rod ¥ € C. Vis, at fortegnet for D(1,9,92,... ;9" 1) er givet ved
formlen (—1)"2, hvor ry er antallet af kompleks konjugerede par af ikke reelle
rgdder for f.

Opgave 3. Lad K = k(1) veere en endelig separabel udvidelse af grad n over
k. Lad K* veere et spaltningslegeme for minimalpolynomiet f af grad n, og
lad

(1) 9 =90 9@ ... g0

veere de n forskellige rodder i f. Lad G veere Galois gruppen for K*/k. Da G
opererer transitivt pa meengden (1) findes der automorfier

(2) {oj|1=j=n},

sd at 0 (9) =99 for 1 £ j < n. Der er derfor praecis n forskellige virkninger
af G pa K, nemlig virkningerne af (2). For et vilkarligt element w € K
defineres w\) = ¢;(w) for 1 < j < n. Lad w have grad [, hvor Im = n, og lad
de konjugerede til w vaere

(3) W= wWi,we, ..., W
Vis, at
(4) (WP =0;w) 1<) <n}



B.2 Blandede opgaver

bestar af tallene (3), hver m gange, eller sagt pa en anden made, at
(1[I —w)
j=1

er det karakteristiske polynomium for w.
Vis derved, at

Skew) =Y w, Nip(w) = [Jw?,
j=1 j=1

Bemeerk, at formlen D(w) = (det M)? i Seetning 9 geelder for en vilkarlig
basis w, og opskriv M.

Opgave 4. Lad K = Q(9), hvor ¥ = V/28. Vis, at a = 3(1 — ¥)? er et helt
algebraisk tal, og angiv minimalpolynomiet for o over Q. Opgaven kan lgses
pa (mindst) to forskellige mader.

Opgave 5. Betragt ringen R = Z[z] med brgklegeme K = Q(z). Vis, at
idealet a = (2, z) ikke er et hovedideal. Bestem strukturen af R/a.

Vis, at de to idealer a og b = (z) har den samme tilordnede folge af idealer
i Z jvi. beviset for Sasetning 19.

Vis, at R er UFD. Vink: Giv en beskrivelse af de irreducible polynomier i
R ved de irreducible normerede polynomier i Q[x].

Vis, at R er noethersk og helt afsluttet, og at der findes et primideal p # (0)
som ikke er maksimalt.

Opgave 6. Lad R og a veere som i Opgave 5. Vis, at R : a = R (Vink: Benyt,
at a O (2).) Begrund dernaest, at idealet a ikke er invertibelt.

Opgave 7. Vis, at R = Z+ Z+/—3 er noethersk og at ethvert primideal p # (0)
er maksimalt, men at R ikke er helt afluttet. Vink: I beviset for den anden
betingelse er det en god ide forst at vise, at ethvert helt ideal a # (0) af R
er et 2-dimensionalt delgitter af det 2-dimensionale gitter R i C, og at derfor
R/a er endelig.

Opgave 8. Vis, at R = 7 tilfredsstiller Noether betingelserne, at ethvert
primideal p # (0) er maksimalt, og at R er helt afsluttet. Vink: Den forste
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Blandede opgaver B.3

pastand kan vises indirekte ved at antage p C m og ¥ € m \ p, og derpa
betragte Ox Np og Ox Nm for det algebraiske tallegeme K = Q(9).
At R ikke er noethersk blev betragtet i kapitel 2, Opgave 1.

Opgave 9. Denne og den efterfolgende opgave handler om valuationer, p-adiske
tal and p-adisk analyse. Dette er en meget vigtig del af algebraisk talteori
og mange forfattere af boger i algebraisk talteori (e.g. Artin, Borevich and
Safarevich, Cassels and Frohlich, Edwards, Hasse, Lang, Weiss) har baseret
fremstillingen pa valuationer fremfor idealer.

For ethvert primtal p defineres for z € Q tallet n,(x) € ZU{oo} pa folgende
made:

() oo hvis x =10
ny(x) =
P n hvis x #0 og x = +p™y, hvor y ikke indeholder p.

Vis, at n, er en additive ikke-arkimedisk valuation pa Q (benyt definitionen
pa side 2.40).

En folge (z,,), , € Q for n € N er konvergent med graensevaerdi  mht.
np, hvis n,(x — z,) — oo for n — oo.

Vis, at (p™) er konvergent, og angiv graensevaerdien.

Prov ogsa at definere at en fglge (x,) er en Cauchy (eller fundamental)
folge, og vis, at en konvergent fglge er en Cauchy folge.

Opgave 10. For ethvert primtal p defineres Z, og Q, pa fglgende made:
(*) Ly = {z = Z anp” }, Qp = {r= Z anp"} ,
n=0 n=ng

hvor a,, € {0,1,--- ,p — 1} for alle n, og ng € Z er vilkarligt.
I Qp (og derfor i Z,) defineres

() oo hvis =0
%) = no hvis x =57 a,p"” med a,, #0.

n=mno

Vi vil accepere indtil videre, at Q, er et legeme, og at n, er en additiv ikke-
arkimedisk valuation pa @Q,. Vis, at

Zp ={z € Qp | ny(z) = 0},

og at derfor Z, er en ring. Z, kaldes ringen af hele tal i Q.
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B.4 Blandede opgaver

Vis, at Q kan indlejres i Q, pa en natural made. Vink: Betragt forst,
hvordan x = —1, z € N, x = 1/q,q > 1 kan udtrykkes som en sum (x). Det
tilrades at betragte en specifik veerdi af p og et specifikt z af de to sidste
typer for at blive fortrolig med problemstillingen. Vis ogsa, at ved denne
indlejring af Q vil de to betydninger af n, stemme overens, og at Q er taet i
Qp og Z er indeholdt i og er teet i Z,. Med andre ord: Q, er kompletteringen
(fuldsteendigggrelsen) af Q mht. n, og Z, er afslutningen af Z.

Opgave 11. Lad p veere et ulige primtal, og a € Z en kvadratisk rest modulo
p. Vis, at ligningen 22 = @ har preecis to lgsninger i Z,. Vink: Vis forst, at
kongruensen

> =a (mod p")

har preecis to lgsninger af formen

r=ag+ap+-+ap_1p" ",
nar a; € {0,1,--- ,p—1} for 0 < j < n.
Bestem ag, a1,a2,a3, nar p =5 og a = 11.

Opgave 12. I Q, kan man lave analyse meget i stil med real analyse, specielt
vedrgrende udvikling i potensrackke. Man kan saledes definere

ml:lj

In,(1+2z) = , nar ny(z) >0,

8 HMg

expp(x) = Z %, nar np(z) >1/(p—1),

m

(1+2x)Y = Z (y)xm, nar ny(z) >1/(p—1), ny(y) 20.

m=0

Prov at lgse det sidste spagrgsmal i Opgave 11 ved hjelp af binomial formlen.
Vink: Det kan veere nyttigt at bemaerke, at

1=3+2.5+2-5°+2.5°+2.5" ...

Opgave 13. Lad R vere et integritetsomrade og K dets brgklegeme. Lad
B # (0) veere et invertibelt brudent ideal. Vis, at 2 : B = AB ! for ethvert
brudent ideal 2.
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Opgave 14. Lad X veere et lattice mht. ordningen <, og lad x V y veere det
mindste element i X med x < xVyogy < xVy, and tilsvarende x A y veere
det storste element i X med z Ay < x og z Ay < y. Vis, at de to egenskaber

(1) Ve,yze XtxAN(yVz)=(xAy)V(zAz),

(2) Ve,yze XtaxV(yAz)=(xVy A(zVz2)

er ekvivalente.

Opgave 15. Det antages bekendt, at
1=+ 22+ D@+ D(z—1),
og at de tre faktorer er irreducible i Q[z]. Lad K = Q(¢), hvor ¢ = e27/9.

Angiv minimalpolynomiet for ¢¢ over Q for 0 < ¢ < 10.
Vis, at Q-basen (1, ¢, ¢2,¢3,¢%, (%) for K har diskriminanten

D<17<7<27<37<47<5) = _39 .

Hvad kan der pa dette grundlag siges om diskriminanten d for legemet K.

Opgave 16. Vis, at den diophantiske ligning
z3 = y2 + 11

netop har lgsningerne (z,y) = (3, £4), (15, £58).

Opgave 17. Lad K = Q(v/—39). Vis, at klassetallet h = 4, og at klassegruppen
er isomorf med Cy.

Opgave 18. Betragt det kubiske legeme K = Q(«), hvor « er en vilkarlig rod
i polynomiet 2> — x — 1. Det kan benyttes (jvf. Opgave 12, Kapitel 3), at

Ok =7+ Za +Za?, d= —23.

Udregn N(ag + ai«) for ag, a1 € Z, og vis herved, at N(3+2a) = N3—a) =
23.
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B.6 Blandede opgaver

Vis, at
23 = (3 +22)*(3 —a)e, hvor € € Ox*,

og bestem . Vis endelig, at 3 4+ 2a og 3 — « er ikke associerede elementer i

Ok.

Opgave 19. For det kvadratiske tallegeme K = Q(v/—23) siger Dedekind’s
klassetalsformel, at
oritragre R

wy/]d]

Angiv veerdierne af r1,r2, R, w,d, og opstil pa nemmeste made en tabel over
Kronecker karakteren x, der hgrer til K. Find tilneermede vaerdier for h ved
at beregne afsnit i rackken

L(17X) =

L(17X) = Z@

for eksempel ved afskaering af raekken efter fgrste og anden periode for x.
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Programmer P.1

P. Programmer

I dette kapitel gengives de tre PARI-programmer UNITS, KUMMER og
CLASSNBS, der er omtalt i kapitlerne 3, 4 og 5. Endvidere gengives det
output (let redigeret), som programmerne genererer

PARI-programmet UNITS.

\\ Enheder i legemet Q(2 cos 2*pi/7)
f(A,B)=x"3-A*x"2+B*x-1;
D(A,B)=A"2%B"2-4%A"3-4%B~3+18%A*B-27;
\precision=5;

\1

print(" A " , " B " , " D " , \

" log(abs(roots(£f(A,B))))")
for(A=-5,5,for(B=-8,8,if (((D(A,B)%49)==0)&& (D(A,B)>0)\
&& (issquare (D(A,B)\49)),\

print(ll II,A,II II,B,II II,D(A,B),N Il,\
log(abs(roots(£(A,B))))),)))

A B D log(abs(roots(£f(A,B))))
-4 3 49 [1.0303, 0.36813, -1.3984]

-2 -1 49 [0.80958, -0.58886, -0.22072]
-1 -2 49 [0.58886, -0.80959, 0.22072]
3 -4 49 [-0.36813, -1.0303, 1.3984]

5 -8 2401 [0.14741, -1.9873, 1.8399]
5 6 49 [-1.6191, 0.44144, 1.1777]
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P.2

PARI-programmet KUMMER.

\\ Bernoullital og ikke regulzre primtal

b=bernvec (250) ;

bern(x)=if (x==1,-1/2,if ((x<0) | | (x%2),0,b[x/2+1]1));

\1

print ("Tabel over Bernoullital:");

print ( n n n , n B_an) ;
for(n=0,20,print(" ",n," ",bern(2+*n)));

print ("Tabel over ikke regulzre primtal < 500");
for(p=3,500,if (isprime(p) ,for(n=1, (p-3)/2,\

Programmer

if ((numer (bern(2*n))%p)==0,print(p," er irregulzr, da "\
,p," er divisor i B_",2*n),)),));

Tabel over Bernoullital:

© 00 NO O W N = O

O e G S T e T = e =
O ©O 00 NO O d WNE=- O

B_2n
1
1/6
-1/30
1/42
-1/30
5/66
-691/2730
7/6
-3617/510
43867/798
-174611/330
854513/138
-236364091/2730
8553103/6
-23749461029/870
8615841276005/14322
-7709321041217/510
2577687858367/6
-26315271553053477373/1919190
2929993913841559/6
-261082718496449122051/13530
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Tabel

37 er
59 er
67 er

101
103
131
149
157
157
233
257
263
271
283
293
307
311
347
353
353
379
379
389
401
409
421
433
461
463
467
467
491
491
491

er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er

over ikke regulzre primtal < 500:

irreguler, da 37 er divisor i B_32
irregular, da 59 er divisor i B_44
irreguler, da 67 er divisor i B_58

irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da
irregulzr, da

101
103
131
149
1567
157
233
257
263
271
283
293
307
311
347
353
353
379
379
389
401
409
421
433
461
463
467
467
491
491
491

er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er
er

i alt 28 irregulzre primtal

divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
divisor
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i

He He He He e e e He e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

B_68

B_24

B_22

B_130
B_62

B_110
B_84

B_164
B_100
B_84

B_20

B_156
B_88

B_292
B_280
B_186
B_300
B_100
B_174
B_200
B_382
B_126
B_240
B_366
B_196
B_130
B_94

B_194
B_292
B_336
B_338
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P4 Programmer

PARI-programmet CLASSNBS.

\\ Klassetal for kvadratiske tallegemer
c(x)=classno(x);

\1

print("Klassetal for imaginzrt kvadratiske \
tallegemer med -d<200:");

print(" d " , " h ||) ;

for(d=1,200,if (isfund(-d) ,print(-d," " classno(-d)),));
print("Klassetal for reeelt kvadratiske \

tallegemer med d<200:");

print(" d " , " h ||) ;

for(d=2,200,if (isfund(d) ,print(d," " classno(d)),));
print("Klassetal for imagin®rt kvadratiske \
tallegemer med -d=p<1000:");

print(" d " , " h ll) ;
for(d=1,1000,if (isfund(-d)&&isprime(-d),\
print(-d," ", classno(-d)),));

print("Klassetal for reelt kvadratiske \
tallegemer med d=p<1000:");

print(" d n , n h ll) ;
for(d=2,1000,if (isfund(d)&&isprime(d),\
print(d," " classno(d)),));
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Klassetal for imaginzrt kvadratiske tallegemer med -d<200:

d

-3
-15
-31
-47
-59
-83
-95
-115
-127
-143
-159
-179
-195

i alt 62 diskriminanter

OGN0 WWOoU WN+~—P

10
10
5
4

d

-4
-19
-35
-51
-67
-84
-103
-116
-131
-148
-163
-183
-199

O© 00~ N P EFE NP -~-F

d

-7
-20
-39
-52
-68
-87
-104
-119
-132
-151
-164
-184

Klassetal for reelt kvadratiske

d

5
21
37
56
69
88
101
120
137
152
168
184

i alt 60 diskriminanter

h

e S I I N B e N e

d
8
24
40
57
73
89
104
124
140
156
172
185

h

N, NNEPE NP, R PR NP

d
12
28
41
60
76
92

105
129
141
157
173
188

221

d

-8
-23
-40
-bb
-71
-88
-107
-120
-136
-152
-167
-187

DO NPDdNN-PE

[
o

Do~ A

tallegemer med d<200:

d
13
29
44
61
77
93

109
133
145
161
177
193

P PP, PPN, PRPNDNRR RS

|_\
N~ O P>PODNDNIPNDWRPE

h

R el S T e T e S S SN S

| I I A T |
O NP N =
= O o0 Wd - Qo

-111
-123
-139
-165
-168
-191

d
17
33
53
65
85
97

113
136
149
165
181
197

P W NN -, =P

[
w

[l i NS T o T o o o I NG T i i =

P.5



P.6 Programmer

Klassetal for imaginzrt kvadratiske tallegemer med -d=p<1000:

d h d h d h d h d h

-3 1 -7 1 -11 1 -19 1 -23 3
-31 3 -43 1 -47 5 -59 3 -67 1
-71 7 =79 5 -83 3 -103 5 -107 3
-127 5 -131 5 -139 3 -151 7 -163 1
-167 11 -179 5 -191 13 -199 9 -211 3
-223 T =227 5 -239 15 -251 7 -263 13
-271 11 -283 3 -307 3 -311 19 -331 3
-347 5 -359 19  -367 9 -379 3 -383 17
-419 9 -431 21 -439 15 -443 5 -463 7
-467 7 -479 25 487 7 -491 9 -499 3
-503 21 -523 5 -547 3 -563 9 =571 5
-587 7 -599 25  -607 13 -619 5 -631 13
-643 3 -647 23 -659 11 -683 5 -691 5
-719 31 =727 13 -739 5 -743 21 -751 15
-787 5 -811 7 -823 9 -827 7 -839 33
-859 7 -863 21 -883 3 -887 29 -907 3
-911 31 -919 19  -947 5 -967 11 -971 15
-983 27 -991 17 -1019 13 -1031 35 -1039 23
-1051 5 -1063 19 -1087 9 -1091 17 -1103 23
-1123 5 -1151 41 -1163 7T -1171 7 -1187 9
-1223 35 -1231 27 -1259 15 -1279 23 -1283 11
-1291 9 -1303 11 -1307 11 -1319 45 -1327 15
-1367 25 -1399 27 -1423 9 -1427 15 -1439 39
-1447 23 -1451 13 -1459 11 -1471 23 -1483 7
-1487 37 -1499 13 -1511 49 -1523 7 -1531 11
-1543 19 -1569 b1 -1567 15 -1571 17 -1579 9
-1583 33 -1607 27 -1619 15 -1627 7 -1663 17
-1667 13 -1699 11 -1723 5 -1747 5 -1769 27
-1783 17  -1787 7 -1811 23 -1823 45 -1831 19
-1847 43 -1867 5 -1871 45 -1879 27 -1907 13

-1931 21 -1951 33 -1979 23 -1987 7 -1999 27

i alt 155 diskriminanter
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Klassetal for reelt kvadratiske tallegemer med d=p<1000:

d

5

41
o7
149
197
269
317
389
433
521
593
653
709
773
853
937
1009
1061
1117
1201
1249
1321
1429
1493
1609
1669
1733
1801
1901
1993

i alt 147 diskriminanter

h

R W R PR PR ROORRRRRBRNRPERPBRPRRRPBRRRRRRERRR B B &

d

13
53
101
157
229
277
337
397
449
541
601
661
733
797
857
941
1013
1069
1129
1213
1277
1361
1433
1549
1613
1693
1741
1861
1913
1997

h

PR RPrPRrPR PR PR PRPORPRRPRPRPRP,PORPRPRRPRPRPRRPRPRRP,WORE,RP R

d

17
61
109
173
233
281
349
401
457
557
613
673
757
809
877
953
1021
1093
1153
1217
1289
1373
1453
1553
1621
1697
1753
1873
1933
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h

R e e R O R o e S ¢ 1 I S S e S S N =

d

29
73
113
181
241
293
353
409
461
569
617
677
761
821
881
or7
1033
1097
1181
1229
1297
1381
1481
1597
1637
1709
1777
1877
1949

h

P P PR, PP PP PRPOFRPPRPRPRPRRPPORPRPRPRPRRRPRRPRRRPRRPEPBRE

d

37
89
137
193
257
313
373
421
509
577
641
701
769
829
929
997
1049
1109
1193
1237
1301
1409
1489
1601
1657
1721
1789
1889
1973

P.7
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Alfabeter Al

A. Alfabeter

Det graeske alfabet:

A a: alfa B,3: beta I',v: gamma A, 0: delta
E,e, e: epsilon 7,C: zeta H,n: eta ©,0,19: theta
I,.: iota K,x: kappa A, \: lambda M,p: my
N,v: ny =& ksi II, 7, w: pi R,p, 0: TO

Y, 0,6 sigma T,7: tau T, v: ypsilon D @, p: fi
X,x: ki W ) psi Q,w: omega

Det gotiske alfabet:

Aa: A, a B.b: B, b ¢, C,c ,0: D, d Ce E e
S.f:F.f  6,gCGg HbHL 3L 33 3,
Rt K k £ L1 M, m: M, m 2M,n: N, n 9D,0: 0,0
B,p: P, p 9,q: Q, q R,t: R, r S,s: S, s Tt T, t
Lu: U, u B,o: V, v W, w: W, w X, X, D,0: Y,y
3,3 2,z
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