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Forord

Til 2. udgave

Disse foreleesningsnoter traekker i betydelig grad pa noter udarbejdet
af en raekke kolleger. Det geelder ikke mindst Tue Tjurs forelsesnings-
noter “Sandsynlighedsregning”, som i mange ar blev benyttet til Stati-
stik 0 undervisningen, og som har veeret udgangspunkt for naervaerende
noter. Visse steder er hele passager taget naesten ordret fra Tue Tjurs
noter, ligesom hovedparten af opgaverne stammer derfra. Jeg har imid-
lertid ogsa hentet mange ideer, formuleringer, eksempler og opgaver fra
forelaesningsnoter af Jorgen Hoffmann-Jgrgensen, Preben Blaesild, Svend
Erik Graversen og Ernst Hansen.

I forhold til den forste udgave er de veesentlige sendringer en raekke
nye eksempler, opgaver og figurer. Endvidere er der tilfgjet et appendiks
om mengdeleere, og en del trykfejl og uheldige formuleringer er blevet
rettet. Endelig er de fleste kapitler blevet forsynet med en kort sammen-
fatning.

Kgbenhavn, juli 2001
Michael Sgrensen

Til 3., 4. og 5. udgave

I forhold til 2. udgave er der kun foretaget mindre sendringer. Et antal
trykfejl er blevet rettet, og enkelte steder er forklaringer blevet uddybet
eller omformuleret.

Kgbenhavn, juni 2004

Michael Sgrensen



Til 6., 7., 8. og 9. udgave

I forhold til 5. udgave er der tilfgjet et kapitel om Markovkaeder med
endeligt tilstandsrum. Ellers er et antal trykfejl blevet rettet, og enkelte
forklaringer er blevet uddybet eller omformuleret. I 7., 8. og 9. udgave er
der foretaget endnu flere mindre rettelser og forbedringer.

Kgbenhavn, juli 2008
Michael Sgrensen



Indhold

Forord

1

Sandsynlighedsregningens grundlag

1.1 Indledning . . . . . . . .. ...
1.2 Det endelige sandsynlighedsfelt . . . . .. . ... .. ..
1.3 Det generelle sandsynlighedsfelt . . . . . . . ... .. ..
1.4 Betingede sandsynligheder . . . . . ... ... ... ...
1.5 Stokastisk uatheengighed . . . . . . . .. ... ... ...
1.6 Sammenfatning . . . . . ... ..o
1.7 Opgaver . . . . . . .

Stokastiske variable

2.1 Stokastiske variable og deres fordeling . . . . . . .. . ..
2.2 Fordelingsfunktionen . . . . . . .. ... ... ...
2.3 Fler-dimensionale stokastiske variable . . . . . . ... ..
2.4 Uafheengige stokastiske variable . . . . . .. .. ... ..
2.5 Sammenfatning . . . . ... .. L
2.6 Opgaver . . . . . . . .. ...

Fordelinger pa endelige maengder

3.1 Sandsynlighedsfunktioner . . . . . . .. . ... ... ...
3.2 Binomialfordelingen . . . . . . . .. ... ... L.
3.3 Den hypergeometriske fordeling . . . .. ... ... ...
3.4 Transformation af fordelinger . . . . . . ... ... ...
3.5 Polynomialfordelingen . . . . ... .. ... .. .....
3.6  Uafheengige stokastiske variable . . . . . . ... ... ..
3.7 Middelveerdi og varians . . . . ... ...



INDHOLD

3.8 Kovarians og korrelation . . . . .. ... ... ... ... 95
3.9 Sammenfatning . . . . ... ... L 104
3.10 Opgaver . . . . . . . .. . . 105
Generelle diskrete fordelinger 114
4.1 Diskrete fordelinger . . . . . .. ... 114
4.2 Transformation af diskrete fordelinger . . . . . . . . . .. 124
4.3 Uafheengige diskrete stokastiske variable . . . . . .. .. 126
4.4 Middelveerdi og varians . . . . . .. ... 130
4.5 Kovarians og korrelation . . . . . . ... ... 138
4.6 Betingede fordelinger . . . . . ... ... oL 139
4.7 Sammenfatning . . . .. ..o 140
4.8 Opgaver . . . . . . ... 141
En-dimensionale kontinuerte fordelinger 145
5.1 Kontinuerte fordelinger og teetheder . . . . . . . . . . .. 145
5.2 Middelveerdi og varians . . . . ... ... L. 156
5.3 Normalfordelingen . . . ... ... ... .. .. ..... 162
5.4 Transformation af kontinuerte fordelinger pa IR . . . . . 165
5.5 Sammenfatning . . . . . .. ... L 172
5.6 Opgaver . . . . . . . .. ... 173
Fler-dimensionale kontinuerte fordelinger 179
6.1 Tetheder og fordelinger pa R™ . . . . . ... ... ... 179
6.2 Uathengighed . . . . . . . . .. .00 183
6.3 Transformation af kontinuerte fordelinger pa IR™ . . . . . 187

6.3.1 Reelle transformationer . . . . . . . . . ... ... 187

6.3.2 Lineger transformation af en kontinuert fordeling . 191
6.4 Middelveerdi, varians og kovarians . . . . . . .. .. . .. 197
6.5 Kontinuerte betingede fordelinger . . . . . . . . ... .. 200
6.6 Sammenfatning . . . .. ... 202
6.7 Opgaver . . . . . . . ... 203
Graenseresultater for stokastiske variable 209
7.1 Destoretalslov. .. . ... ... ... ... .. ..... 209
7.2 Den centrale greenseveerdiseetning . . . . . ... ... L. 212

7.3 Opgaver . . . . . . .. 219



INDHOLD 5
8 Normalfordelingens teori 221
8.1 y*fordelingen og I-fordelingen . . ... ... ...... 221
8.2 F-fordelingen og t-fordelingen . . . . . . ... ... ... 225
8.3 Den fler-dimensionale normalfordeling . . . . . . . . . .. 229
8.3.1 Den fler-dimensionale standard normalfordeling 229

8.3.2 Den generelle fler-dimensionale normalfordeling 233

8.3.3 Den to-dimensionale normalfordeling . . . . . . . 235

8.4 Sammenfatning . . . . ... ... 239
85 Opgaver . . . . .. . .. . 239

9 Markovkaeder med endeligt tilstandsrum 241
9.1 Definition og eksempler . . . . . .. ... 241
9.2 Nogle regneregler . . . . . . .. .. ... ... ... 246
9.3 Ergodicitet og stationeer fordeling . . . . . . .. ... .. 251
9.4 Sammenfatning . . . . ... ..o 264
9.5 Opgaver . . . . . . .. 265

10 Nogle stokastiske modeller 269
10.1 Aktier . . . . ... 269
10.2 Poisson processen . . . . . . . . ... 271
10.3 Brownsk bevaegelse . . . . . . ... 274

11 Efterskrift 277
A Om mangder 279
A.1 Mengder og maengdeoperationer . . . . . . .. ... ... 279
A2 Opgaver . . . . .. .. . 284

B Om kombinatorik 286
B.1 Fakultetsfunktionen . . . . . . .. ... ... ... .. 286
B.2 Nedadstigende faktoriel . . . . . . . .. ... .. ... .. 287
B.3 Binomialkoefficienter . . . . . ... ..o 287
B.4 Polynomialkoefficienter . . . . . . . .. ... .. ... .. 289
B.5 Opgaver . . . . .. ... 290

C Om uendelige raxekker 291



INDHOLD

D Om integraler

D.1 Funktioner af én variabel
D.2 Funktioner af flere variable

E Tabeller

E1
E.2
E.3
E.4
E.5

Indeks

Standard normalfordelingen

x2-fordelingen

t-fordelingen . . . . . .. .. ..

F-fordelingen

Det graeske alfabet



Kapitel 1

Sandsynlighedsregningens
grundlag

1.1 Indledning

I den menneskelige tilveerelse forekommer der mange tilfeeldige og uforud-
sigelige begivenheder. Skgnt dette utvivlsomt ger livet interessant, har
man dog i mange situationer brug for metoder til, sa vidt det nu er
muligt, at handtere sadanne usikkerhedsmomenter. Det er baggrunden
for, at sandsynlighedsregningen og statistikken er blevet udviklet. Disse
fags metoder har i vore dage fundet meget bred anvendelse, for eksempel
inden for forsikring, finansiering, planlsegning og analyse af alle former
for data, som er behaftet med usikkerhed.

Sandsynlighedsregningen har sin oprindelse i menneskets spilleglaede.
1 40.000 ar gamle kgkkenmgddinger har man fundet betydelige maengder
astragalusknogler fra hov- og klovdyr, der kan benyttes til terningspil,
ligesom et segyptisk gravmaleri fra det forste segyptiske dynasti (ca. 3000
f. Kr.) viser en adelsmand og hans kone, der benytter astragalusknog-
ler i forbindelse med et braetspil. Astragalusknoglen har fire sider. Nar
den kastes forekommer de to af siderne med sandsynlighed 1/10, mens
de to andre forekommer med sandsynlighed 2/5. Spil med astragalus-
terninger var meget udbredt i antikken, hvor de efterhanden ofte blev
lavet af breendt ler, marmor eller bronze. Den fgrste sekssidede terning,
man kender, er fundet i det nordlige Irak. Den er fra omkring 3000 f. Kr.
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og er lavet af breendt ler.

Mennesker har nok spillet siden tidernes morgen, og det ma formodes,
at der blandt dygtige spillere har eksisteret en intuitiv fornemmelse for
det, vi i dag kalder sandsynligheder. Det er dog ret sent, at en egent-
lig teori for udfaldet af spil udvikles. Det tidligste skriftlige vidnesbyrd
om elementaere sandsynlighedsberegninger findes i et i middelalderen me-
get udbredt opbyggeligt latinsk digt De Vetula (Om den Gamle Kone),
som tilskrives Richard de Fournival (1201 — 1260), en gejstlig ved
katedralen i Amiens. I forbindelse med en diskussion af terningspil gi-
ver digteren en lang (og korrekt) diskussion af antallet af mader, hvorpa
man ved kast med tre terninger kan opna de forskellige mulige summer
af terningernes gjne. I digtet anvendes begrebet sandsynlighed ikke, men
der tales om hyppighed af forskellige summer. Det vides ikke ngjagtigt,
hvornar man naede frem til mere klare forestillinger om sandsynligheder
og viden om, hvordan de kan beregnes. Muligvis blev intet nedskrevet,
fordi viden om disse ting havde betydelig pekunizer betydning.

Den fgrste bog Liber de Ludo Aleae om beregning af odds og sandsyn-
ligheder for en lang reekke spilsituationer (terningspil, kortspil og astra-
galus) blev skrevet af Geronimo Cardano (1501 — 1576). Bogen er
formentlig blevet til omkring 1550, men Cardano, som var en lidenskabe-
lig spiller, holdt den hemmelig, og den blev fgrst fundet og udgivet i 1663.
Cardano gav ikke en abstrakt matematisk definition af sine begreber, og
bogen er praeget af store tabeller over samtlige mulige udfald i forskel-
lige situationer. Det virkelige gennembrud for sandsynlighedsregningen
som matematisk disciplin skete i 1654 i en bergmt brevveksling mellem
Pierre de Fermat (1601 — 1665) og Blaise Pascal (1623 — 1662), i
hvilken de diskuterede og lgste en rackke komplicerede sandsynligheds-
teoretiske problemer i relation til spil. I den forbindelse lagde de det
teoretiske fundament for det, vi i dag kalder den elementare sandsynlig-
hedsregning. Fermat var stadsadvokat i Toulouse, og var formentlig alle
tiders stgrste amatgrmatematiker, mens Pascal, der levede af en mindre
formue, udover sin indsats som matematiker, fysiker og astronom ogsa
var en betydelig filosof. Hverken Fermat eller Pascal samlede deres resul-
tater i bogform. Fermat havde ikke for vane at publicere sine resultater,
og Pascal trak sig kort efter brevvekslingen med Fermat tilbage til et
kloster i Port Royal, hvor han resten af livet koncentrerede sig om reli-
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gionsfilosofi. Det blev derfor holleenderen Christiaan Huygens (1629
— 1695), der efter i 1655 at veere kommet til Paris samlede og genbevi-
ste deres resultater, som var i omlgb blandt byens matematikere. I 1657
udgav han resultaterne i bogen De Ratiociniis in Alea Ludo, der blev
leerebog for mange sandsynlighedsteoretikere i den anden halvdel af det
17. arhundrede. Nogle af Pascals resultater blev igvrigt udgivet i 1665 i
Traité du Triangle Arithmetique, som behandler det vi idag kalder Pascals
trekant.

Det naeste store skridt fremad blev taget af den schweiziske mate-
matiker Jakob (Jacques) Bernoulli (1654 — 1705). Hans bidrag til
sandsynlighedsregningen blev publiceret i bogen Ars Conjectandi, der
blev skrevet i perioden 1690 — 1705, men fgrst blev udgivet i 1713. I
denne bog indfgres sandsynlighed som et matematisk begreb, og de sto-
re tals lov vises. Dette resultat er basis for den frekvensfortolkning af
sandsynlighedsregningen, som vi skal komme tilbage til. Lgst sagt er re-
sultatet, at den frekvens, hvormed en given heendelse indtreeffer, nar et
forsgg udferes mange gange, er teet pa sandsynligheden for hsendelsen.

Den definition af en sandsynlighed, som gar tilbage til Cardano, Fer-
mat og Pascal, byggede pa formlen

antal gunstige udfald

antal mulige udfald -

Den klassiske sandsynlighedsregning, som er baseret pa denne formel,
kulminerede med udgivelsen i 1812 af Pierre Simon Laplace’s (1749
— 1827) bog Théorie Analytique des Probabilités, hvori han udtgmte te-
oriens matematiske muligheder. Herefter optreeder der en periode med
stilstand i den matematiske udvikling.

Derimod skete der en rivende udvikling af sandsynlighedsregningens
anvendte side langt uden for spillenes omrade. Sandsynlighedsregningen
blev saledes anvendt inden for statistik, fysik, forsikringsvidenskab, de-
mografi og andre samfundsvidenskaber (for eksempel kriminologi). Som
det ofte sker, var anvendelserne her langt foran en stringent matematisk
teori. Den klassiske sandsynlighedsdefinition slar ikke til i disse anvendel-
ser. Dette blev helt klart med den komplicerede sandsynlighedsteoretiske
model for aktiekursernes udvikling pa bgrsen i Paris, som i 1900 blev
udviklet af Louis Bachelier (1870 — 1946) i dennes athandling Théorie
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de la Spéculation. Praecis den samme model opstilledes i 1905 uatheengigt
af Bacheliers arbejde af Albert Einstein (1879 — 1955) til beskrivelse af
den sakaldte Brownske bevaegelse, som mikroskopiske partikler som stov,
pollen og bakterier udfgrer i veesker og luftarter.

Fra den anden halvdel af det 19. arhundrede startede en sggen efter
et nyt grundlag for sandsynlighedsregningen, iszer i den russiske skole.
Pafnuti Lvovich Chebyshev (1821 — 1894) og dennes to studenter An-
drej Andrejevich Markov (1856 — 1922) og Alexander Mikhailo-
vich Lyapunov (1857 — 1918) indfgrte de stokastiske variable og stude-
rede deres egenskaber. Derigennem var de i stand til at generalisere nogle
af sandsynlighedsregningens vigtigste resultater. I bogen Grundbegriffe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung fra 1933 lagde Andrej Nikolajevich
Kolmogorov (1903 — 1987) den sakaldte malteori til grund for sandsyn-
lighedsregningen, som derved igen fik et stringent matematisk grundlag.
Dette satte en eksplosiv udvikling igang, som endnu ikke er afsluttet, og
som har fundet meget bred praktisk anvendelse. Saledes har det vist sig,
at den isaer i 1970erne udviklede stokastiske analyse, der giver veerktaj
til studiet af en bred klasse af stokastiske processer, er som skabt til at
fungere som grundlag for den moderne matematiske finansieringsteori.

Imidlertid er vi nu langt udenfor, hvad vi kan beskeeftige os med i
denne bog. Malteori hgrer ikke hjemme i et forstearskursus, sa selv om vi
felger Kolmogorov noget af vejen, kan vi ikke her give en fremstilling af
sandsynlighedsregningen, som er matematisk helt tilfredsstillende. Vi vil
imidlertid indfgre en raekke centrale begreber og studere disse. Formalet
med bogen er ikke mindst at gennemga sandsynlighedsregningens helt
basale regneregler og give en vis fortrolighed med disse. Dels er dette,
hvad man har brug for i elementzere anvendelser af sandsynlighedsregning
(specielt er det nok til at kunne forsta et introducerende statistikkursus),
dels er det den bedste ballast for senere at kunne tilegne sig den mere
abstrakte teori baseret pa malteori.

For vi gar i gang med teorien, er det pa sin plads at filosofere lidt
over, hvad en sandsynlighed er. Det er der i tidens lgb skrevet meget om.
I disse noter vil vi betragte det som sandsynlighedsteoriens opgave at be-
skrive systemer, hvori der er et element af tilfezeldighed. Her skal systemer
forstas i en meget bred forstand. Der kan for eksempel veere tale om fy-
siske, biologiske eller sociale systemer. Det har erfaringsmaessigt vist sig,
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at skgnt udfaldet af en enkelt tilfeeldig begivenhed ikke kan forudsiges,
sa er der for enhver given haendelse en vis tendens i det betragtede sy-
stem til, at netop denne heendelse indtreeffer. Denne tendens kvantificeres
ved et tal mellem nul og en, som kaldes sandsynligheden for haendelsen.
Sandsynligheder anses saledes for at veere egenskaber ved det studerede
system. De kan ikke observeres direkte, men hvis et forsgg udfgres mange
gange, viser sandsynlighederne sig som de frekvenser, hvormed forskelli-
ge haendelser optraeder. Hvis vi for eksempel betragter kast med en serlig
terning, har alle terningens sider samme tendens til at optraede, hvorfor
sandsynligheden for haendelsen, at der slas en femmer, er 1/6. Hvis man
slar mange gange med terningen, viser denne sandsynlighed sig ved, at
cirka 1/6 af kastene resulterer i en femmer.

Dette er sandsynlighedsregningens frekvensfortolkning. Lad os formu-
lere den lidt mere preecist. Antag at vi udferer et forspg N gange uaf-
heengigt af hinanden, og at det efter hvert forsgg kan konstateres, om en
haendelse, som vi betegner med A, er indtruffet. Vi skal senere definere,
hvad vi preecist vil forsta ved uafthaengighed af forsgg; pa dette sted er
den intuitive fornemmelse af, hvad uathesengighed er, tilstraekkelig. Under
disse antagelser er sandsynligheden for at A indtreeffer lig

antal forsgg hvor A indtreeffer
im .
N—oo N

[ 1931, altsa ganske kort for Kolmogorov’s bog blev publiceret, opbygge-
de Richard von Mises (1883 — 1953) en stringent sandsynlighedsteori,
hvor sadanne greenseveerdier var den basale definition af sandsynlighe-
der. Disse ideer er aldrig slaet an, og de blev fuldsteendig overskygget
af Kolmogorovs arbejde. Vi vil derfor som alle andre folge Kolmogorov
og i Afsnit 1.3 opstille nogle fa basale egenskaber, som sandsynligheder
rimeligvis ma have. Ud fra disse vil vi argumentere os frem til en rackke
resultater og regneregler og bl.a. bevise, at sandsynlighedsregningens fre-
kvensfortolkning (store tals lov) folger af disse basale antagelser. At man
kan bevise dette, er en bekraeftelse af, at de oprindelige basale antagelser
er en fornuftig definition af sandsynlighed.

At sandsynligheden for at fa en femmer ved kast med en erlig terning
er lig 1/6 folger ved en simpel symmetribetragtning (der er ingen forskel
pa de seks sider). Som regel er det svaerere at beregne sandsynligheden
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for en heendelse. Man har typisk behov for bade sandsynlighedens reg-
neregler og for at ggre nogle antagelser om det studerede system. Ofte
ma man ogsa inddrage observationer af systemet, hvorved metoder fra
statistikken kommer ind i billedet. For eksempel vil vi, for at kunne be-
regne sandsynligheden for, at der i en klasse med 25 bgrn er mindst to
bgrn med samme fodselsdag, gore nogle antagelser. Vi vil blandt andet
antage, at bgrnenes fgdselsdage er uathsengige af hinanden, og at antal
fgdsler per dag ikke varierer i lgbet af aret. Sadanne antagelser er ikke
ngdvendigvis helt korrekte. For eksempel varierer antallet af fodsler per
dag lidt med arstiden. Antagelserne skal blot veere tilstraekkelig teet pa
tingenes faktiske tilstand til, at de beregnede sandsynligheder kan an-
vendes i1 praksis. Nar man praesenteres for et sandsynlighedsudsagn, bgr
man derfor altid spgrge hvilke antagelser, der ligger bag. Sa kan man,
hvis man har forstand pa sandsynlighedsregning, selv vurdere, om det er
rimelige antagelser. Et andet eksempel, som vi skal se pa, er beregning
af sandsynligheden for, at en mand, som overlever sine fgrste 20 ar, vil
opna at blive 60 ar. For at beregne denne sandsynlighed, som er af stor
interesse i forbindelse med livsforsikring, ma man ggre antagelser, bade
for at kunne anvende sandsynlighedsregningens regler og for at kunne
inddrage data fra Statistisk Arbog.

1.2 Det endelige sandsynlighedsfelt

I det tilfeelde, hvor der kun er endeligt mange mulige udfald, er det
problemlgst at opstille en sandsynlighedsteoretisk model. Alt hvad vi
behgver er en liste over samtlige mulige udfald og en angivelse af sand-
synligheden for ethvert af disse. Dette kan formaliseres pa fglgende made.

Ved et endeligt sandsynlighedsfelt forstas en endelig meengde E =
{e1,...,exr}, som kaldes wudfaldsrummet, og en funktion p fra F ind i
intervallet [0, 1], som opfylder, at

k

> ple;) =1 (1.2.1)

J=1

Elementerne i E kaldes udfald, mens en delmeengde af £ kaldes en
hendelse. Funktionen p kaldes sandsynlighedsfunktionen. Dens veerdi i e;,
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altsa p(e;), er naturligvis sandsynligheden for udfaldet e;. Man omtaler
denne som punktsandsynligheden i e;.

Eksempel 1.2.1 Betragt situationen, hvor man kaster to terninger. Da
bestar F af de 36 mulige udfald

E={(1,1),(1,2),....(6,5),(6,6)} = {1,...,6} x {1,...,6}.

Sandsynlighedsfunktionen er givet ved
1
p(z) = 36 for alle z € F,

da alle udfald er lige sandsynlige.
O

Eksempel 1.2.2 Betragt nu en klasse med 25 bgrn. Vi vil interessere
os for udsagn vedrgrende bgrnenes fodselsdage, sa et udfald bestar af
en vektor af 25 fodselsdage © = (z1,...,225). For at forenkle vore over-
vejelser ser vi bort fra skudar og antager, at alle ar har 365 dage. En
fedselsdag kan sa angives ved dens nummer i aret, d.v.s. som et helt tal
mellem 1 og 365. Vi kan derfor benytte udfaldsrummet

E={1,...,365}* = {1,...,365} x --- x {1,...,365}.
25 gange

Vi specificerer sandsynlighedsfunktionen ved
p(z) = 365" for alle = (x1,... T95) € E,

d.v.s. vi antager at alle kombinationer af fgdselsdage er lige sandsynli-
ge. Her er situationen ikke helt sa klar, som den var for et kast med to
terninger. At alle kombinationer er lige sandsynlige forudssetter bl.a. at
bgrnene ikke fordeles pa klasser efter alderskriterier, at alderskriteriet
for optagelse pa skolen ikke er blevet sendret det ar klassen startede i
skolen og at antal fadte per dag ikke er arstidsafhaengigt (hvilket ikke er
helt rigtigt). Videre antages det, at bornenes fodselsdage er uathaengige
af hinanden. Vi skal senere give en definition af begrebet stokastisk uaf-
haengighed, som kan bruges til at preecisere dette udsagn. Her er det nok
at bemeerke, at vi f.eks. udelukker, at der er et tvillingepar i klassen.

O
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Hvis A er en heendelse, d.v.s. A C E, sa defineres sandsynligheden
for A, som vi betegner med P(A), ved

P(A) = p(x). (1.2.2)
€A
Sandsynligheden for A er altsa summen af alle punktsandsynlighederne
hgrende til de udfald, som ligger i A. Specielt er P({e;}) = p(e;), og da
vi definerer summen over ingen elementer til at veere nul, er P(()) = 0.
Det er ikke vanskeligt at indse (udfgr argumentet i detaljer), at

0<PA) <1 (1.2.3)
P(E)=1 (1.2.4)
P(AUB) = P(A)+ P(B), hvis ANB=0.  (1.2.5)

Her er A og B naturligvis haendelser, d.v.s. A, B C E. To mangder, hvis
feellesmeengde er den tomme maengde, siges at veere disjunkte. Vi kalder
en funktion P fra klassen af delmeengder af E ind i de reelle tal, som
opfylder (1.2.3) — (1.2.5), et sandsynlighedsmal.

I de to eksempler ovenfor var sandsynlighedsfunktionen konstant.
Dette er naturligvis ikke altid tilfeeldet, men det er en seerligt peen situ-
ation, som er forudseetningen for den kendte formel for sandsynligheden

for en heendelse:
antal gunstige udfald

antal mulige udfald -
Hvis nemlig sandsynlighedsfunktionen p er konstant, fglger det af formel
(1.2.1), at p(x) = 1/k, hvor k er antallet af elementer i E. For en haendelse
A C E folger det derfor af (1.2.2) at

1 gA
PA =Y —=", 1.2.6
=% t=iz (126)
hvor A betegner antallet af elementer i A, d.v.s. antallet af gunstige
udfald, mens §F betegner antallet af elementer i E, d.v.s. antallet af
mulige udfald. Generelt vil vi fremover for enhver endelig maengde M
betegne antallet af elementer i M med §M. Nar sandsynlighedsfunktionen
p er konstant, er sandsynlighedsmassen fordelt ligeligt over den endelige
meengde E. Man taler derfor om ligefordelingen pa E.
Lad os nu betragte et eksempel, hvor sandsynlighedsfunktionen ikke
er konstant.
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Eksempel 1.2.3 Betragt igen kast med to terninger, men antag, at vi
kun er interesserede i summen af gjnene pa de to terninger. Da kan vi
benytte udfaldsrummet

E=1{2,3,...,12},
og specificere sandsynlighedsfunktionen

p(2) =p(12) = 1/36

p(3)=p(11) = 1/18
p(4) =p(10) = 1/12
p(5)=pH) = 1/9
p(6) =p(8) = 5/36

p(7) = 1/6.

0.20
1

0.15
1

0.10
1

0.05
1

0.00
1

Figur 1.2.1: Sandsynlighedsfunktionen i Eksempel 1.2.3.

Denne specifikation kraever naturligvis et argument. Da modellen i ek-
sempel 1.2.1 er en ligefordeling, kan vi beregne sandsynligheden for at
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summen af de to gjne har en bestemt veerdi ved hjelp af formel (1.2.6).
Saledes er der kun et enkelt udfald som giver sum to, nemlig (1,1). Der-
for er sandsynligheden for at summen er to lig 1/36. Der er to udfald
med sum tre, nemlig (1,2) og (2,1), sa sandsynligheden for at summen er
tre er lig 2/36 = 1/18. De gvrige sandsynligheder findes ved tilsvarende
overvejelser (udfer nogle af disse).

O

1.3 Det generelle sandsynlighedsfelt

Man har ofte brug for sandsynlighedsfelter med uendeligt mange mulige
udfald, og i den situation er det mere kompliceret at definere en sand-
synlighedsteoretisk model. Hvis antallet af mulige udfald er uendeligt, er
det ikke altid tilstraekkeligt blot at angive alle udfald og deres sandsyn-
ligheder. Lad os illustrere problemet med et eksempel.

Eksempel 1.3.1 Lad os taenke os, at vi traekker et tilfzeldigt tal mellem
nul og en. Vi vaelger altsa som udfaldsrum intervallet £ = [0, 1], som
i hvert fald ikke er en endelig maengde. Det er maske pa nuveerende
tidspunkt ikke helt klart, hvad vi mener med at traekke et tilfzeldigt tal
i F, men i hvert fald ma alle tal e i E have samme sandsynlighed for
at blive udtrukket. Lad os betegne denne sandsynlighed med p. Hvad er
sandsynligheden for at udtraekke et tal i maengden {1/n,2/n,...,(n —
1)/n, 1}, hvor n er et vilkarligt positivt helt tal? Hvis vi forlanger, at
formel (1.2.5) ogsa skal geelde for uendelige sandsynlighedsfelter, ses det
ved at benytte denne formel n — 1 gange, at

P{1/n,2/n,....,(n—1)/n,1}) =
P{1/n}) +---+ P({(n—1)/n}) + P({1}) = np.
Da P({1/n,2/n,...,(n—1)/n,1}) skal veere en sandsynlighed, d.v.s.
0< P({1/n,2/n,....(n—1)/n,1}) <1,

folger det, at der for alle positive hele tal n geelder, at
1

0<p<—
n
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Ved at lade n ga mod uendelig ses det, at p = 0. I denne situation er det
altsa ikke seerlig nyttigt at angive sandsynligheden for alle mulige udfald.
Saledes er udsagnet, at P({e}) = 0 for alle e € [0, 1], helt uanvendeligt til
at sige noget om for eksempel sandsynligheden for at traekke et tal mellem
1/4 og 3/4. Denne sandsynlighed bgr naturligvis veere lig en halv.

Det er klart, at vi ma ga en anden vej for at definere et sandsyn-
lighedsfelt pa en brugbar made. Vi vil i stedet definere sandsynligheden
for at udtreekke et tal i et delinterval I af E. En naturlig definition af
tilfeeldig udtrackning af et tal mellem nul og en er at kraeve, at sandsyn-
ligheden for at trackke et tal i intervallet I er proportional med leengden
af 1. Vi antager derfor, at der findes et reelt tal ¢ > 0, sa

P(I) = |l

hvor |I] betegner leengden af I. Vi vil ogsa fremover benytte denne nota-
tion for leengden af intervaller og af andre delmeengder af den reelle akse,
for hvilke det giver mening at tale om leengden. Det er let at bestemme
stgrrelsen af ¢, da

1= P([0,1]) = ¢|[0,1]| = c.

Det ser altsa ud til, at vi kan definere tilfeeldig udtraekning af et tal
mellem nul og en pa en fornuftig made ved at specificere, at

P(A) = |A], (1.3.1)

for alle delmeengder A af [0, 1], for hvilke det giver mening at tale om
leengden. Udover intervaller, kan det f. eks. vaere foreningsmaengden af
to eller flere intervaller. Da et-punktsmaengden {e} kan betragtes som et
udartet interval [e, ¢] med leengde nul, er (1.3.1) i overensstemmelse med
resultatet P({e}) = 0, som vi fandt ovenfor.

(]

Da det, som vi netop har set, ikke altid er nok at angive samtlige ud-
fald og deres sandsynligheder, ma man i stedet angive sandsynligheden for
at fa et udfald i enhver delmaengde af udfaldsrummet (eller i det mindste
nogle af delmaengderne). Man kan ikke bare angive disse sandsynlighe-
der helt som man har lyst: Sandsynlighederne for forskellige haendelser
skal passe sammen. Vi definerer derfor et generelt sandsynlighedsfelt pa
fglgende made.
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Definition 1.3.2 Ved et sandsynlighedsfelt forstas en maengde E, som
kaldes udfaldsrummet, en vis klasse £ af delmaengder af £, samt en funk-
tion P fra &€ ind i intervallet [0,1]. Elementerne i € skal mindst omfatte
bade E selv og den tomme mangde (), mens funktionen P, som kaldes et
sandsynlighedsmal, skal opfylde, at

P(E) =1 (1.3.2)
P(AUB) = P(A)+ P(B), hvis ANB=0.  (1.3.3)

Elementerne i £ kaldes heendelser. Disse er altsa delmaengder af E.
Fortolkningen af sandsynlighedsmalet P er naturligvis, at dets veerdi i en
haendelse A, d.v.s. P(A), er sandsynligheden for at fa et udfald i A. De to
betingelser (1.3.2) og (1.3.3) er helt rimelige: Dels skal vi vaere sikre pa at
fa et udfald i F, dels ma sandsynligheden for at fa et udfald i enten A eller
B veaere summen af sandsynligheden for et udfald i A og sandsynligheden
for et udfald i B, nar de to maengder ikke har noget element til felles.
Hvis vi ikke forlangte, at et sandsynlighedsmal opfylder (1.3.3), ville vi
ikke kunne bruge det til at komme med konsistente udsagn om forskellige
haendelsers sandsynlighed, men ville tveertimod risikere at komme med
oplagt forvrgvlede udsagn.

Vi har ikke sagt, hvad £ egentlig er for noget. Det skyldes, at vi i
disse noter altid vil antage, at £ bestar af alle delmaengder af E. Nar
E er en endelig maengde, er der ikke noget problem i dette. For visse
uendelige maengder, som for eksempel den reelle akse IR og delintervaller
af denne, er klassen af alle delmeengder imidlertid umadeligt stor. Den
er faktisk sa stor, at den indeholder visse seere maengder, som man ikke
kan tilleegge nogen sandsynlighed. Derfor ma man, hvis man skal veere
helt matematisk stringent, “ngjes” med at lade £ vaere en noget mindre
klasse af forholdvis “peene” delmeengder. De omtalte ssere maengder er
heldigvis sa besynderlige, at man roligt kan sige, at enhver delmangde
af IR, som en typisk forstears studerende kan forestille sig, kan tillaeg-
ges en sandsynlighed. Der sker derfor ikke noget ved, at vi her ser bort
fra disse problemer, som i praksis er uden betydning for den elementaere
sandsynlighedsregning. Den antydede problemstilling vil naturligvis bli-
ve taget op i et senere kursus, da den har betydning i mere avanceret
sandsynlighedsregning.
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Fra nu af er en heendelse altsa en vilkarlig delmeengde af E, hvor-
for £, som vi dermed i dette kursus ikke behgver i definitionen af et
sandsynlighedsfelt, ikke vil optraede igen.

For vi ser naermere pa regnereglerne for et sandsynlighedsmal, skal vi
lige have endnu et eksempel pa et sandsynlighedsfelt, hvor E er intervallet
0, 1].

Eksempel 1.3.3 Lad E = [0,1]. Vi definerer et sandsynlighedsmal P
pa E ved for en delmeengde A af [0, 1] at seette

P(A) = /0 ' (2)30%de, (1.3.4)

hvor 14 er den sakaldte indikatorfunktion for A, som er defineret ved

1 hviszec A

La(w) = { 0 hvisz ¢ A. (1.3.5)

Leeg meerke til definitionen af indikatorfunktionen, som vil spille en vigtig
rolle fremover.
Sandsynligheden for et delinterval [a,b], hvor 0 < a < b < 1, er altsa

b
P([a,b]) = / 322dz = b — a°.

Specielt er det klart, at P(E) = 1, og at en et-punkts mengde {a},
der jo er lig det udartede interval [a, a], har sandsynlighed nul ligesom i
Eksempel 1.3.1. Vi ser endvidere af (1.3.4), at P(0)) = 0, idet 1y(z) er lig
med nul for alle z € F.

For alle de heendelser, som vi vil komme ud for, er det klart, at in-
tegralet i (1.3.4) er defineret. Hvis for eksempel A = [a,b] U [c, d], hvor
0<a<b<ec<d<l,saer

P(A) = /ab 3x2dz + /Cd 3x3dx
= b0’ —a*+d® - = P(a,b]) + P([c,d)).

Vi ser, at (1.3.3) er opfyldt. Dette geelder faktisk generelt. Hvis nemlig A
og B er disjunkte maengder af [0, 1], er 1ayp(x) = 1a(z)+ 15(z) (overvej
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hvorfor dette er rigtigt), og dermed er

P(AUB) = /OllAUB(x)3x2dx (1.3.6)

B /01 La(z)32%dr + /01 15(z)32*dx = P(A) + P(B).

Til slut bemeerkes det, at funktionen 3z? pa [0, 1], som vi her har
benyttet til at definere sandsynlighederne, er et eksempel pa en sakaldt
sandsynlighedstethed. Vi skal i Kapitel 5 vende tilbage til dette begreb.

O

Saetning 1.3.4 For et sandsynlighedsmal P gelder folgende regneregler,
hvor A og B betegner vilkarlige hendelser.
1) Hvis BC A, er

P(A\B) = P(A) — P(B) (1.3.7)

09
P(B) < P(A). (1.3.8)

2) Sandsynligheden for den komplementere hendelse til B, d.v.s. E\B,
er givet ved

P(E\B)=1— P(B). (1.3.9)

3)
P(0) = 0. (1.3.10)

4)
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B). (1.3.11)

0g
P(AUB) < P(A)+ P(B). (1.3.12)

Bevis: 1) Hvis B C A, er A = (A\B) U B, og da (A\B) N B = (), folger
det af (1.3.3) at P(A) = P(A\B) + P(B), hvilket er akvivalent med
(1.3.7). Uligheden (1.3.8) folger af (1.3.7), da P(A\B) > 0. 2) Ligningen
(1.3.9) er et specialtilfeelde af (1.3.7) med A = E. 3) Da E\E = 0, folger
(1.3.10) af (1.3.9) ved at saette B = E. 4) Endelig indses (1.3.11) ved at
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bemeerke, at AU B = (A\(AN B)) U B, hvor selviglgelig A\(AN B) og
B er disjunkte. Det folger derfor af (1.3.3) og (1.3.7), at

P(AUB) = P(A\(ANB))+ P(B)
— P(A) - P(ANB) + P(B).

Den sidste ulighed er en konsekvens af (1.3.11).
([l

Bemeerk, at (1.3.11) viser, at en formel som den i (1.3.3) ikke gaelder
uden en betingelse pa AN B. Den forudseetter, at P(AN B) = 0, hvilket
bl.a. er tilfseldet, nar AN B = (.

Trods sin enkelhed, er resultatet (1.3.9) umadeligt nyttigt, nar man
skal beregne sandsynligheden for en kompliceret heendelse, hvis komple-
mentaerhaendelse er enkel. Her er et eksempel.

Eksempel 1.2.2 (fortsat). Vi betragter igen en klasse med 25 bgrn. Vi
har i forrige afsnit opstillet og diskuteret en sandsynlighedsteoretisk mo-
del, som er egnet til at beregne sandsynligheder for heendelser vedrgrende
bernenes fgdselsdage. Et klassisk spgrgsmal er, hvad sandsynligheden er
for, at to eller flere bgrn har samme fgdselsdag. Denne er overraskende
stor. Lad altsa A betegne heendelsen, at to eller flere bgrn har samme
fgdselsdag. Dette er jo en temmelig kompliceret haendelse, men den kom-
plimentzere haendelse E\ A er den meget enkle haendelse, at alle bgrn har
fedselsdag pa forskellige dage.

Da sandsynlighedsfunktionen er konstant, kan vi beregne sandsyn-
ligheden for E\A ved formlen (1.2.6). Vi skal derfor teelle, hvor mange
elementer der er i E'\ A. Dette kan ggres pa folgende made. Der er 365
mader at veelge det fgrste barns fgdselsdag pa. Nar vi har lagt os fast pa
det fgrste barns fodselsdag, er der, uanset hvilken dag dette er, 364 mu-
ligheder tilbage for det naeste barns fgdselsdag. Ellers ville de to jo ikke
have forskellige fodselsdage. Videre er der, nar bade forste og andet barns
fodselsdage er valgt, 363 muligheder tilbage til det tredie barn. Saledes
fortseettes til man nar det 25. barn, som altid vil have 341 (= 365 - 24)
muligheder. Vi kan konkludere, at

H(E\A) = 365364 - - - - 341,
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saledes at (1.2.6) giver, at

8(E\A)  365-364----- 341
tE 36525

P(E\A) = = 0.4313.

Nu fgplger det af (1.3.9), at
P(A) =1 — 0.4313 = 0.5687.

Man ma altsa forvente, at der i over halvdelen af alle klasser (med 25
bgrn) er mindst to bgrn, som har fgdselsdag samme dag.

O
Vi slutter dette afsnit med generaliseringer af (1.3.12) og (1.3.3).
Saetning 1.3.5 Lad Ay, ..., A, vere vilkarlige hendelser. Da er
P(A;U---UA,) < P(A) +---+ P(A,). (1.3.13)

Huis det antages, at Ay, ..., A, er indbyrdes disjunkte (d.v.s. A;NA; =0
for allei # j), er

P(A;U---UA,) =P(A1)+ -+ P(A,). (1.3.14)

Bevis: Uligheden (1.3.13) vises ved et induktionsbevis. At udsagnet er
korrekt for n = 2, er preecis det tidligere viste resultat (1.3.12). Antag nu,
at uligheden (1.3.13) geelder for n — 1 heendelser Ay, ..., A,_1, og definer
haendelsen B = Ay U---UA,_1. Daer

P(AjU---UA,_1UA,) = P(BUA,)

IA 1A
T U

Formel (1.3.14) vises ved induktion pa tilsvarene made (overvej detaljer-
ne).
O
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1.4 Betingede sandsynligheder

Eksempel 1.2.1 (fortsat). Vi betragter igen kast med to terninger. An-
tag at terningerne er blevet kastet uset af os, og at vi kun far oplyst,
at de to terninger viser det samme antal gjne. Hvad kan vi pa den bag-
grund sige om sandsynligheden for at summen af gjnene er mindst 117
Det er klart, at den oplysning, vi har faet, ma pavirke vores udsagn om
sandsynligheden, sa svaret er nok ikke 1/12.

Udfaldsrummet

E={1,...,6}x{1,...,6}

bestar af 36 elementer, som alle har sandsynlighed 1/36, men nu har vi jo
faet af vide, at de to terninger viser det samme, d.v.s. at udfaldet tilhgrer
haendelsen

A={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}.

Det er derfor fristende, at betragte A som et nyt udfaldsrum. Da elemen-
terne i det oprindelige udfaldsrum E havde samme sandsynlighed, ma
det samme geelde for A, sa hvert af de 6 elementer i A ma have sandsyn-
lighed 1/6. Da (6,6) er det eneste udfald i A med sum stgrre end eller
lig 11, er et godt bud pa den spgte sandsynlighed gjensynligt 1/6.

Lad os forsgge os med en frekvensfortolkning. Vi teenker os, at vi n
gange udfgrer det forsgg, som bestar i at sla med to terninger. Med N4
betegner vi antallet af forsgg, i hvilke udfaldet tilhgrte A, og med Nanp
betegner vi antallet af forsgg, i hvilke udfaldet tilhgrte bade haendelsen A
og haendelsen, at summen er stgrre end eller lig 11. Den sidste haendelse
betegner vi fra nu af med B. Antallet Nanp er altsa bare antal forsgg
med udfaldet (6,6). Den relative hyppighed af haendelsen B blandt de
forsgg, hvor de to terninger viste det samme, er da

Nanp _ fans
Na fa’
hvor fanp = Nanp/n og fa = Na/n betegner den relative hyppighed

af de to heendelser A N B og A blandt alle n forsgg. Stgrrelserne fanp
og fa svarer til vores intuitive opfattelse af sandsynlighederne P(AN B)
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og P(A), og sandsynlighedsregningens frekvensfortolkning siger, at fanp
og fa konvergerer mod henholdsvis P(A N B) og P(A), nar n gar mod
uendelig. Brgken ovenfor konvergerer altsa mod

P(ANnB) 1/36 1

PA) 1/6 6

som ma veere et godt bud pa den sggte betingede sandsynlighed af heen-
delsen B givet at vi ved, at udfaldet ligger i A. Dette sidste bud er
heldigvis identisk med det tidligere bud.

(I

Inspireret af dette eksempel giver vi fplgende definition. Lad P veere et
sandsynlighedsmal pa udfaldsrummet E, lad A og B vere to hendelser,
og antag at P(A) > 0.

Definition 1.4.1 Den betingede sandsynlighed af B givet A, som wvi
skriver P(B|A), er defineret ved

P(ANB)

P(BIA) = =5

(1.4.1)

Fortolkningen af den betingede sandsynlighed er, at P(B|A) er sand-
synligheden for at fa et udfald i B, nar vi ved, at udfaldet ligger i A.
Vi siger, at vi betinger med A. Den betingede sandsynlighed er altsa
forholdet mellem sandsynligheden for den del af B, som ligger i A, og
sandsynligheden for hele A.

Eksempel 1.2.1 (fortsat). Igen kastes to terninger, uden at vi ser ud-
faldet. Vi far at vide, at summen af gjnene er stgrre end eller lig 9, og vil
finde den betingede sandsynlighed for, at terningerne viser det samme
antal gjne. Heendelsen, at summen af gjnene er stgrre end eller lig 9, er

A ={(3,6),(4,5),(4,6),(5,4),(5,5), (5,6), (6,3), (6,4), (6,5), (6,06)},
mens haendelsen, at terningerne viser det samme antal gjne, er

B ={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(5,5), (6,6)}.
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Da A bestar af 10 elementer, mens
AnB=A{(55),(6,6)}
bestar af 2 elementer, er

_P(AnB) _ 2/36 1
PO = =5 = 103~ 5

O

Vi vil i resten af dette afsnit give nogle nyttige regneregler for be-
tingede sandsynligheder. 1 det fglgende teenker vi os hele tiden, at et
sandsynlighedsfelt med udfaldsrum E og sandsynlighedsmal P er givet.

Saetning 1.4.2 Lad Ay, As, ..., A, vere n hendelser, som opfylder, at
P(AlﬁmAn_1> > 0. Da er

P(AN---NA,) = (1.4.2)
P(A))P(As| A1) P(As|A; N Ag) -+ P(Ap]A 0= -0 Apy).

Bevis: Bemeark forst, at betingelsen P(A;N---NA,_1) > 0 medfgrer, at
alle de betingede sandsynligheder er veldefinerede (overvej dette). Indseet
definitionen af betinget sandsynlighed overalt pa hgjre side. Derved opnas
et produkt af brgker, hvor hver teeller (bortset fra den sidste) forkorter
ud mod neeste brgks naevner. Tilbage star det gnskede resultat.

([l

Eksempel 1.4.3 I dette eksempel betragtes livsleengden for en dansker
af hankegn fgdt i 1989. Som udfaldsrum er det naturligt at veelge F =
INg = {0,1,2,...}, altsa de ikke-negative hele tal. Da vi endnu ikke
rigtigt har diskuteret, hvordan man definerer et sandsynlighedsmal pa
en uendelig meengde som Ny, vil vi i stedet veelge £ = {0,1,2,...500}
som udfaldsrum. Det burde ikke give problemer.

Lad os diskutere, hvordan man beregner sandsynligheden for, at en
mand, som overlever sine fgrste 20 ar, ogsa vil veere i live 40 ar senere, og
altsa vil opleve sin 60 ars fodselsdag. Spgrgsmal af denne art interesse-
rer pensionskasser meget. Lad Ay betegne haendelsen, at manden bliver
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mindst k& ar gammel, d.v.s. Ay = {k,k+ 1,---,500}. Den omtalte sand-
synlighed er da den betingede sandsynlighed

. P(AGQ N AQQ) o P(AGQ)
P(AGO‘A20> - P(A20) - P(A20)7

hvor vi har brugt, at Agy C Agg. Faktisk geelder der jo, at
Agp CAsg C---C A CA CA=EF,
sa AgN---NAg = Ay, hvorfor formel (1.4.2) giver, at

P(A60|A20) = P(A21|A20)P(A22|A21) e P(A60|A59)-

Vi kan altsa beregne P(Agp|Az), hvis vi for de mellemliggende ar kender
de betingede sandsynligheder af typen “sandsynligheden for at blive k+1
ar, givet at man er blevet k£ ar”. En mulig fremgangsmade er at antage,
at de betingede sandsynligheder, P(Ay,1|Ayx), ikke athenger af, hvilket
ar personen er blevet fodt, og ganske enkelt for alle k£ bruge de tilsvarende
relative hyppigheder observeret f.eks. i 2005-2006. Dgdelighedstavlerne i
Statistisk Arbog er beregnet ved hjzlp af den netop udledte succesive
multiplikationsregel.

O

Seetning 1.4.2 er iseer anvendelig, nar man som i eksemplet betragter
forlgb over tiden. Den naeste s@tning er nyttig i en anden type situationer,
nemlig nar man opnar en forenkling af en heendelse ved at opdele den i
en rackke tilfeelde. Hermed menes, at det for hvert af disse tilfaelde ikke er
vanskeligt at finde den betingede sandsynlighed for heendelsen. Eksemplet
efter ssetningen vil forhabentlig ggre dette udsagn lidt klarere.

Saetning 1.4.4 Lad Ay, A, ..., A, vere indbyrdes disjunkte hendelser,
som opfylder, at E = A;UA;U---UA,, og at P(A;)) >0 fori=1,...,n
For en vilkarlig hendelse B gelder da, at

)= 3" P(B|A,)P(4,). (1.4.3)

Jj=1
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Bevis: Da E= A UAyU---UA,, folger det, at
B=ENB=(ANB)U--(A,NB),
ogda AyN B,..., A, N B er indbyrdes disjunkte, giver (1.3.14) at

=Y P(A;NB).
7j=1
Da endvidere
P(A:NB
Py B) = DS P = P(BIAP(A)
J

er setningen vist.
O

Eksempel 1.4.5 Pa et bord star to kasser. Den ene indeholder 50 rgde
og 50 hvide kugler. Den anden indeholder 20 rgde, 80 hvide og 50 sor-
te kugler. Ved tilfeeldig lodtraekning (f. eks. med en serlig mgnt) veelges
en kasse, og en kugle fra denne udtages tilfeeldigt. Hvad er sandsynlig-
heden for at traekke en rgd kugle? Som udfaldsrum kan vi tage £ =
{1,2} x {rod, hvid, sort}, hvor 1 og 2 nummererer kasserne. Lad K; vaere
haendelsen, at vi veelger kasse nummer 7, d.v.s. K; = {i} x{rgd, hvid, sort}
fori = 1, 2. Lad tilsvarende R, H og S betegne heendelserne, at vi trackker
henholdsvis en rgd, en hvid og en sort kugle (f.eks. er R = {1, 2} x {rod}).
Vi kan umiddelbart sige, at P(K;) = P(K5) = 1. Det er ogsa klart, at
det er smart at dele op i de to tilfeelde, hvor vi har valgt henholdsvis kasse
nummer et og kasse nummer to. Det er nemlig let at angive sandsynlighe-
den for at treekke en kugle af en bestemt farve, hvis vi ved hvilken kasse,
der trackkes fra. Men det betyder netop, at vi let kan angive fglgende
betingede sandsynligheder:

50 1 20 2
P(R|IK|) = — = - P(RIK,) = — — —
(R K3) 100 2 (F| &) 150 15
50 1 80 _ 8

0 50 1

P(S|K) = 00 P(S|K2) = 150 3
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Nu kan vi bruge setning 1.4.4 til at finde sandsynligheden for at udtrackke
en rgd kugle:

P(R) = P(R|K1)P(K:1)+ P(R|K>)P(K>)
= 1+ 2 1—19—03167
2 2 15 2 60
Det er naturligvis lige sa let at udregne sandsynlighederne P(H) og P(S),
men disse regnestykker overlades til den interesserede laeser.

O

Folgende “omvendingsformel” for betingede sandsynligheder kan ogsa
veere nyttig.

Saetning 1.4.6 For vilkarlige hendelser A og B, som opfylder, at P(A) >
0 og P(B) > 0, gelder

P(A|B) = —=) P(B|A). (1.4.4)

Bevis: Resultatet folger af definitionen af betinget sandsynlighed:

_ P(ANB) P(A)P(ANB) P(A)
P(AIB) =~ = 55 —pii = pia P,

O

Eksempel 1.4.5 (fortsat). Lad os fortseette diskussionen af kugler i kas-
ser. Vi forstiller os nu, at en person uset af os udferer det omtalte ekspe-
riment, men at vedkommende kun forteeller os farven pa den udtrukne
kugle, ikke hvilken kasse der blev valgt. Da giver det mening at spgrge
om den betingede sandsynlighed for, at kasse nr. 1 blev valgt, givet at
kuglen er rgd? Formel (1.4.4) giver, at

P(K;)
PR)

2 118 = 0.7895.

PlER) = T 19/60 2 19

P(R|Ky)

Denne problemstilling illustrerer et vaesentligt aspekt af begrebet betin-
get sandsynlighed. Uden kendskab til forsggets udfald ville vi naturligvis
sige, at sandsynligheden for at kuglen kommer fra kasse nr. 1 er 1/2.
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Men nar vi modtager den ekstra information, at kuglen er rgd, sendres
denne vurdering, fordi en rgd kugle er et mere sandsynligt resultat af en
udtraekning fra kasse 1 end fra kasse 2. Man kan sige, at kuglens farve
indeholder information om, hvilken kasse den kommer fra. En betinget
sandsynlighed er en sandsynlighed, der er udregnet under hensyn til den
information, der ligger i, at den heendelse, vi betinger med, er indtruffet.

O

Ved at kombinere de to foregaende ssetninger opnar man fglgende
nyttige regneregel, som er kendt under navnet Bayes’ formel.

Saetning 1.4.7 Lad Ay, A, ..., A, vere indbyrdes disjunkte hendelser,
som opfylder, at E = AjUAsU---UA,, og at P(A;) >0 fori=1,...,n.
For en hendelse B med P(B) > 0 gelder for ethvert k =1,...,n, at

P(B|Ag) P(Ax)

P(Ai|B) = : 1.4.5
) = S P(BIA,) P4 49
Bevis: Ifplge (1.4.4) er
P(B|Ag)P(Ay)
P(A,|B) =
og ved at benytte (1.4.3) i nsevneren, opnas (1.4.5).
O

Bemaerk, at udregningen i anden halvdel af Eksempel 1.4.5 ogsa kan
ses som en anvendelse af Bayes’ formel, da vi jo netop i eksemplets forste
del havde beregnet P(R) v.h.a. (1.4.3).

Lad os slutte dette afsnit med at studere, hvordan den betingede
sandsynlighed P(B|A) opforer sig som funktion af B.

Satning 1.4.8 Lad A vere en hendelse, sa P(A) > 0. Hendelsen A
holdes fast. Da er funktionen

B — P(B|A), (1.4.6)

hvor B er en vilkarlig hendelse, et sandsynlighedsmal.
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Bevis: Da P(B|A) € [0,1], skal vi bare eftervise (1.3.2) og (1.3.3), h-
voraf den forste hurtigt kan klares, da P(E|A) = P(E N A)/P(A) =
P(A)/P(A) = 1. For at vise (1.3.3) betragter vi to disjunkte heendelser
B og C. Daogsa BN A og C'N A er disjunkte, er

pBUCl) = TANBUC)  P(ANBUMANC)

P(A) P(A)
P(ANB)+P(ANC)

O

Sandsynlighedsmalet givet ved (1.4.6) kaldes den betingede fordeling

givet A. Et sandsynlighedsmal kaldes somme tider en sandsynlighedsfor-
deling; iseer nar udfaldsrummet er IR eller IR".

1.5 Stokastisk uafheengighed

Lad A og B veere to heendelser med P(B) > 0. I almindelighed er
P(A|B) # P(A), idet oplysningen om, at B er indtruffet, vil sndre
sandsynligheden for A. Vi sa et eksempel pa dette i Eksempel 1.4.5. T de
tilfeelde, hvor oplysningen om, at B er indtruffet ikke har indflydelse pa
sandsynligheden for at A indtreeffer, d.v.s. hvis

P(A|B) = P(A), (1.5.1)

siger vi, at A er uatheengig af B. Hvis vi f.eks. slar plat og krone, og hvis vi
lader A veere haendelsen, at vi far krone i fgrste slag, og B heaendelsen, at
vi far krone i andet slag, sa er det klart, at A og B ma veere uathengige.
Vi ser da ogsa, at
P(AnB) 1/4 1
P(B|A) = PA) 12 2" P(B).

Ved at indsaette definitionen af den betingede sandsynlighed, ses det at
(1.5.1) er sekvivalent med P(AN B) = P(A) - P(B). Denne ligning har
den fordel, at man ikke behgver at antage, at P(B) > 0, samt at den er
symmetrisk i A og B. Derfor defineres uathaengighed af to heendelser pa
fglgende made.
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Definition 1.5.1 To hendelser A og B siges at vere stokastisk uafheen-
gige, huvis
P(AnB)= P(A)- P(B). (1.5.2)

Nar misforstaelser er udelukket, siger man som regel bare, at A og B
er uafheengige.

Eksempel 1.2.1 (fortsat). Betragt endnu en gang kast med to ternin-
ger. Udfaldsrummet er E = E; X Fy, hvor Ey = Ey = {1,2,3,4,5,6},
og sandsynlighedsfunktionen er konstant (lig 1/36). Lad os antage at
den fgrste terning er rgd og den anden sort, sa vi kan skelne dem. Heen-
delser, der kun vedrgrer antallet af gjne pa den rgde terning, har for-
men A; X FEy, hvor A; C FEj, mens heendelser, der kun vedrgrer den
sorte terning har formen E; X A, hvor Ay C FE,. For eksempel er
{5} x Ey = {(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5), (5,6)} heendelsen, at forste
terning viser 5. To heendelser af typen By = A; X Ey og By = E; X As,
hvor Ay C E; og Ay C E,, er uafhengige, som man let ser:

P(BiNB,) = P(AMAQ):W

. A
_ hAl%hAz _ h(Alsz Ep) . ﬁ(Elgz ) _ p(B,)- P(B,).

Som saedvanlig betegner M antallet af elementer i maengden M. Vi har
altsa vist, at den sandsynlighedsteoretiske model, som vi tidligere opstil-
lede for kast med to terninger, medfgrer, at de to terninger er uathsengige.
Hvis det ikke havde veeret tilfeeldet, matte der enten veere noget galt med
definitionen af stokastisk uafheengighed eller med vores model. Heldigvis
er begge OK.

Bemaerk, at ovenstaende rsesonnement kan gennemfgres for ethvert
endeligt sandsynlighedsfelt, hvor udfaldsrummet er et produkt af to meeng-
der, og hvor sandsynlighedsfunktionen er konstant. Prgv f.eks. igen at
overveje den beregning vedrgrende mgntkast, som blev givet lige fgr De-
finition 1.5.1 .

([
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Eksempel 1.5.2 Et kort udtages tilfeeldigt fra et spil kort. Lad A, B og
C veere haendelserne

A = { vitrekker en klgr }
B = { vitreekker et es}
C = { vitrackker en sort konge}.

Intuitivt vil man nok forvente, at A og B er uafhsengige, da hsendelsen
at treekke et es ikke synes at have indflydelse pa, om dette er en klgr eller
ikke. Det er da ogsa rigtigt:

1 1 1 1 1
7 P(B)=— og P(ANDB)=—

P4) = 13 52 4 13

P(A)- P(B).
Derimod vil vi nok forvente, at information om, at vi har trukket en klgr,
vil forgge sandsynligheden for at trackke en sort konge. Ogsa dette kan
bekraeftes:

1

P(C)=—, sa P(A)-P(C)=

1
P(A = —
T mens P(ANC) 5’

104’
sa A og C' er ikke uafhaengige. Vi ser videre, at

P(C|A) = 11/—/55 - 1_13 > P(0).

Heendelserne B og C' er klart ikke uafhaengige, da de er disjunkte.
Betragt nu heendelserne

Dy = { vi treekker en klgr eller en hjerter }
Dy = { vi treekker et rodt kort }.

Her er det vel ikke ganske klart om D; og D, er uathsengige, men det er
de:

P(Dy) = % P(Dy) = % og P(DyN Dy) = i — P(Dy) - P(Dy).
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Eksempel 1.5.3 En mgnt kastes n gange. I dette tilfeelde er udfalds-
rummet F = {P, K}", og sandsynlighedsfunktionen tillaegger alle 2" ud-
fald samme sandsynlighed, nemlig 27". Lad A veere heendelsen “bade
plat og krone forekommer” og B haendelsen “der er hgjst én plat”. Er
A og B uafhaengige? Lad os forst finde P(A). Dette er en meget stor
haendelse, men den komplementzaere heendelse bestar kun af to elementer:
F\A = {KK.---K, PP ---P} (med en forhabentlig indlysende nota-
tion). Derfor er

P(A)=1-P(E\A)=1-2.27".

DaB={KK---K, PK---K, KPK---K, ..., KK --- KP}, som har
n + 1 elementer, er
P(B)=(n+1)-27"

Endelig er A N B heendelsen “der er preecis en plat”, d.v.s. AN B =
{PK---K, KPK---K, ..., KK---KP}, som har n elementer, sa

P(ANB)=n-2"".

Da altsa
P(A)-P(B) = (n+1)(1—-27"t)2 "

kommer vi til den lidt overraskende konklusion, at A og B er uafhsengige,
hvis n = 3, mens de ikke er uafhsengige, nar n = 2,4,5,6,.... Man skal
vaere varsom med hurtige konklusioner i sandsynlighedsregning.

O

Vi vil nu se pa, hvordan man definerer uathaengighed af mere end to
hezendelser. Fglgende eksempel illustrerer, at man skal passe lidt pa.

Eksempel 1.5.2 (fortsat). Igen udtages et kort tilfeeldigt fra et spil kort.
Lad D; og Dy veere som tidligere, og definer

D3 = { vi trackker en spar eller en hjerter }.
At D3 og Dy er uatheengige, vises pa helt samme made, som vi viste, at

Dy og Dy er uatheengige. At ogsa D og D3 er uafhengige, ses igen pa
samme made. Vi har altsa, at de tre heendelser Dy, Dy og D3 parvist



34 Sandsynlighedsregningens grundlag

er uafhengige, men da Dy N D3 C Dy, kan Dy N D3 og D, ikke veere
uafhaengige. Vi ser da ogsa, at

1
P((D1 N D3) N Dy) = P({ vi traekker en hjerter }) = T

P(Dy N\ Dy) - P(Dy) = P(Dy) - P(Ds) - P(Dy) = o

Det er altsa ikke rimeligt at sige, at heendelserne D, Dy og D3 er uaf-
haengige.
(I

Ovenstaende eksempel viser, at det for tre haendelser A, B og C' ikke
i almindelighed geelder, at ligningerne

P(ANB) = P(A)P(B), P(ANC) = P(A)P(C), P(BNC) = P(B)P(C)

medfgrer at
P(ANnBNC)=P(A)P(B)P(C).

Den sidste ligning ma medtages i definitionen af stokastisk uaftheengighed
af A, B og C. Vi har fglgende generelle definition.

Definition 1.5.4 Den hendelser Ay, ..., A, (n > 2) siges at vere ind-
byrdes stokastisk uathaengige, hvis der for enhver delmangde {iy, ..., iy}
af {1,...,n} gelder at

P(A; NN A,) = P(Ay) - P(Ay)

Hvis n er stor er der tale om ganske mange ligninger. Som regel u-
delader man ordet stokastisk, og siger bare, at Ay,..., A, er indbyrdes
uafheengige.

Eksempel 1.5.3 (fortsat). Da vi for diskuterede mgntkast, sagde vi, at
udfaldsrummet er £ = {P, K'}", og sandsynlighedsfunktionen er konstant
lig 27", hvilket jo ogsa er yderst rimeligt. Nu kan vi ogsa argumentere pa
en anden made. I stedet for fra starten at antage, at sandsynlighedsfunk-
tionen er konstant pa E, kan vi nemlig antage at mgntkastene er ind-
byrdes uathaengige i den forstand at, hvis Ay, ..., A, er heendelser, hvor
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A; kun vedrgrer udfaldet af det ite mgntkast, sa er disse heendelser ind-
byrdes uatheengige. Hvis vi yderligere antager, at der for hvert mgntkast
gaelder, at udfaldene plat og krone har samme sandsynlighed, fglger det,
at sandsynligheden for ethvert udfald i £ er 27". Lad os ngjes med at be-
tragte n = 5. Med en forhabentlig indlysende (men unagteligt noget kri-
tisabel) notation er P(PKPKK) = P(P)P(K)P(P)P(K)P(K) =275.

O

Saetning 1.5.5 Lad A, B og C vere indbyrdes uafhengige haendelser.
Da gelder folgende:

1) A\B og C er uafhengige,

2) AN B og C er uafhengige,

3) AU B og C er uafhengige,

4) E\A, B og C er indbyrdes uafhengige.

Bevis: Vi viser kun 1): P((A\B)NC) = P(ANC)\(ANBNC(C)) =
P(ANC)—P(ANBNC) = P(A)P(C)—P(ANB)P(C) = P(A\B)P(C).
De gvrige resultater er ogsa lette at vise. De vises i opgave 1.25.

O

Der findes naturligvis ogsa en version af Seetning 1.5.5 for n indbyrdes
uafhaengige haendelser.

Det viser sig, at det ret enkle begreb uatheengighed i mange tilfaelde
ikke er tilsteekkeligt til at beskrive mere komplekse sammenhaenge mellem
feenomener. I sadanne situationer har begrebet betinget uafhengighed vist
sig saerdeles nyttigt.

Definition 1.5.6 Lad A, B og C vere tre hendelser. Da siges A og B
at vere betinget uatheengige givet C' safremt

P(AN B|C) = P(A|C) - P(B|C). (1.5.3)

Begrebet betinget uafheengighed er relativt kompliceret og ikke helt
let at fa en god intuition for. Grundig overvejelse af det folgende eksempel
og af Eksempel 1.5.8 burde imidlertid hjelpe pa forstaelsen.

Eksempel 1.4.5 (fortsat). Igen star der to kasser pa et bord, hvoraf den
ene indeholder 50 rgde og 50 hvide kugler, mens den anden indeholder
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20 rode, 80 hvide og 50 sorte kugler. Igen vaelger en person (uset af os)
en kasse ved tilfeeldig lodtreekning, udtager derefter tilfeeldigt en kugle
fra kassen, og oplyser os kun om kuglens farve. Vi bemeerker os farven,
hvorefter personen leegger kuglen tilbage i sin kasse og derefter igen til-
feeldigt trackker en kugle fra den samme kasse. Vi oplyses ogsa om den
anden kugles farve. Betragt heendelserne

A = {forste kugle er rgd}
B = {anden kugle er rod}
K; = {kasse nummer et blev valgt}

K, = {kasse nummer to blev valgt.}

Nar personen forst har valgt f.eks. kasse nummer et, er der jo bare tale
om to identiske og wafhengige forspg, som hvert bestar i at traekke en
kugle. Derfor er haendelserne A og B betinget uatheengige givet K, og
1 1 1

P(ANB|K,) = P(A|Ky) - P(B|Ky) = 5 51
Heendelserne A og B er selviglgelig ogsa betinget uafhaengige givet K.
Derimod er A og B ikke uathaengige. Lad os indse dette. Vi viste tidligere,
at P(A) =19/60 (den gang hed den samme haendelse R). Da den anden
udtraekning pa ingen made adskiller sig fra den forste, er ogsa P(B) =
19/60, sa P(A)P(B) = 361/3600. Formel (1.4.3) giver, at

P(AnB) = P(ANB|K,)P(K;)+ P(AN B|K,)P(K>)
= P(A[K1)P(B|K1)P (K1) + P(A|K») P(B|K2) P(K>)
111 2 2 1 482 361
= —.—-= ———=—>——=P(A)P(B).
2722715 15 2 3000~ 3000 L APB)
Dette kommer ikke som en overraskelse. Vi sa tidligere, at den oplysning,
at den forste kugle er rgd, indeholder information om, hvilken kasse vi
har valgt, og dermed ogsa om sandsynligheden for at den anden kugle er
rod.
(I

Vi kan naturligvis ogsa definere betinget uafthaengighed af mange heen-
delser.
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Definition 1.5.7 Lad A;,..., A, (n > 2) og C vere hendelser. Da si-
ges Ay, ..., A, at vere betinget uathaengige givet C, hvis der for enhver
delmengde {iy,... it} af {1,...,n} gelder at

P(A;, NN A, |C) = P(A|C) - - P(A;,|C). (1.5.4)

Eksempel 1.5.8 Et skadesforsikringsselskab har N forsikringstagere. Vi
nummererer disse 1,2, ..., N. Det antages, at sandsynligheden for at for-
sikringstager nr. k har en skade i lobet af et arer p, (K =1,..., N). Disse
sandsynligheder antages at veere konstante fra ar til ar. Nu udtager sel-
skabet tilfeeldigt en forsikringstager for at folge ham i en arrasekke. Hver
forsikringstager har samme sandsynlighed 1/N for at blive udtrukket.
Den udvalgte forsikringstager folges i m ar, hvor det noteres i hvilke ar
vedkommende har uheld.

Lad A; betegne heendelsen, at den tilfeeldigt udvalgte forsikringstager
har et uheld i det jte ar (j = 1,...,m), og lad By veere haendelsen, at
den kte forsikringstager er blevet udvalgt (kK =1,..., N). Da er altsa

P(By) = 1/N, for k=1,...,N og
P(A;|By) = pg, for k=1,....N, j=1,...,m.

Ferst vil vi finde P(A; N---NA,,). Da By,..., By er disjunkte og F =
By U---U By, har vi ifglge Seetning 1.4.4, at

N
P(A N NA,) =Y P(A NN Ay By)P(By).
k=1

For at komme videre antages det yderligere, at det faktum, at forsikrings-
tager nr. k har haft et uheld i et ar, ikke influerer pa sandsynligheden for,
at han far uheld et andet ar. Vi antager altsa, at heendelserne Ay, ..., A,,
er betinget uafheengige givet By, sa

Dermed er

1 N
P(AiNn---NA,) = v > (1.5.5)
k=1
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Specielt fas for m = 1, at

1 N
P(Al) = N Zpk-
k=1

Denne sandsynlighed er altsa gennemsnittet af pg-erne. Lad os betegne
denne gennemsnitlige sandsynlighed for uheld med p, d.v.s.

Ly
P= =2 Dk
N3
Der gaelder naturligvis ogsa, at P(Ay) =--- = P(A,,) =p. Form =2 er
(1.5.5)

1 N

P(A;1 N Ay) = N > vk
k=1

hvorfor den betingede sandsynlighed for A, givet A; er

_P(AN4) 1 &,
P = =Py —av 5

Lad os nu sammenligne sandsynligheden P(As) = p med den betingede
sandsynlighed P(A3|A;):

P(A2|A1) _P(Az) =
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Vi ser, at P(As|A;) = P(As) hvis og kun hvis alle forsikringstagere er
lige uheldige, altsa hvis pp = p for alle k = 1,..., N. Eller med andre



1.6 Sammenfatning 39

ord: Hvis nogle er uheldigere end andre, sa er A; og A, ikke uathengige
hezendelser. Hvis den udvalgte forsikringstager har et uheld det forste ar,
forgges hans sandsynlighed for at fa et uheld det naeste ar. Dette feenomen
synes maske at modsige vores antagelse om, at uheld eller ej i forskellige
ar ikke influerer pa hinanden, men der er faktisk tale om helt det samme
feenomen, som vi sa, da vi trak to kugler fra en tilfseldig kasse i Eksempel
1.4.5 ovenfor. Hvis den tilfseldigt udvalgte forsikringstager har et uheld
forste ar, sa tyder denne information pa at vedkommende hgrer til blandt
de mindre heldige.

O

1.6 Sammenfatning

I dette kapitel har vi defineret en sandsynlighedsmodel helt generelt.
Mengden af mulige udfald kaldes udfaldsrummet, og en delmaengde af
udfaldsrummet kaldes en heendelse. Sandsynligheden for en heendelse,
d.v.s. sandsynligheden for et udfald i en delmaengde af udfaldsrummet,
angives ved hjeelp af et sandsynlighedsmal. Et sandsynlighedsmal har
veerdier i [0, 1] og skal opfylde to simple og naturlige betingelser. Ud fra
disse udledte vi nogle vigtige regneregler for sandsynlighedsmal. Derefter
indfgrte vi to begreber, som er seerdeles nyttige, nar man i praksis skal
opbygge sandsynlighedsteoretiske modeller: Betingede sandsynligheder
og stokastisk uafthengighed. Vi har ogsa veeret inde pa de vigtigste regne-
regler for betingede sandsynligheder.

1.7 Opgaver

1.1 En mgnt kastes tre gange, og vi interesserer os for antallet af gan-
ge man far krone. Opstil en sandsynlighedsteoretisk model, d.v.s.
angiv de mulige udfald og den tilsvarende sandsynlighedsfunktion.
Beregn dernaest sandsynlighederne for fglgende heendelser

{i alle kast viser mgnten krone}
{i mindst ét kast viser mgnten krone}

{i preecis ét kast viser mgnten krone}.
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1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

Tre personer udveelges tilfaeldigt. Vi interesserer os for hvor mange
af disse, der er fadt pa en sgndag. Opstil en sandsynlighedsteoretisk
model.

Der slas et slag med to terninger. Hvad er sandsynligheden for
folgende heendelser? (a) Summen af gjnene er stgrre end eller lig
10. (b) De to terninger viser det samme. (c) Der er mindst én sekser.
(d) Der er netop én sekser.

Hvad er sandsynligheden for ved et slag med tre terninger at sum-
men af gjnene er 107

To personer veelges tilfeeldigt. (a) Hvad er sandsynligheden for, at
de har samme fgdselsdag? (b) Hvad er sandsynligheden for at de
har forskellige fodselsdage?

En terning kastes to gange. Find sandsynligheden for heendelsen,
at der forekommer mindst én sekser. Find sandsynligheden for at
der forekommer enten mindst én sekser eller mindst én toer.

En ment kastes 10 gange. Hvad er sandsynligheden for haendelsen,
at plat forekommer mindst to gange?

Syv personer veelges tilfaeldigt. (a) Hvad er sandsynligheden for at
de alle er fgdt pa en sgndag? (b) Hvad er sandsynligheden for at
de alle er fgdt pa den samme ugedag? (c) Hvad er sandsynligheden
for at de er fodt pa hver sin ugedag?

Et spil kort blandes, og tretten kort traekkes. Hvad er sandsynlig-
heden for hverken at fa billedkort eller esser?

Lad A og B veere heendelser, for hvilke P(A) = 0.6, P(B) = 0.5
og P(AU B) = 0.9. Find sandsynlighederne for fglgende heendelser
ANB, E\A, E\B, (E\A)N(E\B) og (E\A)U(E\B). Her betegner
E som saedvanligt udfaldsrummet.

Et tal treekkes tilfzeldigt i intervallet mellem nul og en (se Eksempel
1.3.1). Hvad er sandsynligheden for, at forste decimal efter komma-
et er et lige tal? Vink: Benyt (1.3.14).
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1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

Hvad er i et slag med fem terninger sandsynligheden for at fa mindst
én sekser? Vink: det er lettere at udregne sandsynligheden for den
komplementeere haendelse.

Lad E veere en vilkarlig meengde, og lad P veere et sandsynlig-
hedsmal pa E. Vis at der for tre vilkarlige delmaengder af F geelder,
at

P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)
—P(ANnB)—-P(BNC)—-P(ANC)+ P(ANBNC(O).

Vink: Benyt 1.3.11 nogle gange.

Hvad er i et slag med tre terninger sandsynligheden for at mindst to
terninger viser det samme? Vink: Lad A5 betegne den heendelse at
terning nr. 1 og 2 viser det samme, og definer A3 og As tilsvarende.
Benyt nu opgave 1.13.

Den franske adelsmand Chevalier de Méré, som levede i det sytten-
de arhundrede, elskede hazardspil. Desveerre havde han problemer
med sandsynlighedsregningen. Pascal skrev 29. juli 1654 om ham,
at “de Méré er en intelligent mand, men han er ikke matematiker,
og det er, som De ved, en stor mangel”. De Méré havde faet den lyse
idé, at sandsynligheden for at fa mindst én sekser i fire slag med en
terning skulle veere 4 x % = % Han spillede nu i overensstemmelse
med denne beregning, men da han tabte alle sine penge, indsa han,
at han havde taget fejl. Han fandt derfor sine pistoler frem, pudsede
dem og skod sig. Hvori la hans fejltagelse, og hvad er det korrekte
resultat?

De Méré mente ogsa, at sandsynligheden for at fa mindst én dob-
belt sekser (Sonnez) i 24 kast med to terninger var den samme
som sandsynligheden for at fa mindst én sekser i fire slag med en

terning. Er det rigtigt?

Vis formel (1.3.14).

1.17 Betragt kast med to terninger. Vi antager, at den ene terning er

hvid og den anden sort.
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1.18

1.19

1.20

1.21

1.22

1.23

1) Hvad er den betingede sandsynlighed for, at summen af gjnene
er 12, givet at summen er mindst 117

2) Hvad er den betingede sandsynlighed for, at de to terninger viser
det samme, givet at summen er 77

3) Hvad er den betingede sandsynlighed for, at den hvide terning
viser 3, givet at den sorte terning viser 57

4) Hvad er den betingede sandsynlighed for, at terningen med det
mindste antal gjne viser 2, givet at terningen med det storste antal
gjne hgjst viser 57

En mgnt kastes 10 gange.

(1) Hvad er sandsynligheden for at fa krone den tiende gang, givet
at de ni fgrste kast giver plat?

(2) Hvad er sandsynligheden for at fa krone den tiende gang, givet
at netop ni af de ti kast giver plat?

Betragt igen eksemplet med de 25 bgrn og deres fgdselsdage (Ek-
sempel 1.2.2). Hvad er sandsynligheden for, at der ikke er to bgrn
med samme fodselsdag, givet at ingen af bgrnene er fgdt i januar?

En kasse indeholder 10 rgde og 2 hvide kugler. Kugler treekkes
tilfeeldigt uden tilbagelsegning, indtil man far en hvid kugle. Hvad
er sandsynligheden for, at der er 5 kugler tilbage i kassen efter
dette?

En mgnt kastes tre gange. Hver gang mgnten viser krone kastes en
terning. Hvad er sandsynligheden for at fa mindst én sekser i dette
spil? Vink: Lad A,,, (n = 0, 1,2, 3) veere haendelsen, at mgnten viser
krone netop n gange, og benyt Seetning 1.4.4.

En terning kastes. Derneest kastes en mgnt det antal gange, som
terningen viser. Hvad er sandsynligheden for, at fa preecis én krone.

Et gartneri dyrker stedmoderplanter. Sandsynligheden for anlaeg
for bla blomster er 0.7, for gule blomster 0.2 og for hvide blomster
0.1. Sandsynligheden for at en plante kommer i “groning” er 0.95
for planter med bla blomster, mens denne sandsynlighed er 0.9 bade
for planter med gule blomster og for planter med hvide blomster.
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1.24

1.25

1.26

1.27

1.28

1.29

1.30

(1) Hvad er sandsynligheden for at en tilfeeldigt udvalgt plante
kommer i groning?

(2) Hvad er sandsynligheden for, at en plante, der er kommet i
groning, far gule blomster?

Betragt igen kast med to terninger. Vi antager, at den ene terning
er hvid og den anden sort. Hvilke par blandt folgende heendelser er
uafhengige?

= {den hvide terning viser 4}
= {den sorte terning viser 1}
{terningen med det hgjeste antal gjne viser 4}

= {summen af gjnene er 5}

5O aQWm e
|

= {summen af gjnene er 7}

Overvej, om det stemmer overens med din intuition.
Vis pastandene 2) — 4) i Ssetning 1.5.5.

Lad P vere et sandsynlighedsmal pa maengden F, og lad A veere
en delmaengde af E. Vis at A og F er uatheengige haendelser.

Vis, at hvis en heendelse A er uathengig af sig selv, sa er P(A) lig
nul eller en.

En terning kastes. Lad A veere haendelsen, at vi far 1, 2 eller 3,
og lad B vere heendelsen, at vi far 1 eller 4. Vis, at A og B er
uafheengige.

Et tal treekkes tilfseldigt i intervallet mellem nul og en (se Ek-
sempel 1.3.1). Betragt haendelserne A = [0,0.5], B = [0.1,0.7] og
C' =[0.4,0.9]. Undersgg, om A og B er uathengige, om A og C' er
uatheengige og om B og C' er uathsengige.

Lad A, B og C vere hendelser. Antag, at A og B er uafhaengige,
samt at A og C' er uathengige. Kan man deraf slutte, at A og BUC
er uathsengige?
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1.31 En terning kastes to gange. Vis, at haendelserne

A = {ulige antal gjne i forste kast}
B = {ulige antal gjne i andet kast}
C = {ulige sum}.

parvist er uatheengige, men at de tre haendelser ikke er uafhsengige.

1.32 Antag, at Aq,..., A, er uathengige haendelser. Vis, at E\ A, As,
..., A, er uatheengige haendelser, og slut af dette resultat, at £\ Ay,
..., B\ A, er uathsengige. Benyt til slut det viste til at bevise, at
P(A;U---UA,) =1 hvis og kun hvis P(A;) =1 for mindst et i.



Kapitel 2

Stokastiske variable

Ofte er vi egentlig ikke synderligt interesserede i det store basale udfalds-
rum F. I stedet er interessen koncentreret om visse aspekter ved udfaldet,
som kan udtrykkes ved tal. Det sa vi eksempler pa i Kapitel 1. Hvis vi
for eksempel kaster en mgnt n gange, og kun interesserer os for antallet
af plat og krone, sa er vi egentlig helst fri for at beskaftige os med de
2" sekvenser af n K-er og P-er, hvis det er muligt. Helt galt bliver det,
hvis vi, som vi senere vil ggre, forstiller os, at vi kaster mgnten uendelig
mange gange. I dette kapitel vil vi indfgre begrebet en stokastisk varia-
bel, som formaliserer den meget almindelige situation, at det aspekt ved
et stokastiske faenomen, som vi interesserer os for, kan udtrykkes ved et
tal eller eventuelt ved en vektor i IR". Nar man forst har veennet sig til
at arbejde med stokastiske variable, er de et uhyre nyttigt hjeelpemid-
del ved opbygningen og analysen af matematiske modeller for tilfeeldige
feenomener.

2.1 Stokastiske variable og deres fordeling

Vi antager, at et basalt udfaldsrum E med et tilhgrende sandsynlig-
hedsmal P er givet. Da er en stokastisk variabel en funktion fra F ind i
de reelle tal IR. Stokastiske variable betegnes som regel med store bog-
staver, f.eks. X.

Eksempel 1.5.3 (fortsat). Antag at vi kaster en mgnt n gange. Vi lader
udfaldsrummet E og sandsynlighedsmalet veere som tidligere. Et udfald
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kan betegnes med (Ry, ..., R,), hvor hvert R; enten er P eller K. Hvis vi
kun er interessseret i antallet af gange vi far udfaldet krone, er fglgende
stokastiske variable den rette at betragte

X(Ry,...,Ry) = t{j|R; = K}. (2.1.1)
O

En stokastisk variabel afhaenger altsa af udfaldet e pa det basale ud-
faldsrum E. Nar vi fgrst er kommet godt i gang, vil vi imidlertid konse-
kvent udelade argumentet e, og skrive X for veerdien af X i stedet for
X(e). Hvis A er en delmeengde af IR, vil vi ogsa skrive {X € A}, nar
vi egentlig mener heendelsen {e € F|X(e) € A} (d.v.s. originalmaeng-
den eller urbilledet af A ved funktionen X). Dette gor vi ikke kun for
at undga en kluntet notation, men ogsa for at understrege, at vi som
regel kan glemme alt om det basale udfaldsrum FE. Det intuitive indhold
i begrebet “stokastisk variabel” er ikke en funktion defineret pa et basalt
udfaldsrum, men derimod en reel variabel, der er tilfeeldig, saledes at
forsta at vi ikke pa forhand ved, hvad dens veerdi er, men vi ved, hvad
sandsynligheden er for, at den antager denne eller hine veerdi.

Vi kan beskrive den tilfeeldige variation af X i IR ved for enhver
delmaengde A af R at angive sandsynligheden for at X ligger i A, d.v.s.
ved at angive

Px(A)=P(X € A) (2.1.2)

Bemeerk, at vi yderligere har forenklet notationen ved at skrive P(X €
A) i stedet for P({X € A}). Funktionen Px fra delmeengderne af IR
ind i [0, 1] kaldes fordelingen af X. Den er et sandsynlighedsmal pa IR.
For at indse det skal vi checke, at Px opfylder (1.3.2) og (1.3.3). Da
{X e R} = X (R) = E, er Px(R) = P(E) =1, og hvis A og B er
disjunkte, er {X € A} og {X € B} ogsa disjunkte og opfylder, at

{X € AUB}={X € A}U{X € B}

(overvej hvorfor). Derfor er Px(AU B) = P({X € A} U{X € B}) =
P{X € A}) + P({X € B}) = Px(A) + Px(B). Her har vi naturligvis
brugt at P opfylder (1.3.2) og (1.3.3).

Mange gange kan man umiddelbart angive X's fordeling uden tanke pa
noget basalt udfaldsrum FE. I sadanne tilfzelde, er det bedst at glemme
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alt om, hvad F er, og vi vil komme med udsagn som “lad X veere en
stokastisk variabel med fordeling ...”. Hvis man vil have formalismen pa
plads, kan man i sadanne situationer definere £ = IR og lade X veere den
identiske afbildning. Til andre tider har man derimod brug for F for at
kunne argumentere for, hvad fordelingen af X er. Ogsa nar man betragter
flere stokastiske variable, er det nyttigt at have dem defineret pa et felles
bagvedliggende F, nar man skal studere sammenhaengen mellem dem.

Eksempel 1.5.3 (fortsat). Vi kaster en mgnt n gange, og lader X veere
den stokastiske variabel givet ved (2.1.1), som angiver antallet af kast med
udfaldet krone. Det er klart at X ma tilhgre meengden {0, 1,...,n}. Vi
kan derfor angive Xs fordeling ved at angive sandsynlighederne P(X = k)
for k =0,1,...,n. Da alle udfald i £ har samme sandsynlighed, skal vi
for at finde P(X = k) bare finde ud af, hvor mange af disse der har
udfaldet krone preecis k£ gange. Dette er et kombinatorisk spgrgsmal,
som er behandlet i Appendix B. Det er nemlig antallet af mader, vi kan
udtage en delmaengde med k elementer af en maengde med n elementer.

Svaret er binomialkoefficienten (") sa Xs fordeling er givet ved

k)
n

P(X =k)= <k>2-", k=01,...n

O

Lad os lige give nogle flere meget enkle eksempler pa stokastiske va-
riable.

Eksempel 1.2.1 (fortsat). Vikaster endnu en gang to terninger, den ene
rgd og den anden sort. Udfaldsrummet kan skrives som E = {(r, s)|r, s =
1,...,6}. Her fglger nogle eksempler pa stokastiske variable.

R(r,s) =r antal gjne pa den rgde terning
S(r,s) =s antal gjne pa den sorte terning
X(r,s) =r+s summen af gjnene

Y(r,s) rAs  det mindste antal gjne
Z(r,s) =rVs det storste antal gjne
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Her og senere betegner zAy og xVy henholdsvis det mindste og det stgrste
af de to reelle tal = og y. D.v.s. ' Vy = max{z,y} og z Ay = min{z, y}.

Det er let at angive fordelingen af disse stokastiske variable. Saledes
kan R kun antage veerdierne 1,2,...,6, og hver af disse antages med
sandsynligheden 1/6. Det kunne vi naturligvis godt have fundet ud af
uden at ga omkring E.

Bemeerk at det bagvedliggende udfaldsrum E ikke er entydigt. Hvis vi
kun er interesserede i R, kunne vi have valgt {1,2,...,6} med en konstant
sandsynlighedsfunktion som vores bagvedliggende udfaldsrum, men det
er lige sa rigtigt at benytte E. Vi kunne sameend ogsa have benyttet et
endnu stgrre udfaldsrum, f.eks. med plads til endnu nogle terningkast, et
par mgntkast samt udtrackning af et kort, og udstyret med et passende
sandsynlighedsmal, uden at dette havde sendret fordelingen af R. Det
basale udfaldsrum kan generelt sagtens ggres stgrre, end hvad man i den
konkrete situation har brug for. Det skal bare altid vaere mindst stort
nok til at omfatte alt, hvad der skal bruges til at studere ens konkrete
problem.

Den stokastiske variable X forudsaetter i modseaetning til R og S at vi
har hele E (eller en endnu stgrre meengde) som basalt udfaldsrum. Denne
stokastiske variable kan antage veerdierne 2,3, ...,12 med sandsynlighe-
der, som blev givet i Eksempel 1.2.3. Man kunne selvfglgelig bare have
specificeret disse sandsynligheder, men det ville veere lidt kunstigt. Det
ville i hvert fald ikke veere klart, hvor de kom fra. Hvis man vil studere
samspillet mellem R og X, har man ogsa brug for E. Laeseren opfordres
til selv at overveje fordelingerne af Y og Z.

O

Hvis X er en stokastisk variabel, og ¢ er en funktion fra R ind i IR,
sa er Y = t(X) ogsa en stokastisk variabel. Dette er klart, for da X
er en funktion fra det underliggende udfaldsrum £ ind i IR, og da Y
er den sammensatte funktion ¢t o X, er Y ogsa en funktion fra F ind i
IR. Den stokastiske variable Y har selvfglgelig sin egen fordeling Py, der
imidlertid kan findes ud fra fordelingen af X, som vi tidligere betegnede
med Pyx. Der gaelder nemlig for A C IR, at

Py(A) = P(Y € A) = P(t(X) € A) (2.1.3)
— P(X €t7'(A)) = Px(t"'(A4)),



2.2 Fordelingsfunktionen 49

hvor t7'(A) betegner originalmeengden af A ved ¢, d.v.s. t71(A4) = {x €
R|t(z) € A}. Sagt med ord, bestar t71(A) af de reelle tal, som afbildes
ind i A ved t. Det skal understreges, at t altsa ikke behgver at veere
injektiv, saledes at den har en invers funktion. Notationen kan forvirre,
da den inverse funktion, hvis den eksisterer, traditionelt betegnes med
t=1. I de seerligt peene tilfeelde, hvor den inverse funktion eksisterer, er
t~1(A) naturligvis blot billedet af A ved funktionen ¢!, sa notationen er
konsistent. Resultatet (2.1.3) kaldes transformationssetningen for forde-
linger. Man siger at Y er en transformation af X ved transformationen
t.

2.2 Fordelingsfunktionen

Lad X veere en stokastisk variabel. I reglen er det ikke praktisk at skul-
le angive P(X € A) for alle mulige delmeengder A af IR. Vi har derfor
brug for lettere mader at specificere fordelinger pa. En generelt anven-
delig fremgangsmade er at angive fordelingsfunktionen for X. Denne er
defineret ved

F(z)=P(X <z), forzelR. (2.2.1)

Fordelingsfunktionen er en funktion fra IR ind i [0,1]. Hvis vi angiver
fordelingsfunktionens veerdi for alle z, har vi altsa sandsynligheden for
at X tilhgrer ethvert interval af formen (—oo, z]. Dette er faktisk nok til
at specificere hele fordelingen, men det har vi ikke forudssetninger for at
vise for generelle fordelinger. Det gor ikke sa meget, for vi vender tilbage
til dette spgrgsmal senere for de to vigtige typer af fordelinger, som vi
iseer vil beskaeftige os med i dette kursus. Lad os se pa et par typiske
eksempler.

Eksempel 2.2.1 Lad X veere den stokastiske variable, som angiver an-
tallet af gjne ved kast med en terning. Da X antager veerdierne {1,2,3, 4,
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5,6}, hver med sandsynlighed 1/6, er fordelingsfunktionen for X givet ved

hvis z < 1

hvis1 < x <2
hvis2 <x <3
hvis 3 <z <4
hvis4 < x <5
hvis 5 < x <6
hvis 6 < z

!
—~
&
S~—
I
— oluoholwooi— O

Fordelingefunktionen vokser i spring fra 0 til 1. Den er kontinuert bort-
set fra springpunkterne, hvor den er kontinuert fra hgjre, men ikke fra
venstre. Da P(X =) = F(i)— F(i—1) fori=1,...,6 er det her klart,
at F' fuldsteendigt specificerer fordelingen af X.

1.0
1

0.4

0.0

Figur 2.2.1: Fordelingsfunktionen for en stokastisk variabel, der angiver
antallet af gjne ved kast med en terning.
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Fordelingen af X kaldes ligefordelingen pa meengden {1,2,3,4, 5,6}.
Mere generelt kaldes en fordeling pa en endelig delmaengde M af IR eller
IR"™ med konstant sandsynlighedsfunktion for ligefordelingen pa M, og en
stokastisk variabel med denne fordeling siges at veere ligefordelt pa M.

(I

Eksempel 1.3.1 (fortsat). Lad os udtrackke et tilfeeldigt tal mellem nul
og en, som forklaret i Afsnit 1.3, og lad X veere den stokastiske variable,
som angiver det udtrukne tal. Hvis x € [0,1], er P(X € (—o0,z]) =
P(X € [0, z]) = z. Derfor er fordelingsfunktionen for X

0 hvisz <0
Fz)=¢% o hvis0<z<1 (2.2.2)

1 hvisz > 1.

1.0

0.4

0.0
1

-05 0.0 0.5 1.0 15

Figur 2.2.2: Fordelingsfunktionen for en stokastisk variabel, hvis veerdi
er et tilfeeldigt tal mellem nul og en.

Denne funktion vokser kontinuert fra 0 til 1. Den er strengt voksende i

intervallet [0, 1].
O
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I begge disse eksempler vokser fordelingsfunktionen svagt fra 0 til
1. Dette er generelle egenskaber ved en fordelingsfunktion. Lad X veere
en stokastisk variabel med fordelingsfunktion F. At F' er svagt voksende
(ogsa somme tider kaldet ikke-aftagende) er let at se, for hvis = < y, sa
er (—oo, z] C (—o0,y], hvilket ifplge (1.3.8) medfgrer at

F(z) = Px((=00,z]) < Px((—00,y]) = F(y).

Fordelingsfunktionen F' opfylder ogsa, at

lim F(n) =1 (2.2.3)
0g
lim F'(—n) =0, (2.2.4)

men det vil vi ikke vise generelt. Vi skal senere se, at disse graenseresul-
tater holder for to vigtige typer af fordelinger.

Det kan omvendt bevises, at enhver funktion F' fra R ind i [0, 1],
som er svagt voksende, og som opfylder (2.2.3) og (2.2.4) bestemmer et
sandsynlighedsmal pa R (eller en delmaengde af IR). Det vil vi dog ikke
bevise.

Eksempel 2.2.2 I dette eksempel skal vi se, hvordan vi kan bruge forde-
lingsfunktionen til at argumentere os frem til, hvad fordelingen af en be-
stemt stokastisk variabel er. Vi betragter udsendelse af a-partikler fra et
radioaktivt materiale. Lad X veere den stokastiske variable, som angiver
ventetiden mellem udsendelsen af to pa hinanden felgende a-partikler.
Her er det bedst ikke at teenke for meget over, hvad det bagvedliggende
udfaldsrum er. Det er givetvis meget komplekst.

I hvert fald er X > 0. Endvidere ma det veere rimeligt at antage, at
atomerne i det radioaktive materiale ikke kan huske, hvor lang tid der
er gaet, siden den sidste a-partikel blev udsendt. Det kan matematisk
formuleres saledes:

PX>t+s|X >t)=P(X >5s) (2.2.5)

for alle t,s > 0. Sagt med ord: Hvis vi ved, at der ikke er udsendt no-
gen a-partikel i tidsintervallet [0,¢], sa er sandsynligheden for, at der
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ikke udsendes nogen i de neeste s tidsenheder (altsa i [t, ¢+ s]), lig sand-
synligheden for, at der ikke udsendes nogen a-partikel i tidsintervallet
[0, s]. Bemeerk, at (2.2.5) kun giver mening for alle ¢ > 0, hvis vi an-
tager, at P(X > t) > 0 for alle t > 0. Det er jo rimeligt nok, sa
det antager vi. Lad F' betegne fordelingsfunktionen for X, og definer
G(z)=1—-F(x) = P(X > z). Da

PX>t+s|X>t)= %,
kan (2.2.5) skrives som
Gt +s)
G(s) = W,

sa

G(t+s) =G(t)G(s)

for alle t, s > 0. Seet nu L(z) = log(G(z)), hvilket kan ggres, da G(z) > 0.
Vi har da, at

L(t+s) = L(t) + L(s)

for alle t, s > 0, og da G(0) = P(X > 0) =1, er L(0) =0, sa for ethvert

oo Lit+h)—L(#H)  L(k) - L(O)
t+h) — L(t -
- == (2.2.6)

for alle h > 0. Hvis vi antager, at L er differentiabel i 0 med differen-
tialkvotient —\ (da L er aftagende, er A > 0), finder vi ved at lade h ga
mod nul i (2.2.6), at L er differentiabel for alle ¢ > 0 med L'(t) = —A.
Derfor er

L(t)=—-Xt+c

for en eller anden konstant c¢. Da imidlertid L(0) = 0, er ¢ =0, sa L(t) =

—At for t > 0. Vi kan nu regne tilbage til F, idet F'(z) = 1 — exp(L(z)).
Fordelingsfunktionen for X er altsa

1—e hvisz >0

F(x) = { 0 hvis z < 0.
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Eksponentialfordelingen

1.0

0.8
1

0.6
1

0.4

0.2
1

0.0
1

Figur 2.2.3: Eksponentialfordelingens fordelingsfunktion.

Fordelingen med denne fordelingsfunktion kaldes eksponentialforde-
lingen med parameter \. Leeg meaerke til, at vi i udledningen af ekspo-
nentialfordelingen benyttede at en stokastisk variabel, som beskriver en
ventetid med denne fordeling, ikke har nogen hukommelse om, hvor leenge
vi har ventet. Man siger somme tider lidt lgst, at eksponentialfordelingen
ikke har nogen hukommelse.

([l

Der findes ogsa en transformationssetning for fordelingsfunktioner,
som for strengt monotone funktioner t giver sammenhaengen mellem for-
delingsfunktionerne for de stokastiske variable X og Y = #(X), som vi
betegner med Fy og Fy. Der mindes om, at Fx(z) = P(X < z) og
Fy(z) = P(Y <z). Antag, at P(X € I) =1 for et interval I C IR. Inter-
vallet I kan veere endeligt eller uendeligt og lukket, abent eller halvabent.
Om t antages det, at den er en strengt monoton kontinuert funktion fra
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I'ind i R. Daer J = t(I) et interval. Definer venstre (nedre) endepunkt
v og hgjre (¢vre) endepunkt h for intervallet J ved

v=infJ og h=supl.

Eventuelt kan v veere —oo, ligesom h eventuelt kan veere oo. Med ¢~*
betegnes den inverse funktion til ¢, som eksisterer og er defineret pa .J,
da t er antaget at veere strengt monoton. Det er klart, at P(Y € J) = 1.

Saetning 2.2.3 Huvis t er strengt voksende, er

0 hvis y < v
Fy(y) =1 Fx(t *(y)) hvisyeJ (2.2.7)
1 hvis y > h.

Huvis t er strengt aftagende, er

0 hvis y < v
Fy(y) = 1-Fx(t7(y) + P(X =t"'(y)) hvisye J (2.2.8)

1 hvis y > h.
Bevis: Hvis ¢ er voksende, er
Fy(y)=P(Y <y) = P(t(X) <y) = P(X <t7'(y)) = Fx(t"'(y))
for y € J. Hvis t er aftagende, er

Fy(y) = P(Y <y)=PHX)<y)=PX>t"(y))
= 1-PX <t ' (y) =1—[Fx(t ' (y) — P(X =t"(y))]

for y € J. I den sidste beregning har vi benyttet (1.3.9) og (1.3.7).
([
Det er her egentlig vigtigere at maerke sig bevisteknikken end selve
resultatet. Den er ofte nyttig. Seetning 2.2.3 geelder ogsa, nar t ikke er
kontinuert, men i sa fald er J ikke noget interval, og Fy er konstant
udenfor J.
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Eksempel 2.2.4 Lad os igen udtraekke et tilfeeldigt tal mellem nul og
en, som forklaret i Afsnit 1.3, og lad X veere den stokastiske variable,
som angiver det udtrukne tal. Antag nu, at vi tegner et kvadrat med si-
delzengde X. Da er arealet af dette kvadrat en stokastisk variabel, nemlig
Y = X?2. Fordelingsfunktionen for Y for y € [0, 1] findes let:

Fy(y)=P(Y <y) = P(X* <y) = P(X < Vy) = Fx(Vy) = V¥,

idet vi bruger (2.2.2). DaY € [0, 1], er Fy(y) =0 fory < 0, og Fy(y) =1
for y > 1. Disse resultater kunne vi naturligvis umiddelbart have skrevet
op v.h.a. (2.2.7) og (2.2.2).

O

2.3 Fler-dimensionale stokastiske variable

Ofte har man brug for at studere flere stokastiske variable pa én gang.
Vi skal derfor i dette afsnit behandle n-dimensionale stokastiske vek-
torer af formen X = (Xi,...,X,), hvor Xy,..., X, er sedvanlige en-
dimensionale stokastiske variable, som alle er definerede pa det samme
bagvedliggende udfaldsrum FE. Saledes er X altsa en funktion fra £ ind i
IR". Dette bekymrer vi os i reglen ikke meget om, men det er dog vigtigt
at huske, at der kan veere sammenhaenge mellem de enkelte koordinater
af X, da de jo atheenger af det samme basale udfald e € . Somme tider
kaldes en n-dimensional stokastisk vektor ogsa for en n-dimensional sto-
kastisk variabel. Nar vi taler om flere stokastiske variable pa én gang, vil
det altid veere underforstaet, at de er defineret pa det samme bagvedlig-
gende udfaldsrum FE.

Eksempel 1.2.1 (fortsat). Ved kast med en rg¢d og en sort terning er
det basale udfaldsrum E = {(r,s)|r,s = 1,...,6}. Betragt de stokastiske
variable R(r,s) =r, S(r,s) = s og T'(r,s) = 7—r. De er alle ligefordelte
pa {1,2,3,4,5,6}, og man kunne maske fristes til at tro, at der ikke er
den store forskel pa fordelingen af de to stokastiske vektorer (R,S) og
(R,T), men det er der. F.eks. er

P(R<4,S<4)=1 -1
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mens
P(R<4,T<4)=P(Re {3,4}) = 1.

(vis disse udsagn). Her bruger vi den forenklede notation P(R < 4,5 < 4)
i stedet for at skrive P({R < 4} N{S < 4}) eller det, der er veerre. Det
vil vi som regel ggre, ogsa ved hgjere-dimensionale stokastiske vektorer.

O

Ovenstaende eksempel viser, at to stokastiske vektorer (X, Xs) og
(Y7,Y5) sagtens kan have den egenskab, at X og Y] har samme fordeling,
og X5 og Y, har samme fordeling, men at der findes en delmaengde A af
R?, sa

P((X1, Xp) € A) # P((1,Y2) € A).

Det betyder, at sandsynligheden P((X7, Xs) € A) ikke kan beregnes ud
fra fordelingerne af X; og X5. Dette er baggrunden for, at vi definerer
den simultane fordeling for den stokastiske vektor X = (X,..., X,,) som
sandsynlighedsmalet pa IR" givet ved

Px(A) = P((Xy,...,X,) € A),

hvor A er en delmaengde af R™. At Py (A) er et sandsynlighedsmal indses
pa samme made som ved en en-dimensional stokastisk variabel.

De n fordelinger af de enkelte koordinater Xi,...,X,,, betragtet se-
parat som en-dimensionale stokastiske variable, kaldes for de marginale
fordelinger af X1, ..., X, for at understrege, at de ikke er hele sandheden
om den stokastiske vektor X = (X1,...,X,).

Eksempel 1.2.1 (fortsat). Betragt igen de stokastiske variable R, S
og T. Den simultane fordeling af (R,S) er en ligefordeling pa meng-
den {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}, d.v.s. alle elementer i meengden har
samme sandsynlighed. Derimod er den simultane fordeling af (R, T") en
ligefordeling pa meengden {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)}. Alle de
marginale fordelinger er, som tidligere nsevnt, ligefordelinger pa maeng-
den {1,2,3,4,5,6}.

O
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Man kan ogsa definere en simultan fordelingsfunktion for en n-dimen-
sional stokastisk vektor. Det er funktionen fra IR™ ind i [0, 1] givet ved

F(xy,...,x,) = P(X; <x1,..., X, < zp). (2.3.1)

De n fordelingsfunktioner af de enkelte koordinater X1, ..., X,,, betragtet
separat som en-dimensionale stokastiske variable, kaldes for de marginale
fordelingsfunktioner.

Fordelingsfunktioner for stokastiske vektorer benyttes iseer i teoretiske
overvejelser, og de vil ikke blive brugt meget i disse noter. Lad os her
slutte med at bemeerke, at man ligesom for en-dimensionale stokastiske
variable kan vise, at den simultane fordelingsfunktion for en stokastisk
vektor X bestemmer den simultane fordeling af X entydigt.

2.4 Uafhaengige stokastiske variable

Vi har tidligere diskuteret begrebet uathaengighed af haendelser. Nu vil
vi ogsa definere, hvad vi skal forsta ved uatheengige stokastiske variable.

Definition 2.4.1 De stokastiske variable Xy, ..., X, siges at vere uaf-
haengige, huvis

P(X,e€eA,....X,€A,)=P(X,€4) --P(X,€eA,) (2.4.1)
for alle Ay, ..., A,, hvor hver A; er en delmengde af IR.

Vi siger ogsa somme tider at Xy, ..., X, er stokastisk uafhaengige, nar
det er ngdveendigt for at undga misforstaelser. En anden made at ud-
trykke definitionen pa er, at Xy, ..., X,, er uafthengige, hvis heendelserne
{Xj € A1},....{X, € A,} er indbyrdes uafheengige for alle Ay,..., A,,
hvor hver A; er en delmaengde af IR (overvej at dette er samme definition
som Definition 2.4.1). Specielt er to stokastiske variable X og Y uafheen-
gige, hvis heendelserne {X € A} og {Y € B} er uathaengige for ethvert
valg af delmeengderne A og B af R.

Eksempel 1.2.1 (fortsat). Lad R, S og T vaere defineret som tidligere.
Bemeerk, at for alle delmaengder A; og Ay af M = {1,2,3,4,5,6} er
g1 - §Ay

P(ReAl,SeAQ):T:P(REAl)P(SEAg)
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Heraf folger det, at det for ethvert par By og B, af vilkarlige delmaengder
af R geelder, at

P(ReB,S€eBy) = P(ReEBNM,SeB,NM)
= P(ReBINM)P(Se€B,NM)
P(R € By)P(S € Bsy),

da BiNM og BoN M er delmeengder af M. Altsa er R og S uatheengige.
Derimod har vi tidligere set, at

P(R<4,T<4)=1,

hvilket er forskelligt fra P(R < 4)P(T < 4) = ;5. Derfor er R og T
ikke uatheengige. Da T' = 7 — R, kommer dette ikke som nogen stor
overraskelse.

O

Saetning 2.4.2 To stokastiske variable X1 og Xs er stokastisk uafhaen-
gige hvis og kun hvis det for ethvert par Ay og As af delmengder af R
med P(Xy € As) > 0 geelder, at

P(Xl S A1|X2 S Ag) = P(Xl S Al) (242)

Bevis: Dette er en enkel konsekvens af definitionen af betinget sandsyn-
lighed og af (2.4.1). Hvis nemlig X; og X, er uathengige, er

P(Xl € Al,XQ S Ag) = P(X1 S Al)P(XQ c Ag), (243)

og (2.4.2) folger ved at dividere med P(X; € As). Hvis omvendt (2.4.2)
geelder, folger (2.4.3) ved at gange pa begge sider med P(X, € A).
Definitionen af uafthaengighed kreever ogsa, at (2.4.3) holder, nar P(X, €
Ay) = 0. Men i dette tilfeelde er det klart, at (2.4.3) er opfyldt, da der
star nul pa begge sider af lighedstegnet.
([
Seetning 2.4.2 siger, at uanset hvad vi far at vide om X5, sa vil det-
te ikke @endre vore forventninger til udfaldet af X;, nar X; og Xs er
uafheengige.



60 Stokastiske variable

Saetning 2.4.3 Lad X4,..., X, vere uafthengige stokastiske variable.
Da geelder folgende:

1) Hvis @i, i = 1,...,n er funktioner fra R ind i R, er de stokastiske
variable 1(X1), ..., pn(X,) uathengige.

2) Huvis k < n og ¢ er en funktion fra R™ " ind i R, er de stokastiske
variable X1, ..., X, 0( X1, ..., Xp) vafhengige.

3) Lad k og v veere som i2), og lad o vere en funktion fra R ind i R. Da
er de stokastiske variable (X1, ..., Xx) 09 ¥(Xgs1, - .., Xy) vafhengige.

Bevis: Bade 1) og 3) folger af 2), men da vi ikke vil vise 2) generelt,
viser vi alligevel 1). Hvis A; ..., A,, er delmaengder af IR, er
P(QPI(X1> S Alv R ¢n(Xn> S An)
P(Xy € o7 (A1), ..., Xy € ¢ (An))
= P(X; € M (A) - P(X, € 971 (A,))
= Plpi(X1) € A1) - P(%(Xn) € Ap).
Dermed er 1) vist.
Vi vil her kun vise 2), nar hver af de stokastiske variable Xi,..., X,

kun kan antage endeligt mange veerdier. Lad M veere den endelige del-
meengde af IR"™" i hvilken den stokastiske vektor (Xji1,...,X,) anta-

ger sine veerdier, og lad Ay, ..., A, A veere delmeengder af IR. Da bestar
Y~ (A)NM kun af endeligt mange elementer. Det vil sige, at 1=t (A)NM
kan skrives pa formen {(:E,(gll, a9 =1,..., N}. Derfor far vi ved

at anvende (1.3.14) to gange, at

P(Xy €A, ..., X € A, v(Xpgr,. .., X)) € A)

= P(Xl eAla"'an‘EAk)(XkH-la"'?Xn) €¢_1(A))
N . .
= S P(Xy €Ay, Xy € Ay, (Xpyrs o, X)) = (&), .., 2)))

J=1

N . .
= Z P(Xl € Al) o P(Xk € AR)P((X/C-FI’ cee 7Xn) = (xl(cj—l)—h cee 7:1:(])))
j=

N . )
= P(X; € 4) - P(Xy € A ZP (X1, X)) = (@), .., 29))
=1

= P(X,€4) --P(X;,€ Ak)P((XkH, LX) epTHA)
= P(Xl c Al) . P(Xk c Ak)P(Qﬂ(Xk_H, S ,Xn) S A)
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Dermed er 2) vist.

O

Vi vil senere give et bevis for punkt 2) i Seetning 2.4.3 for de to
vigtigste typer af fordelinger.

2.5 Sammenfatning

I dette kapitel har vi indfert begreberne stokastisk variabel og stokastisk
vektor, som formaliserer den meget almindelige situation, at vi ikke er
interesserede i hele udfaldsrummet, men kun i et tal eller eventuelt en
vektor, som afheenger af udfaldet. Det er meget vigtigt at blive god til
at regne med stokastiske variable og deres fordeling. Fordelingen er et
sandsynlighedsmal pa IR eller IR", som beskriver den tilfeeldige variation
af den stokastiske variable eller den stokastiske vektor. Et vigtigt hjeelpe-
middel til at beskrive og behandle fordelingen af en stokastisk variabel er
fordelingsfunktionen. Vi har blandt andet bevist en transformationssact-
ning for fordelingsfunktioner. Hvis vi kender fordelingsfunktionen for en
stokastisk variabel X, forteeller transformationsseetningen os, hvad for-
delingen er af den stokastiske variable t(X), som fremkommer ved at
anvende funktionen ¢ pa udfaldet af X.

En stokastisk vektor i IR" kan opfattes som n stokastiske variable.
Det er naturligt at spgrge, om der er en sammenhaeng mellem disse sto-
kastiske variables tilfaeldige variation. En sadan sammenhaeng beskrives
ved den simultane fordeling af de n stokastiske variable. Den tilfeeldige
variation af en enkelt af de n stokastiske variable set isoleret beskrives
ved den marginale fordeling af denne stokastiske variable. Normalt er
de marginale fordelinger ikke nok til at beskrive den simultane variation
af alle n stokastiske variable. Hvis de n stokastiske variable er uafhaen-
gige, er der dog en simpel sammenhaeng givet ved (2.4.1) mellem den
simultane fordeling og de n marginale fordelinger. Derfor spiller antagel-
ser om uafheengighed ofte en vigtig rolle ved opbygningen af stokastiske
modeller.
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2.6 Opgaver

2.1

2.2

2.3

24

2.5

Betragt kast med to terninger. Hvad er fordelingerne af de to stokas-
tiske variable, som angiver antallet af gjne pa henholdsvis terningen
med det mindste antal gjne og terningen med det storste antal gjne?
Dette er de to stokastiske variable, som i Eksempel 1.2.1 i Afsnit
2.1 blev kaldt Y og Z.

Tre personer udvelges tilfeeldigt. Hvad er fordelingen af antallet
blandt disse, som er fgdt pa en sgndag?

Lad X veere en stokastisk variabel, hvis fordeling er givet ved
X=1 = 012 PX
P(X=4) = 011 P(X
X=7 = 006 PX

2) =0.08 P(X =3)=0.20
5)=0.19 P(X =6)=0.14
8) = 0.10,

mens P(X = x) =0, nar x ¢ {1,2,3,4,5,6,7,8}. Lad t veere en
funktion fra IR ind i IR, som opfylder, at

H1) = t2)=t@3)=1
H4) = t(5)=2

t6) = t(7)=3

#8) = 4.

Hvordan ¢ er defineret udenfor maengden {1,2,3,4,5,6,7,8} er li-
gegyldigt. Definer en ny stokastisk variabel ved Y = #(X). Hvad er
fordelingen af Y7 Tegn fordelingsfunktionen for Y.

Lad X vere en stokastisk variabel, som kun kan antage veerdier-
ne 1,2 og 3, og hvis fordeling er givet ved P(X = 1) = P(X =
2) = P(X = 3) = 3. Tegn fordelingsfunktionen for X og for den
stokastiske variable Y = 1/X.

Lad X; og X, veere stokastiske variable, som begge kun kan an-
tage veerdierne 0 og 1. Lad deres marginale fordelinger vaere givet
ved P(X; =0) = 04,P(X; = 1) = 0.6,P(Xy = 0) = 0.3 og
P(X; = 1) = 0.7. Antag forst at den simultane fordeling af den
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2.6

2.7

2.8

2.9

stokastiske vektor (X, Xs) er givet ved P((X1, X2) = (0,0)) =
0.12, P((X1,X5) = (1,0)) = 0.18, P((X3,Xs) = (0,1)) = 0.28
og P((X1,Xs) = (1,1)) = 0.42, og undersgg, om X; og X, un-
der denne antagelse er uafhaengige. Antag derneest at den simul-
tane fordeling af (X, Xy) er givet ved P((Xy, X32) = (0,0)) =
0.15, P((X1, X5) = (1,0)) = 0.15, P((X1, X2) = (0,1)) = 0.25 og
P((X1,X52) = (1,1)) = 0.45, og undersgg ogsa for denne simulta-
ne fordeling, om X; og X» er uatheengige. Gor til slut rede for, at
begge simultane fordelinger er i overensstemmelse med de angivne
marginale fordelinger for X; og Xs.

Lad M veere en endelig delmaengde af IR og lad X veere en stokastisk
variabel, som er ligefordelt pa M (d.v.s. X antager kun veerdier i M,
og P(X = x) er den samme for alle x € M). Lad endvidere ¢ veere
en funktion fra IR in i IR, og definer en ny stokastisk variabel ved
Y = t(X). Hvilke betingelser skal ¢ opfylde, for at Y er ligefordelt
pa t(M)?

Lad X veere en stokastisk variabel, som kun antager veerdier i in-
tervallet [0, 1], og hvis fordeling er givet ved det sandsynlighedsmal,
der blev studeret i Eksempel 1.3.3. Find fordelingsfunktionen for
X. Definer en ny stokastisk variabel ved Y = X2, Hvad er sandsyn-
ligheden for, at Y tilhgrer intervallet [y;, y2|, hvor 0 < y; < yo < 17
Find fordelingsfunktionen for Y.

Antag at et tal udtreekkes tilfeeldigt mellem nul og en (se Eksem-
pel 1.3.1), og lad X veere den stokastiske variable, som angiver det
udtrukne tal. Da er fordelingsfunktionen for X givet ved (2.2.2).
Definer en ny stokastisk variabel ved Y = —log(X)/A, hvor A > 0.
I hvilket interval antager Y sine veerdier? Hvad er fordelingsfunk-
tionen for Y7 Sammenlign resultatet med Eksempel 2.2.2.

Betragt kast med to terninger. Hvad er den simultane fordeling
for den to-dimensionale stokastiske vektor, hvis fgrste koordinat,
Y, angiver antallet af gjne pa terningen med det mindste antal
gjne, mens den anden koordinat, Z, angiver antallet af gjne pa
terningen med det stgrste antal gjne? Er Y og Z uathengige? (De
to stokastiske variable Y og Z, blev defineret i Eksempel 1.2.1).
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2.10 Lad X veere en stokastisk variabel og lad t veere en funktion fra IR
ind i R. Definer en ny stokastisk variabel ved Y = ¢(X), og antag,
at X og Y er stokastisk uafhesengige. Vis, at Y sa er stokastisk
uafheengig af sig selv, og at der derfor for enhver heendelse A gaelder,
at P(Y € A) = P(Y € A)? Slut heraf, at der findes et a, sa
fordelingsfunktionen for Y har formen

|1 fory>a
F(y)_{o for y < a.

Vink: Husk fordelingsfunktionens egenskaber, ikke mindst (2.2.3)
og (2.2.4). Det folger af opgaven, at ¢(X) med sandsynlighed 1 er
konstant lig a.

2.11 Vis, at 2) i Seetning 2.4.3 medfgrer 1) og 3) i samme saetning.



Kapitel 3

Fordelinger pa endelige
maengder

I dette kapitel vil vi studere stokastiske variable, som kun kan antage
endeligt mange veaerdier, og deres fordeling. Ved i fgrste omgang at ngjes
med at diskutere sadanne stokastiske variable, undgar vi nogle matemati-
ske komplikationer. Vi kan derfor indfere en raekke vigtige begreber uden
at det veesentlige drukner i tekniske detaljer. I de folgende kapitler bliver
vi sa ngdt til at tage hand om disse tekniske problemer. I indevaerende
kapitel vil vi ogsa indfere og behandle nogle vigtige fordelinger, som ofte
forekommer i praksis.

Lad os begynde med nogle ikke seerligt dybsindige betragtninger om
et forhold, som det er vigtigt at ggre sig klart. Lad P vere et sandsyn-
lighedsmal pa IR" og lad M veere en delmaengde af IR". Vi siger, at P
er koncentreret pa M, hvis P(M) = 1. Tilsvarende siges en stokastisk
variabel eller vektor X at veere koncentreret pa M, hvis dens fordeling er
koncentreret pa M, altsa hvis P(X € M) = 1. Hvis P er koncentreret pa
M, er det nok at angive sandsynligheden for alle delmeengder af M. For en
vilkarlig B C IR" er nemlig P(B) = P(B\M)+P(BNM) = P(BNM), da
B\M C IR"\M og dermed P(B\M) < P(R"\M) =1— P(M) = 0. Det
er let at vise, at hvis vi kun betragter P som en funktion af delmaengderne
af M, sa er P et sandsynlighedsmal pa M (overvej). Omvendt kan man
udvide et sandsynlighedsmal P pa M til et sandsynlighedsmal pa hele R"
ved for en vilkarlig delmaengde B C IR" at definere P(B) = P(B N M).
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Det er ikke sveert at se, at den saledes definerede funktion er et sand-
synlighedsmal (bevis det). Alt efter hvad der er mest praktisk i en given
situation, kan vi derfor frit opfatte et sandsynlighedsmal, som er kon-
centreret pa M, enten som et sandsynlighedsmal pa IR" eller som et
sandsynlighedsmal pa M.

3.1 Sandsynlighedsfunktioner

Som na&evnt i indledningen skal vi i dette kapitel beskeeftige os med sand-
synlighedsmal, som er koncentrerede pa en endelig delmaengde M af IR
eller R". Det er somme tider nyttigt at nummerere Ms elementer, altsa
at skrive M pa formen M = {x,...,x;}. Som omtalt i afsnit 1.2 er der
til et sandsynlighedsmal, som er koncentreret pa den endelige maengde
M, knyttet en sakaldt sandsynlighedsfunktion.

Definition 3.1.1 En funktion p fra en endelig mengde M ind i inter-
vallet [0, 1], som opfylder, at

> plz) =1 (3.1.1)

zeM

kaldes en sandsynlighedsfunktion pa M.

Med Y, p(x) menes summen over alle de veerdier af p(z), som opnas,
nar r gennemlgber M, d.v.s. ¥F  p(z;).

Saetning 3.1.2 Der er en entydig korrespondance mellem sandsynlig-
hedsfunktionerne pa M og sandsynlighedsmalene, som er koncentreret pa
M. Saledes svarer der til enhver sandsynlighedsfunktion p et sandsynlig-

hedsmal P givet ved
P(A) = Y pla) (3.2

z€A

for enhver delmaengde A af M. Ligeledes svarer der til ethvert sandsyn-
lighedsmal P en sandsynlighedsfunktion p givet ved

p(x) = P({z}) (3.1.3)

for ethvert x € M.
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Bevis: Lad p veere en sandsynlighedsfunktion pa M og definer P ved
(3.1.2). Vi skal da vise, at P er et sandsynlighedsmal pa M. At der for
enhver delmeengde A af M geelder, at 0 < P(A) < 1, er ikke sveert at se,
og at P(M) =1 fglger af (3.1.1). For to disjunkte delmeengder af M, A
og B, er

P(AUB) =} p(x) = plx)+ Y p(z)=P(A)+ P(B).
T€EAUB €A reB
Dermed er det vist, at P er et sandsynlighedsmal pa M.

Hvis vi omvendt ved (3.1.3) definerer en funktion p ud fra et sand-
synlighedsmal P pa M, skal det vises, at p er en sandsynlighedsfunk-
tion pa M. At p(z) € [0,1] er klart, da P er et sandsynlighedsmal. Da
M ={x1} U---U{x}, folger det af (1.3.14) at

k k
> plzi) =) P({z:}) = P(M) =1.
i=1 i=1
Altsa er p en sandsynlighedsfunktion pa M. Hvis vi ud fra denne sand-
synlighedsfunktion p konstruerer et sandsynlighedsmal ved (3.1.2), er det
klart, at vi genfinder det sandsynlighedsmal, som vi startede med.
O
Bemaerk, at vi ogsa kan skrive (3.1.2) pa folgende made

k
P(A) =Y p(xi)la(z),
i=1
hvor vi har benyttet indikatorfunktionen for A, se (A.1.15).

Der er grund til igen at understrege, at sandsynlighedsfunktionens
veerdi i et punkt x netop er lig den sandsynlighed, som det tilsvaren-
de sandsynlighedsmal tilleegger haendelse {x}, altsa sandsynligheden for
udfaldet x. Denne sandsynlighed kaldes ogsa punktsandsynligheden i x.
Hvis man har lyst, kan man godt definere p udenfor M ved at satte
p(x) =0 for z ¢ M.

Vi har allerede set flere eksempler pa sandsynlighedsmal pa endelige
mengder. Det enkleste eksempel er den sakaldte ligefordeling pa den
endelige meengde M, hvor sandsynlighedsmassen er fordelt jeevnt ud over
M, d.v.s. den tilsvarende sandsynlighedsfunktion er konstant pa M. Dens
konstante veerdi ma, for at (3.1.1) kan opfyldes, veere 1/4M.
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Meget ofte kaldes et sandsynlighedsmal pa IR eller R" en sandsynlig-
hedsfordeling eller blot en fordeling. Det vil vi ogsa ggre i det folgende.

3.2 Binomialfordelingen

I dette afsnit betragter vi situationen, hvor et forsgg med to mulige ud-
fald gentages n gange uafhengigt af hinanden. Vi er specielt interessere-
de i fordelingen af antallet af gange det ene af de to udfald forekommer.
Fordelingen af dette antal kaldes en binomialfordeling. Et eksempel er
antal krone i n kast med en mgnt. Et andet er antal defekte produkter
i en stikprgve pa n fra en lgbende produktion. Der vil blive givet fle-
re eksempler i kursets statistikdel. Her kommer en praecis definition af
binomialfordelingen.

Definition 3.2.1 Lad X1, X, ..., X,, vere uathengige stokastiske vari-
able med veerdier i {0,1}, som alle har samme fordeling givet ved

for et givet tal p mellem 0 og 1. Fordelingen af summen S = X +
Xo+ ...+ X, kaldes da binomialfordelingen med antalsparameter n og
sandsynlighedsparameter p.

Det er klart, at binomialfordelingen er koncentreret pa maengden {0, 1,

NS

Eksempel 3.2.2 En mgnt kastes 20 gange. Antallet af kast med udfaldet
krone er binomialfordelt med antalsparameter 20 og sandsynlighedspa-

rameter 1/2.
O

For at finde sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen, finder
vi fgrst sandsynlighedsfunktionen for den stokastiske vektor (X7, ..., X,),
som er koncentreret pa meengden {0, 1}". For x; € {0,1} er

P(X; =) =p"(1—p)'™",
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hvor i =1,...,n, og da Xy,..., X, er uathengige, er

P(Xlzflfl,...,Xn:SL’n) = P(Xlle)P(Xn:l’n)
— px1+~~~+xn(1 _ p)n—(x1+~~~+xn)

Lad nu ¢ veere funktionen givet ved t(xy,... x,) =1+ -+ z,. Vi skal
da finde fordelingen af den stokastiske variable S = ¢(X1,...,X,). For
s€{0,...,n}er

P(S=s5) = P((Xy,....X,) et '({s}))

= Z P((Xl,...,Xn):([L’l,...,llfn))
(z1,esxn)Et=L({s})

hvor vi har benyttet (3.1.2) (eller om man vil (1.3.14)), samt at
7 {sh) ={(z1, ..., 2,) € {0,1}" |21 + -+ -+ x, = s}

Som sadvanlig betegnes antallet af elementer i meengden ¢~!({s}) med
=1 ({s}). Vi mangler derfor blot at finde dette antal. Da

t1({s}) = {(21,...,2,) € {0,1}"|netop s af x;-erne er lig 1},

er #t71({s}) lig antallet af delmaengder med s elementer af en mengde
med n elementer, men det er netop binomialkoefficienten (Z) =n!/(s!(n—
s)!), se Appendix B. Vi har dermed bevist folgende satning.

Saetning 3.2.3 Binomialfordelingens sandsynlighedsfunktion er givet ved

o) = (1 )ra =, 321
forx €{0,1,...,n}.

Da S er koncentreret pa {0,1,...,n}, ma >, (’Z)pl(l =1,
hvilket er i overensstemmelse med binomialformlen, se Appendix B.
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Eksempel 3.2.4 Sandsynligheden for at fa en hand pa tretten kort uden
esser er (52 — 4)(1¥ /52(18) = 0.3038 (jfr. opgave 1.9). Hvad er sandsyn-
ligheden for, at denne kedelige haendelse for en bestemt spiller indtreeffer
preecis 3 gange i lgbet af 10 spil? Da antallet er binomialfordelt med
antalsparameter 10 og sandsynlighedsparameter 0.3038, er svaret

10
(3) x 0.3038% x (1 —0.3038)'°7% = 0.2667.

Binomialfordelingen

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
1 1 1 1 1

0.05
1

0.00
1

Figur 3.2.1: Sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med an-
talsparameter 10 og sandsynlighedsparameter 0.3038. I Eksempel 3.2.4
er det fordelingen af antal es-lgse haender i 10 spil.

O

Eksempel 3.2.5 En person sar 25 planter, som hver med sandsynlighed
i far bla blomster og med sandsynlighed % far gule blomster. Da er
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antallet af planter med bla blomster binomialfordelt med antalsparameter
25 og sandsynlighedsparameter i, og sandsynligheden for at 10 planter
far bla blomster er

(fg) x 3% x 47% = 0.0417.

Binomialfordelingen

0.20
1

0.15
1

0.10
1

0.05
1

0.00
1

Figur 3.2.2: Sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med an-
talsparameter 25 og sandsynlighedsparameter i. I Eksempel 3.2.5 er det
fordelingen af antal planter med bla blomster.

O

Saetning 3.2.6 Lad S, og Sy vere uafhengige stokastiske variable, hvor
S; er binomialfordelt med antalsparameter n; og sandsynlighedsparameter
p, © = 1,2. Da er Sy + Sy binomialfordelt med antalsparameter nq + ns
og sandsynlighedsparameter p.

Bevis: Se Opgave 3.5.
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Det er vigtigt at gore sig klart, at de to binomialfordelinger i Seetning
3.2.6 har samme sandsynlighedsparameter. Hvis det ikke er tilfeeldet, er
summen ikke binomialfordelt. Overvej hvorfor.

3.3 Den hypergeometriske fordeling

Den model, som blev studeret i forrige afsnit dackker den situation, hvor
man udtager et antal stikprgver, som alle har samme sandsynlighed for de
to mulige udfald. Af og til kommer man ud for, at stikprgver udtraekkes af
sma populationer og at en person eller genstand, som er blevet udtrukket
én gang ikke igen kan udtraekkes. Da vil det faktum, at der allerede
er udtrukket et vist antal stikprgver, pavirke fordelingen af den neeste
udtraekning. Denne type situation, som kaldes stikprogveudtagning uden
tilbageleegning, kan formuleres ved hjelp af farvede kugler pa folgende
made.

En kasse indeholder N kugler, af hvilke R er rgde og H = N — R
er hvide. En stikprgve pa n kugler udtages. Vi skal studere fordelingen
af antallet af rgde kugler i denne stikprgve. Denne fordeling kaldes den
hypergeometriske fordeling med parametre N, R og n. Bemeerk, at hvis
vi n gange havde trukket en kugle og derefter lagt den tilbage i kas-
sen fgr vi trak igen, sa ville antallet af rede kugler blandt n udtrukne
have veeret binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynligheds-
parameter R/N (overvej hvorfor denne pastand er rigtig). Dette kaldes
stikprgveudtagning med tilbagelaegning. Pointen i dette afsnit er at un-
dersgge effekten af ikke at leegge de udtrukne kugler tilbage i kassen. I
resten af afsnittet betragtes altsa situationen uden tilbagelaegning.

Lad X betegne antallet af rode kugler blandt de n udtrukne kugler. Da
er X en stokastisk variabel som er koncentreret pa maengden {0, 1, ..., n}.
Det er ikke altid, at X kan antage alle disse veerdier. Det kan X kun nar
n < R ogn < H. Hvis for eksempel n > R, er der ikke tilstraekkeligt
mange rgde kugler i kassen til, at X kan antage vaerdien n.

Lad os nu finde sandsynlighedsfunktionen for den hypergeometriske
fordeling. Sandsynligheden for hsendelsen {X = z} er nul, hvis * > R
eller hvis n — z (antal hvide kugler i stikprgven) er storre end N — R.
Vi vil derfor antage, at (n — (N — R)) V0 < z < R. Da rackkefglgen af
de udtagne kugler ikke spiller nogen rolle, kan vi opfatte stikprgven som
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en delmaengde med n elementer af meengden {1,2,..., N} af kugler. Vi
kan ogsa antage, at de forste R kugler, {1,... R}, er de rode, mens de
sidste N — R kugler, {R+1,..., N} er de hvide. Vi ser da, at der er (]T\f)

mulige udfald, som alle er lige sandsynlige. Vi har altsa en ligefordeling pa
n-delmeengderne af {1,2,..., N}. Sandsynligheden for haendelsen {X =

x} er derfor forholdet mellem antallet af gunstige n-delmeengder (altsa
delmeengder med netop x rede og n — z hvide kugler), og antallet af
mulige n-delmaengder, (]Z ) For at teelle hvor mange af delmaengderne,

der har netop x rgde og n —x hvide kugler, bemeaerker vi at en gunstig n-

delmaengde er beskrevet ved en z-delmaengde af {1,..., R} og en (n—x)-

delmeengde af {R+1,..., N}. Antallet af sadanne par af delmgngder er
abenbart (};) X (]X :f). Vi har derfor vist fglgende saetning.

Saetning 3.3.1 Den hypergeometriske fordelings punktsandsynligheder er
givet ved

R\ (N-R
P(X =2)- ()(()> 31
for (n— (N —R))VO0 <z <R, mens P(X = x) er nul for alle andre
verdier af x.
Sandsynlighed P(X = z) kan ogsa skrives pa formen

R@(N — R)(=2)p

P(X=2x) =

zl(n — x)IN™
_ [(n\R®(N — R)("=)
-\ N®) ’

som ggr sammenligning med binomialfordelingen lettere og involverer lidt
feerre fakulteter.

Eksempel 3.3.2 15 kort traekkes tilfeeldigt fra et almindeligt spil kort.
Hvad er sandsynligheden for at netop 7 af dem er spar? Svaret er punkt-
sandsynligheden i punktet 7 for den hypergeometriske fordeling med pa-
rametrene N =52, R =13 og n = 15, altsa

13\ (39 15\ 13 % 39®
(7()52()8) _ (Jﬁ — 0.0236.
15
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Eksempel 3.3.3 En kasse indeholder 1000 rgde og 2000 hvide kugler. 5
kugler udtages. Hvad er sandsynligheden for at netop 2 af disse er rgde?
Svaret er

5\ 100022000 (1000 x 999) x (2000 x 1999 x 1998)
— = 10x = 0.3295.
2 30000) 3000 x 2999 x 2998 x 2997 x 2996

Det er ret oplagt, at man i naestsidste udtryk kan erstatte 999 med 1000,
1999 med 2000 osv. uden at eendre ret meget pa resultatet. Hvis vi gor
det, opnar vi felgende approksimative resultat

1000220007 1\? /23
P(X=2)~10x — =20 0% (=) (2) =0.3202
(X' =2) = 10X —500 8 <3) <3> ’

som netop er sandsynligheden for udfaldet S = 2, nar S er binomialfor-
delt med antalsparameter 5 og sandsynlighedsparameter 1/3. Dette er
preecis det svar, vi ville fa, hvis udtagningen af de 5 kugler var foregaet
med tilbageleegning. Intuitivt fglger denne approksimation af, at nar der
er tilstraekkeligt mange kugler i kassen i forhold til det antal, der udtraek-
kes, kan det ikke ggre megen forskel, om vi leegger de fa udtrukne kugler
tilbage igen eller ej. O

Eksempel 3.3.3 illustrerer folgende generelle resultat.
Satning 3.3.4 (Approksimation med en binomialfordeling). Lad X ve-
re hypergeometrisk fordelt med parametre N, R og n. Huvis stikprovestor-

relsen n holdes fast, mens parametrene N og R gar imod uendelig pa en
sadan made, at R/N konvergerer mod et tal p € (0,1), vil

n —x
POx=a) = ()
Bevis: Vi finder efter en simpel omskrivning, at
n R\ /R—-1 R—z+1
PX =)= (x) 8 KN) (N—l)n.(N—x—l—l)]

) G ()
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N -1
- [ () ()
og

(N—R)(N—R—l) N—-—R—-(n—x)+1 _<N—R>"‘x

N—z)\N—-z-1 N-—-n+1 U N

y < 1 ) 1-(N-R)! l—-(n—xz—1)(N-R)™!
1—aN-')\1—(z+1)N-! I1—(n—1)N-1 ’

ses det, at under graenseovergangen vil den fgrste af de kantede parenteser

i udtrykket for P(X = z) ga imod p*, medens den anden kantede parentes
konvergerer mod (1 — p)"~*. Dette viser ssetningen.

O

3.4 Transformation af fordelinger

Hvis p er sandsynlighedsfunktion for en stokastisk vektor, som er kon-
centreret pa en endelig meengde, er der naturligvis relationer mellem den
simultane sandsynlighedsfunktion p og sandsynlighedsfunktionerne for de
tilsvarende marginale fordelinger. Fglgende ssetning giver disse relationer
for en to-dimensional fordeling. Der gaelder et helt tilsvarende resultat for
hgjere-dimensionale fordelinger, som den interesserede studerende let selv
kan formulere og bevise.

Saetning 3.4.1 Lad (X1, Xs) vere en to-dimensional stokastisk vektor,
hvor X; er koncentreret pa den endelige mangde T;, i = 1,2, og lad
p Ty x Ty — [0,1] vere sandsynlighedsfunktionen for den simultane
fordeling af (X1, X32). Da er sandsynlighedsfunktionerne for de marginale
fordelinger af X1 og Xo, p1 : Th — [0,1] og pa : To +— [0,1], givet ved

pi(z1) = Y plar, o) (3.4.1)

T2€Ts
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0g
pa(w2) = Y plar, xa). (3.4.2)

r1€T)

Bevis: Vi viser kun (3.4.1), da de to resultater er helt symmetriske. For
x € T} folger det af (3.1.2), at

P(Xl = .CL’) = P((Xl,Xg) c {SL’} X Tg)

= Z p(ry,22) = Z p(z, xa).

(wl,mz)e{x}xTQ zo€Tn

O
Der galder folgende transformationssaetning for fordelinger pa ende-
lige maengder, som Saetning 3.4.1 er et specialtilfaelde af.

Saetning 3.4.2 Lad (X, ..., X,) vere en n-dimensional stokastisk vek-
tor koncentreret pa den endelige maengde T C IR". Betegn den simul-
tane sandsynlighedsfunktion med p, og lad v vere en afbildning fra T
ind i R*. Da er sandsynlighedsfunktionen for den stokastiske vektorY =
(X, .., X,) givet ved

a(y) = > pl@rswa) hvisy € (7). (34.3)
(214eees mn)Edfl({y})

Udenfor y(T') har q vaerdien nul.
Bevis: For y € ¢(T) er

P(Y=y) = P((Xi,....X,) € ¢ ({y}))

— > plx, ..., ).
(21,2n) €Y~ ({y})
O

I beviset for Seetning 3.2.3 forkom faktisk en anvendelse af Seetning
3.4.2. Prgv at ga gennem dette bevis igen. Her fglger endnu to eksempler.
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Eksempel 3.4.3 Lad X vare binomialfordelt med antalsparameter n
og sandsynlighedsparameter p. Da er Y = X/c¢, hvor c er et positivt reelt
tal, koncentreret pa meengden T' = {0, 1/¢, ..., n/c} med sandsynligheds-
funktion

_ n Y1 _ \n—cy
i) = (2 )y e

Videre er Z = X? koncentreret pa meengden T = {i?li=1,...,n} med

sandsynlighedsfunktion

q(z) = < " )p\/z(l —p)"V? forzeT.

Den naeste vigtige seetning fglger ogsa af transformationssasetningen
Seetning 3.4.2.

Saetning 3.4.4 Lad (X1, Xs) vere en to-dimensional stokastisk vektor,
hvor X;s fordeling er koncentreret pa {0,1,...n;} (n; € IN), i =1,2. Lad
endvidere p vere sandsynlighedsfunktionen for den simultane fordeling af
(X1,Xs2). Da er den stokastiske variable Y = X + Xo koncentreret pa
mangden {0,1,... ,ny+ns}, og dens sandsynlighedsfunktion er givet ved

av) = 3wy — ), (3.4.4)

Jj=0

nary € {0,1,...,n1 +na}.

Bevis: Resultatet fglger af Seetning 3.4.2 med ¢(xy, x9) = z1 + xo, idet

v {yh) = {0,9), (Ly—1),....(y = 1, 1)(y,0)}.
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3.5 Polynomialfordelingen

Polynomialfordelingen, som ogsa kaldes multinomialfordelingen, er den
naturlige generalisering af binomialfordelingen til situationer, hvor det
enkelte forsgg har mere end to mulige udfald.

Definition 3.5.1 Lad X1, X5, ..., X, vere uafhengige stokastiske vari-
able med veerdier i {1,2,...,k}, og antag at de alle har samme fordeling
givet ved

P(Xi=j)=Dp,

(j=1,...,k), hvor p1,...,px er givne tal i [0,1], som opfylder at p; +
...+ pr = 1. Definer den stokastiske vektor (Si, ..., Sk) ved

Sj = H{ilXi = j}.

Fordelingen af (S1, ..., Sy) kaldes en polynomialfordeling af orden k med
antalsparameter n og sandsynlighedsparametre p, ..., px.

Det er ikke sveert at indse, at den stokastiske vektor kun antager
veerdier i fglgende delmaengde af ]N’S

Dg(n) = (3.5.1)
{(s1,---,86) |8 €{0,...,n},;i=1,....k, s+ -+ s, =n}.

Det er ogsa praktisk at have et navn til variationsomradet af sandsynlig-
hedsparametrene. Derfor defineres maengden

Bemeerk, at vi for £ = 2 har
(S1,52) = (S1,n — S1),

hvor S; er antal gange haendelsen X; = 1 er indtruffet. Derfor er S
binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p;.
Polynomialfordelingen af orden 2 er saledes essentielt en binomialforde-
ling.
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Eksempel 3.5.2 En terning kastes 20 gange. Lad S; veere antallet af
kast, hvor udfaldet blev i gjne, ¢ = 1,...,6. Hvis de 20 kast antages at
veere uafheengige af hinanden, er den stokastiske vektor (57, Sa, S3, 54, S5,
Se) polynomialfordelt med antalsparameter 20 og sandsynlighedspara-
metre 1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6.

O

Eksempel 3.5.3 1 1865 udfgrte Mendel nogle bergmte forsgg med serte-
planter. Ved at krydse to sertestammer opnaede han nogle aerter, som
skont de sa ens ud, var af fire mulige typer. Nar de blev dyrket fremkom
der nemlig eerteplanter med gerter, hvis form kunne veere rund eller kan-
tet, og hvis farve kunne veere gul eller grgn. Ifplge Mendels arveligheds-
lzere er sandsynligheden for, at en plante har serter med en given form
og farve som angivet i fglgende tabel.

Runde Kantede
Gule | Grgnne | Gule | Grgnne
9/16 | 3/16 3/16 1/16

Mendel dyrkede 556 eerter, hvis typer kan betragtes som uatheengige.
Hvis S; er antallet af serter blandt de dyrkede, som viste sig at veere af den
ite type, er den stokastiske vektor (S, S, S3,.54) polynomialfordelt med
antalsparameter 556 og sandsynlighedsparametre 9/16,3/16,3/16,1/16.
I Mendels forsgg blev udfaldet af den stokastiske vektor (315,108,101, 32).
Man kan med metoder fra statistikken undersgge, om dette udfald er i
overensstemmelse med Mendels teori.

O

For at opskrive polynomialfordelingens sandsynlighedsfunktion, er det
ngdvendigt at benytte polynomialkoefficienterne

n B n!
S1y-+-5 5k Sl!"'Sk!7

som omtales neermere i Appendiks B. Disse koefficienter kaldes ogsa for
multinomialkoefficienterne. Bemeaerk, at vi for £ = 2 genfinder binomial-
koefficienterne, under den lidt sendrede betegnelse

)=
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Saetning 3.5.4 Polynomialfordelingens sandsynlighedsfunktion er givet
ved

n S
p(S1y ...y SK) = < )pfl P (3.5.3)
S1y...,5k
for (s1,...,sk) € Di(n).

Bevis: Sandsynlighedsfunktionen for den stokastiske vektor (X1, ..., X,)
er

P(Xy =1, X, = ) = pilinT o pilln=s),

hvor z; € {1,...,k}. Vi definerer en funktion ¢ fra maengden af veerdier
af (Xq,...,X,), altsa {1,...,k}" ind i Dg(n) ved

t(zy,...,zn) = (B{i|lz; = 1}, ... #{i]z; = k}) .

Lad endvidere A,
t, dvs.

A(Sl ~~~~~ sg) — t_l ({(817 BRI Sk)})
— {(enseewn) € {1 kY | i = Y = 5505 = 1, R

Da (S1,...,S5:) = t(X1,...,X,), folger det af Seetning 3.4.2, at for
(S1,-..,5K) € Dg(n) er

s,) betegne originalmeengden for {(s1,...,sx)} ved

.....

P((St,- . S =(s1,..,8) = % P(Xy=21,..., Xy =)

(1500 xn)eA(sl AAAAA sk)
— S1 Sk
= Z PPy

Sk

= IjA(S1 ----- 5k) pil © Dy

Det sidste lighedstegn folger, fordi antallet af elementer i A, ) er lig
antallet af mader, hvorpa vi kan udveelge de k delmeengder {i|z; = j}
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(7 =1,...,k)af {1,...,n}, saledes at der er s; elementer i {i|z; = j}
for ethvert j =1,..., k. Ifolge Appendix B er

O
Folgende seetning kan ret let vises ud fra definitionen af polynomial-
fordelingen. Overvej resultatets intuitive indhold.

Satning 3.5.5 Antag, at (Si,...,Sk) er polynomialfordelt med antals-
parameter n og sandsynlighedsparametre py,...,pr. For en delmengde
I af {1,2...,k} er S = Y, S; binomialfordelt med antalsparameter
n og sandsynlighedparameter > ;c; p;. Lad mere generelt I, ..., 1, vere
disjunkte delmengder af {1,2... k}, som opfylder, at [y U ---U I, =
{1,2,...,k}, og definer

T;=>_5 09 ¢5=> pi

’iEIJ‘ iEIj
j=1,...,m. Da er (Ty,...,T,,) polynomialfordelt med antalsparameter
n og sandsynlighedsparametre qi, . .., Qm.

Bevis: Se Opgave 3.12.
O
Bemeerk, at hvis vi lader maengden I besta af et enkelt element, ser
vi, at .S; er binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedspa-
rameter p;.

Eksempel 3.5.2 (fortsat). Som tidligere er S; antallet af kast, hvor ud-
faldet blev i gjne, i = 1,...,6. Vi definerer en ny stokastisk vektor
(Th, T3, T3) ved Th = S1+4 S, Ty = S3+ 5, og T3 = S5+ S, hvor altsa for
eksempel T} er antal kast med hgjst to gjne. Da er (17, Ty, T3) ifolge Seet-
ning 3.5.5 polynomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedspa-
rametre 1/3,1/3,1/3. Seetningen forteeller os ogsa, at antallet af kast med
et lige antal gjne, Sy + S4+ Sg, er binomialfordelt med antalsparameter n
og sandsynlighedsparameter 1/2. Formentlig er ingen af disse resultater
nogen stor overraskelse.

O
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Eksempel 3.5.3 (fortsat). I Mendels forsgg er antallet af gule erter,
S + S3, binomialfordelt med antalsparameter 556 og sandsynlighedspa-
rameter 3/4. Antallet af kantede erter, S3 + Sy, er binomialfordelt med
antalsparameter 556 og sandsynlighedsparameter 1/4. Her har vi igen
benyttet Seetning 3.5.5.

([

3.6 Uafhaengige stokastiske variable

Det er ret let at se pa sandsynlighedsfunktionen for en n-dimensional
stokastisk vektor, hvorvidt de n koordinater er uafhsengige stokastiske
variable.

Saetning 3.6.1 Antag, at (X1,...,X,) er en n-dimensional stokastisk
vektor, hvor X; er koncentreret pa den endelige maengde T;, i =1,...,n.
Definer T =T, X ---xT,, lad p: T — |0, 1] veere sandsynlighedsfunktio-
nen for den simultane fordeling af (X1,...,X,), og lad p; : T; — [0, 1],
vere sandsynlighedsfunktionen for den marginale fordeling of X;, i =
1,...,n. Da er de folgende tre udsagn ekvivalente:

1) Xy,..., X, er stokastisk uafhengige,

2) For alle (x1,...,x,) €T er

p(xlayxn) :pl(fl)pn(fn), (361)
3) Der findes n ikke-negative reelle funktioner g;, i =1,...,n, sa

for alle (xq,...,x,) €T.

Bevis: Vi viser kun saetningen i tilfaeldet n = 2. Det er tilstrackkeligt
til at give ideen i beviset. Det generelle bevis er helt tilsvarende, men
notationsmaessigt temmelig besveerligt.
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At 1) medfgrer 2) folger af definitionen af uathsengighed af stokastiske
variable (Definition 2.4.1) ved at veelge A; = {x1} og A = {z2}. At 2)
medfgrer 3) er klart.

Lad os nu antage, at 3) holder og vise, at det medfgrer 2). Ifslge
Seetning 3.4.1 er

pl(Il) = Z p(l’h@) :91(I1) Z 92(1’2)7

zo€TH xo€TH
0g
pa(x2) = D p(x1,22) = galw2) D g1(71).
r1€T) x1€TY
Da

1= > pi(z) = > (91(931) > 92(932))

1€ r1€T) x2€Ts

= (Z 91(%)) (Z 92(932)),
1€ z2€Th
folger det, at

p1(w1)pa(2) = g1(21)g2(22) = (21, T2),

hvilket netop er (3.6.1).

Endelig skal vi til slut antage, at 2) er opfyldt, og vise at X; og X3
sa er uafheengige. Lad derfor A; og Ay veere vilkarlige delmaengder af de
reelle tal, og definer B = A; N1} og By = As N'T5. Vi har da, at

P(Xl €A, Xy € Ag)

= P((Xl,Xg) S Bl X Bg) = Z p(xl,xg)

(:El,mz)EBl X Bo

= Y. pilz)pe(e) = Y (Z pl(xl)m(x?))

(:El,mz)EBlXBz r1€B r2EDB2
= Z p1(z1) Z pa(z2) | = Z p1(x1)P(Xy € By)
r1E€EB1 r2E€DB2 r1€B

= P(X1 S Bl)P(XQ S Bg) = P(Xl S Al)P(XQ c Ag)
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D.v.s. X7 og X5 er uafheengige, jfr. Definition 2.4.1.
O
Leeg merke til, at vi undervejs har vist, at pi(x;) = cgi(x1) og
p2(x2) = ¢ tga(xa), hvor ¢ = Y, cp, 92(22). Funktionerne g; og g» er
altsa proportionale med henholdsvis p; og po. De mangler bare at blive
normerede, sa de bliver til sandsynlighedsfunktioner.
Det er ogsa vigtigt at bemeerke folgende konsekvens af Seetning 3.6.1.
Vi kan veelge meengderne T; saledes at p;(x;) > 0 for alle z; € T;. Lad os
for overskuelighedens skyld holde os til tilfeeldet n = 2. Hvis X; og X5 er
uafhaengige, er (3.6.1) opfyldt for alle (zq,z5) € T} x T5. Dette medfgrer
pa grund af den made, hvorpa vi lige har valgt meengderne T; og T5, at
p(z1,x9) > 0 for alle (x1,25) € T1 x Ty. Vi ser altsa, at hvis X; og X er
uafheengige, er den stokastiske vektor (X7, X5) ngdvendigvis koncentreret
pa en produktmeengde. Det er derfor somme tider let at konstatere, hvis
to stokastiske variable pa endelige meengder ikke er uatheengige: Hvis
mangden
{(z1,22) | p(z1,22) > 0}

ikke er en produktmengde, kan X, og Xo ikke vere uafhengige. Her
betegner p(z1,x2) som tidligere den simultane sandsynlighedsfunktion
for (X1, X3). Prov igen at kaste et blik pa Eksempel 1.2.1 i Afsnit 2.4.

Eksempel 3.6.2 Antag at den stokastiske vektor (Si, ..., Sk) er polyno-
mialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedsparametre pq, ..., pg.
Da polynomialfordelingen er koncentreret pa Dy(n) = {(z1,...,x)|x; €
{0,...,n}i=1,...,k, x4+ --+x =n}, som tydeligvis ikke er nogen
produktmaengde, og da p(x1,...,xzx) > 0 for (z1,...,zx) € Di(n), kan de
stokastiske variable S, ..., S ikke veere uafhaengige. Da S1+---+S, =n
er dette ikke nogen overraskelse.
O

Man har meget ofte brug for at finde fordelingen af summen af to
eller flere uathaengige stokastiske variable. Derfor er der grund til at gi-
ve folgende specialtilfeelde af Seetning 3.4.4 for uatheengige stokastiske
variable.

Korollar 3.6.3 Lad X; og X5 vere to uafhengige stokastiske variab-
le, hvor X;s fordeling er koncentreret pa {0,1,...,n;} (n; € IN) og har
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sandsynlighedsfunktion p;, i = 1,2. Da er den stokastiske variable Y =
X + Xy koncentreret pa meangden {0,1,...,n1 +ns}, og dens sandsyn-
lighedsfunktion er givet ved

o) = Y mGnly ) (3.6.3)

nary € {0,1,...,n1 + na}.

Sandsynlighedsfunktionen ¢ givet ved (3.6.3) kaldes foldningen af de
to sandsynlighedsfunktioner p; og ps. Man kalder derfor ofte fordelingen
af Xj + X foldningen af de to marginale fordelinger.

Lad os slutte dette afsnit med det i mange statistiske analyser vigtige
begreb betinget uafhaengighed af to stokastiske variable givet en tredie.

Definition 3.6.4 Lad X, Xy og X3 vere tre stokastiske variable, som
er koncentreret pa de endelige mengder T1, Ty og Ts. Da siges X1 og
Xy at vere betinget uafhaengige givet X3, hvis der for alle (z1,xs,x3) €
Ty x Ty x Tz, hvor P(X3 = x3) > 0 gelder, at

P(Xy =21, Xy = 29| X3 = 23) = (3.6.4)
P(Xy = 21| X3 = 23) P(Xa = 22| X3 = 3).

Eksempel 1.4.5 (fortsat). Sidst vi betragtede de to kasser pa et bord,
hvoraf den ene indeholder 50 rgde og 50 hvide kugler, mens den anden
indeholder 20 rgde, 80 hvide og 50 sorte kugler, trak vi to kugler. Vi
betragter igen helt samme situation og giver farverne rgd, hvid og sort
numrene 1, 2 og 3. Lad X; veere den stokastiske variable, som angiver
nummeret pa farven af den forst trukne kugle, og lad X, angiver numme-
ret pa farven af den anden kugle. Lad endelig X3 angive kassenummeret.
Da er X; og X, betinget uatheengige givet X3, mens vi har set, at X; og
Xy ikke er uathaengige.

([l

Man kan tilsvarende lave et eksempel pa betinget uafheengige stokas-
tiske variable ved at definere passende stokastiske variable i Eksempel
1.5.8.
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Saetning 3.6.5 Lad X1, Xy o9 X3 veere stokastiske variable, hvor X; er
koncentreret pa den endelige maengde T;, © = 1,2,3. Betegn sandsyn-
lighedsfunktionen for den simultane fordeling af (X1, Xo, X3) med p, den
simultane sandsynlighedsfunktion for (X;, X;) med p;j, og sandsynligheds-
funktionen for X3 med ps. Da er folgende tre udsagn @kvivalente:

1) Xy og Xy er betinget uafhengige givet X3,

2) For alle (x1,x9,23) € T, hvor T =Ty X Ty x T3, gelder, at

p(21, T2, T3)p3(x3) = p13(21, T3)pas(2, T3), (3.6.5)
3) Der findes to ikke-negative reelle funktioner g og h, sa

p(l’l,l’g,xg) = g(l’l,ﬂfg)h(l’g,xg) (366)
for alle (x1,x9,23) € T.

Bevis: At 1) og 2) er aekvivalente, fglger umiddelbart af Definition 3.6.4
og definitionen af betinget sandsynlighed. Man skal lige huske, at nar
ps(x3) = 0, er begge sider af (3.6.5) altid lig nul, sa der er ikke noget at
vise 1 den situation. At 2) medfgrer 3) er heller ikke sveert at se: Hvis
ps(z3) > 0, skal man bare dividere (3.6.5) igennem med p3(z3), og f.eks.
definere g(x1,23) = pis(w1,73) og h(wa,x3) = pas(w2,x3)/ps(xs). Nar
ps(x3) = 0, er ogsa p(z1,xe,23) = 0, sa i den situation kan man seette
g(z1,x3) = 0 og derneest definere h(xs, r3) ganske som man vil.

Endelig skal vi vise, at 3) medfgrer 2). En version af Seetning 3.4.1 for
tre-dimensionale diskrete stokastiske vektorer giver, at (3.6.6) medfgrer,
at

pa(z3) = Z Z p(w1, 22, 73) = (Z 9(931,1'3)) (Z h($2,553)> )

T1€T) 2€T5 z1€T1 x2€T>
og
pis(z1,x3) = Z p(x1, T2, 23) = g(1, 3) Z h(za, z3),
x2€T> x2€T>
P23($2,$3) = Z p($173€273€3) :h($27$3) Z 9(%@3)7
x1€T] r1€T]

hvilket sammenholdt med (3.6.6) viser, at (3.6.5) holder.
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3.7 Middelvaerdi og varians

I dette afsnit skal vi definere to stgrrelser, som giver en meget summarisk
beskrivelse af en given sandsynlighedsfordeling. Her betragter vi kun for-
delinger, der er koncentreret pa en endelig delmaengde af IR. Storrelserne
kan ogsa defineres for mere generelle stokastiske variable, men det vil
vi vende tilbage til senere. Den fgrste storrelse, middelveerdien, angi-
ver, hvor pa den reelle akse hovedparten af sandsynlighedsmassen ligger.
Den anden, variansen, er et mal for, hvor meget sandsynlighedsmassen
er spredt ud.

Lad Xi,..., Xy veere uafhaengige stokastiske variable, som alle er
koncentreret pa den endelige maengde {ay,...ax}, (a; € R) og som alle
har samme fordeling med sandsynlighedsfunktion p. Hvis N er stor, er
ifolge sandsynlighedsregningens frekvensfortolkning (som vi skal bevise i
Kapitel 7),

Ij{Z|XZ — aj} ~ P(X

N 12&]’) :p(aj)'
Dermed er
Xl + - +XN
N
ay - 10| X = a1} +ag - #{i] X = ao} + - Fag - 1{i| X, = ag}

N
>~ ap -p(al) “+ ag 'p(CLQ) + -t ag -p(ak).

Nar N er stor, er det gennemsnitlige udfald altsa neer ved den sidste
stgrrelse. Denne overvejelse motiverer fglgende definition.

Definition 3.7.1 Lad X wvere en stokastisk variabel, der er koncentreret

pa den endelige maengde T = {a; : i = 1,...,k} C IR, og som har
sandsynlighedsfunktion p. Da definerer vi middelveerdien af X som

E(X) = ; a;p(a;). (3.7.1)

Af og til udelader man parenteserne og skriver EX i stedet for E(X),
nar dette kan ske uden fare for misforstaelser. Betegnelsen “E” kan
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henfgres til det engelske ord expectation eller til det tyske ord Erwartungs-
wert. Bemeerk, at middelveerdi i disse noter skrives ikke-kursiveret E for
at undga forveksling med udfaldsrummet F.

Leeg meerke til, at middelveerdien af en stokastisk variabel X kun
afheenger af fordelingen af X. Den er altsa egentlig en egenskab ved for-
delingen, og vi omtaler ogsa E(X) som fordelingens middelveerdi. Vi skal
senere i dette afsnit finde middelveerdierne af de fordelinger, som vi tid-
ligere i dette kapitel har indfert.

Eksempel 3.7.2 Lad X vere en stokastisk variabel, som er koncentreret
pa maengden {0, 1}, hvis fordeling er givet ved P(X =1) =p og P(X =
0)=1—p. Daer

E(X)=0-(1—-p)+1-p=p. (3.7.2)

Bemerk, at hvis Y er en vilkarlig stokastisk variabel, og hvis 14 er in-
dikatorfunktionen for en vilkarlig delmaengde af IR, er den stokastiske
variable 14(Y’) koncentreret pa {0,1}, og P(14(Y) =1) = P(Y € A).
Derfor er

E(14(Y)) = P(Y € A).

Man kan saledes udtrykke sandsynligheden for en haendelse ved en mid-
delveerdi. Opgave 3.17 giver et eksempel pa en anvendelse af denne ob-
servation.

Man kan opfatte fordelingen af X som en binomialfordeling med an-
talsparameter 1 og sandsynlighedsparameter p. Hvis S er binomialfordelt
med antalsparameter 2 og sandsynlighedsparameter p, er

E(S)=0-(1—p)?+1-2p(1—p)+2-p*=2p.

Man kan godt beregne middelveerdien af en vilkarlig binomialfordeling

ved at indszette i (3.7.1), men vi kan om nogle fa sider finde denne middel-

veerdi pa en langt lettere made. Vi venter derfor lidt med beregningen.
O

Vi skal nu se, at man kan beregne middelveerdien af en transformeret
stokastisk variabel pa en enkel og naturlig made.
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Saetning 3.7.3 Lad X vaere en n-dimensional stokastisk vektor, som er
koncentreret pa den endelige meengde T C IR"™, og som har sandsynlig-
hedsfunktion p. Lad endvidere b vere en funktion fra T ind i IR. Da har
den stokastiske variable 1¥(X) middelverdien

EWX) = Y ¥, 2)p(zs, ... z). (3.7.3)

Bevis: Ifglge Seetning 3.4.2 har fordelingen af Y = (X)) sandsynlig-
hedsfunktionen

Q(y) = Z p(xlw"axn)

(21 4eery xn)€¢71({y})

og er koncentreret pa den endelige meengde ¢(T'). Ifplge Definition 3.7.1
er middelvaerdien af den stokastiske variable Y = ¢ (X)

EY) = Y way)
yeY(T)

= Z Yy Z p(:L’l,...,:L'n)

ye(T) (21, mn)€Y~ 1 ({y})

— Z Z (xy, . xn)p(xy, . xy)

ye(T) (z1,-xn)€ ™ ({y})

= Z U(x, . x)p(T1, . X).
O

Eksempel 3.7.4 Lad (X, X,) veere den stokastiske vektor, som angiver
udfaldet af et kast med to terninger. Definer en stokastisk variabel ved
7 = X1V Xy, d.v.s. antallet af gjne pa den terning, som viser det storste
antal gjne. Vi har nu to mader at beregne denne middelvaerdi pa. Den
ene er at benytte definitionen (3.7.1). For at ggre det, skal vi forst finde
sandsynlighedsfunktionen for Z. Det er ikke vanskeligt at se, at den er
givet ved fglgende tabel.

z | 1 2 3 4 5 6
p(z) | 1/36 1/12 5736 7/36 1/4 11/36
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Ifplge (3.7.1) er

1 1 D 7 1 11
EZ)=1—=4+2-—4+3- —=4+4- —=+5-—-+6- — =4472.
(2) 36jL 12+ 36+ 36+ 4+ 36

Hvis vi ikke gnsker at bekymre os om sandsynlighedsfunktionen for
Z, kan vi benytte Saetning 3.7.3 og beregne E(Z) ved hjelp af sandsyn-
lighedsfunktionen for den oprindelige stokastiske vektor (X7, X5). Ifolge
(3.7.3) er

E(Z)=>> (i \/j)3—16 = 4.472.

i=1 j=1

Folgende saetninger er lette anvendelser af Seetning 3.7.3.

Saetning 3.7.5 Lad X vere en stokastisk variabel pa en endelig maeng-
de, og lad a og b vere vilkarlige reelle tal. Da er

E(a+bX) = a+ bE(X) (3.7.4)

Bevis: Betegn den maengde, som X er koncentreret pa med {xy, ...z},
og lad p veere sandsynlighedsfunktionen for X. Ifglge (3.7.3) kan middel-
veerdien af a + bX beregnes ved

k

> (a+bx)p(z;) =ad_ p(x;) + b xp(z;) = a+ bE(X).

i=1 i=1 =1
O

Saetning 3.7.6 Lad (X1, X3) vere en to-dimensional stokastisk vektor
pa en endelig mengde, som opfylder, at X1 < Xs. Da er E(X;) < E(X5).
Specielt geelder for en stokastisk variabel X, at

|E(X)| < E(|X)). (3.7.5)

Bevis: Lad T vaere den endelige maengde, pa hvilken (X7, X5) er koncen-
treret, og lad p betegne sandsynlighedsfunktionen for (X7, X5). Udsagnet
at X7 < X, betyder, at x; < x5 for alle (z1,22) € T. Derfor er

E(X1)= > mplz,a) < > zap(zr, 22) = B(Xy),

(z1,22)€T (z1,22)€T
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hvor vi endnu en gang har benyttet Seetning 3.7.3. Seetningens anden
pastand fglger af det netop viste resultat, da —|X| < X < |X]|, saledes
at —E(|X]) < E(X) < E(]X]). Her benytter vi (3.7.4) til at slutte, at
B(=|X]) = —E(|X]).

O

Seetning 3.7.7 Lad X1, X, ..., X, vere stokastiske variable pa endelige
mangder. Da er

EXi+Xo+ -+ X,) =E(X;)+E(Xy) + -+ E(X,). (3.7.6)

Huvis det yderligere antages, at de stokastiske variable X1, Xo,..., X, er
uafhengige, er

E(Xi Xo- - - X,) = B(X1)-E(Xa) - - - E(X,,). (3.7.7)

Bevis: Vi kan ngjes med at bevise saetningen for n = 2, da det generelle
resultat folger ved induktion. Seet T' = T7 x T3, hvor T; er den endelige
mengde, pa hvilken X; er koncentreret, og betegn sandsynlighedsfunk-
tionen for den stokastiske vektor (X7, X5) med p. Ifplge Seetning 3.7.3
er

E(XZ) = Z xip(x1>$2)a L= 1a 27

(z1,22)€T
0g

E(X1+Xy) = ) (#1+x2)p(21,22)

(z1,22)ET

= Z :L’lp(l’l,l’g) + Z l'gp(l’l,l'2)

(z1,x2)€T (z1,22)€T
=  E(Xy)+ E(Xy).
For at vise seetningens sidste pastand antages det nu, at X; og X, er uaf-

haengige, sa p(z1, x2) = p1(x1)p2(x2), hvor p; er sandsynlighedsfunktionen
for X;, 1 =1,2. Ifplge (3.7.3) er

E(X1Xy) = > zaop(z, z2)

(z1,22)€T
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= Z (Z $1p1(x1)x2p2(x2)) = Z Topa(22) ( Z $1p1($1))

zo€Ty \z1€T 22€Th =
= (Z fﬁpl(ml)) (Z mm(m)) = B(X))E(X,).
z1€T1 xo€Ts

O

Eksempel 3.7.8 Vivil nu finde binomialfordelingens middelverdi. Husk,
at binomialfordelingen med antalsparameter n og sandsynlighedspara-
meter p er defineret som fordelingen af summen S = X; + Xo+... 4+ X,
hvor X1, X,,..., X, er uatheengige stokastiske variable med veerdier i
{0,1}, som alle har samme fordeling givet ved P(X; = 1) = p og
P(X; =0) =1— p. Ifolge Eksempel 3.7.2 er E(X;) = p, sa ifolge (3.7.6)
er
E(S) =E(Xy) + -+ E(X,) = np.

Nar man teenker pa binomialfordelingens definition, er udtrykket for mid-
delveerdien ikke overraskende. Det forventede antal “succes’er” er natur-
ligvis antallet af forsgg ganget med sandsynligheden for “succes” i det
enkelte forsgg, jvf. sandsynlighedsregningens frekvensfortolkning.

([

Eksempel 3.7.9 Middelveerdien i den hypergeometriske fordeling kan
beregnes ved fplgende argument. Lad kuglerne veere nummereret 1,..., N,
hvor de rgde kugler har numrene 1,..., R. Lad A; betegne den haendelse,
at kugle nr. 7 er blandt de n udtrukne, og definer N stokastiske vari-
able 14,, 7 = 1,...,N ved at 14, = 1, hvis kugle nr. 7 er blandt de
udtrukne, og 14, = 0, hvis dette ikke er tilfeeldet. Ifplge Eksempel 3.7.2
er E(14,) = P(A;). Daly, +...4+ 14, =n, og da alle kugler har samme
sandsynlighed for at blive udtrukket, folger det af (3.7.4) og (3.7.6) at

n=El4+...+14)=E(ls)+ - +E(14,)=NE14),

dvs. i
E(lAl) - N
Hvis X er antallet af rode kugler i stikprgven, er
R
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Vi kommer nu til variansen, som er et mal for, hvor meget sandsyn-
lighedsmassen spreder sig omkring middelveerdien.

Definition 3.7.10 Lad X vere en stokastisk variabel pa en endelig maeng-
de. Da defineres variansen af X som

Var(X) = E ([X = E(X)P?). (3.7.8)

Hvis X er koncentreret pa maengden T og har sandsynlighedsfunktion
p, kan variansen ifglge Seetning 3.7.3 beregnes ved formlen

Var(X) =Y (z — E(X))? p(x).

zeT

Da
(X — E(X)]* = X*+ E(X)* - 2XE(X),

felger den nyttige formel for variansen af X
Var(X) = E(X?) — (E(X))?, (3.7.9)

som oftest er den letteste made at beregne variansen pa.

Kvadratroden af variansen kaldes spredningen eller standardafvigel-
sen. Spredningen er et mere naturligt mal for en fordelings bredde end
variansen. Dette ses tydeligt af fglgende resultat. Lad X vaere en stokas-
tisk variabel, og definer en ny stokastisk variabel ved a + 0.X, hvor a og
b er reelle tal. Da er

Var(a 4+ bX) = b*Var(X) (3.7.10)

og dermed

\/ Var(a + bX) = |b|y/Var(X).

Ligning (3.7.10) indses let:

Var(a+bX) = E(la+bX —E(a+bX)?)
= E(0[X — E(X)]’) = b*Var(X).
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Eksempel 3.7.11 Lad X vere en stokastisk variabel, hvis fordeling er
givet ved P(X =1)=pog P(X =0)=1—p. Daer X? = X, sa ifglge
(3.7.2) er

E(X?) = E(X) =p,

saledes at (3.7.9) giver
Var(X) =p —p* = p(1 — p). (3.7.11)

Hvis S er binomialfordelt med antalsparameter 2 og sandsynligheds-
parameter p, er

E(S?)=0-(1-p)*+1-2p(1 —p)+4-p*=2p+2p°

sa
Var(S) = 2p + 2p* — 4p* = 2p(1 — p).

Man kan godt beregne variansen af en vilkarlig binomialfordeling ved at
beregne middelveerdien af E(X (X —1)), men da vi i neeste afsnit udleder
en betydeligt lettere made at beregne denne varians pa, udskyder vi dette
problem lidt.

Definer endelig for a > 0 en stokastisk variabel ved Y = aX. Det er
klart, at P(Y =a) = P(X =1)=pog P(Y =0) =P(X =0) =1—p,
saledes at Y's tilfeeldige variation om sin middelveerdi E(Y) = aE(X) =
ap vokser med a. Vi finder da ogsa, at

Var(Y) = a*Var(X) = a*p(1 — p),

og at spredningen er a,/p(1 — p).

Lad os kort behandle den ekstreme situation, hvor variansen er nul.
Det fglgende resultat vil naeppe overraske nogen.

O

Saetning 3.7.12 For en stokastisk variabel X pa en endelig mengde er
Var(X) = 0 hvis og kun hvis der findes et reelt tal ¢, sa P(X =c¢) = 1.

Bevis: Lad p betegne sandsynlighedsfunktionen for X. Hvis P(X = ¢) =

1, er
(z) = 1 hvisz=c
PE=10 hvis x # c,
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og da E(X) =¢, er
Var(X) = (E(X) — E(X))*p(E(X)) =0.

Antag omvendt, at Var(X) = 0, og lad T veere den endelige maengde,
hvorpa X er koncentreret. Da

> (= E(X))*p(x) =0

zeT

medfgrer, at alle led i summen er lig nul, er p(z) = 0, nar x # E(X).
Dette viser saetningen.
O

Definition 3.7.13 En stokastisk variabel X siges at vaere udartet, hvis
der findes et ¢ € R, sa P(X = ¢) = 1. Fordelingen af X kaldes da den
udartede fordeling © punktet c.

Vi kan altsa kort sige, at en fordeling har varians nul hvis og kun hvis
den er udartet i et punkt ¢, som altsa er dens middelvaerdi.

3.8 Kovarians og korrelation

Vi kommer nu til en stgrrelse, korrelationen, som giver en summarisk
beskrivelse af samspillet mellem to stokastiske variable, altsa af aspekter
ved den simultane fordeling af (X,Y"). Forst skal vi definere kovariansen,
som spiller en lignende rolle, men er sveerere at fortolke. Hvis X og Y
har tendens til at fglges ad, er kovariansen og korrelationen positive tal.
Hvis derimod X og Y opfgrer sig modsat i den forstand, at X og —Y
har tendens til at fglges ad, er kovariansen og korrelationen negative.
Hvis der ikke er nogen sammenhaeng mellem de to stokastiske variables
variation er de to stgrrelser begge lig nul. Eksempel 3.8.2 nedenfor giver
en simpel illustration af disse forhold.

Definition 3.8.1 For to stokastiske variable pa endelige mengder defi-
neres kovariansen mellem X og Y wved

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]. (3.8.1)
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Ved at regne pa hgjresiden af (3.8.1), er det er ikke vanskeligt at indse,
at vi har fglgende formel, som ofte er nyttig til beregning af kovariansen

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). (3.8.2)

Bemeerk, at
Cov(X, X) = Var(X).

Lad X, Y og Z veere tre stokastiske variable, og lad a, b, c og d veere
reelle tal. Fglgende regneregler for kovarians vises lige sa let som (3.7.10)
ved at regne efter.

Cov(a+bX,c+dY) = bdCov(X,Y) (3.8.3)
Cov(X +Y,Z) = Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z) (3.8.4)

Cov(X,Y) = Cov(Y,X) (3.8.5)
Eksempel 3.8.2 Antag at (X,Y’) er koncentreret pa maengden

{(1’ 1)> (1’ _1)’ (_17 1)7 (_17 _1)}

med punktsandsynlighederne P((X,Y) = (1,1)) =
= 1o P((X.Y) = (L-1)) = P((X.Y) = (~L 1)) = )
EY)=0 og P(XY =1) =2 og P(XY = —1) =1 sé Cov(X,Y) =
E(XY)=2% - % = 3.

Vi kan mere generelt antage, at den simultane fordeling af (X,Y)

er givet ved P((X,Y) = (1,-1)) = P((X,Y) = (-1,1)) = =+ og
P((X,Y) = (1,1)) = P((X,Y) = (-1,-1)) = 5 — £, hvor m er et
helt tal stgrre end eller lig to. Jo stgrre m er, jo sterre er sandsynlig-
heden for, at X = Y. Denne sandsynlighed er jo lig med 1 — % Man
kan altsa konkludere, at jo stgrre m er, jo stgrre tendens har X og Y
til at folges ad. Lad os nu beregne deres kovarians. Ogsa for den mere
generelle model er E(X) = E(Y) = 0, mens P(XY =1) =1—- 2 og
P(XY =-1) =2 54 Cov(X,Y) = E(XY) =1 — 2. Vi ser, at kovari-
ansen er negativ for m = 2 og m = 3, mens den er lig nul for m = 4 og
positiv for m sterre end eller lig 5. Kovariansen vokser tydeligvis, nar m
vokser.
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Definer til slut en ny stokastisk variabel ved T' = X 4 aY, hvor a
er et reelt tal. Lad os antage, at m = 4, sa Cov(X,Y) = 0. Det er vist
klart, at hvis a > 0, har T og Y tendens til at fglges, mens de for a < 0
har tendens til at variere modsat. Hvis a = 0, er der ingen sammenhaeng
mellem den stokastiske variation af 7" og Y. I overensstemmelse med disse
overvejelser finder vi ved at benytte (3.8.3) og (3.8.4), at

Cov(T,Y) = Cov(X,Y) + Cov(aY,Y) = aVar(Y).

Saetning 3.8.3 Hvis X og Y er uafhengige, er Cov(X,Y) = 0.

Bevis: Ifplge (3.7.7) er E(XY) = E(X)E(Y), nar X og Y er uathaengige,
hvorfor seetningens konklusion kan sluttes af (3.8.2).
O
Den omvendte implikation gaelder ikke. Selv om Cov(X,Y) = 0, kan
de to stokastiske variable sagtens veere saerdeles atheengige, som fglgende
eksempel viser.

Eksempel 3.8.4 Antag, at (X, Y) er ligefordelt pa {(0, 1), (1,0), (0, —1),
(=1,0)}. Da E(X) = E(Y) = 0, og da XY = 0 (og dermed specielt
E(XY) = 0), er Cov(X,Y) = 0. Da (X,Y) ikke lever pa en produkt-
mengde, kan de ikke veere uatheengige. Man kan ogsa bemeerke, at hvis
man ved at Y =1, sa ma X vere nul. Der er altsa en kraftig afthengig-
hed. Hvis man har behov for yderligere bevis, er P(X = 1,Y = 1) = 0,
mens P(X =1)P(Y =1) = 1.

O

Kovariansen spiller en vigtig rolle, nar man beregner variansen af en
sum af stokastiske variable. Vi ser fgrst, at

Var(X1 + Xg) (386)
= E((X, + X, — (B(X) + E(X2)))?)
= (X1~ B(X) + (Xa — B(X2))? + 2(X, — B(X)))(Xz — E(X2))
= Var(X;) + Var(Xs) + 2Cov(X7, X5).
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Det er ikke sveert at gennemfgre det induktionsargument, som viser, at
for n stokastiske variable Xi,..., X, er
n t—1

Var(X; + -+ X,,) = zn:Var(Xi) +2) > Cov(X;, X;).  (3.8.7)

i=2 j=1

Hvis man ikke bryder sig om induktionsargumenter, kan formlen ogsa
vises direkte i analogi med (3.8.6).

Eksempel 3.8.5 Vi vil i dette eksempel finde variansen af den hyper-
geometriske fordeling v.h.a. (3.8.7). Lad notationen veere som i Eksempel
3.7.9. Specielt er A; den haendelse, at kugle nr. ¢ er blandt de n udtruk-
ne, og den stokastiske variable 14, er lig en, hvis kugle nr. 7 er blandt de
udtrukne, og 14, = 0 ellers. Da er X = 14, + ...+ 14, hypergeometrisk
fordelt. Fra Eksempel 3.7.9 ved vi, at E(14,) = %, og da 13 = 14, er
ogsa E(1% ) = £. Det vil sige, at

n

Var (14,) = % (1 — N) :

Fori # j er
B(lals) = E(lan) = P(ANA)
n n-—1

Vi har brugt at P(4;) = E(1,,) = § ifolge Eksempel 3.7.2. At P(A;|4;) =
(n—1)/(N —1) folger af, at nar vi ved, at kugle nr. j er blevet udtrukket,
er situationen som den var uden denne oplysning bortset fra, at der nu
kun skal udtrackkes n — 1 kugler fra en population af N — 1 kugler. Vi
finder, at for i # j er

COV(lAi, 1Aj) =

n—l_(n)2 n(n — N)

n
N N—-1 \N/ NN-1)

sa ifplge (3.8.7) er

Var(X) = R% (1 - %) +2[AR(R ~ 1)]]17‘5?]\7_]\?)
R 1 RN N —n
N ”N< TN/ N-1
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Vi har her brugt at, der er R(R — 1) led i dobbeltsummen i (3.8.7).
(I

Arsagen til, at kovariansen mellem to stokastiske variable X og Y er
stor, kan veere, at X eller Y varierer meget, mens der ikke er den store af-
heengighed mellem dem. Betragt for eksempel de stokastiske variable a X
og Y, hvor a er et positivt tal. Ifglge (3.8.3) er Cov(aX,Y) = aCov(X,Y),
sa vi kan ved at veelge a passende ggre kovariansen mellem aX og Y
vilkarligt stor eller lille, selv om sammenhaengen mellem aX og Y jo
egentlig er den samme som sammenhangen mellem X og Y. Hvis for ek-
sempel X er en leengde, ser vi, at vi kan ggre kovariansen 10 gange stgrre
ved at male X i millimeter i stedet for centimeter. Det er ikke heldigt. Et
bedre mal for samspillet mellem X og Y er derfor korrelationen mellem
X og Y, som ikke afhaenger af de enheder, hvormed man maler X og Y.

Definition 3.8.6 For to stokastiske variable X og Y, som opfylder at
Var(X) > 0 og Var(Y') > 0, defineres korrelationen mellem X og Y wved

Cov(X,Y)
\/ Var(X)Var(Y

corr(X,Y) = (3.8.8)

Korrelationen kan fortolkes som kovariansen mellem de to standardi-
serede variable

idet
E((X - E(X))(Y —E(Y)))

Cov(Xo, Yy) = E(XpY) =
(%o, Y0) S0 \/VarX\/Var

= corr(X,Y).

De stokastiske variable Xy og Yj er standardiserede, sa de har middel-
veerdi nul og varians en. Korrelationen er saledes uafthaengig af valget af
nulpunkt og enhed for de skalaer, hvorpa X og Y males. Kovariansen er
ogsa uafheengig af valget af nulpunkter, men ikke af valget af enheder.
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Eksempel 3.8.2 (fortsat). For vilkarligt m (> 2) er P(X = 1) =
P(X =-1) = P(Y =1) = P(Y = —1) = 3, saledes at Var(X) =
Var(Y) = E(Y?) = ;43 = 1. Derfor er corr(X,Y) = Cov(X,Y) = 1—-=.

For m =4 er Cov(X,aY) = aCov(X,Y) = 0, hvorfor vi ifglge (3.8.6)
har, at Var(T') = Var(X) + a*Var(Y) = 1 + a?. Dermed er corr(T,Y) =

Cov(T,Y)/V1+a?=a/V1+a

< [N

O

Hvis to stokastiske variable X og Y opfylder, at corr(X,Y") = 0, siges
de at veere wkorrelerede. Da corr(X,Y) = 0 naturligvis er ensbetyden-
de med Cov(X,Y) = 0, kan man udtrykke resultatet af Seetning 3.8.3
saledes: Hvis X og Y er uafhsengige, er de ogsa ukorrelerede. Eksempel
3.8.4 viste, at X og Y godt kan veaere ukorrelerede uden at veere uafhaen-
gige. Man skal ssedvanligvis veere varsom med at fortolke korrelationen
mellem to stokastiske variable. Vi skal senere se, at nar den simultane for-
deling af (X,Y") er en sakaldt normalfordeling, har man mere fast grund
under fgdderne.

Andre vigtige egenskaber ved korrelationen fremgar af folgende seet-
ning.

Saetning 3.8.7
(a) —1 < corr(X,Y) < 1.

(b) corr(X,Y) = £1 hvis og kun hvis der for passende o, 5 € R gelder,
atY = a+ pBX. Verdien 1 af korrelationen svarer til 3 > 0, verdien —1
til B < 0.
Bevis: (a) folger af, at

[corr(X, V)| = [E(XoYo)| < E[XoYs| < B (4X3 +1v7) =1,
hvor X og Y} er de ovenfor indfgrte standardiserede variable, og hvor vi
har benyttet (3.7.5). Vi har ogsa brugt at der for vilkarlige reelle tal
og y geelder, at —1 (2% +y?) < zy < L(2% + y?). Disse to uligheder folger
let af, at (z +y)* > 0 og (x — y)? 20

Antag, at corr(X,Y) = 1. Da er Cov(Xy,Yy) = 1, sa variansen af
differensen Xy — Y; er

Var(Xo—Yy) = E((Xo-Y)?)
= E(XJ) +E(Y7) —2E(XoYy) =1+1-2=0.
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Ifplge Seetning 3.7.12 findes der en konstant ¢, sa Xo—Yy = ¢. Da middel-
veerdien af Xo—Yj er lig nul, ma ¢ = 0, dvs. Xy = Yj. Dette er ekvivalent
med at der eksisterer a € IR og > 0, sa Y = a + $X. Tilsvarende ses,
at hvis corr(X,Y) = —1, vil Xy + Y, have varians 0, hvoraf fglger at
Xo = =Y}, hvilket er sekvivalent med eksistensen af en tilsvarende lineser
relation mellem X og Y med ( < 0.
O
Se igen pa de korrelationer, som vi ovenfor beregnede i Eksempel 3.8.2,
og overvej dem i lyset af Seetning 3.8.7. Betragt blandt andet tilfaeldet
m = 2.

Saetning 3.8.8 Lad Xy, ..., X, vere parvis ukorrelerede reelle stokasti-
ske variable. Da er

Var(X; + ...+ X,) = Var(X1) + ... + Var(X,,). (3.8.9)

Bevis: At seetningen fglger umiddelbart af (3.8.7), da Cov(X;, X;) = 0
for i # j.
O
Additionsreglen (3.8.9) geelder specielt, hvis X3, ..., X, er uafhengi-
ge. Denne regneregel er en af grundene til, at varians og spredning ma
anses for mere naturlige mal for en stokastisk variabels variation end sa
mange andre, der er blevet foreslaet; f. eks. E(|]Y — EY|).

Eksempel 3.8.9 Ved at benytte (3.8.9) kan vi let beregne binomialfor-
delingens varians. Binomialfordelingen med antalsparameter n og sand-
synlighedsparameter p er fordelingen af summen S = X1+ Xo+...+ X,
hvor X1, X»,..., X, er uathengige stokastiske variable med veerdier i
{0,1}, som alle har samme fordeling givet ved P(X; = 1) = p og
P(X; = 0) =1 — p. Ifslge Eksempel 3.7.11 er Var(X;) = p(1 — p), sa
ifplge (3.8.9) er

Var(S) = Var(X;) + - - - + Var(X,,) = np(1 — p). (3.8.10)

Binomialfordelingen med antalsparameter 100 og sandsynlighedsparame-
ter 0.5, som giver positiv sandsynlighed til alle hele tal mellem nul og 100,
har middelveerdi 100 x 0.5 = 50, og altsa varians 100 x 0.5 x 0.5 = 25 og
spredning V25 = 5.
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Prov at sammenligne variansen (3.8.10) med resultatet i Eksempel
3.8.5, og overvej om forskellen kan forstas intuitivt.
(]

Eksempel 3.8.10 Lad Y7,Y5, ... veere en fglge af uathaengige stokasti-
ske variable med samme fordeling (af vilkarlig type). Lad A vere en
delmaengde af R, sa 1 > P(Y; € A) > 0. Da er den stokastiske variable

X, = 1A(Y1) +"'+1A(Yn)

binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter P (Y]
€ A). Vi kan teenke pa Y;-erne som udfaldene af en reekke uatheengige
forsgg. Den relative frekvens af forsgg med udfald i meengden A blandt
de forste n forspg er X,,/n. Denne har middelveerdi P(Y; € A) og varians
P(Y1 € A)(1 — P(Y1 € A))/n. Variansen aftager altsa, nar antallet af
forsgg, n, vokser, sa vi ser, at fordelingen af den relative frekvens bli-
ver mere og mere koncentreret omkring P(Y; € A), nar n gar mod uen-
delig, hvilket underbygger sandsynlighedsregningens frekvensfortolkning.
Vi skal i Kapitel 7 give et mere praecist udsagn.

O

Eksempel 3.8.11 Lad (51, ..., Sk) veere polynomialfordelt med antals-
parameter n og sandsynlighedsparametre pq,...,pg. Da er E(S;) = np;,

Cov (S;, ;) = —np;p;, nari# j,

0g

- PiDj
corr(S;, S;) = \/(1 —pi)(1—pj)’

se opgave 3.25.
O

Eksempel 3.8.12 Lad (z1,v1),...,(%,, y,) veere givne talpar. Vi kan
teenke pa n par af samhgrende malinger, f. eks. hgjde og veaegt for n per-
soner. Ved den empiriske fordeling af disse observationer forstas fordelin-
gen pa maengden bestaende af de n givne talpar, som fremkommer ved at
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tildele hvert observationspar sandsynligheden % Det skal forstas saledes,
at hvis to eller flere af disse talpar er sammenfaldende, sa far det tilsva-
rende punkt i IR? sandsynlighed lig antal sammenfaldende observationer
divideret med n. En stokastisk variabel (X,Y’) med denne fordeling kan
opfattes som en observation, der er tilfeeldigt udvalgt blandt de n givne.
For en sadan stokastisk variabel geelder, at

EX)=z = l(x1+...+:cn),

EY)=y = g(yw ),
Var(X) = %g_)
Var(Y) = %g(yi—y)Q,
Cov(X,Y) = > (w7~ ).
corr(X,Y) = - im1 (i — ) (i — )

VEr (@i — 220 (v — 9

Her er z (den empiriske middelvaerdi) og =3 (x; — &) (den empiriske
varians) velkendte stgrrelser fra deskriptiv statistik, knyttet til den en-
dimensionale empiriske fordeling af x’erne (bortset fra, at man ssedvan-
ligvis dividerer med n — 1 i stedet for n ved udregning af den empiriske
varians, se opgave 3.26). Storrelsen =3 (2; — Z)(y; — §) er kendt som
den empiriske kovarians (idet man dog ogsa her plejer at normere med
n — 1, ikke n). Den sidste stgrrelse corr(X,Y') kaldes naturligvis den em-
piriske korrelation. Fortolkningen af denne er, at hvis der pa naer sma
afvigelser geelder y; =~ o + (x;, § > 0, svarende til at de to-dimensionale
observationer grupperer sig omkring en linie med positiv haeldning, sa
vil den empiriske korrelation veere neer ved 1. Tilsvarende vil en empi-
risk korrelation veere naer —1, nar observationerne grupperer sig omkring
en linie med negativ heeldning. Hvis den empiriske korrelation er naer
0, er der ingen athaengighed af denne simple linesere art mellem x’er og
y’er. Preecis hvor neer 0, den empiriske korrelation skal veere, for at dette
kan konkluderes, siger ovenstaende ikke noget om. En tommelfingerregel,
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som ikke kan begrundes her, gar ud pa, at hvis den empiriske korrela-
tion ligger inden for greenserne +2/4/n, sa er der ikke tegn pa en sadan
sammenhaeng.

O

3.9 Sammenfatning

I Kapitel 3 har vi studeret sandsynlighedsmal pa endelige maengder og i
den forbindelse indfgrt en reekke centrale begreber og vist nogle vigtige
resultater. Vi har indfgrt sandsynlighedsfunktionen, som er en naturlig
made at specificere et sandsynlighedsmal pa en endelig meengde. Vi har
set, hvordan vi i situationer, hvor vi kender sandsynlighedsfunktionen for
en stokastisk variabel eller vektor X, kan finde sandsynlighedsfunktionen
for den stokastiske variable, der fremkommer ved at anvende en funk-
tion pa X. Et vigtigt specialtilfeelde er, at vi kan finde den marginale
fordeling af en af koordinaterne i en stokastisk vektor ud fra den simul-
tane sandsynlighedsfunktion. Et lige sa vigtigt specialtilfeelde er, at vi
kan finde sandsynlighedsfunktionen for en sum af to stokastiske variable.
Videre har vi leert, hvordan man pa en simultan sandsynlighedsfunktion
for en stokastisk vektor ser, om koordinaterne er uathaengige stokastiske
variable.

Vi har ogsa indfert nogle begreber, som giver en mere summarisk be-
skrivelse af den stokastiske variation af en stokastisk variabel eller vektor.
Middelveerdien er et tal, som angiver en typisk veerdi af en stokastisk va-
riabel. Den angiver altsa en slags centrum for fordelingen. Variansen er
et tal, der angiver, hvor meget en stokastisk variabel varierer. Jo stgrre
variansen er, jo mere er fordelingens sandsynlighedsmasse spredt ud. Hvis
variansen er nul, ligger hele sandsynlighedsmassen saledes i det punkt, der
er angivet ved middelvaerdien. Endvidere er kovariansen og korrelationen
tal, der for to stokastiske variable indikerer, om er er en sammenhaeng
mellem deres tilfaeldige variation. Korrelationen er lettest at fortolke, da
den ikke afthaenger af de anvendte maleenheder, mens kovariansen spil-
ler en vigtig rolle ved beregningen af variansen af en sum af stokastiske
variable.

Endelig har vi indfgrt nogle ofte anvendte fordelinger pa endelige
mengder, nemlig binomialfordelingen, polynomialfordelingen og den hy-
pergeometriske fordeling.
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3.10 Opgaver

3.1

3.2

3.3

Lad N veere et positivt helt tal og definer funktionen
p(i) =c2" for ie€{l1,2,...,N}.

Hvad skal veerdien af ¢ veere, for at p er en sandsynlighedsfunktion
pa meengden {1,2,..., N} ? Vink: Brug formel (C.0.1) pa side 293.

Et panel af colasmagere pa fem personer skal forsgge at skelne mel-
lem to colameerker, som vi kan betegne med C' og P. De 5 colas-
magere far hver serveret et glas af den samme slags cola, idet man
ved kast med en serlig mgnt har valgt cola P eller cola C'. Antag,
at hver colasmager har sandsynlighed p for at bestemme colamaer-
ket korrekt. Det viser sig, at 4 ud af 5 gaettede pa cola P, mens
1 geettede pa cola C. Hvad er den betingede sandsynlighed, givet
dette resultat, for at det var cola C', der blev serveret. Vink: Bayes’
formel.

Lad S vere binomialfordelt med parametre n og p.
(a) Vis at

n—s p
2 .p
s+1 1—p

P(S=s+1)=

(b) Vis at

P(S=s+1)>PS=s)es<(n+1)p—-1
P(S=s+1)=P(S

P(S=s+1)<P(S

s)es=Mn+1p—1

s)es>n+1)p—1

(c) Vis, at hvis (n+1)p ikke er et heltal, sa har binomialfordelingens
sandsynlighedsfunktion entydigt maksimum i punktet s = [(n +
1)p|, dvs. dens veerdi i dette punkt er stgrre end veerdien i ethvert
andet punkt. Her betegner [z] heltalsdelen af z, dvs. det storste
hele tal, som er mindre end eller lig x.

Hvad sker der hvis (n + 1)p er et heltal?
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3.4 Fem terninger kastes. Hvad er sandsynligheden for at fa
(a) netop tre seksere?

(b) mindst tre seksere?
(c) tre (men ikke fire eller fem) ens?
(d) tre, fire eller fem ens?

3.5 Bevis Seetning 3.2.6, f. eks. ved at ga tilbage til binomialfordelingens
definition som fordelingen af en sum af uathesengige 0-1-variable (se
Definition 3.2.1).

3.6 Lad X; og X, veere uafhaengige stokastiske variable, som er bi-
nomialfordelte med parametre henholdsvis (nq,p) og (ng,p). Seet
Y = (Xl + Xg)/(nl + ng).

(a) Find meengden F' af mulige veerdier af Y.
(b) Find q(y) = P(Y =y) fory € F.

3.7 Lad pygn @ {0,1,...,n} — [0,1] betegne sandsynlighedsfunktio-
nen for den hypergeometriske fordeling med parametre N, R og n.
Vis relationerne

PN.Rn(T) = PN R(T),
PN,Ra(T) = PN RN -n(R — T),
PN,Ra(T) = PN N-Rn(n — T).
Disse relationer fglger af formler, udledt i Afsnit 3.3, men de har
ogsa et intuitivt indhold, som bgr overvejes.
3.8 13 kort udtages tilfeeldigt fra et almindeligt spil bestaende af 52

kort.
(a) Hvad er sandsynligheden for at fa mindst 2 esser 7

(b) Hvad er sandsynligheden for at fa mindst 2 esser, givet at man
ikke far en eneste konge?

(c) Hvad er den betingede fordeling af antallet af esser, givet at man
ikke far en eneste konge? (opskriv de 5 punktsandsynligheder).

(d) Er antallet af esser stokastisk uafhaengigt af antallet af konger?
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3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

Formuler det til Seetning 3.4.1 svarende resultat for hgjere-dimen-
sionale fordelinger, og diskuter, hvordan det kan vises. Overvej ogsa
at resultatet er et specialtilfeelde af Seetning 3.4.2.

Vis ved at kombinere resultaterne i Seetning 3.2.6 og Korollar 3.6.3

at ,
(7)== 0)0)

hvor n; og ns er vilkarlige positive hele tal, og i er et helt tal
mellem 0 og ny 4+ ny. Prov at give en kombinatorisk fortolkning af
den fundne formel.

En terning kastes 12 gange.

(a) Hvad er sandsynligheden for netop at fa 2 1’ere, 2 2’ere, ..., 2
6’ere?

(b) Hvad er sandsynligheden for netop at fa 2 1’ere og 2 6’ere?

Lad (Si,...,S5) veere polynomialfordelt af orden 5 med antals-
parameter n og sandsynlighedsparametre pq,...,ps. De fglgende
sporgsmal besvares lettest ved direkte anvendelse af polynomialfor-
delingens definition (Definition 3.5.1).

(a) Vis at S; er binomialfordelt med antalsparameter n og sand-
synlighedsparameter p;.

(b) Vis at S; + Sy er binomialfordelt med antalsparameter n og
sandsynlighedsparameter p; + po.

(c) Vis at (S1+ Sz, 95+ Sy, S5) er polynomialfordelt af orden 3 med
antalsparameter n og sandsynlighedsparametre p; + ps, p3 + ps 0g
ps.

(d) Vis til slut Seetning 3.5.5, som (a), (b) og (c) er specialtilfeelde
af.

Lad X og Y veere uafheengige stokastiske variable, som begge er
ligefordelte pa meengden {0,1,..., N}. Find P(X >Y) og P(X =
Y'). Find derneest sandsynlighedsfunktionerne for de stokastiske va-
riable X VY, X AY og | X =Y.



108

Fordelinger pa endelige mangder

3.14 Lad (Xj, X3) veere en to-dimensional stokastisk vektor, og antag

3.15

at sandsynlighedsfunktion p(zq, ) for den simultane fordeling af
(X1, Xs) er givet ved folgende tabel.

x
-1 0 2 6
3 0 0 1/9 4/27
xe 11]2/9 0 1/9 1/9
-2 (1/9 1/27 1/27 1/9

Find sandsynligheden for fglgende tre haendelser:

(a) X er et lige tal,

(b) X1 X5 er et ulige tal,

(c) Xo >0 o0g X; >0.

Lad (Xj, X3) veere en to-dimensional stokastisk vektor, og antag

at sandsynlighedsfunktion p(zq, ) for den simultane fordeling af
(X1, X5) er givet ved fglgende tabel.

T
-1 0 1
11011 010 0.15
xs 01014 012 0.14
-110.09 0.08 0.07

(a) Find sandsynlighedsfunktionerne for de marginale fordelinger
for X7 og Xs.

(b) Underspg om X; og X5 er uathengige.

(c) Find sandsynlighedsfunktionen for den stokastiske variable Z =
X1Xs.

(d) Definer en ny stokastisk vektor ved (Y3,Y3) = (X2, X3). Find
sandsynlighedsfunktion for den simultane fordeling af (Y7,Y3), og
undersgg om Y; og Ys er uathsengige.

(e) Beregn middelveerdien af Z, Y; og Ys. Find dernaest middelveerdi
og varians af X; og Xy samt Cov(X;, X5) og corr(Xy, X).
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3.16 Lad X veere en stokastisk variabel, hvis fordeling er givet ved

PY=1X=0) = 1-PY =0X=0)=po
PY=1X=1) = 1-PY =0X=1)=npy,

hvor (p, po,p1) € (0,1)%.
(a) Find fordelingen af Y.

(b) Find den simultane fordeling af den stokastiske vektor (X, Y).

(c) Find en betingelse pa (po, p1), som sikrer, at X og Y er uathaen-
gige.

(d) Find en betingelse pa (p,po,p1), som sikrer, at X og Y har
samme marginale fordeling.

3.17 Additionsformlerne (1.3.11) og Opgave 1.13 angav formler for hen-
holdsvis P(A;UAy) og P(A; U AU Aj3), udtrykt ved sandsynlighe-
der for feellesmeengder mellem heendelserne A;, i = 1,2, 3. Vis den
generelle formel

P(AiU...UA,) = Zn:(—l)’f“ > P(A,N...NA;).

1< <9<, .<ip<n

Formlen kan vises ved induktion efter m; men grunden til, at vi
har udskudt den til nu, er at den er nemmere at gennemskue, nar
man teenker pa sandsynligheder som middelveerdier af indikator-
funktioner. Hermed menes, at man til enhver haendelse A knytter
er stokastisk variabel 14, som er lig en, nar udfaldet er i A, og som
ellers er lig nul. Ifglge Eksempel 3.7.2 er E(14) = P(A). Begynd
med at vise at

]-A1U...UA7L — 1_(1_1A1)(1_1An)

k=1 1<i1 <i2<...<ix<n
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3.18

3.19

3.20

3.21

Benyt Opgave 3.17 til at lgse folgende klassiske problem, kaldet ren-
contreproblemet: n breve, nummereret 1,...,n, leegges tilfeeldigt i
n konvolutter, ligeledes nummereret 1,...,n. Hvad er sandsynlig-
heden for, at ikke et eneste brev kommer i konvolutten med samme
nummer? Vink: Lad A; betegne heendelse at det i'te brev kommer
i konvolut nr. 7; sa er det ikke sveert at beregne sandsynligheder for
haendelser af formen A;, N...NA4;,.

Det mest interessante ved dette problem er dets lgsning. Den gnske-
de sandsynlighed viser sig at blive

1 1 1 1

som kan vises (eksponentialfunktionens raekkeudvikling) at konver-
gere mod e~ = 0.36788 for n — oco. Konvergensen er meget hurtig.

I praksis er Igsningen uaftheengig af n, nar blot n er storre end ca.
7.

Vis, at der for ethvert a > 0 geelder, at

EIX
P(X| = a) < ZXL

Denne ulighed er kendt som Markovs ulighed. Vink: Bemaerk at
l[a,w)(|X|) < %'

Angiv middelveerdi, varians og spredning for

(a) En stokastisk variabel som er ligefordelt pa {1,2,3,4,5,6},
f. eks. antal gjne ved et slag med en terning.

(b) Summen af gjnene i et slag med to terninger.

(c) En stokastisk variabel som er ligefordelt pa {1,2,...,n}. Vink:
142+ --+n=3n(n+1) og 12+22+.. . +n? = in(2n+1)(n+1).

Lad X veere binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlig-
hedsparameter p. Find E(X(X — 1)) ved hjelp af Sesetning 3.7.3,
og brug resultatet til at give et alternativt bevis for, at Var(X) =

np(l —p).
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3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27

For en stokastisk variabel Y defineres det andet moment omkring
p € R som E((Y — p)?). Vis at denne storrelse, som funktion af
1, antager sin mindste veerdi for 4 = EY. Den mindste veerdi er
Var(Y).

Vis, for en stokastisk variabel Y, at hvis

P(Y € [a,b]) =1,

h—
a<EY <b og /Var(Y) < 2a.

Vink: Angaende den sidste ulighed, vis at E ((Y — “T*b)z) < (1’_—“)2,

=2
og benyt Opgave 3.22. For hver af disse uligheder, hvornar gaelder

der lighedstegn?

sa er

En stokastisk variabel X har middelveerdi 5 og varians 2. Hvad er
E(7+8X + X?)?

Vis pastandene i Eksempel 3.8.11. Vink: Ifslge Seetning 3.5.5 er S;,
S; og S; +5; binomialfordelte med antalsparameter n og sandsyn-
lighedsparametre henholdsvis p;, p; og p; +p;. Udtryk Var(S; +5;)
ved varianserne af S; og S; og kovariansen mellem disse.

Hvornar er korrelationen mellem S; og S; lig -17?
Lad Xy, ..., X, veere uathengige, identisk fordelte stokastiske vari-

able med middelveerdi p og varians 2. Seet X = 2(X; +... + X,,),
og definer den empiriske varians s ved

1
n—1

82:

é(xi _ X

Vis at E(s?) = o2

Lad X, X5 og X3 veere identisk fordelte, uafhengige stokastiske
variable med strengt positiv varians. Vis at

1
COl"l"(Xl + XQ,XQ + Xg) = 5
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3.28

3.29

Lad X veere en stokastisk variabel, som antager veerdier i meengden
{-1,0,1}, og lad dens sandsynlighedsfunktion p veere givet ved

p(=1)=1/4, p(0)=1/2, p(1)=1/4.
Definer desuden YV = X?
(a) Bestem middelveerdi og varians for X.

(b) Bestem sandsynlighedsfunktionen for Y, samt middelveerdi og
varians for Y.

(c) Vis at X og Y er ukorrelerede, d.v.s. Cov(X,Y) = 0.

(d) Bestem sandsynlighedsfunktionen for (X,Y), og vis at X og YV
ikke er uafhesengige.

For en stokastisk vektor (Xi,..., Xx) defineres kovariansmatricen
som k x k-matricen V = {v;;}, hvor v; = Var(X;), i = 1,...,k,
og hvor v;; = Cov(X;, Xj), nar ¢ # j. Kovariansmatricen er altsa
symmetrisk (v;; = v;;).

(a) En symmetrisk k£ x k-matrix V' = {uv;;} kaldes positiv semi-
definit, hvis

kE k
YD aiavi; >0
i=1j=1

for alle (aq,...,ax) € IR*. Vis, at kovariansmatricen er positiv semi-
definit. Vink: Beregn variansen af a1 X7 + - - - + a; X.

(b) Determinanten af en positiv semi-definit matrix er ikke-negativ.
Benyt denne kendsgerning til at give et alternativt bevis for (a) i
Seetning 3.8.7.

(c) En symmetrisk k& x k-matrix V' = {v;;} kaldes positiv definit,
hvis den er positiv semi-definit og desuden opfylder, at

k k
Z Z aiajvij =0

i=1j=1
hvis og kun hvis a; = - - - = a;, = 0. Antag, at den stokastiske vektor
(X1,..., Xy) opfylder, at a3 Xy + - - - + ax X, er degenereret hvis og
kun hvis vektoren a; = --- = a; = 0. Vis, at kovariansmatricen da

er positiv definit. Overvej betingelsens geometriske fortolkning.
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3.30 Antag, at X; og X, er uafhaengige stokastiske variable, som begge
er ligefordelte pa {0,1,..., N}. Find sandsynlighedsfunktionen for
X1 + Xs.



Kapitel 4

Generelle diskrete fordelinger

4.1 Diskrete fordelinger

I Kapitel 3 betragtede vi fordelinger, hvor sandsynlighedsmassen ligger pa
en endelig meengde. Dette er ikke altid naturligt, som fglgende eksempel
viser.

Eksempel 4.1.1 Et servicefirma har indrettet en web-site, som kunder-
ne kan bespge for at fa forskellige informationer og bestille tjenesteydel-
ser. Erfaringen viser, at web-siten i gennemsnit far 180 besgg i timen,
men at antallet af besgg varierer pa tilfeeldig made. For at veelge en pas-
sende computerkapacitet, som sikrer at kunderne kun sjeeldent oplever
problemer, er det vigtigt at have en model for den stokastiske variation
af antallet af besgg der begynder per minut. Det er ikke nok at vide,
at der i gennemsnit begynder tre besgg per minut; man ma ogsa kende
sandsynligheden for at vaesentligt hgjere antal optraeder.

Vi kan dele et minut op i sma tidsintervaller af leengde 1 sekund, og
definere 60 stokastiske variable X, ..., X4 ved

Y. — 1 hvis et besgg begynder i ite tidsinterval
] 0 ellers.

Hvis vi ignorerer muligheden for, at mere end ét besgg begynder i lgbet
af et af de sma tidsintervaller, er det samlede antal besgg, som begynder i
lgbet af et minut, X, givet ved X = X;+-- -+ Xgo. Vi antager yderligere,
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at de stokastiske variable X, ..., Xgo er uathaengige og identisk fordelte
med P(X; = 1) = 3/60 = 1/20. Det sidste valg er i overensstemmelse
med sandsynlighedsregningens frekvensfortolkning. Af disse antagelser
folger det, at den stokastiske variabel X er binomialfordelt med antals-
parameter 60 og sandsynlighedsparameter 1/20. Dette er imidlertid ikke
nogen helt perfekt model, fordi vi valgte at ignorere muligheden for, at
mere end ét besgg begynder i samme lille tidsinterval, og sandsynligheden
for dette er nok ikke helt negligibel. Vi kan dog let forbedre modellen. Vi
kan nemlig bare dele et minut op i delintervaller af leengde 1/10 sekund,
og seette sandsynligheden for at et besgg begynder i et delinterval til
1/200. Sandsynligheden for at mere end et bespg begynder i lgbet af den
samme 1/10 sekund er naeppe serlig stor. I denne model er det samlede
antal besgg per minut, X, binomialfordelt med antalsparameter 600 og
sandsynlighedsparameter 1/200.

Men vi har stadig lavet en approximation, sa der er stadig basis for
at forbedre modellen. For ethvert n € IN kan vi dele et minut op i n del-
intervaller af leengde 1/n minut og seette sandsynligheden for at et besgg
begynder i et af intervallerne til 3/n. Ved at argumentere som tidligere
fas, at antallet af bespg per time er binomialfordelt med antalsparameter
n og sandsynlighedsparameter 3/n. For ethvert n laver vi stadig en lille
approximation, som dog bliver mindre og mindre, nar vi gor n storre og
stgrre. Vi fornemmer, at den perfekte model kan opnas ved at lade n ga
mod uendelig.

O

For at lave den graenseovergang, som synes at kunne give en tilfreds-
stillende model i Eksempel 4.1.1, har vi brug for fglgende seetning.

Saetning 4.1.2 Lad {p,} vere en folge af reelle tal i intervallet (0,1),
som opfylder, at np, — X\ € [0,00) for n — oo. Da gelder for ethvert
x € INg, at

n—~o0

lim < Z )pﬁ(l — )T = e (4.1.1)

Bevis: Bemaerk fgrst, at da A er et endeligt tal, medfgrer np, — A\,
at p, — 0. Vi begynder med tilfeeldet x > 0 og laver fglgende enkle
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omskrivning
n T(1 n—x
( . )pn(l Pn)
—x np” v n
= [1-1/n]---[1 = (z—1)/n](1—p,) ( x') (1—pp)".
§4 ” ” H Il 0 o
0 . J : ‘ 0

Figur 4.1.1: Som en illustration af Seetning 4.1.2 er her sandsynligheds-
funktionen for binomialfordelingen med antalsparameter 60 og sandsyn-
lighedsparameter 1/20 tegnet som fede lodrette streger, mens graense-
veerdien givet ved (4.1.1) er angivet ved siden af med tyndere streger.

Det er klart, at
L—=1/n]--[1=(z=1)/n](1 —py)~" =1,

og at
(np,)* — A*
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nar n — oo, men vi ma se lidt nermere pa (1 — p,)". Da den naturlige
logaritme er differentiabel i 1 med differentialkoefficient 1, ser vi at

log(1) — log(1 — py) _
Pn

1Og(1 - pn)n = —Npn _)‘7

nar n — 0o, sa (1 —p,)"* — e .

Tilfeeldet * = 0 er lettere. Her er binomialsandsynligheden lig (1 —
pn)", som vi lige har set konvergerer mod e™*. Altsa geelder (4.1.1) ogsa
for z = 0.

O

Seetning 4.1.2 siger, at hvis X,, er binomialfordelt med antalsparame-
ter n og sandsynlighedsparameter p,, hvor p,, er som beskrevet i seetnin-
gen, sa vil \

P(X,=1z)— e A

nar n — oo. For et givet n er de mulige veerdier for X,, maengden
{0,1,...n}, som jo vokser op mod INg, nar n — oco. Man ma derfor
sporge sig, om man pa en eller anden made kan lade greenseveerdien i
(4.1.1) definere en sandsynlighedsfordeling pa INy. Med p, = 3/n (og
dermed A = 3) ville vi derved fa en tilfredsstillende model i Eksempel
4.1.1. Det viser sig, at det kan man godt, men vi har endnu ikke behand-
let fordelinger pa en uendelig meengde som Ny, sa det ma vi lige have pa
plads fgrst.

Vi vil definere sandsynlighedsmal pa mengder, som kan skrives pa
formen

T = {x;]1 € IN}. (4.1.2)

Man kan kort sige, at man skal kunne teelle elementerne i 7. Elementerne
x; behgver ikke veere reelle tal; de kan for eksempel godt tilhgre IR".
Vigtige eksempler pa meengder af denne type er IN, Z og IN*. At Z kan
skrives pa formen (4.1.2) ses pa folgende made. Hvis vi definerer

P hv%s i er ghge
hvis 7 er lige,

er Z = {z;]i € IN}. At IN* kan skrives pa formen (4.1.2) er mindre
oplagt, men vil blive vist i et matematikkursus. Man skal bare finde en
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snedig made at teelle elementerne i IN¥ pa. Vi ngjes her med at antyde,
hvordan man kan teelle elementerne i IN?:

10
6 9
3 5 8 ---
1 24 7

Ved en lignende argumentation kan det mere generelt vises, at hvis T og
Ty er to maengder, som begge kan skrives pa formen (4.1.2), sa kan ogsa
produktmeengden T x T, skrives pa denne form. Mangder af formen
(4.1.2) og endelige maengder kaldes under et tellelige maengder.

En sandsynlighedsfordeling, som er koncentreret pa en teellelig maeng-
de kaldes en diskret fordeling. Da vi i forrige kapitel gennemgik teorien
for fordelinger, der er koncentreret pa en endelig meengde, vil vi her kun
eksplicit betragte det uendelige tilfzelde, altsa T' = {z;|i € IN}. Det vil
dog veere klart, at alt, hvad der star i dette kapitel, ogsa geelder for en
fordeling, som er koncentreret pa en endelig meengde T' = {xy,...,znx}. |
resten af dette kapitel betegner T en maengde pa formen 7" = {z; |i € IN}.

Ligesom for en endelig maengde defineres en fordeling pa en teellelig
mengde ved hjeelp af en sandsynlighedsfunktion.

Definition 4.1.3 En funktion p fra en tellelig mengde T = {x;|i € IN}
ind i intervallet [0, 1], som opfylder, at

ip(zz) =1, (4.1.3)

kaldes en sandsynlighedsfunktion pa T'.

Uendelige summer som den i (4.1.3) er behandlet i Appendix C. Den
vaesentlige forskel mellem dette kapitel og Kapitel 3 er, at man skal veere
lidt mere papasselig med uendelige summer end med endelige summer.

Eksempel 4.1.4 Funktionen
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hvor A > 0, er en sandsynlighedsfunktion pa INg. Det er klart, at p(z) > 0.
Fra den matematiske analyse er det endvidere kendt (eller bliver det), at
eksponentialfunktionen kan skrives som den uendelige raekke

Sa mangler vi bare at indse, at p(z) < 1, men det folger af, at p(x) <
> yp(n) =1 for alle z € INg, da alle led i summen er positive.
O

Eksempel 4.1.5 Funktionen
p(z) = (1—0)°0, =z €Ny,

hvor # € (0,1), er en sandsynlighedsfunktion pa INy. Det er klart, at
p(z) € [0,1]. Da

n ) 1— (1 _ 9)n+1 1 — (1 _ e)n-l-l
1-0) = =
Z;( ) 1—(1-90) 0 ’
folger det, at
Y (1-0)0=01lm > (1-0)= 9% =1,
i=0 i=0

dvs. p(x) opfylder (4.1.3).
O

Enhver sandsynlighedsfunktion p pa en teellelig meengde T' = {x; |i €
IN} definerer et sandsynlighedsmal pa T" ved

P(A) = 3 p(a) = 3 pla)La(m), (4.1.4)

z€EA i=1
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hvor A er en vilkarlig delmeengde af T. I den sidste sum betegner 1,4
indikatorfunktionen for meengden A, som er defineret ved (A.1.15). Der
mindes om, at 14(x) er lig en, hvis = tilhgrer A, og at 14(x) ellers er lig
nul. Summen i (4.1.4) har ofte uendelig mange led, men da p(z;)14(x;) <
p(x;), folger det af (4.1.3), at summen konvergerer. Hvis et sandsynlig-
hedsmal er givet ved (4.1.4), siger vi, at det har sandsynlighedsfunktion
p.

Lad os nu vise, at P er et sandsynlighedsmal pa T'. Forst bemaerkes
det, at P(A) > 0, da alle led i summen (4.1.4) er positive, og at P(A) <
>, p(z;)) =1. Da

PITY =3 plas)lr(as) = 1,

1=1

er (1.3.2) opfyldt, og hvis A og B er disjunkte delmgengder af T" er

PAUB) = 3 pla)Lus(r) =3 ple)La(e) + 1s(z)]

i=1 1=1

= ip(mlA(xi) + ip(:ci)lB(xi) = P(A) + P(B),

i=1 i=1

sa ogsa (1.3.3) holder. Vi har her brugt, at 14u5(x) = 1a(x) + 1p(z)
(overvej hvorfor dette er rigtigt).

En stokastisk variabel eller vektor, hvis fordeling er en diskret for-
deling, kaldes en diskret stokastisk variabel eller vektor. For en diskret
stokastisk variabel eller vektor X, hvis fordeling har sandsynlighedsfunk-
tionen p (man siger kort, at X har sandsynlighedsfunktion p), geelder,
at

P(X =) =p(z)

for alle x € T'. Dette folger umiddelbart af (4.1.4) ved at sette A = {x}.
Man kalder derfor ogsa p(x) for punktsandsynligheden i x.

Der skal lige erindres om, at man godt kan opfatte en diskret fordeling
pa en tellelig maengde T' C IR™ som en fordeling pa hele R" ved for en
vilkarlig delmaengde A C IR™ at seette P(A) = P(ANT), se diskussionen
i begyndelsen af Kapitel 3. For en diskret stokastisk variabel eller vektor
X koncentreret pa den tellelige meengde T' med sandsynlighedsfunktion



4.1 Diskrete fordelinger 121

p geelder ifolge (4.1.4), at
P(XeA)= > plx)= > PX=u), (4.1.5)

z€ANT z€ANT

hvor A er en vilkarlig delmaenge af IR eller IR".
Eksempel 4.1.4 (fortsat). Vi sa ovenfor, at funktionen
p(x) =—=e ", x €N, (4.1.6)

hvor A > 0, er en sandsynlighedsfunktion pa INy. Den diskrete fordeling
pa INg defineret ved sandsynlighedsfunktion (4.1.6) kaldes Poissonforde-
lingen med parameter A. Eksempel 4.1.1 sammen med Saetning 4.1.2

Poissonfordelingen

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
1 1 1 1 1

0.05
1

0.00
1

Figur 4.1.2: Sandsynlighedsfunktionen for Poissonfordelingen med para-
meter 3.

viser, at Poissonfordelingen er en god model for antallet af tilfseldigt
indtreeffende heendelser, som for eksempel besgg pa en web-site. Der er



122 Generelle diskrete fordelinger

mange andre situationer, hvor man kan give argumenter, som er helt ana-
loge til argumentet i Eksempel 4.1.1, for at et observeret antal er udfald
af en Poissonfordelt stokastisk variabel. Eksempler pa stgrrelser, som of-
te kan antages at veere Poissonfordelte, er antallet af skadesanmeldelser
af en bestemt type til et forsikringsselskab i en bestemt periode, antal
trafikulykker per dag af en given type i et givet omrade, og antal fgdsler
per dag i et givet omrade. I nogle tilfeelde er det ikke tiden, men derimod
rummet, der deles op i sma delmeengder, nar der skal argumenteres for
at en stgrrelse er Poissonfordelt. Saledes er antallet af bakterier af en
bestemt type i en vandprgve ofte Poissonfordelt.

O

Lad os lige kort betragte fordelingsfunktionen for en diskret fordeling.
Vi ngjes med at betragte en diskret fordeling, som er koncentreret pa INg.
Lad p betegne dens sandsynlighedsfunktion. Da er fordelingsfunktionen
F for P givet ved

F(z) = Zj P() (oo (i) = Zj p(i) for z >0, (4.1.7)

hvor [z] betegner heltalsdelen af x (dvs. det stgrste hele tal, der er mindre
end eller lig x), mens F'(z) = 0, nar = < 0, og at

n

Fin) = 3-p(0) = () = 1

1=0

nar n — oo. Funktionen F' er konstant, nar x € IR\INy, mens den har et
spring opad af stgrrelse p(7) i de i € INy, for hvilke p(i) > 0. I springpunk-
terne er F' kontinuert fra hgjre, men ikke fra venstre. Hermed menes, at
limy, oo F(i + 1) = F(i), mens lim,, oo F(i — 1) = F(i — 1) # F(i).

Bemaerk, at vi kan finde sandsynlighedsfunktionen ud fra fordelings-
funktionen, idet

p(z) = F(z) — F(x — 1) for = € IN,. (4.1.8)

Da sandsynlighedsfunktionen bestemmer fordelingen, geelder det derfor
ogsa fordelingsfunktionen, som pastaet i Afsnit 2.2.
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Eksempel 4.1.5 (fortsat). Funktionen
p(z) = (1—-0)%0, =z e INy, (4.1.9)

hvor € € (0,1), er som vist ovenfor en sandsynlighedsfunktion pa INy.
Den diskrete fordeling med sandsynlighedsfunktionen (4.1.9) kaldes den
geometriske fordeling med parameter 6. Vi vil nu studere et typisk ek-
sempel, hvor denne fordeling optraeder.

Den geometriske fordeling

0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
1 1 1 1 1

0.10
1

0.00 0.05
1 1

T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12

Figur 4.1.3: Sandsynlighedsfunktionen for den geometriske fordeling med
parameter 0.3.

Betragt et forspg med to mulige udfald K og U, hvor sandsynlighe-
den for udfaldet K er 6 € (0,1). Uafthaengige gentagelser af dette forspg
udfgres, indtil fgrste gang resultatet K opnas. Lad T veere den stokastiske
variable, som angiver ventetiden pa udfaldet K. Hermed menes det antal
forspg med udfaldet U, der skal udfgres inden udfaldet K opnas. Med
andre ord er T' = t, hvis de fgrste t forsgg har udfaldet U, mens forsgg
nummer t 4+ 1 har udfaldet K. Den stokastiske variabel T" antager kun



124 Generelle diskrete fordelinger

veerdier 1 maengden Ny, og dens fordelingsfunktion har formen (4.1.7),
som vi nu skal se.

Da T > i, preecis nar de fgrste ¢ forsgg har udfaldet U, og da sand-
synligheden for udfaldet U er 1 — 6, er fordelingsfunktionen for 7" givet
ved

F(i) = P(T<i)=1—P(T>1i) (4.1.10)
= 1-P(T>i+1)=1-(1-0)*

for ethvert ¢ € INg. Heraf folger det, at

P(T=i) = P(T<i)—P(T<i-1)
F(i)—F(@i—1)=(1-0)0

for alle i € INg. Her er p(i) = (1 — 6)0 netop sandsynlighedsfunktionen
defineret ved (4.1.9). Det ses af (4.1.10), at

%

=0
altsa, at F' er af formen (4.1.7). Det vil sige, at T's fordeling er den

geometriske fordeling med parameter 6.
O

4.2 Transformation af diskrete fordelinger

Hvis en diskret stokastisk vektor har sandsynlighedsfunktion p, er der,
ligesom vi sa det for fordelinger pa endelige maengder, relationer mellem
p og sandsynlighedsfunktionerne for de tilsvarende marginale fordelinger.
Ogsa her ngjes vi med at give disse relationer for en to-dimensional diskret
fordeling, da den interesserede studerende let selv kan formulere og bevise
resultatet for hgjere-dimensionale diskrete fordelinger.

Saetning 4.2.1 Lad p : Ty x Ty — [0, 1] vere sandsynlighedsfunktionen
for den simultane fordeling af den to-dimensionale diskrete stokastiske
vektor (X1, X3), hvor X; er koncentreret pa den tellelige maengde T;,
t = 1,2. Da har de marginale fordelinger af X1 og Xs sandsynligheds-
funktionerne py : Ty — [0,1] og pe : Ty +— [0, 1] givet ved

pi(z1) = Y plar,ws) (4.2.1)

xo€Ts
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0g
pa(w2) = Y plar, @) (4.2.2)

xr1€T]

Bevis: Vi viser kun (4.2.1), da de to resultater er helt symmetriske.
At p; er en sandsynlighedsfunktion pa Ti ses af, at >, cp pi(21) =
S eieT) 2owmet, P(Z1, 2) = 1, da p er en sandsynlighedsfunktion pa 7' x T.
Lad A veere en delmeengde af T7. Af (4.1.4) folger det, at

P(X1€A) = P((Xl,Xg)EAXTQ)

= > > plEn,z) =) pi().

T1€EA x2€TH T1EA

Dette betyder netop, at p; er sandsynlighedsfunktionen for den marginale
fordeling af X7, igen ifglge (4.1.4).
([
Der galder fglgende transformationssasetning for diskrete fordelinger,
som Saetning 4.2.1 er et specialtilfeelde af. Seetning 3.4.2 er selvfglgelig
ogsa et specialtilfzelde.

Satning 4.2.2 Lad (X4, ..., X,) vere en n-dimensional diskret stokas-
tisk vektor koncentreret pa den tellelige mengde T C IR"™ med simultan
sandsynlighedsfunktion p, og lad ¢ vere en afbildning fra T ind i R*. Da
erY =¢(Xy,...,X,) en diskret stokastisk vektor koncentreret pa (T,
hvis sandsynlighedsfunktion er givet ved

aw = X plan.m) foryen(D.  (423)
(@1ezn) €% ({y})

Bevis: At ¢ er en sandsynlighedsfunktion folger af, at > ¢ q(y)

2oy () (ar,n)ey=2({yh) P(TL -5 Tn) = Eay,an)er P21, -+ Tn) = 1.

Lad nu A veere en delmaengde af (7). Da er

P(Y €A = P(Xy,...,X,) € (4)

= > p(z1, ..., xp)
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= Z Z p(1, ..., xy)

yeA  (z1,....zn)EV 1 ({y})

= > qly).

yeA
O

Eksempel 4.2.3 Lad X veere Poisson fordelt med parameter u. Da er
Y = X/e¢, hvor ¢ er et positivt reelt tal, en diskret stokastisk variabel
koncentreret pa maengden 7' = {i/c|i € INg} med sandsynlighedsfunk-
tion ey
(cy)!
Videre er Z = X? en diskret stokastisk variabel koncentreret pa meengden
T = {i*|i € INy} med sandsynlighedsfunktion
aE _
q(z2) = ——==e* forz eT.

(v2)!

qly) = e? foryeT.

O

Med preecis samme bevis som i tilfeeldet med stokastiske variable
koncentreret pa endelige maengder vises det, at den naeste setning folger
af transformationssaetningen 4.2.2.

Saetning 4.2.4 Lad (X1, Xs) vere en to-dimensional stokastisk vektor,
hvis simultane fordeling har sandsynlighedsfunktionen p. Antag endvide-
re, at X;s fordeling er koncentreret pa Ny, ¢ = 1,2. Da er sandsynlig-
hedsfunktionen for den stokastiske variable Y = X1 + Xy givet ved

o) = S rly— ), (1.2.9

fory € INg.

4.3 Uafheengige diskrete stokastiske vari-
able

Folgende satning, som giver betingelser for, at n diskrete stokastiske
variable er uafh@ngige, vises pa helt samme made som Saetning 3.6.1,
bortset fra at summerne her kan veere uendelige.
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Satning 4.3.1 Lad (X1, ..., X,) vere en n-dimensional diskret stokas-
tisk wvektor, hvor X; er koncentreret pa den tellelige mengde T;, i =
1,...,n, og antag, at den simultane fordeling af (X1,...,X,) har sand-
synlighedsfunktion p : T +— [0,1], hvor T =T, x --- x T,,. Lad endelig
pi + T; — [0, 1], vere sandsynlighedsfunktionen for den marginale forde-
ling af X;, i =1,...,n. Da er folgende tre udsagn ekvivalente:

1) Xy,..., X, er stokastisk uafhengige,

2) For alle (xy,...,x,) €T er

p(x1, ..y xn) = pi(z1) - - pulan), (4.3.1)
3) Der findes n ikke-negative reelle funktioner g;, i =1,...,n, sa

for alle (z1,...,x,) €T.

Ogsa for generelle diskrete fordelinger er funktionerne gy, ..., g,_1 0g
gn proportionale med henholdsvis pq,...,pn_1 0g pn, ligesom der (med
samme argumenter som i Kapitel 3) gaelder, at Hvis mangden

{(z1, 22)|p(z1, 22) > 0}

ikke er en produktmengde, kan X, og Xo ikke vere uafhengige. Her
betegner p(z1,x2) som tidligere den simultane sandsynlighedsfunktion
for (X1, X3). Det er derfor i den beskrevne situation let at konstatere,
hvis to generelle diskrete stokastiske variable ikke er uatheengige.

I Kapitel 2 blev det lovet at bevise 2) i Seetning 2.4.3 for diskrete
fordelinger. Ideen i beviset for diskrete fordelinger er praecis den samme
som i beviset i Kapitel 2, men lad os alligevel for fuldsteendighedens skyld
vise fglgende saetning.

Saetning 4.3.2 Lad (X4, ..., X,) vere en n-dimensional diskret stokas-
tisk vektor med sandsynlighedsfunktion p, og antag at de stokastiske vari-
able X1, ..., X, er uafhangige. Hvis 1 er en funktion fra R"* ind i R,
hvor k < n, er de k+ 1 stokastiske variable X1, ..., X, 0(Xpi1,- -, Xn)
uafhaengige.
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Bevis: Vi viser, at sandsynlighedsfunktionen for den diskrete stokastiske
vektor (X7, ..., Xg, ¥(Xgs1,...,X,)) spalter op i et produkt af formen
(4.3.2). Lad T betegne den teellelige meengde, hvorpa vektoren (Xyiq, .. .,
X,,) er koncentreret. Ifplge Seetning 4.2.2 er den simultane sandsynlig-
hedsfunktionen for (Xi,..., Xg, ¥(Xgi1,. .., Xp))

P(Xl :ZL'l,...,Xk:l'k,w(Xk+1,...,Xn) :[L’)

= Yo PXi=w1,.. ., Xp =, Xjg1 = Thsts - -, Xy = T)
(@ht1,n) €Y~ ({zHNT

= Y P(Xy=ux1) - P(Xp = 2) P(Xp1 = Tpg1, - -, X = )
(@Tkt1,-2n) €Y~ ({ah)NT

= P(Xi=z) - P(Xp=x) Y. P(Xps1=2ps1,..., Xn = Ty)
(Trg1sezn)€Y~ 1 ({2 )NT

= pi(x1) - pe(an)h(z),

hvor h(z) er lig med summen i neestsidste linie. Den simultane sand-
synlighedsfunktion spalter altsa op som gnsket, saledes at de stokastiske
variable X1, ..., Xx, ¥(Xgt1, ..., X,) ifolge Seetning 4.3.1 er uatheengige.

O

Seetning 2.4.3 indeholder endnu to resultater, som imidlertid folger
af 2), sa disse [d.v.s. 1) og 3)] er nu ogsa vist for diskrete stokastiske
variable.

Man har meget ofte brug for at finde fordelingen af summen af to
eller flere uaftheengige stokastiske variable pa INg, hvilket begrunder, at vi
giver fglgende specialtilfaelde af Seetning 4.2.4 for uathaengige stokastiske
variable.

Saetning 4.3.3 Lad (X1, Xy) vere en to-dimensional diskret stokastisk
vektor. Antag, at X1 og X5 er uafhengige, og at de er koncentreret pa INg
med sandsynlighedsfunktioner p; og ps. Definer en ny stokastisk variabel
ved Y = X1+ Xsy. Da er sandsynlighedsfunktionen for den stokastiske
variable Y = X1 + Xs givet ved

o) = S n ety — ) (4.33)
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fory € INg.

Sandsynlighedsfunktionen ¢ givet ved (4.3.3) kaldes, som tidligere
naevnt, foldningen af de to sandsynlighedsfunktioner p; og po, ligesom
man kalder fordelingen af X; + X, foldningen af de to marginale forde-
linger.

Saetning 4.3.4 (Poissonfordelingens foldningsegenskab). Lad X, ..., X,
vere uafhengige, Poissonfordelte stokastiske variable med parametre Ay,
s An. Da er X1+ - -+ X, Poissonfordelt med parameter Ay +- - -+ \,,.

Bevis: Vi kan ngjes med at vise setningen for n = 2, da det generelle
resultat da folger ved induktion (idet X7+ -+ X, = [X3+-- -+ X, 1]+
X,). For n = 2 folger resultatet af (4.3.3). For y € INg er

)\1 )\éy—j)
PXi+Xo=y) = Y Ze M 2—me
=it (=)

Y
_ ¢ —(A1+A2) i( ))\J}\y P

. (>\1 + >\2> e—()\l-i-)\g)
y! ’

hvor det sidste lighedstegn folger af binomialformlen; se (B.3.3) i Appen-
dix B.
O
Alt, hvad der stod i forrige kapitel om betinget uafhengighed, hol-
der ogsa for generelle diskrete stokastiske variable. For god ordens skyld
kommer det hele igen i den diskrete version.

Definition 4.3.5 Lad X, X5 o9 X3 veere tre diskrete stokastiske variab-
le, som er koncentreret pa de tellelige maengder Ty, Ty og T3. Da siges X4
09 Xo at vere betinget uafhengige givet X3, hvis der for alle (1, xq, x3)
i Ty x Ty x T3, for hvilke P(X3 = x3) > 0 gelder, at

P(Xy =21, Xp = 22| X3 = 23) = (4.3.4)
P(Xl = ZL’1|X3 = l’g)P(XQ = 1’2|X3 = [L’g).



130 Generelle diskrete fordelinger

Beviset for fglgende saetning er identisk med beviset for Seetning 3.6.5

Saetning 4.3.6 Lad (X1, Xo, X3) vere en tre-dimensional diskret stokas-
tisk vektor med simultan sandsynlighedsfunktion p. Antag, at X; er kon-
centreret pa den tellelige maengde T;, i = 1,2,3. Betegn den simultane
sandsynlighedsfunktion for (X;, X;) med p;;, og sandsynlighedsfunktionen
for X5 med p3. Da er folgende tre udsagn @kvivalente:

1) X1 og X5 er betinget uafhengige givet Xs,
2) For alle (1,19, x3) € Ty X Ty x T3, geelder, at
p(x1, T2, 13)p3(73) = p13(w1, T3)paz (w2, T3), (4.3.5)
3) Der findes to ikke-negative reelle funktioner g og h, sa
p(1, T2, x3) = g(x1, 3)h (22, T3) (4.3.6)

fOT’ alle (1’17252,253) €11 x Ty xT3.

4.4 Middelvaerdi og varians

Middelveerdi og varians kan for mange diskrete fordelinger defineres pa
en made som er helt analog til definitionerne for fordelinger pa endelige
maengder. Det er dog ikke muligt at definere en middelvaerdi og en varians
for alle diskrete fordelinger. Problemet er, at der indgar uendelige summer
i definitionerne, og disse kan eventuelt divergere. Vi ma derfor passe lidt
pa med summerne, hvilket er den eneste forskel mellem dette afsnit og
afsnit 3.7.

Definition 4.4.1 Lad X vere en diskret stokastisk variabel, som er kon-

centreret pa den tellelige mengde T = {z;|i € IN} (z; € IR), og som
har sandsynlighedsfuktion p. Da siges X at have middelveerdi, huvis

> lnlp(x) < o0 (441)
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og vi definerer i sa fald middelverdien af X som
E(X) =) zip(z). (4.4.2)
i=1

Hvis (4.4.1) ikke er opfyldt, siger man, at X ikke har middelveerdi,
eller at middelveerdien ikke er defineret. Nar vi kreever, at (4.4.1) er
opfyldt, er det for at udelukke den ubehagelige situation, hvor

Y wplz) =c0 og Y xip(w;) = —o0.

;>0 ;<0

Hvis T' C IR, kan dette ikke ske, hvorfor man ofte i dette tilfeelde tillader
sig at skrive E(X) = oo, nar (4.4.1) ikke er opfyldt.

Lad os lige naevne et tilfeelde, hvor man altid kan veere sikker pa at
middelveerdien eksisterer. Antag, at X er koncentreret pa en begreen-
set maengde, d.v.s. at der findes et ¢ > 0, sa T' C [—c, ] (og dermed
P(X € [—c,c]) = 1). En stokastisk variabel med denne egenskab kaldes
begrenset. Nar T C [—c, c|, er

Z 23| p(2;) < ZCP(%) = CZP(%’) = ¢ <00,
=1 i—1 =1

sa X har middelveerdi. Bemeerk, at en fordeling pa en endelig maengde
er et specialtilfeelde.

Eksempel 4.1.4 (fortsat). Middelveerdien i Poissonfordelingen findes
ved fglgende udregning:

S i 00 A 00 )\(i—l) o0 \J

. Y -\ -\ } : -\
E 1—€ = E P a——— = >\ D ——— = )\ —€ = >\,
= = (-1 = (=1 =0 J!

hvor j = ¢ — 1, og hvor vi bruger, at summen i naestsidste udtryk er
summen af Poissonfordelingens punktsandsynligheder, som jo er lig med
en. Parameteren i Poissonfordelingen er altsa lig med dens middelveerdi.

O
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Eksempel 4.1.5 (fortsat). Middelveerdien i den geometriske fordeling
kan beregnes pa fglgende made. Lad X veere en stokastisk variabel, der
er geometrisk fordelt med parameter 0. Da er

E(X) = iie(l —0)'=(1-0) iw(l — §)i~!

= (1-0) <§:(Z — 11— 0)"" + 29(1 . 9)2‘—1)

=1

= (1-0)(EX)+1),

hvoraf det folger, at
1—-46
E(X)=——.
(X) =~

Man bgr naturligvis forst overveje, om middelveerdien er endelig, for ellers
er ovenstaende udledning fejlagtig. At summen konvergerer folger af, at
(1—6)" gar eksponentielt hurtigt mod nul, mens 7 kun gar linesert hurtigt
mod uendelig.

Det forventede antal plat for fgrste krone i en serie af mgntkast er

altsa, =95 = 1, og det forventede antal slag for forste sekser i en serie af

0.5
terningkast er lz/léﬁ

= 5. Begge dele lyder jo troveerdigt.
O

Man kan beregne middelveerdien af en transformeret diskret stokas-

tisk variabel pa samme enkle made som for fordelinger pa endelige maeng-
der.

Saetning 4.4.2 Lad X vere en diskret n-dimensional stokastisk vektor,
som er koncentreret pa den tellelige mengde T C IR", og som har sand-
synlighedsfuktion p. Lad endvidere 1 vere en funktion fra T ind i R. Da
har den stokastiske variable 1(X) middelverdi, hvis og kun hvis

Z W)("L’l’"'>$n)|p(x1>---,$n) < 00, (443)

EWX) = Y 0., 2)p(es, ... z). (4.4.4)
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Bevis: Ifplge Seetning 4.2.2 har fordelingen af ¢»(X') sandsynlighedsfunk-

tion
q(y) = Z p(z1, ..., Tn),
(214eees mn)Edfl({y})

y € (7). Ifplge Definition 4.4.1 har den stokastiske variabel ¢(X) mid-
delveerdi, netop nar dens sandsynlighedsfunktion opfylder (4.4.1), d.v.s.

nar
> ylaly) < oc.
yey(T)

Dette er det samme som (4.4.3), da

> lylaly) = > |yl > play, ..., T,

yep(T) yed(T)  (z1,mn)€y ™ ({y})

= > > lylp(as, ..., )

yeY(T) (z1,zn)€Y~ ({y})

= Z Z [V(xy, ... xn)|p(xe, . xy)

yeP(T) (@1,...,xn)EP({y})
= Z lW(x1, .. xn)|p(xe, .2y

(z1,sxn)€T
Dermed er seetningens forste pastand vist. Den anden fglger ved samme
beregning uden numerisk tegn om y, dvs. helt samme beregning som i
beviset for Seetning 3.7.3.
O
Ogsa beviset for den folgende seetning er lig beviset for den tilsvarende
saetning for fordelinger pa endelige meengder, Saetning 3.7.5, nar man
fgrst har sikret sig, at rackken er konvergent.

Saetning 4.4.3 Lad X vere en diskrete stokastisk variabel, som har mid-
delverdi, og lad a og b vere vilkarlige reelle tal. Da har ogsa den stokas-
tiske variable a + bX middelverdi, og

E(a+bX) = a+ bE(X) (4.4.5)

Bevis: Lad T' = {z; |i € IN} vaere den teellelige maengde, pa hvilken X
er koncentreret, og lad p veere sandsynlighedsfunktionen for X. Da X
har middelveerdi, er

o
Z |zi|p(z;) < o0,
i=1



134 Generelle diskrete fordelinger

og da |a + bx;| < |a| + |b||z;|, medforer dette, at

> la+ ba;|p(z;) < oo.

i=1
Ved hjeelp af Seetning 4.4.2 kan vi derfor slutte, at a+bX har middelveerdi,
som kan beregnes ved

oo

> (a+bx)p(x;) = a+ bi z;ip(x;) = a + bE(X).

i=1 i=1
(I

Saetning 4.4.4 Lad (X1, Xs) vere en to-dimensional diskret stokastisk
vektor, som opfylder, at X1 < X, samt at Xy og Xo har middelverds.
Da er E(X1) < E(X3). Specielt gelder for en stokastisk variabel X, som
har middelverdi, at

[E(X)] < E(X]). (4.4.6)

Beviset er neermest identisk med beviset for Seetning 3.7.6 og udelades
derfor.

Saetning 4.4.5 Lad (X1, Xs) vere en diskret to-dimensional stokastisk
vektor, som opfylder, at Xo har middelverdi, samt at |X;| < |X3|. Da
har ogsa X1 middelverdi.

Bevis: Lad T vere den teellelige meengde, pa hvilken (X7, X3) er kon-
centreret, og lad p betegne sandsynlighedsfunktionen for (X, X5). Da
X5 har middelveerdi, har vi ifslge Seetning 4.4.2, at

Z |$2|p(l’1,$2) < 0.
(z1,22)ET

Udsagnet at |X;| < |X;| betyder, at |z1| < |xg| for alle (x1,25) € T.
Derfor er

o mlp(@a) <00 [melp(r, 22) < o0,
(z1,z2)€T (w1,22)€T

hvilket, igen ifglge Seetning 4.4.2, viser at X; har middelvaerdi.
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Satning 4.4.6 Lad (X1, Xs,..., X,,) vere en diskret stokastisk vektor,
hvor X; har middelverdi for alle i = 1,...,n. Da har den stokastiske
variable X1 + Xo + - - - + X, middelveerdi, og

EXi+Xo+ -+ X,) =E(X;)+E(Xy) + -+ E(X,). (4.4.7)

Huvis det yderligere antages, at de stokastiske variable X1, Xo,..., X, er
uafhaengige, har ogsa den stokastiske variable Xq-Xg- - - - - X,, middelveerds,

Og E(Xi Xy - X,) = BE(X1)-E(Xs) - -+ - B(X,). (4.4.8)

Bevis: Vi kan ngjes med at bevise seetningen for n = 2, da det generelle
resultat fglger ved induktion. Som ssedvanlig betegner T' den teellelige
mengde, pa hvilken (X7, X5) er koncentreret, mens sandsynlighedsfunk-
tionen for (X7, X5) betegnes med p, og sandsynlighedsfunktionen for X;,
1= 1,2, med p;. Da X; har middelveerdi, er ifplge Seetning 4.4.2

> wlp(@r, a2) < oo, i=1,2.
(z1,22)€T

Derfor medfgrer trekantsuligheden |x; 4+ 25| < |z1] + |z2| at

Z |LL’1 + :C2|p(:€1, flfg) < 00,
(z1,22)€T

hvorfor den stokastiske variable X; 4+ X, ifolge Seetning 4.4.2 har mid-
delveerdi, som kan beregnes ved

Z (w1 + 22)p(21,22) = Z z1p(x1, 22) + Z Top(21, T2)

(z1,22)€T (z1,22)€T (z1,22)€T
— E(X)) +E(X).

For at vise den sidste pastand, antages det nu, at X; og X, er uatheengige.
Dermed er p(z1,x2) = pi(x1)p2(xs), og vi kan antage, at T = Tj X
Ty, hvor T og T3 er teellelige delmeengder af IR, jfr. Seetning 4.3.1 og
bemerkningerne efter denne sesetning. Derfor er

Yo mmlp(zy, a9) = ) (Z \:c1|p1(x1)\x2\p2(:c2))

(z1,2)€T z2€Ty \z1€T)
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= Z |z2|pa(z2) ( Z ‘xl‘pl(xl))

xo€Ts r1€T]
= Z \x1|p1(x1) Z |x2|p2(:€2) )
x1€T] xo€Ts

og de to summer i det sidste udtryk er endelige, da X; og X5 begge
har middelveerdi. Igen kan vi bruge Seetning 4.4.2 til at slutte, at den
stokastiske variable X; X5 har midddelveerdi, som kan beregnes ved

E(X1X2): Z 551932P(931>=T2)

(z1,22)€T
= Z:T ( Z:T $1p1($1)$2p2($2)) = Z:T Topa(22) ( X:T x1p1($1))
= ( X:T €C1p1($1)) ( ZT $2p2($2)) = E(X1)E(Xy).

O
For at sikre, at wvariansen af en diskret fordeling eksisterer, ma vi
kraeve mere end for middelveaerdien.

Definition 4.4.7 Lad X vere en diskret stokastisk variabel, som er kon-
centreret pa den tellelige mangde T = {xz;|i € IN}, og som har sand-
synlighedsfuktion p. Da siges X at have varians, hvis

> aip(x;) < oo, (4.4.9)
i=1
og vi definerer i sa fald variansen af X wved
Var(X) = E ([X - E(X)P?). (4.4.10)

Forst ma vi lige overveje, at variansen er veldefineret. Da | X| < X2+
1, medfgrer (4.4.9) ifplge Seetning 4.4.5, at X har middelveerdi, og da

(X — E(X)]? = X? + E(X)? - 2XE(X)
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sikrer Seetning 4.4.6, at den stokastiske variable [X — E(X)]* har middel-
veerdi. Betingelsen (4.4.9) kan kort skrives som E(X?) < oo.

Det er klart, at formlerne (3.7.9) og (3.7.10) ogsa geelder for generelle
diskrete fordelinger. For disse kaldes kvadratroden af variansen naturlig-
vis ogsa spredningen eller standardafvigelsen .

Eksempel 4.1.4 (fortsat). Poissonfordelingens varians kan udregnes pa
folgende made. Lad X veere Poissonfordelt med parameter A. Da er

E(X(X-1) = Y ili— 1)%e—A
=0 :
00 i—2 oo }j
_ )\22 A 'e—)\:)\ZZA_‘e—A:)\Z’
i=2 ( 2)- j=0J*

hvor 7 = ¢ — 2. Heraf folger det, at
Var(X) = E(X(X — 1)) + EX — (EX)? = X2+ A = A2 =\,

Bemeerk, at for en Poissonfordeling er variansen lig middelveerdien.
O

Eksempel 4.1.5 (fortsat). Lad os nu finde variansen af en stokastisk
variabel X, der er geometrisk fordelt med parameter 6.

E(X?) = iz’zeu —0) = (1-10) iizg(l _ gyt

= (1-90) <i(l — 1)29(1 — Q)i_l + ig(l _ 9)1’—1

+2 i(i —1)6(1 — e)i—1>
= (1-0) (B(X?) +1+2E(X)).
Da vi i afsnit 4.4 sa, at E(X) = (1 —0)/0, er

1—6  2(1-0)>
L 21-0)

B(X?) = o S
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saledes at

1-0 (1-62> 1-6
Var(X) = 7 + PR

At raekken 3°2°,i%0(1 — 6)% er konvergent, kan man overbevise sig om

pa omtrent samme made som i forbindelse med middelvaerdien af en

geometrisk fordeling.
O

Saetning 4.4.8 For en diskret stokastisk variabel X, som har varians,
er Var(X) = 0 hvis og kun hvis P(X = E(X)) = 1.

Beviset for denne satning udelades, da det er omtrent identisk med
beviset for Seetning 3.7.12.

4.5 Kovarians og korrelation

For at definere kovariansen mellem to diskrete stokastiske variable X og
Y, ma man sikre sig, at middelveerdien i (3.8.1) eksisterer. Antag, at X
og Y begge har varians, d.v.s. at

E(X?) <o og E(Y?) < oo. (4.5.1)

Vi sa i forrige afsnit, at dette medferer, at middelvaerdien af X og Y ogsa
eksisterer. Da

(X —E(X))(Y —E(Y)) = XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y)

0g
[ XY] < 3(X*+Y7),

ser vi af Ssetningerne 4.4.5 og 4.4.6, at betingelsen (4.5.1) ogsa sikrer, at
den stokastiske variable (X —E(X))(Y —E(Y")) har middelveerdi, saledes
at vi kan definere kovariansen ved (3.8.1) og dermed korrelationen ved
(3.8.8). Det er klart, at vi stadig kan beregne kovariansen ved (3.8.2),
samt at regnereglerne (3.8.3) — (3.8.5) geelder for tre diskrete stokastiske,
forudsat at de alle har varians.

En gennemgang af beviserne i afsnit 3.8 viser, at alt hvad der star
i det afsnit om varianser, kovarianser og korrelationer ogsa holder for
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generelle diskrete stokastiske variable, hvis blot det forudsaettes, at alle
indgaende stokastiske variable har varians, altsa opfylder (4.4.9). Der er
derfor ingen grund til at bruge papir pa gentage alle disse resultater med
denne betingelse tilfgjet.

4.6 Betingede fordelinger

Lad P vere en diskret fordeling, som er koncentreret pa den tellelige
mengde 7" C IR™ med sandsynlighedsfunktion p. Vi sa i Seetning 1.4.8,
at funktionen B — P(B|A) for enhver fast delmeengde A C T med
P(A) > 0 er et sandsynlighedsmal, den betingede fordeling givet A. Den
betingede fordeling er ogsa diskret. Den er koncentreret pa A og har en
sandsynlighedsfunktion, som er givet ved

p(z|A) = p(x)1a(z)/P(A). (4.6.1)
Lad os indse dette. At (4.6.1) er en sandsynlighedsfunktion pa A er klart:

S pla]A) = ﬁ S pla) = 1.

z€A €A
Endvidere er

S pleld) = g 3 plo) =T 5L = P(BIA)

r€EB r€ANB

Vi har dermed vist, at (4.6.1) er sandsynlighedsfunktion for den betingede
fordeling givet A.

Betragt for eksempel en to-dimensional diskret stokastisk vektor (X7,
X5) med sandsynlighedsfunktion p(zq,z5). Antag, at X; er koncentreret
pa den tellelige maengde T;. Da er den betingede fordeling af (X7, X5)
givet Xy = a, hvor P(Xy = a) > 0, koncentreret pa T3 x {a}, sa man kan
opfatte den som en fordeling pa 77 (a er jo fast) med sandsynligheds-
funktion

P(Xyi=z1,Xs=0a) _ p(z1,a)
P(X; =a) pa(a)

p(r1] Xy = a) = for z, € Ty, (4.6.2)

Her er py sandsynlighedsfunktionen for den marginale fordeling af X.
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Som et andet eksempel, betragt en stokastisk vektor (X7, X5) med
simultan sandsynlighedsfunktion P, hvor bade X; og X5 er koncentreret
pa INg. Da er den betingede fordeling af (X, Xs) givet X; + Xo = y
(y € INg) koncentreret pa meengden

M= {(l’l, 115'2)|£l§'1 + X2 = y} = {(07 y)v (Ly - 1)7 SRR (y -1, ]-)7 (y7 0)}
med sandsynlighedsfunktionen

P(931>552)

plry, x| X1+ Xo =vy) = - e
( | ) op(i,y —1)

(4.6.3)

for (z1,22) € M. Neevneren Y7 p(i,y — i) er sandsynlighedsfunktionen
for X7 + X5 i punktet y, som er udtrykt ved p under brug af Seetning
4.2.4.

Eksempel 4.6.1 Lad X; og X5 veere to uafheengige stokastiske variable,
som begge er geometrisk fordelte med parameter 6 € (0, 1). Ifolge opgave
4.9 er sandsynlighedsfunktionen for Y = X + X, givet ved q(y) = 6%(1 —
0)Y(y + 1), y € INg, sa den betingede fordeling af (X7, X) givet Y =y
har sandsynlighedsfunktionen

(1 —-0)"0(1—-0)= 1
02(1—0)(y+1)  y+1

p(zy, 2|Y =y) =

for (z1,z2) € M. Vi ser, at den betingede fordeling af (X, Xs) givet
Y = y er ligefordelingen pa M. Da der er en entydig forbindelse mellem
(x1,22) € M og x1, kan vi konkludere (jfr. (4.2.1)), at den betingede
fordeling af X givet Y = y er en ligefordeling pa {0,1,...,y}.

O

4.7 Sammenfatning

I dette kapitel har vi beskaeftiget os med generelle diskrete fordelinger,
d.v.s. sandsynlighedsmal, der er defineret pa tellelige meengder. I lig-
hed med fordelingerne i Kapitel 3, kan en generel diskret fordeling mest
naturligt specificeres ved hjeelp af en sandsynlighedsfunktion. I det hele
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taget er resultater og definitioner i Kapitel 4 en gentagelse af, hvad vi sa
i Kapitel 3, dog med den vigtige forskel, at vi for generelle diskrete for-
delinger i mange tilfselde ma sikre os, at de indgaende uendelige summer
konvergerer. Noget nyt i forhold til forrige kapitel er, at vi for en diskret
fordeling betragtede den betingede fordeling givet en delmeengde af de
mulige udfald og beviste, at denne betingede fordeling ogsa er diskret og
kan specificeres ved en sandsynlighedsfunktion.

Sidst men ikke mindst blev den vigtige Poissonfordeling og den geo-
metriske fordeling indfgrt og studeret.

4.8 Opgaver

4.1 (a) Vis, for X Poissonfordelt med parameter A, rekursionsformlen

A

P(X::)s+1):x+1

P(X =x).

(b) Vis, at Poissonfordelingens sandsynlighedsfunktion har et en-
tydigt maksimum hvis og kun hvis A ikke er et positivt heltal, og
at dette maksimum i sa fald antages i punktet x = [A] (hvor [)]
betegner heltalsdelen af A, dvs. det stgrste hele tal som er mindre
end eller lig \).

4.2 Lad X; og X, veere uafhaengige Poisson fordelte stokastiske variable
med parametre A\; og Ao. Saet Y = (X + X5)/2.
(a) Find meengden F' af mulige veerdier af Y.
(b) Find ¢(y) = P(Y =y) for y € F.

4.3 Lad X; og X5 veere uathaengige Poisson fordelte stokastiske variable
med parametre am; og ams. Seet Y = (X1 + Xy)/(my + ma).
(a) Find meengden F' af mulige veerdier af Y.
(b) Find ¢(y) = P(Y =y) for y € F.

4.4 A star ved en lidet trafikeret vej og haber pa at fange en ledig taxa.
Der kommer i gennemsnit én hver halve time. Vi antager derfor, at
antal taxaer pr. minut er Poissonfordelt med parameter 1/30, og at
disse antal er uatheengige fra minut til minut.
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4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

(a) Hvad er sandsynligheden for at A ma vente mere end 1/2 time?

(b) Hvad er sandsynligheden for at A ma vente mere end 1 1/2
time?

(c) Hvad er sandsynligheden for at A far en taxa allerede for der er
gaet 10 minutter?

(d) Vis, at ventetiden, afrundet nedad til helt minuttal, er geo-
metrisk fordelt med parameter p = 1 — e~/30 ~ 1/30.

Antag at sandsynligheden for at en sikring er defekt er 0.03. Benyt
Seetning 4.1.2 til at beregne en approksimation til sandsynligheden
for, at der i en pakke med 100 sikringer hgjst er 2 defekte.

En terning kastes indtil den fgrste sekser opnas. Lad X betegne
antallet af kast for en sekser opnas. Hvad er sandsynligheden for
at X < 67 Hvad er den stgrste veerdi af ¢ € IN for hvilken P(X >
i) > 37

Antag, at den stokastiske variable X er geometrisk fordelt med

parameter p. Find sandsynlighedsfunktionerne for de stokastiske
variable Y = X? og Z = X + 3.

Antag, at X er geometrisk fordelt med parameter p, og definer
en ny stokastisk variabel ved ¥ = X V M, hvor M € IN. Find
sandsynlighedsfunktionen for Y.

Lad X; og X5 veere uafheengige stokastiske variable, som er geo-
metrisk fordelte med samme parameter 6. Vis, at sandsynligheds-
funktionen for summen Y = X; + X5 er

qly) = *(1 — 0)"(y +1).

Fordelingen med denne sandsynlighedsfunktion kaldes den negative
binomialfordeling med antalsparameter 2 og sandsynlighedspara-
meter 6.

Lad X; og X5 veere uafheengige stokastiske variable, som er geo-
metrisk fordelte med parametre #; og 6. Find P(X; > Xs) og
P(Xl = Xg)
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4.11

4.12

4.13

4.14

Lad X veere en diskret stokastisk variabel, som er koncentreret pa
meengden M = {§|n = 0,1,2...}. Antag, at X har sandsynlig-
hedsfunktionen
p(x) = 6**(1—0), =€ M,
hvor 6 € (0,1).
(a) Vis, at 2X er geometrisk fordelt med parameter 1 — 6.
(b) Find E(X) og Var(X).
(¢) Vis, at P(X € INg) = ﬁ.

Lad (X,Y) veere en diskret stokastisk vektor i IR* med sandsynlig-
hedsfunktion

z!(y—ax)!

ave % par (z,y) € M
p(r,y) =

0 ellers,

hvor M = {(z,y) € IN3| x < y}.

(a) Vis, at Y er Poissonfordelt med parameter 2. Vink: Ifglge
binomialformlen (B.3.3) med z =y =1 er

£(2)--

=0

Definer en ny stokastisk variabel Z ved Z =Y — X.

(b) Vis, at X og Z er stokastisk uafheengige, og at de begge er
Poissonfordelte med parameter a.

Lad X veere en stokastisk variabel pa INy. Vis at

E(X) =Y P(X > n).

n=0

Lad X vere Poissonfordelt med parameter A\. Hvad er E (2X )?
Hvad er E ((1+ X)™1)?
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4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

(a) Vis, at
1
p(n) = w1y n € IN,

er en sandsynlighedsfunktion. Vink: Benyt, at m = % — o

(b) Undersgg, om den tilsvarende fordeling har middelveerdi.

Lad S; og Sy veere uafheengige, binomialfordelte stokastiske variable
med antalsparametre n; og n, og med samme sandsynlighedspara-
meter p. Vis, at den betingede fordeling af S; givet S; + 55 = s,
er den hypergeometriske fordeling med parametre N = n; + no,
R=mny0gn=s.

Lad (Si,...,S5) veere polynomialfordelt af orden 5 med antalspa-
rameter n og sandsynlighedsparametre py, ..., ps.

(a) Vis, at den betingede fordeling af (57, Ss, S3) givet S7 + Sy +
S3 = m (m € {0,1,...,n}) er en polynomialfordeling af orden

3 med antalsparameter m og sandsynlighedsparametre o +§; el
D2 p3

p1t+p2+p3’ p1+p2+p3’
(b) Formuler det generelle resultat, som (a) er et specialtilfeelde af.

Lad X; og X5 veere uafhengige Poissonfordelte stokastiske variable
med parametre \; og A\o. Vis at den betingede fordeling af X; givet
X1+ X, =n (n € IN), er binomialfordelingen med antalsparameter

n og sandsynlighedsparameter /\111/\2.

Lad Xi,..., X} veere uatheengige Poissonfordelte stokastiske vari-
able med parametre A1, ..., \x, og definer 7 = X; +-- -+ X,. Hvad
er den betingede fordeling af (X,..., Xs) givet Z = n (n € IN).
(Her bliver den betingede fordeling en polynomialfordeling). Hvad
er P(X; =u1|Z =n)?



Kapitel 5

En-dimensionale kontinuerte
fordelinger

I mange situationer er det naturligt at benytte en sandsynlighedsteore-
tisk model, hvor alle tal i et interval eller pa hele den reelle akse er mulige
udfald. Eksempler er leengdemalinger med malefejl, veegten af en tilfeel-
digt udvalgt person eller ventetiden mellem to tilfzeldige begivenheder,
for eksempel anmeldelsen af skader til et forsikringsselskab. I sadanne
situationer har man behov for modeller, hvor sandsynlighedsmassen er
fordelt ud over alle reelle tal i et interval og ikke koncentreret pa en ende-
lig eller teellelig delmaengde, som den er for diskrete fordelinger. Sadanne
fordelinger, der kaldes kontinuerte fordelinger, er emnet for dette kapitel.

5.1 Kontinuerte fordelinger og taetheder

Vi sa to eksempler pa kontinuerte fordelinger i Kapitel 1. I Eksempel
1.3.1 udledte vi en model for udtraekning af et tilfeeldigt tal i intervallet
[0, 1]. Sandsynligheden for et udfald i et interval I C [0,1] er i dette
tilfeelde leengden af intervallet |I|. Vi kan skrive dette som

P(D) = [ 1@z,

hvor 1; betegner indikatorfunktionen for I, se (1.3.5). Her er sandsyn-
lighedsmassen fordelt jeevnt ud over intervallet [0, 1]. I Eksempel 1.3.3
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var

P(I) = /01 17(x)32%dz.

Her er sandsynlighedsmassen ogsa fordelt ud over hele [0, 1], men den er
ikke delt jeevnt ud. Dens fordeling er bestemt af funktionen p(z) = 32,
som kaldes sandsynlighedstaetheden. I Eksempel 1.3.1 er sandsynligheds-
teetheden p(z) = 1p1j(x). Lad os se pa endnu et eksempel.

Eksempel 5.1.1 Betragt tilfaeldigt ankommende begivenheder. Det kan
for eksempel veere besgg pa en web-site eller ankomst af kunder til et
kasseapparat. Som diskuteret i Eksempel 4.1.1, er det en god model for
tilfeeldigt ankommende begivenheder at antage, at antallet af begivenhe-
der i tidsintervallet [0, ¢], hvor ¢ > 0, er Poissonfordelt med parameter At
(med A passende valgt; i Eksempel 4.1.1 var A = 3 et godt valg). Lad
T veere den stokastiske variable, som angiver tidspunktet for den fgrste
begivenhed efter tid 0. Da er haendelsen T > t lig med heendelsen, at
antallet af heendelser i tidsintervallet [0, ¢] er lig nul. Sandsynligheden for

den sidste haendelse er e, sa

P(T >t)=e.
Heraf ses, at for to > t; > 0 er
P(T € (t1,t]) = P(T > t1) — P(T > ty) = e M — e M2,
eller

to
P(T € (tl, tg]) = e Mdx.

t1
Her er sandsynlighedsmassen fordelt ud over hele den positive halvakse
(0, 00) med sandsynlighedsteetheden p(r) = Ae™**. Bemeerk, at

P(T € (z,x+h]) e —eoth
h B h
oM
= )\e_mil )\2 — e

for h — 0. For sma veerdier af h er altsa P (T € (x,x + h]) ~ p(z)h.
O
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Definition 5.1.2 En funktion p fra et interval I C R ind i [0,00), som
opfylder, at

/Ip(fv)d:r =1, (5.1.1)

kaldes en sandsynlighedsteethed pa I.

Det er naturligvis underforstaet, at p er sadan, at integralet i (5.1.1)
eksisterer. Information om integration over reelle intervaller er samlet
i Appendiks D. En sandsynlighedsteethed kaldes somme tider en teet-
hedsfunktion eller blot en teethed. Enhver sandsynlighedsteethed p pa et
interval I C IR definerer et sandsynlighedsmal P pa I ved

P(A) = /1 14(2)p(z)da = /A p(x)dz, (5.1.2)

hvor A er en vilkarlig delmaengde af I (eller i hvert fald en delmangde, for
hvilken man kan give mening til integralet), og hvor 1,4 er indikatorfunk-
tionen for A, se (A.1.15). Bemerk analogien til (4.1.4), som definerer
en diskret fordeling. Den eneste forskel er, at summen i (4.1.4) her er
erstattet med et integral og sandsynlighedsfunktionen med en sandsyn-
lighedstaethed.

Lad os overbevise os om, at P er et sandsynlighedsmal pa I. Hvis A
er en delmeengde af I, er for alle x € 1

0 < 1a(z)p(x) < p(z),

hvoraf det folger ved integration over I at 0 < P(A) < 1. Endvidere er
ifglge (5.1.1)

P() = [ pa)dz =1,

sa (1.3.2) er opfyldt. Lad endelig A og B veere disjunkte delmaengder af
I. Da

Laup(2)p(z) = 1a(2)p(z) + 1p(x)p(z),
folger det, at

PAUB) = [ Lup(@)p(a)ds

_ /I 1a(2)p(z)dz + /1 15(2)p(z)dz = P(A) + P(B),
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saledes at (1.3.3) er opfyldt. Vi har dermed godtgjort, at P defineret ved
(5.1.2) er et sandsynlighedsmal pa I.

Et sandsynlighedsmal, der er defineret ved (5.1.2) ud fra en sandsyn-
lighedsteethed p kaldes en kontinuert fordeling, og man siger, at det har
sandsynlighedstaethed p. Som diskuteret i begyndelsen af Kapitel 3 kan
man opfatte P som en fordeling pa hele den reelle akse ved for B C IR
at seette P(B) = P(BNI). Dette svarer til at definere P(B) ved (5.1.2),
hvor p(x) er sat lig nul for = ¢ I. Man definerer ofte pa denne made p(z)
for alle x € R, selv om fordelingen er koncentreret pa et mindre interval.
En stokastisk variabel, hvis fordeling er kontinuert, kaldes en kontinu-
ert stokastisk variabel. Hvis X er en kontinuert stokastisk variabel, hvis
fordeling har sandsynlighedsteethed p, er

[e.e]

P(X € A) = / 14(2)p(e)dx

—00

for enhver delmaengde A C IR. Bemeerk, at der specielt galder, at

PIX =a)= [ 1w(@)p(e)ds =0

for ethvert a € IR. Bemark ogsa, at man kan sendre veerdien af p i et
endeligt antal punkter uden at sendre den tilsvarende sandsynlighedsfor-
deling. En bestemt kontinuert fordeling kan altsa godt have flere sand-
synlighedstaetheder.

Eksempel 5.1.3 For et begraenset interval I = [a,b], hvor a < b, er

funktionen
Lo
p(x) = %@) (5.1.3)
—a
en sandsynlighedstaethed pa I. Den tilsvarende kontinuerte fordeling kal-
des ligefordelingen pa |a, b]. Den kaldes ogsa den rektanguleere fordeling
eller den uniforme fordeling pa [a, b]. Denne fordeling svarer til at traekke
et tal tilfeeldigt i intervallet [a, b]. Man kan pa tilsvarende made definere
en ligefordeling pa enhver delmangde af IR, som kan tilskrives en endelig
leengde, f.eks. (a,b) eller (a,b) U [c,d], hvor a < b < ¢ < d.
O
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Ligefordeling

1.0

0.6
1

0.4

0.2
1

-05 0.0 0.5 1.0 15

Figur 5.1.1: Sandsynlighedsteaetheden for ligefordelingen pa [0, 1].

Eksempel 5.1.1 (fortsat). Funktionen
Ae™ >0 (5.1.4)

er en sandsynlighedstaethed pa intervallet (0, 00). Den tilsvarende konti-
nuerte fordeling kaldes eksponentialfordelingen med parameter . Vi kan
altsa sige, at T' er eksponentialfordelt med parameter A. Nar A = 1 kaldes
fordelingen standard eksponentialfordelingen eller den normerede ekspo-
nentialfordeling.

O

Eksempel 5.1.4 Funktionen
p(e) = G251, we(0,1), (5.1.5)

hvor 3 > 0, er en sandsynlighedstaethed pa (0,1) (overvej lige tilfeeldet
B € (0,1) en ekstra gang). Sandsynlighedsteetheden i Eksempel 1.3.3
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Eksponentialfordelingen
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Figur 5.1.2: Sandsynlighedstaetheden for eksponentialfordelingen med pa-
rameter A = 1.

er af denne type med 5 = 3, mens ligefordelingen pa (0,1) opnas for
B = 1. Den tilsvarende kontinuerte fordeling kaldes en Beta-fordeling.
Vi betragter kun en serligt enkel type Beta-fordeling her. Den generelle
Beta-fordeling har teethed ca®~(1 — 2)*!, 2 € (0,1), hvor a > 0 og
G > 0, og hvor c er en konstant, som sikrer, at der er tale om en sandsyn-
lighedsteethed. Vi vil her kun beskeeftige os med den specielle form givet
ved (5.1.5). Et udtryk for konstanten ¢ vil dog blive fundet i beviset for
Seetning 8.1.3, se ogsa opgave 8.7.

([

Lad P veere en kontinuert fordeling med sandsynlighedsteethed p. For
sma veerdier af 6 > 0 er

Pllzo.mo+ ) = [ p(a)dz = p(ao)s,

zo
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25

2.0

15

1.0

0.0
1

-05 0.0 0.5 1.0 15

Figur 5.1.3: Sandsynlighedstaetheden givet ved (5.1.5) med § = 3.

forudsat at funktionen p er kontinuert i punktet xq. Vi ser, at veerdi-
en af sandsynlighedsteetheden p i dens kontinuitetspunkter kan fortolkes
som sandsynlighedsmasse per maleenhed (f. eks. leengdeenhed), hvilket
jo stemmer godt overens med betegnelsen sandsynlighedstaethed.

Fordelingsfunktionen for en kontinuert fordeling pa den reelle akse
med sandsynlighedstaethed p er givet ved

Fe)= [ ply)dy. (5.1.6)

Fordelingen kan godt veere koncentreret pa en delmaengde M af IR, men
dette tilfeelde er jo dackket ved at seette veerdien af p lig nul udenfor M.

Eksempel 5.1.3 (fortsat). Fordelingsfunktionen for ligefordelingen pa
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intervallet (a,b) er

0 forz<a
r—a

F(z) = /w 71([)‘1’b)(y)dy =4 7o fora<z<b
oo U a 1 for x > b,

som er stykvis lineser. Se Figur 2.2.2.
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Figur 5.1.4: Fordelingsfunktionen for fordelingen med sandsynlighedstaet-
hed givet ved (5.1.5) med g = 3.

Eksempel 5.1.4 (fortsat). Fordelingsfunktionen for fordelingen med teet-
hed (5.1.5) er

T 0 fOI' x S 0
F(x) = / 596_11(0,1)(y)dy ={ 28 for0<z<1
e 1 foraz>1.
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Fordelingsfunktionen er en svagt voksende kontinuert funktion fra IR
ind i [0, 1], som opfylder, at

Jim F(n) = lim [ ply)dy= /_Oo p(y)dy =1,
samt at
lim F(—n) = lim P((—o0,—n]) = lim [I — P((—n,0c0))]
= 1-Jim / ply)dy=1- /_oo p(y)dy = 0.

Af (5.1.6) ses, at I er en stamfunktion til p. Derfor er F' differentiabel
i ethvert kontinuitetspunkt for taetheden p, og

F'(z) = p(x). (5.1.7)

Vi ser, at i hvert fald for kontinuerte fordelinger med kontinuert sandsyn-
lighedsteethed bestemmer fordelingsfunktionen sandsynlighedstetheden
og dermed fordelingen. Dette resultat blev allerede nasevnt i Afsnit 2.2.

Nu fglger et par resultater, som er nyttige, hvis en fordelingsfunk-
tion er givet, og man ud fra denne gnsker at afggre, om den tilsvarende
fordeling er kontinuert.

Saetning 5.1.5 Antag, at en fordelingsfunktion F har formen
Fla)= [ flydy. (5.1.8)

hvor f er ikke-negativ. Da er fordelingen svarende til F' kontinuert med
sandsynlighedstethed f.

Bevis: Da

/OO f(x)de = lim ! f(z)dz = lim F(n) =1,

—00 —00 n—0oo

hvor vi har brugt (2.2.3), ses det, at f er en sandsynlighedstaethed pa

R. Den tilsvarende fordelingsfunktion er F'. Da der til enhver fordelings-

funktion svarer netop én fordeling, er den til F' svarende fordeling altsa
kontinuert med taethed f.

O

Af hensyn til den naeste seetning mindes der om, at en funktion f

kaldes kontinuert differentiabel, hvis den er differentiabel og den afledede
funktion f’ er kontinuert.



154 En-dimensionale kontinuerte fordelinger

Saetning 5.1.6 Lad F vere fordelingsfunktion for en fordeling, som er
koncentreret pa et interval (a,b), d.v.s. P((a,b)) = 1. Eventuelt kan a
vere —oo, ligesom b eventuelt kan vere oo. Antag at F er kontinuert
differentiabel pa (a,b). Da er den til F' svarende fordeling kontinuert
med sandsynlighedstethed p(x) = F'(x) for x € (a,b) og p(z) = 0 for
z ¢ (a,b).
Bevis: Definer en funktion p ved p(x) = F'(x) for z € (a,b) og p(z) =0
for x ¢ (a,b). Da en fordelingsfunktion iflg. afsnit 2.2 er svagt voksende,
er p(x) > 0, og da (overvej tilfeeldet —oo < a)
| pw)y = F(a) = F(-n)
for alle n € IN og for alle reelle x > —n, folger det af (2.2.4) ved at
lade n ga mod uendelig, at F' opfylder (5.1.8). Derfor folger ssetningen af
Seetning 5.1.5.
O

Hvis a eller b er endelige tal, kan man definere p(a) og p(b) som man

har lyst til.

Eksempel 5.1.1 (fortsat). I Eksempel 2.2.2 udledte vi fordelingsfunk-
tionen

AT :
F(:p):{l e hvis x > 0

0 hvis z <0

for en fordeling, der er koncentreret pa (0,00). Da F'(z) = Xe™** for
x > 0, er der tale om eksponentialfordelingen med parameter \.
O

Man kan benytte fordelingsfunktionen til at beregne sandsynlighe-
den for udfald i foreningsmeengden af endeligt mange intervaller. Frem-
gangsmaden illustreres af fglgende eksempel.

Eksempel 5.1.3 (fortsat). Lad den stokastiske variable X veere ligefor-
delt pa [—1,2]. Da er

P(IX|>2) = P(Xe|-1,-2]ul2,2))
(F(=3) - F(-1)
(5 -0+ (1-5) =5

Bemeerk, at vi har brugt, at for eksempel P(X =2 ) = 0. O

~—
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Lad os slutte dette afsnit med at neevne, at der findes andre forde-
linger pa den reelle akse end de diskrete og de kontinuerte. Dels findes
der nogle meget saere fordelinger, som er koncentreret pa lige sa seere del-
maengder af IR, dels findes der de mere medggrlige fordelinger af blandet
type, som ikke sjeeldent optreeder i praksis. Vi giver et eksempel pa den
sidste type, som vi derefter ikke vil beskeeftige os yderligere med i disse
noter.

1.0

0.8
1

0.6
1

0.4

0.2

0.0
L

T T T T T T T T
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figur 5.1.5: Fordelingsfunktionen for den stokastiske variable Y i Eksem-
pel 5.1.7.

Eksempel 5.1.7 Lad den stokastiske variable X vere ligefordelt pa
[—1,1]. Fordelingen af Y = X V0 er af den neevnte blandede type. Halv-
delen af sandsynlighedsmassen i denne fordeling er koncentreret i punktet
0, og den anden halvdel er jeevnt fordelt over enhedsintervallet. Man kan
naturligvis hverken opskrive en sandsynlighedsfunktion eller en sandsyn-
lighedsteethed i dette tilfeelde, men fordelingsfunktionen er veldefineret.
Fory € (0,1]er PY <y)=PY =0+P0O0<Y <y)=PX <
0)+ P(0< X <y),sa

0 fory <0
Fly)=1{ 43y for 0<y <1,
1 for 1 <y.
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5.2 Middelvaerdi og varians

Ogsa for mange kontinuerte fordelinger kan man definere storrelserne
middelveerdi og varians. Definitionen af en kontinuert fordeling ligner de-
finitionen af en diskret fordeling bortset fra, at summen er erstattet med
et integral og sandsynlighedsfunktionen med en sandsynlighedstaethed.
Pa tilsvarende made definerer vi middelveerdi og varians for en kontinu-
ert fordeling ved at erstatte summen med et integral og sandsynligheds-
funktionen med en sandsynlighedstaethed i definitionerne for en diskret
fordeling. Da sandsynlighedsteetheden angiver sandsynlighedsmasse per
maleenhed, har middelveerdi og varians for kontinuerte fordelinger sam-
me fortolkning som for diskrete fordelinger. Resultater og beviser er helt
parallelle til, hvad vi tidligere har set, men med summation erstattet
med integration. Ligesom vi for diskrete fordelinger skulle sikre os, at de
indgaende summer konvergerer, ma vi her passe lidt pa med integralerne.

Definition 5.2.1 Lad X vere en kontinuert stokastisk variabel, som har
sandsynlighedstethed p. Da siges X at have middelveerdi, hvis

/Z lz|p(z)dz < oo, (5.2.1)

og vi definerer i sa fald middelverdien af X som
E(X) = /OO xp(z)dr < oo. (5.2.2)

Her er p defineret pa hele IR. Hvis fordelingen af X er koncentreret pa
et delinterval I af den reelle akse, satter vi som sedvanlig p(z) = 0,
nar x ¢ I. I sadanne tilfeelde, er det naturligvis nok at integrere over
intervallet I.

Hvis (5.2.1) ikke er opfyldt, siger man, at X ikke har middelveerdi,
eller at middelveerdien ikke er defineret. Nar vi kreever, at (5.2.1) er
opfyldt, er det for at udelukke den ubehagelige situation, hvor

0 00
/ xp(z)dr = —oc0  og / xp(z)dr = oo.
oo 0

Hvis X er koncentreret pa et interval I C IR, kan dette ikke ske, hvorfor
man ofte i dette tilfaelde tillader sig at skrive E(X) = oo, nar (5.2.1) ikke
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er opfyldt. Vi kan i samme and generelt skrive betingelse (5.2.1) kort som
E(|X]) < 0.

Hvis X er en begraenset stokastisk variabel, kan man altid vaere sikker
pa at middelveerdien eksisterer. Antag nemlig, at der findes et ¢ > 0, sa
P(X € [—c,c]) =1. Daer

C

/O:O |z|p(x)dr = /_ |z|p(z)dz < c/ p(z)dr = ¢ < oo,

- —c

sa X har middelveerdi.

Eksempel 5.1.3 (fortsat). Middelveerdien for ligefordelingen pa [a, b] er

1 b 1 b P—a® a+b
de = —— |12 = =
b—a/axx a{th 2(b —a) 2

altsa midtpunktet af intervallet [a, b], hvilket giver god mening. a

Eksempel 5.1.1 (fortsat). Middelveerdien for eksponentialfordelingen
med parameter A er A7, da

/On zhe Mdr = {x (—e_’\w)}z — /On (—e_’\w) dx

— _ne—)\n + )\—1(1 o e—)\n) N )\—l

for n — oo.
O

Eksempel 5.2.2 Funktionen p(z) = az= @+ for x > 1, hvor o > 0, er
en sandsynlighedstaethed pa [1,00) (check dette). Den tilsvarende forde-
ling kaldes Pareto-fordelingen. Da

n n poaotl n
/ raz~ @y = a/ % gr = «
1 1 —a+1];
for a # 1, mens der for o = 1 geelder, at
/ zz~*dr = [log(2)]},
1

ses det, at hvis a < 1, har Pareto-fordelingen ikke middelveerdi. For
a > 1 er middelveerdien o/ (o — 1).

O
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Ogsa for kontinuerte stokastiske variable kan man pa enkel vis beregne
middelveerdien af en transformeret stokastisk variabel.

Saetning 5.2.3 Lad X wvere en kontinuert stokastisk variabel, som er
koncentreret pa intervallet I, og som har sandsynlighedstethed p. Lad
endvidere t veere en funktion fra I ind i IR. Da har den stokastiske variable
t(X) middelvaerdi hvis og kun hvis

/I\t(x)\p(x)dx < o0, (5.2.3)

og 1 sa fald er

E(t(X)) = /1 t(2)p(x)dz. (5.2.4)

Vi vil ikke vise denne saetning generelt. I Afsnit 5.4 vil den blive vist
i det specialtilfeelde, hvor afbildningen ¢ er strengt monoton og kontinu-
ert differentiabel. Bemeerk, at vi ikke kan veere sikre pa, at fordelingen
af t(X) er kontinuert eller diskret, se Eksempel 5.1.7. Seetning 5.2.3 er
i disse noter mest nyttig, nar ¢(X) har en fordeling af en type, for hvil-
ken vi har defineret middelveerdien, d.v.s. nar ¢(X) er kontinuert eller
diskret. I andre tilfeelde kan vi eventuelt tage (5.2.4) som definition af
middelveerdien.

Eksempel 5.1.4 (fortsat). Lad X veere en stokastisk variabel, hvis for-
deling har teethed (5.1.5), og definer en ny stokastisk variabel ved Y =

1/X. Da
/0 b x_ﬂlﬂ—ll

for B # 1, og da
1
| a7t = flog(a)],
0

ses det, at (5.2.3) kun er opfyldt, nar 8 > 1. For § < 1 har Y ikke
middelveerdi. For g > 1 giver (5.2.4), at
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Saetning 5.2.4 Lad X wvere en kontinuert stokastisk variabel, som er
koncentreret pa intervallet I. Lad ty og ty vere funktioner fra I ind i IR,
som begge opfylder (5.2.3). Da har den stokastiske variable t1(X)+t2(X)

middelverdi, og
Bt (X) + t2(X)) = E(t;(X)) + E(ta(X)). (5.2.5)

Hvis det yderligere antages, at t,(x) < to(z) for alle z € I, er
E(t(X)) < E(ts(X)). (5.2.6)

Bevis: Lad p betegne sandsynlighedstaetheden for X. Da |t (z)+t2(x)] <
[t ()] + [t2(2)], er

J 1@ + te@)p@)de < [ in@)p@)de + [ Jta()p(e)de < .

Da funktionen ¢, (z)+t2(x) altsa opfylder (5.2.3), har t1 (X ) +1to(X) ifolge
Seetning 5.2.3 middelveerdi givet ved

J @ +t@)p@d = [H@p@de+ [
= B(t(X)) + Blta(X)

Seetningens sidste pastand fglger af en velkendt egenskab ved integralet.
([l

Saetning 5.2.5 Lad X vere en kontinuert stokastisk variabel, som har
middelverdi, og lad a og b vere vilkarlige reelle tal. Da har ogsa den
stokastiske variable a + bX middelverdi, og

E(a + bX) = a + bE(X) (5.2.7)

Bevis: Saetningen er en konsekvens af Saetning 5.2.4 med t1(x) = a og
to(z) = bx. Lad p betegne sandsynlighedsteetheden for X. Da X har
middelveerdi, er

| lealp(@)de = bl [ Jalp(a)dz < oo,
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sa ty opfylder (5.2.3). At ¢; opfylder (5.2.3) er klart. Ifplge Seetning 5.2.4
har a 4+ bX derfor middelveerdi, som kan beregnes ved

/ ap(z)dz+ / bep(z)de = a / p(z)de+b / ep(x)de = a+bE(X).
O

Bemeerk, at det fglger af resultaterne i Seetningerne 5.2.4 og 5.2.5, at
der som for diskrete fordelinger geelder, at |E(X)| < E(|X]).

De gvrige resultater for middelveerdi, som vi har vist for diskrete
fordelinger, involverer mere end én stokastisk variabel. Da vi forst vil
definere kontinuerte stokastiske vektorer i Kapitel 6, ma vi vente til den-
ne definition er pa plads, fgr vi kan vise de tilsvarende resultater om
middelveerdi for kontinuerte stokastiske variable.

e}

Definition 5.2.6 Lad X vere en kontinuert stokastisk variabel, som har
sandsynlighedstethed p. Da siges X at have varians, hvis
/ 2*p(x)dr < oo, (5.2.8)

og vi definerer i sa fald variansen af X ved
Var(X) = E ([X - E(X)P?). (5.2.9)

Bemeerk, at betingelsen (5.2.8) ifolge Seetning 5.2.3 er ensbetyden-
de med E(X?) < co. Da |z| < 2?2 + 1, medferer (5.2.8) at ogsa (5.2.1)
er opfyldt. D.v.s. at (5.2.8) ogsa sikrer, at middelveerdien eksisterer. At
variansen er veldefineret indses nu pa samme made som for diskrete for-
delinger (under anvendelse af Saetning 5.2.4).

Ved beregninger som i Kapitel 5 fglger det af Seetningerne 5.2.4 og
5.2.5, at formlerne (3.7.9) og (3.7.10) ogsa gelder for kontinuerte for-
delinger. Som altid kaldes kvadratroden af variansen spredningen eller
standardafvigelsen.

Eksempel 5.1.1 (fortsat). For en eksponentialfordelt stokastisk varia-
bel X er

E(X?) = /OOO 22 he Mdx
= {:cQ (—e‘”)};o — /OOO 2x (—e‘”) dx

= 0+ 2\ 'E(X) =212
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sa eksponentialfordelingen har varians, og ifglge (3.7.9) er
Var(X) = BE(X?) — (E(X))2 =222 - 2= )2
Vi har her veeret lidt hurtigere end tidligere ved beregningen af integralet

over intervallet (0,00), men det er naturligvis stadig defineret som en
graenseveerdi.

O
Eksempel 5.1.3 (fortsat). Variansen for ligefordelingen pa [a, b] er
1 b 1 (b—a)/2
— [la = (a+b)/2dz = / 2q
b—aLLr (a+b)/2 du b—a 4%@ny Y
2 (b—a)/2
= 7 / ydy
—aJo
B 2 b—a\® _(b—a)
 3(b—a)\ 2 12
Spredningen er (b — a)/(2v/3). O

Eksempel 5.2.2 (fortsat). For Pareto-fordelingen er

%) o pat2 o0
/ 2oz~ @ty = a/ e = o
1 1 —a+ 2 )

for a # 2, og for a = 2 fas
/Oo 2?22 3 dz = [log(z)]}° = .
1

Det ses derfor, at hvis a < 2, har Pareto-fordelingen ikke varians. For
a > 2er

/OO ag~ @D gy = 2 ,
1 a—2

sa i det tilfaelde er variansen ifglge (3.7.9) lig

ai2_ (ail)zz (a—2)?a—1)2'
(I

Resultater om varians, som involverer flere kontinuerte stokastiske
variable, og alt vedrgrende kovarians og korrelation kan fgrst behandles
i kapitel 6.
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5.3 Normalfordelingen

Den kontinuerte fordeling med sandsynlighedsteetheden

1 2

= 2z eR 5.3.1
plr) = o= ae R (53
kaldes standard normalfordelingen. Den kaldes ogsa den normerede nor-
malfordeling, Gauss-fordelingen og u-fordelingen.

Det er ikke ganske klart, at (5.3.1) er en sandsynlighedstaethed. At
integralet af ¢(x) over IR er endeligt, kan ses pa folgende made

/ e 2y = 2/ e 2y < 2 <1+/ e_x2/2dz)
-n 0 1

< 2+2/ e~/2dy = 2 + A(e"F — e~ "),
1

Da det sidste udtryk konvergerer, ma ogsa den voksende folge [, e /2y
konvergere. Graenseveerdien er lig integralet [70 e~**/2dx. At integralet er
lig v/2m, saledes at ¢ er en sandsynlighedstaethed, vil vi ikke vise her. Det
vil blive vist i Opgave 6.1 i Kapitel 6. Fordelingsfunktionen for standard
normalfordelingen betegnes ®, d.v.s.

o) = [ ply)dy. (5.3.2)

Der findes ikke noget eksplicit udtryk for ® ved simple funktioner, sa
veerdierne af ®(z) ma findes enten ved tabelopslag eller ved hjelp af
regnemaskine eller computer.

For standard normalfordelingen er E(]X|*) < oo for alle k € IN.
Specielt eksisterer bade middelveerdi og varians. At

[e.e]
/ |z|Fe=*2dr < oo

— 00

kan for eksempel ses af, at man kan vise, at der findes et reelt tal K > 0,
sa |z)fe /2 < Ke /% for alle z € R. At e=*"/* er integrabel, ses pa
samme made, som vi brugte til at vise, at e™*/2 ¢r integrabel.
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Standard normalfordelingen

0.4

0.3

0.2
1

0.1

0.0
1

-4 -2 0 2 4

Figur 5.3.1: Standard normalfordelingens sandsynlighedstaethed.

Lad os sa finde middelveerdi og varians af standard normalfordelingen.
Da ¢ er en lige funktion (d.v.s. ¢(—x) = ¢(x)), er middelveerdien nul:

1 o) 2 1 0 2 o) 2
—z2/2 _ |:/ —xz?/2 / —z?/2 ]
— ze dx — Te dr + re dz
V2T /—oo Vor - 0

1 [e'e] 2 [e'e] 2
= | — - /2 - /2 =
T { /0 ze dx + /0 xre dx] 0.

For at finde variansen bemeerkes fglgende. Differentiation af teetheden
giver

0g
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Da ¢'(n) — 0 for n — +oo, er

/OO (2% — 1)\/%8—:(;2/2(& = /OO O"(z)dr = lim " (z)dx
—o0 T —00 n—oo J—

= lim (¢'(n) = ¢'(-n)) =

n—oo

Dermed er

o0 1 2 S| 2
2 —22)2 . / —22)2 5 _
' ——=e dr = —e der = 1.
/—oo V2T —o0o \/ 2T
hvor vi har brugt, at ¢ er en sandsynlighedsteethed. Da middelvaerdien
er nul, er ogsa variansen lig 1.

Standard normalfordelingen
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1
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Figur 5.3.2: Standard normalfordelingens fordelingsfunktion.

Den generelle normalfordeling opnas ved at indfgre en positionspara-
meter ;4 € IR og en skalaparameter o > 0. Hvis X er standard normal-
fordelt, er

Y=p+0X (5.3.3)
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normalfordelt med middelverdi i og varians 0. At Y har denne middel-
veerdi og varians ses af regneregler for middelveerdi og varians, (5.2.7) og
(3.7.10). Fordelingsfunktionen for normalfordelingen med middelveerdi p
og varians o? er

Fly) = PY<y)=Pp+oX <y) (5.3.4)
_ P(ng_“>:q>(y_“>.

o o

Da ® er kontinuert differentiabel, er F' det ogsa, og
1 (y—p 1 (y — p)°
F/ = — ( ) = _ .
()= —¢(— 53 P ( 57

Ifplge Seetning 5.1.6 er sandsynlighedstaetheden for normalfordelingen
med middelveerdi 4 og varians o2 derfor lig

ply) = \/Q;?eXp <—%> , yeR. (5.3.5)

Normalfordelingen er langt den vigtigste af de kontinuerte fordelinger.
Dette skyldes iseer den centrale graenseverdisetning, som vi vil behandle
i Kapitel 7. Dels kan denne seetning bruges til at argumentere for, at
malefejl ofte er normalfordelte, dels er den baggrunden for, at normal-
fordelingen hyppigt optraeder som approksimativ fordeling af estimatorer
for parametre i statistiske modeller. Det skal ogsa naevnes, at en raekke
statistiske modeller, baseret pa normalfordelingen, har en szerligt simpel
struktur, som har relation til n-dimensional Euklidisk geometri og lineaer
algebra. Disse lineere normalfordelingsmodeller er de vigtigste og mest
anvendte blandt alle statistiske modeller. Vi skal se lidt pa et simpelt
eksempel 1 Afsnit 8.3.

5.4 Transformation af kontinuerte fordelin-
ger pa R

Vi skal i dette afsnit behandle fordelingen af ¢(X), hvor X er en konti-
nuert stokastisk variabel, og ¢ er en reel funktion. Vi sa i Eksempel 5.1.7,
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at fordelingen af ¢(X) ikke behgver at veere kontinuert. Vi vil derfor
laegge betingelser pa funktionen ¢, som sikrer, at fordelingen af ¢(X) er
kontinuert.

Lad X veere en kontinuert stokastisk variabel, som opfylder, at P(X €
I) = 1for et interval I C IR. Intervallet I kan veere endeligt eller uendeligt
og lukket, abent eller halvabent. I det folgende betegner ¢ en kontinuert,
strengt monoton afbildning af 7 ind i IR. Da er J = #(I) et interval.
Definer venstre endepunkt v og hgjre endepunkt A for intervallet J ved

v=infJ og h=supl.

Eventuelt kan v veere —oo, ligesom h eventuelt kan veere oo. Med ¢*
betegnes den inverse funktion til ¢, som eksisterer og er defineret pa .J,
da t er antaget at veere strengt monoton.

Definer nu en stokastisk variabel Y ved Y = ¢(X). Det er klart, at
P(Y € J) = 1. Faktisk er P(Y € (v,h)) = 1. Hvis nemlig f. eks. v € J,
er P(Y =v)=P(X =t"(v))=0.

Lad Fx betegne fordelingsfunktionen for X og Fy fordelingsfunktio-
nen for Y, d.v.s. Fx(z) = P(X < z) og Fy(z) = P(Y < z). Lad videre a
og b veere hgjre og venstre endepunkt for intervallet I (dvs. a = inf I og
b = sup I). Der mindes om, at hvis X's sandsynlighedstaethed p er kon-
tinuert pa intervallet (a,b), er F'y kontinuert differentiabel pa (a,b), og
F(z) = p(z) for x € (a,b). Videre gaelder ifglge Seetning 5.1.6, at hvis
Fy er kontinuert differentiabel pa (v, h), sa er Y en kontinuert stokastisk
variabel med sandsynlighedsteethed ¢ = F5.

Saetning 5.4.1 Antag, at X er en kontinuert stokastisk variabel, som er
koncentreret pa intervallet I, og at X s sandsynlighedstethed p er konti-
nuert pa (a,b). Lad den reelle funktion t vere kontinuert differentiabel,
og antag at t'(z) # 0 for alle x € (a,b). Da er Y = t(X) en kontinuert
stokastisk variabel med sandsynlighedstathed q givet ved

Pt~ (W) |45t~ ()| hvis y € (v,h)
q(y) = (5.4.1)
0 hvis y ¢ (v, h).
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Et alternativt udtryk for q er

Pt~ W)/It' (" ()| hvis y € (v, h)

q(y) = { (5.4.2)
0 hvis y ¢ (v, h).

Bevis: Bemark forst, at betingelsen, at t'(z) # 0 for alle x € (a, b), dels
sikrer, at t er strengt monoton, dels at ¢t~! er kontinuert differentiabel

med afledet
d 1

-1

i T )y
Dette viser, at de to udtryk for ¢ er identiske, samt at Fx(t~'(z)) er
kontinuert differentiabel pa (v, h). Ifplge transformationsseetningen for
fordelingsfunktioner, Seetning 2.2.3, er fordelingsfunktionen for Y, Fy (y),
enten lig Fix (t7(y)) eller lig 1 — Fx (t~'(y)) atheengigt af, om ¢ er voksen-
de eller aftagende. I begge tilfeelde er Fy altsa kontinuert differentiabel
pa (v,h), saledes at Y ifplge Seetning 5.1.6 er en kontinuert stokastisk
variabel med sandsynlighedstaethed ¢(y) = Fi (y) for y € (v, h). Hvis
t'>0,er

F) = S () = Rl ) ) = D)
for alle y € (v, h). Tilsvarende er
PWW=%OfEN*@D=4§wwm%fwwf%%%%
for alle y € (v, h), hvis ¢’ < 0.
(I

Man kan godt forsta resultatet i Seetning 5.4.1 intuitivt. Hvis nemlig
h > 0 er et lille tal, er t(z + h) ~ t(x) + t'(x)h, sa hvis y = t(z), og hvis
t er voksende, er
P(Y €ly,y+t'(x)h]) ~ P(tX) € [t(z),t(x + h)])
— P(X € [r,+ h) = pla)h = plt~ (y))h.

Dermed er

_PYelyy+t@h)  pt'(y)
WETT g T e )
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Den sandsynlighedsmasse, der oprindeligt var i intervallet [x, z+h] flyttes
ved t over i et interval, hvis leengde er ¢/(x)h. Det er grunden til at ¢'(x)
optraeder i formlen for q.

Eksempel 5.4.2 (Positions- og skalaparameter). Hvis X har sandsyn-
lighedsteethed p vil Y = a + bX, hvor b # 0, have teethed

a(y) = %p <y - a) . (5.4.3)

Fordelingen af Y siges her at veere fremkommet af X’s fordeling ved at
forsyne denne med positionsparameteren a og skalaparameteren b. For-
delingerne af X og Y siges at veere af samme type. Nar man taler om
positions- og skalaparameter for en fordeling, er det altid med reference
til en normeret fordeling af samme type. Hvis f. eks. Y er eksponential-
fordelt med positionsparameter a og skalaparameter b betyder det, at Y

har teethed )

q(y) = me_(y_“)/bl(o,oo)((y —a)/b),

med reference til eksponentialfordelingen med parameter 1, der har teaet-
hed e™* pa den positive halvakse. Bemaerk at denne fordeling er koncen-
treret pa intervallet (a, c0). Eksponentialfordelingen med parameter A er
altsa den samme som eksponentialfordelingen med skalaparameter A7
Bemeerk ogsa, at hvis X er standard normalfordelt, sa er Y normalfordelt
med middelveerdi a og varians b?, og at (5.3.5) er i overensstemmelse med
(5.4.3).

([l

Eksempel 5.4.3 Lad X veere eksponentialfordelt med parameter 1, og
betragt den stokastiske variabel Y = X2. Da funktionen ¢(z) = x? har
den afledede ¢'(z) = 2z og for y > 0 har den inverse t~'(y) = /¥, er
taetheden for Y ifglge Saetningen 5.4.1

e_\/y

2,/y’

q(y) y > 0.
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Eksempel 5.4.4 Lad X veere en kontinuert stokastisk variabel, der er
koncentreret pa det abne interval I (det er ikke nogen indskraenkning at
antage, at I er abent). Antag at X's teethed p er kontinuert pa I og opfyl-
der, at p(z) > 0 for alle x € I. Lad F betegne fordelingsfunktionen for X,
og st t = F. Da opfylder ¢ betingelserne i Seetning 5.4.1, og da F’ = p,
ses det af (5.4.2), at ¢(y) = p(F'(y))/p(F~*(y)) =1 for y € (0,1). Den
stokastiske variable F'(X) er saledes ligefordelt pa intervallet (0, 1). Dette
resultat bruges somme tider til at undersgge, om givne data kan antages
at vaere observationer af en stokastisk variabel med fordelingsfunktion F'.

Ogsa den inverse funktion F'~! opfylder betingelserne i Saetning 5.4.1.
Dette kan bruges til at konstruere en stokastisk variabel med fordeling
F ud fra en stokastisk variabel R, som er ligefordelt pa (0,1), ved

7 =FR).

Da den inverse til F~! er F, og da F' = p, folger det af (5.4.1) at
q(2) = L) (F(2)p(2) = p(z) for z € I. Altsa er Z koncentreret pa
I med teethed p. Det er let at generere uafhengige stokastiske variable
Ry, ..., R,, der er ligefordelte pa (0, 1). Det kan enhver respektabel sta-
tistikprogrampakke og mange lommeregnere ggre. Hvis man kan beregne
F7Y(R;), enten ved at bruge et eksplicit udtryk eller ved en numerisk
procedure, kan man derfor frembringe uafheengige udfald Z; = F~1(R;),
it =1,...,n, af en stokastisk variabel med fordelingsfunktion F'. Dette
har man jeevnligt brug for i praksis. Det kaldes at simulere udfald af den
stokastiske variable.

Fordelingsfunktionen for eksponentialfordelingen er 1 — e, x > 0.
Derfor er —A\~'log(1 — R) eksponentialfordelt med parameter \. Det er
ikke sveert at indse (f. eks. ved hjeelp af Ssetning 5.4.1), at hvis R er
ligefordelt pa (0, 1), sa har 1 — R den samme fordeling. Derfor er ogsa

~X\"log(R)

eksponentialfordelt med parameter \.
O

Eksempel 5.4.5 Lad os betragte udsendelse af a-partikler fra et radio-
aktivt materiale. Lidt fra det radioaktive materiale opseettes en skeerm,
som kan registrere, nar a-partikler rammer den. Vi teenker os, at der er
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tale om en ganske lille klump af materialet, som kan antages at ligge i
et punkt. Vi ser pa opstillingen ovenfra, sa skeermen ses som et ret linie.
For at lette forklaringen indlaegges et retvinklet koordinatsystem, hvis
y-akse fglger skeermen. Vi kan antage, at det radioaktive materiale ligger
i punktet (—1,0).

Den retning, som en partikel, der rammer skaermen, udsendes i, kan
males ved vinklen i forhold til z-aksen. Denne vinkel er en stokastisk
variabel, som vi betegner med X. Da alle retninger er lige sandsynlige,
er X ligefordelt pa (-3, 3). Vi vil nu finde fordelingen af det punkt pa
y-aksen, som rammes af a-partiklen; altsa fordelingen af Y = tan(X).

Da sandsynlighedsteetheden for X er %1(_%,%)@), og da den afledede
af tan~1(y) er 1/(1+1v?), folger det af (5.4.1), at sandsynlighedstaetheden
for Y er

q(y) , y€R. (5.4.4)

- m(l+y?)
Fordelingen med denne teethed kaldes Cauchy-fordelingen.

Cauchy-fordelingen har ikke middelveerdi (og derfor heller ikke vari-
ans). Dette folger af at

n 1 1 m
ez = [ d
/_n|x‘7r(1+:c2) ETh 12
1 1 m1 1
S —/ —dxzz—log(n).
1

mJ1 2z2 2T T T

O

Vi kan nu bevise Ssetning 5.2.3 i det tilfeelde, hvor den stokastiske
variable X og transformationen ¢ er som i Saetning 5.4.1. Vi ngjes med
beviset, hvor ¢ er voksende. Laeseren kan let selv klare det aftagende
tilfzelde. Da sandsynlighedsteetheden for fordelingen af ¢(X) er givet ved
(5.4.1), har ¢t(X) middelveerdi, nar folgende integral er endeligt:

[ bt ) iy = [ ) (o),

hvor vi har skiftet integrationsvariabel til x = t~1(y). Heraf ses, at t(X)
har middelveerdi hvis og kun hvis (5.2.3) holder. At middelvaerdien kan
beregnes ved (5.2.4) folger ved at foretage det samme variabelskift i in-
tegralet uden numerisk tegn.
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Eksempel 5.4.6 Lad X vaere en stokastisk variabel, hvis mulige vaerdier
er hele den reelle akse, og antag, at man har brug for at finde fordelingen
af Z = X?. 1 denne situation, som jeevnligt forekommer i statistik, kan
Seetning 5.4.1 ikke anvendes, da funktionen = — 22 jo ikke er monoton pa
hele IR. Alligevel er det ikke vanskeligt at finde sandsynlighedstaetheden
for X2 Man skal blot, i lighed med beviset for Seetning 5.4.1, ga via
fordelingsfunktionen.

Lad altsa p betegne sandsynlighedsteetheden for X. Vi antager, at
denne er kontinuert pa hele IR. Lad endvidere Fxy og F betegne forde-
lingsfunktionerne for henholdsvis X og Z. For ethvert z > 0 er

Fy(2) = P(Z<z)=P(X*<2)
= P(—Vz2< X <V2)=Fx(Vz) — Fx(=V2).

Da Z > 0, og da F er kontinuert differentiabel pa (0,00), er Z ifglge
Seetning 5.1.6 en kontinuert stokastisk variabel med sandsynlighedstaet-
hed

d d p(Vz) +p(=V%)
q(2) = Fz(2) = %FX(\/E) - EFX(—\/Z) = NG
for z > 0. For z < 0 er sandsynlighedsteetheden naturligvis lig med nul.
Lad os til slut betragte det specialtilfeelde, hvor X er standard nor-
malfordelt. Da er p(z) = e~**/2/y/2r, s& det er ikke vanskeligt at se, at
teetheden for X2 er

q(z) = (5.4.5)

e */2/\/2rz hvis 2 > 0
0 hvis z < 0.

Denne fordeling kaldes y2-fordelingen med en frihedsgrad. Vi vil vende
tilbage til y2-fordelingerne i Kapitel 8.
O

Man kommer af og til i den situation, at man gerne vil finde for-
delingen af en ikke-monoton transformation af en kontinuert stokastisk
variabel. Seetning 5.4.1 kan altsa ikke anvendes, men man kan ofte lgse
problemet ved at ga via fordelingsfunktionen i lighed med, hvad der blev
gjort i Eksempel 5.4.6.
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For at minde om, at der findes mange typer af transformationer, hvor
metoden i Szetning 5.4.1 og dens variationer, sa som Eksempel 5.4.6,
ikke kan anvendes, slutter vi med et eksempel pa en transformation af
en kontinuert stokastisk variabel, hvor man opnar en diskret fordeling.

Eksempel 5.4.7 Antag, at X er eksponentialfordelt med parameter A,
og definer en funktion ¢ : (0,00) — Ny ved t(x) = [z], hvor [z] betegner
heltalsdelen af z, altsa det storste hele tal, der er mindre end eller lig x.
Den stokastiske variable Y = ¢(X) er koncentreret pa INy. For y € INg er

PY=y) = P(X]=y)=Ply<X<y+1)
_ /yy AeNdz = (e M)Y(1 — e ),

d.v.s. Y er geometrisk fordelt med parameter 1—e~*. Nar man teenker pa,
hvordan vi udledte eksponentialfordelingen i Eksempel 5.1.1 som vente-
tiden pa en tilfeeldigt ankommende begivenhed (se ogsa Eksempel 4.1.1),
og sammenligner dette med definitionen af den geometriske fordeling, er
resultatet ikke helt overraskende.

([l

5.5 Sammenfatning

I Kapitel 5 har vi indfgrt og studeret en-dimensionale kontinuerte for-
delinger. Det er fordelinger, hvor sandsynligheden er fordelt sa jeevnt ud
over den reelle akse eller et delinterval af denne, at fordelingen ikke kan
beskrives ved en sandsynlighedsfunktion, som vi gjorde det for de diskre-
te fordelinger. I stedet benyttes en sandsynlighedstaethed: Sandsynlighe-
den for at fa et udfald i en delmeengde A af IR beregnes som integralet
af sandsynlighedsteetheden over A. Sandsynlighedsteetheden kan (i si-
ne kontinuitetspunkter) fortolkes som sandsynlighed per laengdeenhed.
Definitioner og mange resultater for kontinuerte fordelinger minder om
dem, vi har set for diskrete fordelinger, idet dog alle summer er erstattet
med integraler. Det gaelder ikke mindst resultaterne om middelveerdi og
varians.



5.6 Opgaver 173

Et centralt resultat i dette kapitel er transformationsssetningen for
en-dimensionale kontinuerte fordelinger, som anvendes til at beregne for-
delingen af en funktion af en grundliggende stokastisk variabel, hvis for-
deling man kender. Saetningen kan vises ved at udnytte, at man som
regel kan finde sandsynlighedstaetheden for en kontinuert fordeling ved
at differentiere dens fordelingsfunktion.

Vi har ogsa indfgrt nogle nye fordelinger. De vigtigste er normal-
fordelingen, eksponentialfordelingen og ligefordelingen pa et begreenset
interval. Endvidere er vi stodt pa Paretofordelingen og Cauchy fordelin-
gen, som begge anvendes i situationer, hvor man har behov for en model,
som tilleegger (numerisk) meget store udfald en stgrre sandsynlighed end
de har for en normalfordeling eller en eksponentialfordeling. I de fglgende
opgaver dukker endnu et par fordelinger op: Laplacefordelingen, arcus-
sinus fordelingen og den logaritmiske normalfordeling.

5.6 Opgaver

5.1 Antag at den stokastiske variable X er eksponentialfordelt med
parameter A. Find P(X > z) for alle z > 0. Find for A = 1
sandsynligheden P(1 < X < 2).

5.2 Antag at X er en kontinuert stokastisk variabel pa (1,00) med
sandsynlighedstaethed p(z) = az= @+ for > 1, hvor a > 0 (se
Eksempel 5.2.2). Find fordelingsfunktionen for X.

5.3 Lad X veere en stokastisk variabel med fordelingsfunktion

0 for x <0
x/3 for0 <z <1
(2x—1)/3 forl<axz<2

1 for z > 2.

Find P(53 < X < 1), P(1 < X < 2)og P(3 < X < 3). Gor rede
for, at X er kontinuert, og find sandsynlighedsteetheden for X.
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5.4 Definer en fordelingsfunktion F' ved

9.9

5.6

5.7

5.8

5.9

1 T

FO= 3 sy

z € R.

Gor rede for, at den tilsvarende fordeling er kontinuert og angiv
sandsynlighedstaetheden.

(a) Vis, at
plz) = le7 2 e,

er en sandsynlighedstaethed pa IR. Den tilsvarende fordeling kaldes
Laplace-fordelingen eller den tosidede eksponentialfordeling.

(b) Find fordelingsfunktionen.
(c) Vis, at fordelingen har middelveerdi og varians, og find disse

stgrrelser.

(a) Vis, at X
p(x) = Py r € (—1,1),

er en sandsynlighedsteethed pa intervallet (—1,1). Vink: Det er en
god idé at skifte integrationsvariabel til v givet ved x = sin(v). Den
tilsvarende fordeling kaldes arcus-sinus fordelingen.

(b) Find fordelingsfunktionen. Fordelingsfunktionen forklarer for-
delingens navn.

(c) Beregn fordelingens middelveaerdi og varians.

Vis, at fordelingen med sandsynlighedstaethed givet ved (5.1.5) har
middelveerdi 3/(8 4 1). Hvad er variansen?

Lad X veere exponentialfordelt med parameter \. Hvad er
(a) BE(X?) ?
(b) E (exp(—aX)) ?

Seet

hvor n € INy.
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5.10

5.11

5.12

5.13

(a) Overvej, at integralet er endeligt.
(b) Vis, at I, =n! Vink: Vis, at I,, = nl,_;.

Funktionen p, : [0, 00) — IR givet ved p,(z) = Sz"e™" er saledes en
sandsynlighedstaethed. Den tilsvarende fordeling kaldes en FErlang
fordeling efter en dansk matematiker, se ogsa Opgave 6.7. Denne
fordeling er et specialtilfeelde af I'-fordelingerne, som vil blive be-
handlet grundigt i Kapitel 8.

(c¢) Udregn middelveerdi og varians af fordelingen med sandsynlig-
hedstaethed p,,.

Vis, at funktionen

(2) = 2(z+1)™ hvisz >0
P)=1 0 hvis 2 <0

er en sandsynlighedstaethed, og find den tilsvarende fordelingsfunk-
tion. Undersgg, om fordelingen har middelveerdi og varians, og an-
giv i bekraeftende fald disse storrelser.

Vis den sidste pastand i Seetning 5.2.4.

(a) Antag at X er standard normalfordelt. Vis, at E(X?) = 0 og
at E(X?) = 3. Vink til E(X*): Ved hjelp af partiel integration kan
integralet [*°_ x%p(z) dr udtrykkes ved E(X?).

(b) Antag at Y er normalfordelt med middelvaerdi u og varians o2.

Bestem E(Y?) og E(Y*). Vink: Binomialformlen kan veere nyttig.

Lad X vaere en kontinuert stokastisk variabel, som er koncentreret
pa et interval (a,b), og antag at Xs sandsynlighedsteethed p er
kontinuert pa (a,b). Find sandsynlighedstaetheden for

(a) exp(X).
Antag nu, at a > 0, og find teetheden for fordelingen af
(b) VX

(¢ 1/X
d) X2
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5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

(e) Antag til slut, at X kan antage veerdier pa hele den reelle akse
fraregnet nul. Hvad er da teetheden for fordelingen af 1/X? Hvad
er svaret, hvis ogsa nul er en mulig veerdi for X7

Lad X vere en kontinuert stokastisk variabel med sandsynligheds-
teethed (5.1.5). Hvad er taetheden for fordelingen af 1/X. Diskuter
derefter, hvordan Eksempel 5.2.2 og den del af Eksempel 5.1.4, som
star lige efter Seetning 5.2.3, haenger sammen.

Lad X veere normalfordelt med middelveerdi p og varians o2. Forde-
lingen af Y = exp(X) kaldes den logaritmiske normalfordeling med
parametre (i, 0?).

(a) Find sandsynlighedsteetheden for fordelingen af Y.

(b) Vis, at hvis Y er logaritmisk normalfordelt, sa er ogsa Y lo-
garitmisk normalfordelt for ethvert 5 > 0. En klasse af fordelinger
med denne egenskab kaldes skalainvariant. Opskriv den formel, som
viser, hvorledes den logaritmiske normalfordelings parametre sen-
drer sig ved en sadan skalatransformation.

(c) Vis, at middelveerdien i den logaritmiske normalfordeling med
parametre ;1 = 0 og 02 = 1 er y/e = 1.6487.

(a) Vis, at fordelingsfunktionen for Cauchy-fordelingen er
1+ Ltan ().

Vink: Resultatet vises lettest ved at bruge den made, som Cauchy-
fordelingen blev udledt pa i Eksempel 5.4.5.

(b) Hvis X er Cauchy-fordelt, hvad er sa fordelingen af X2 og 1/X?

Antag, at X er ligefordelt pa intervallet (0,1). Find fordelingen af
Y = —log(X).

Betragt en kontinuert fordeling pa I C IR (I kan selvfglgelig godt

veaere hele IR) med sandsynlighedstaethed p, som opfylder, at p(x) >

0 for alle x € I. Lad F vere den tilsvarende fordelingsfunktion.

For ethvert o € (0, 1) defineres fordelingens a—fraktil ved F~!(a).

Traditionelt angives « i procent, saledes at f. eks. 50%fraktilen
1

(som ogsa kaldes medianen) er det tal z, for hvilket F'(z) = 3.
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5.19

5.20

5.21

5.22

(a) Find 5%—fraktilen, medianen og 95%—fraktilen i eksponential-
fordelingen med parameter A\ = 1.

(b) Find 5% fraktilen, medianen og 95%-fraktilen i normalforde-
lingen.

(¢) Find 5%—fraktilen, medianen og 95%—fraktilen i arcus-sinus for-
delingen, som blev defineret i Opgave 5.6.

(d) Find 5%-fraktilen, medianen og 95%—fraktilen i Cauchy-forde-
lingen. Vink: Se Opgave 5.16.

(e) Hvilke regler geelder for fraktiler i en transformeret fordeling?
Specielt, hvordan athaenger fraktilerne i en fordeling med positions—
og skalaparameter af disse parametre?

Antag, at Xs fordeling har sandsynlighedsteethed p pa IR, og at
p er en kontinuert funktion. Hvad er sandsynlighedstetheden for
fordelingen af | X|?

Lad X veere en kontinuert stokastisk variabel med kontinuert sand-
synlighedstaethed p. Vis, at Y = X", hvor n € IN, har sandsynlig-
hedstaethed

pl=y" )+p@™ ) for y > 0

1-n—1

q(y) = "
0 for y <0,
nar n er lige, og
py")
Q(y> = 1_n-1 for y # 0,
nly|

nar n er ulige.

Lad X veere ligefordelt i [0, 27], og seet Y = cos(X). Vis, at Y er
arcus-sinus fordelt (se Opgave 5.6).

Inge stiller sin cykel fra sig efter en leengere tur. Hvad er fordelingen
af baghjulsventilens hgjde over jorden.
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5.23 Med [z] betegnes som seedvanligt heltalsdelen af det reelle tal x,
d.v.s. det stgrste hele tal som er mindre end eller lig x. Lad X
veere ligefordelt pa (0, 1), og definer diskrete stokastiske variable
X1, Xo,..., X, med veerdier i {0, 1} ved

X, = [2X]

X, = [4X —2X]]

X5 = [BX —4X, — 2X))]

Xy = [16X —8X; — 4X, — 2X3]

Vis at Xy, Xo, ..., X, er uatheengige, ligefordelte pa {0,1} Vink:
Bemaerk at der i totalssystemet gaelder X = 0.X7X2X5... X, pa
naer afrunding nedad til n betydende cifre. Bemeerk at opgaven
viser, at man kan simulere et vilkarligt antal mgntkast ud fra én
ligefordelt stokastisk variabel.



Kapitel 6

Fler-dimensionale kontinuerte
fordelinger

I praksis er det sjeeldent nok at betragte en enkelt stokastisk variabel af
gangen. For eksempel betragter man i statistik som regel mange observa-
tioner, der antages at veere et udfald af hver sin stokastiske variable. Vi
er derfor tvunget til at definere kontinuerte fordelinger pa IR" og konti-
nuerte stokastiske vektorer, hvilket teknisk er lidt sveerere end fordelinger
pa IR, da vi bliver ngdt til at integrere i IR".

6.1 Taetheder og fordelinger pa IR"

Som for kontinuerte fordelinger pa IR er sandsynlighedsteetheden et cen-
tralt begreb.

Definition 6.1.1 En funktion p fra en delmaengde B C IR™ ind i [0, 00),
som opfylder, at

/p(:z:l,...,xn)dxl---dxn _1, (6.1.1)
B
kaldes en sandsynlighedsteethed pa B.

Integration i IR" diskuteres i Appendix D.
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Det til en sandsynlighedsteethed p hgrende sandsynlighedsmal pa B
er givet ved

P(A) = /B Var, . x)pl@n, - wn)dey - - dig,

hvor A C B. At P er et sandsynlighedsmal vises pa helt samme made,
som det i Kapitel 5 blev gjort for den reelle akse. En fordeling af denne
type kaldes en kontinuert fordeling, og en stokastisk vektor (X7, ..., X,),
hvis fordeling er kontinuert, kaldes en kontinuert stokastisk vektor. Hvis
Xs fordeling har sandsynlighedstaethed p er altsa

P((X1,....X,) € A) = /B Va1, - 2P, - - 2n)dr - -~ A,

Som diskuteret tidligere, kan en fordeling, der er koncentreret pa
B C IR", opfattes som en fordeling pa hele IR", ligesom en sandsyn-
lighedsteethed pa B kan defineres pa hele IR™ ved at saette dens veerdi lig
nul udenfor B.

Eksempel 6.1.2 En naturlig model for udtraekning af et tilfeeldigt punkt
i[0,1] x [0, 1] er sandsynlighedsmalet givet ved

P(A) = [A]

for A C [0,1] x [0,1], hvor |A| betegner arealet af A. At dette er et
sandsynlighedsmal, er ikke sveert at vise. Det er det kontinuerte sand-
synlighedsmal pa [0, 1] x [0, 1] med sandsynlighedsteetheden

p(xv y) = 1[0,1}><[0,1] (LU, y)

Fordelingen kaldes ligefordelingen pa [0, 1] x [0, 1]. Vi kan generelt definere
ligefordelingen pa en begraenset delmaengde B af IR" som fordelingen med
sandsynlighedsteetheden

13(1’1, e ,Z’n)

p(an, ..., 2,) = ) : (6.1.2)

hvor | B| betegner det n-dimensionale volumen af B, se (D.2.6) i Appendix

D.
O
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Ligesom for en-dimensionale kontinuerte fordelinger, kan man i det
fler-dimensionale tilfeelde give en fortolkning af veerdien af sandsynlig-
hedsteetheden i dens kontinuitetspunkter. Antag nemlig, at p er kontinu-

ert i punktet (z1,...,2,). Da kan man for ethvert givet ¢ > 0 finde et
0 >0, sa
p(or, - ) — € <p(Fn, i) <plan, - za)+e  (6.13)

for alle (#1,...,%,) € A, hvor
A=[z,21 4+ 6] X -+ X |2, 2, + 0]

Ved overalt i (6.1.3) at gange med 14(Z1, ..., ,) og integrere med hensyn
til (Z4,...,%,) finder vi, at

(Plars o) = Al = [ (lare. ) = OLalin, . BT,
/ ValFty oo En)p(F, - Gon)dr - - A
Rn

| m) + OLal@, o B di
(p(x1,...,x,) + €)|A],

IN

IN

hvor |A| betegner det n-dimensionale volumen af A, se (D.2.6) Da P(A) =

Jin La(E1, oo B)p(Es - o )iy - - diiy, seT Vi, at
p(z1, ..., x,) =~ P(A)/|A] (6.1.4)
Sandsynlighedstaethedens veerdi i punktet (x4, ..., x,) angiver altsa, hvor

megen sandsynlighedmasse der naer dette punkt er per volumenenhed
(nar n = 2 er det per arealenhed).

Hvis man kender sandsynlighedstaetheden for en kontinuert stokastisk
vektor (X1,...,X,), er det relativt let at finde sandsynlighedstaetheden
for den marginale fordeling af den stokastiske vektor, som fremkommer
ved kun at betragte en delmaengde af koordinaterne. For nemheds skyld
kan vi ngjes med at finde fordelingen af (X7, ..., X}), hvor & < n. Lad os
forst betragte tilfeeldet n = 2 og k = 1, hvor det hele er lidt mere over-
skueligt. Lad derfor (X,Y") veere en to-dimensional kontinuert stokastisk
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vektor med sandsynlighedsteethed p(z,y). For A C IR er
P(XeA) = P(X,)Y)e AxR)
= /W Laxw (2, y)p(z, y)dedy

- /m </]R Laxw(z, y)p(z, y)dy) da

= [ 1@ ([ py)dy) do.

hvoraf det ses, at X er en kontinuert stokastisk variabel med sandsynlig-
hedstaethed

a(x) = | pla.y)dy. (6.15)

Man integrerer simpelthen med hensyn til den overflgdige koordinat y.
Vi vender os derefter til den generelle situation.

Saetning 6.1.3 Lad (Xi,...,X,) vere en kontinuert stokastisk vektor
med sandsynlighedstethed p(xy, ..., x,). Den stokastiske vektor (X, ...,
Xk), hvor k < n, er da kontinuert med sandsynlighedstethed

q(z1, ..., x) :/]Rnfkp(ifl,--->£Ek,yk+1>--->yn)dyk+1"'dyn- (6.1.6)

Bevis: For A C RF er
P(X1,...,Xp) € A) = P((Xy,...,X,) € AxR"™)

= o Laswme—# (21, x)p(T1, .oy 2p)dxy - - - day,

= /le (/ank Lygmn—r (@1, ooy xp)p(@, ooy ) d Ty - ~dmn> dxzy -+ - dxy,
= /IRk 1A(x17 s 7:1:/6) (/]R”k p('rla s 7'rn>dxk+1 T dxn) dml t dl’k
= /klA(ZL'l,...,l’k)q(l'l,...,l'k)dl'l"'d!lfk,

R

hvilket viser, at (X7, ..., Xx) er en kontinuert stokastisk vektor med sand-
synlighedstaethed gq.
O
Sagt med ord finder man altsa teetheden for den marginale fordeling
ved at integrere med hensyn til de koordinater, som man ikke er interes-
seret i.
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Eksempel 6.1.4 Antag at (X,Y) er ligefordelt pa trekanten
B ={(z,y) €0,1] x [0, 1]]z > y}.

Da arcalet af B er 3, er sandsynlighedstaetheden for (X,Y) lig 2-15(x, y),
sa sandsynlighedsteetheden for fordelingen af X er

q(r) = /IR2 gz, y)dy = 2/0 dy = 2z,

hvis x € [0, 1], mens ¢(z) er lig nul ellers.

6.2 Uafthaengighed

Folgende setning om, hvordan man kan se pa sandsynlighedsteetheden
for en kontinuert stokastisk vektor, at de enkelte koordinater er uafheen-
gige kontinuerte stokastiske variable, minder meget om det tilsvarende
resultat for diskrete stokastiske variable.

Saetning 6.2.1 Antag, at (X4,...,X,) er en n-dimensional kontinuert
stokastisk vektor med sandsynlighedstathed p. Betegn sandsynlighedstat-
heden for den marginale fordeling aof X; med p;, 1 = 1,...,n. Da er
folgende tre udsagn @kvivalente:

1) Xyq,..., X, er stokastisk uafhengige,

2) For alle (xy,...,x,) € R" er

P21,y ) = pr(@n) -+ pulan), (62.1)
3) Der findes n ikke-negative reelle funktioner g;, i =1,...,n, sa
p($1,,xn) :gl(xl)gn(xn) (622)

for alle (x1,...,z,) € R".
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Bevis: Vi viser kun saetningen i tilfeeldet n = 2. Det generelle bevis er
helt tilsvarende, men notationsmaessigt mere besveerligt.

Forst vises, at 1) medferer 2). Hvis X; og X5 er uathengige, folger det
af definitionen af uathesengighed af stokastiske variable (Definition 2.4.1),
at vi for A; C IR, i =1,2 har at

P((Xl,XQ) € A x Ag) = P(X1 c Al)P(XQ S Ag)
= /]R 1A1($C1)p1 (xl)dxl /IR 1a, ($2)p2(1’2)d1’2
= [ (L i@ L@ @)pa(e)das ) das
= /1R2 LA, xa, (Il, 1’2)]91 (xl)pz(l’z)d%d@,

hvoraf det ses, at sandsynlighedstaetheden for (X, Xs) er py(x1)pa(z2).
For at vise, at 2) medfgrer 1), antager vi, at p(x1, z2) = p1(x1)p2(xa).
For A; CIR,7i=1,2,er da

P((X17X2) € Ap X A2) = /]R2 1A1xA2($17$2)p1($1)p2(x2)dxld$27
sa ved ovenstaende regnestykke i omvendt reekkefglge ses det, at
P((Xl,XQ) S Al X Ag) = P(Xl S Al)P(XQ S Ag)

Altsa er X; og X5 er uatheengige, jfr. Definition 2.4.1.

At 2) medfgrer 3) er klart.

Lad os nu antage, at 3) holder og vise, at det medfgrer 2). Ifslge
Seetning 6.1.3 er

pi(r1) = /Rp(ﬂfl,ifz)difz = gi1(1) /Rg2(172)d932>

0g
pa(r2) = /Rp(ﬂfl,ifz)difl = ga(w2) /Rgl(il?l)dl"l-

= /[Rpl(l'l)dl’l = /]R (gl(l'l) /IRQQ(ZEQ)dZL'Q) dz,

= (/Rgl(l)fl)d931> </IR 92(932)d932) )
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folger det, at

pi(w1)pa(m2) = ( 92(y2 dy2> (/Rgl(yl)d?h)

= 91(361)9 (z2) = p(x1, T2),

hvilket netop er (6.2.1).
([l

Egentlig skulle man i beviset for at 1) medfgrer 2) betragte en vilkarlig
delmaengde A af IR? og ikke kun en produktmeengde A; x Ay. Pa et senere
kursus i sandsynlighedsregning vil det imidlertid blive vist, at det faktisk
er tilstrackkeligt at betragte produktmeaengder.

I analogi med, hvad der geelder for diskrete fordelinger, er funktioner-
ne gi,...,9n—1 0g g, proportionale med henholdsvis pi,...,p,_1 0g pn.
Ligeledes gaelder der (med argumenter som i Kapitel 3), at hvis vi ikke
kan finde en produktmeaengde Ty x Ty, saledes at (X1, X3) er koncentreret
pa Ty X Ty, og saledes at p(x1,x) > 0 for alle (z1,x2) € Ty X Ty, sa kan
X1 o9 Xy ikke vere uafhengige.

Eksempel 6.2.2 Antag, at (X7, Xs) er ligefordelt pa meengden K =
{(z1,z2) | |x1] + |z2| < 1}. Da K ikke er nogen produktmeengde, kan vi

Figur 6.2.1: Maengden K.
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ved hjalp af ovenstaende observation konkludere, at X; og X, ikke er
uafheengige. Dette er ogsa intuitivt klart: Hvis vi for eksempel ved, at
X, = %, sa kan vi konkludere, at —% < X, < % Lad os - til overflod -
ogsa bevise, at den simultane sandsynlighedsteethed ikke kan skrives som
et produkt af de to marginale teetheder.

Da |K| = 2, er den simultane sandsynlighedstethed p(xq,x2) =

1 (21, x2)/2. Sandsynlighedsteetheden for X, er ifplge (6.1.6)

pi(zr1) = %/IR Li (21, 22)dzy = %/

lz1|-1

1—|z1

|
1dl’2: 1-— |£L’1|

for xy € [—1,1]. Pa tilsvarende made fas, at sandsynlighedsteetheden for
Xy er pa(xe) = 1 — || for xo € [—1,1]. Det er klart, at 1x(z1,22)/2 #
(1 = [z1 )10y (1) (1 = [@2]) 11,0y (22).

(]

I Kapitel 2 blev det lovet at bevise 2) i Seetning 2.4.3 for kontinuerte
fordelinger. Lad os ggre det.

Saetning 6.2.3 Lad (X4,...,X,) vere en n-dimensional kontinuert sto-
kastisk vektor, og antag at de stokastiske variable X1, ..., X, er uafhen-
gige. Hvis 1 er en funktion fra R™™* ind i R, hvor k < n, sd er de k+1
stokastiske variable X1, ..., X, 0(Xpi1, - .., Xn) vafhengige.

Bevis: Lad Ay, ..., Ag, A veere delmeengder af IR, lad p betegne sand-
synlighedstaetheden for den stokastiske vektor (Xq,..., X)), og lad p; be-
tegne sandsynlighedsteetheden for X;, ¢+ = 1,...,n. Ilfglge Seetning 6.2.1

er p(x1,...,x,) = p1(x1) - pa(zy), sa
P(Xi€ Ay, .., Xy € A, 0 (Xig, ..., Xp) € A)
= P(X;€A,..., X, € A, Xiy1,..., Xp) € HA))

= . 1A1><...><Ak><1p*1(A) (Il, . ,l’n)pl(l’l) . pn(zn)dxl Ce dl’n

= temends) ([ 1 noin)

(/Rnk Ly (Thtts - o5 Tn)Pr1 (Thg1) - - - P (T dgegy - - 'dlb"n)

P(Xi € A))---P(X), € A)P(Xpy1, ..., Xn) €0 1(A))
= P(Xl S Al) . P(Xk S Ak)P(¢(Xk+1, S ,Xn) c A),
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saledes, at de k 4 1 stokastiske variable er uafhaengige.
O
Seetning 2.4.3 indeholder endnu to resultater, som imidlertid fglger
af 2), sa disse [d.v.s. 1) og 3)] er nu ogsa vist for kontinuerte stokastiske
variable.

6.3 Transformation af kontinuerte fordelin-
ger pa R"

I dette afsnit behandles nogle ofte forekommende transformationer af
kontinuerte stokastiske vektorer.

6.3.1 Reelle transformationer

Forst betragter vi transformationer, som resulterer i en reel stokastisk
variabel. Det drejer sig for eksempel om summen eller produktet af to
stokastiske variable.

Saetning 6.3.1 Lad (X,Y) vere en to-dimensional kontinuert stokastisk
vektor med simultan sandsynlighedstaethed p, og definer en ny stokastisk
variabel ved Z = X +Y. Da er Z en kontinuert stokastisk variabel med
sandsynlighedstethed

q(z) = / p(z, z — x)dz. (6.3.1)

Bevis: Fordelingsfunktionen for Z er givet ved

F(z) = PIX+Y <z)=P(X,Y)e{(z,y)ly<z—x})

= [ vean)ar= [T ([ e ajan) as
- /_ZOO </_O:O p(z,u — :E)dx) du = /_ZOO q(u)du.

Vi har foretaget substitutionen u = y+x i det inderste integral og dernaest
ombyttet integrationsordenen. Da fordelingsfunktionen for Z opfylder
(5.1.8), folger seetningen af Seetning 5.1.5.

O
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Det neeste resultat, som vedrgrer fordelingen af summen af to uaf-
hangige stokastiske variable, folger af Seetning 6.3.1 ved at benytte at
den simultane sandsynlighedsteethed i denne situation er produktet af de
to marginale sandsynlighedstaeetheder, jfr. Seetning 6.2.1.

Korollar 6.3.2 Lad X og Y vere to uafhengige kontinuerte stokastiske
variable med marginale tetheder py og pa, og definer en ny stokastisk
variabel ved Z = X +Y. Da er Z en kontinuert stokastisk variabel med
sandsynlighedstethed

q(z) = /_ p(@)pa(z — z)dx. (6.3.2)

Funktionen ¢ givet ved (6.3.2) kaldes foldningen af de to funktioner
p1 0g po. Man kalder derfor fordelingen af X + Y foldningen af de to
marginale fordelinger.

Eksempel 6.3.3 Lad X og Y vere to uatheengige stokastiske variab-
le, som begge er eksponentialfordelte med parameter \. Da sandsynlig-
hedsteetheden for eksponentialfordelingen er p(z) = Xe™*1(g o) (z), er
sandsynlighedsteetheden ¢ for X + Y ifplge (6.3.2) givet ved

q(z) = / Ne Mot (E=2)) g0 — )\Qe_AZ/ dr = N\2ze %,
0 0

Denne fordeling er et eksempel pa en I'-fordeling, en fordeling som vi skal
studere nzermere i Kapitel 8.
O

Det folgende generelle resultat kan blandt andet bruges til at finde
fordelingen af produktet af eller kvotienten mellem to stokastiske variable
ved at veelge funktionen f passende.

Saetning 6.3.4 Lad (X,Y) vere en to-dimensional kontinuert stokastisk
vektor med simultan sandsynlighedstaethed p, og definer en ny stokastisk
variabel ved Z =Y/ f(X), hvor f er en strengt positiv reel funktion. Da
er Z en kontinuert stokastisk variabel med sandsynlighedstathed

az) = [ ple, f(@)2)f(2)d, (6.3.3)
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Bevis: Fordelingsfunktionen for Z er givet ved
F(z) = PY/f(X)<2)=P(X,Y) e{(z,y)ly < zf(z)})

B /_o:o </_Z:m)1’(%y)dy> dx

-/ > < / ; p(z, f(x)u) f(:v)du) da =

- / ( / " pla f@)a)f@)de ) du= [ guydu.

Vi har foretaget substitutionen y = f(z)u i det inderste integral og der-
naest ombyttet integrationsordenen. Da fordelingsfunktionen for Z opfyl-
der (5.1.8), folger seetningen af Seetning 5.1.5.
O

Bemaerk, at hvis X er koncentreret pa en maengde M, er det nok, at
f(x) >0 for z € M.

De fglgende tre vigtige specialtilfeelde vises ved at seette f lig hen-
holdsvis 1/z, z og \/x.

Korollar 6.3.5 Lad (X,Y) vere en to-dimensional kontinuert stokas-
tisk vektor med simultan sandsynlighedstethed p, hvor X > 0. Da er den
stokastiske variable Z = X - Y kontinuert med sandsynlighedstethed

q(z) = /0 h de. (6.3.4)

Korollar 6.3.6 Lad (X,Y) veare en to-dimensional kontinuert stokas-
tisk vektor med simultan sandsynlighedstathed p, hvor X > 0. Da er den
stokastiske variable Z =Y /X kontinuert med sandsynlighedstethed

q(2) :/ p(z, zx)xdx. (6.3.5)
0
Korollar 6.3.7 Lad (X,Y) vere en to-dimensional kontinuert stokas-

tisk vektor med simultan sandsynlighedstathed p, hvor X > 0. Da er den
stokastiske variable Z = Y /X kontinuert med sandsynlighedstethed

q(z) = /Ooop(z, /1) xdw. (6.3.6)
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Eksempel 6.3.8 Lad X og Y vere to uafhsengige stokastiske variable,
som begge er eksponentialfordelte med parameter 1. Da er deres simul-
tane sandsynlighedstaethed p(z,y) = e~@+¥), sa sandsynlighedstaetheden
q for Y/ X er ifglge (6.3.5) givet ved

o0 1 o0 1
= —:B(l—l-z) d - / _yd = e
o) = [, &0 ads Tt ¥ W= e (037

nar z > 0. Vi har her sat y = z(1 + 2) og brugt, at [;° ye Ydy er mid-
delveerdien af en standard eksponentialfordeling, som vi tidligere har set
er lig en. Nar z < 0 er ¢(z) = 0. Fordelingen med sandsynlighedstaethed
givet ved (6.3.7) er et specialtilfeelde af den sakaldte F-fordeling, som vi
skal vende tilbage til i Kapitel 8.

([l

Vi har her kun behandlet nogle fa, men vigtige, eksempler pa reel-
le transformationer af kontinuerte stokastiske vektorer. Vi slutter med
et eksempel pa en transformation, som ikke er deekket af ovenstaende
resultater, men hvor man alligevel kan komme igennem via fordelings-
funktionen.

Eksempel 6.3.9 Antag, at X;,..., X, er uathengige stokastiske vari-
able, som alle er ligefordelte pa [0,1]. Lad X1 veere den stokastiske
variable, som angiver det mindste udfald blandt de n variable, altsa

X(l) :Xl /\Xg/\/\Xn = min{Xl,...,Xn}.
Fordelingsfunktionen for Xy er for € (0,1) givet ved

Fl(I)IP(X(l) SSL’) = 1—P(X(1) >$>
= 1—P(X1>[L',...,Xn>llf)
= 1-PX;>z)---PX,>2)=1—(1—2a)".

Da Fi er kontinuert differentiabel pa (0,1) er sandsynlighedsteetheden
for X (1) (Seetning 5.1.6)

filz) = F/(z) =n(1 —2)"', 2 €(0,1).
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Vi kan ogsa klare fordelingen af den kte mindste blandt Xi,..., X,
(1 < k <n). Lad os betegne denne stokastiske variable med X (k). Dens
fordelingsfunktion er for x € (0,1) givet ved

Fi(z) = P(mindst k af de n variable er mindre end eller lig x)
— Pl X <} > b)

Da P(X; <zx) =z for x € (0,1), og da
Jj{z | X; < f} = Z 1[0,95} (Xz‘),
i=1

er #{i| X; < z} binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlig-
hedsparameter z. Derfor er

Fi(z) = é (j):m )i,

Ogsa F}, er kontinuert differentiabel pa (0, 1), sa sandsynlighedstaetheden
for Xy er for x € (0,1)

file) = F)=Y (?) (271 (1 = 2)" — (0 — ) (1 — 2)" ]
i—k

2

= <k‘> ka1 — z)n*

T T

i=k+1 \?

- (Z) ki =1(1 — )"k,

idet en omskrivning viser, at de to sidste summer er identiske.
O

6.3.2 Lineszer transformation af en kontinuert forde-
ling

Vi skal her betragte linesere transformationer af kontinuerte stokastiske
vektorer. Sadanne transformationer er vigtige i den statistiske teori for
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normalfordelte observationer. Vi begynder med en to-dimensional stokas-
tisk vektor (X7, X5), d.v.s. med transformationer af formen

X
t(X1, Xo) = A( X; )
hvor A er en 2 x 2-matrix.

Saetning 6.3.10 Lad (X, Xy) vere en to-dimensional kontinuert sto-
kastisk vektor med simultan sandsynlighedstethed p, og definer nye sto-
kastiske variable ved

Yi = anXi +anXs
Yo = anXi + anXs,

hvor aq1, a2, as1 0g ase er reelle tal, som opfylder, at determinanten af

matricen
ap; Qaig
A=
a1 Q22

er forskellig fra nul (d.v.s. det(A) = aj1a99—aq12a91 # 0). Da er (Y1,Y3) en
to-dimensional kontinuert stokastisk vektor med simultan sandsynligheds-
teethed

q(y1,y2) = p(t~" (Y1, y2))|det (A7), (6.3.8)
hvor
7 (y1,y0) = A7' < z; ) :

Et alternativt udtryk for q er

Pt (y1,v2))

q(y1,y2) = [det(A), (6.3.9)

“Bevis”: Nedenstaende er ikke noget helt korrekt bevis, men giver ik-
ke desto mindre et rigtigt godt indtryk af, hvorfor ssetningen er rigtig.
Fglgende notation vil blive brugt:

. X N . Y, (U
(%) () () = e (0)
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hvor Y = AX, y = Az og v = A™1y.
Vi begynder med at minde om approximationen

PY € K
q(y1,ya2) =~ %7

hvor K}, = [y1, y1 + h] X [y2, y2 + h] er et lille kvadrat med det ene hjgrne
i punktet y, cf. (6.1.4). Da det(A) # 0, har A en invers, sa

P(Y € K;) = P(AX € K;,) = P(X € AT'K},) ~ p(A™'y)| A7 K|,

hvor A7'K;, = {A7'2|z € K}, og hvor |A7'K},| betegner arealet af
A7'K,. Vi har her brugt, at A~'K,, er et lille parallelogram, hvis ene
hjgrne er punktet A~'y. De andre hjgrner er

-1 -1 h -1 -1 0 -1 -1 h
A7y+ A <O,Ay+A b og AT y+ A E

sa A7'K}, er udspaendt af vektorerne

B\ [ buh (0N [ bih
2 (0) =k ) o (B) = (k)

hvor vi benytter notationen

b1 b
AL — 1 O
{ bo1  boo
Da arealet af parallelogrammet udspsendt af to vektorer u og v er lig den

numeriske veerdi af determinanten af matricen, hvis to sgjler bestar af
vektorerne u og v, er

| AT K| = |biihbagh — bighbarh| = |biiboy — biobay |h? = |det(A™1)|h2.
Sammenfattende har vi altsa, at
q(y1,92) = p(A~y)|det(A7)].

Denne approximation kan ggres vilkarligt ngjagtig ved at veelge h til-
straekkeligt lille, men da den ikke aftheenger af h, ma den veere eksakt. Det
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alternative udtryk (6.3.9) for ¢ opnas nu ved at bemaerke, at det(A™!) =
[det(A)]~L.
O

Resultatet vedrgrende arealet af parallelogrammet udspeendt af to
vektorer u og v er let at vise. Her er en mulig fremgangsmade: Hvis v
betragtes som parallelogrammets grundlinie, er hgjden lig leengden af
projektionen af u pa en vektor, som star vinkelret pa v. Resultatet folger
nu ved at gange hgjden med lzengden af grundlinien.

Der geelder et tilsvarende resultat for linesere transformationer af en
n-dimensional kontinuert stokastisk vektor (X7,...,X,), d.v.s. transfor-
mationer af formen
X1
t(Xl,,Xn):A
XTL
hvor A er en n X nm-matrix. I dette resultat benyttes det, at man ogsa
kan knytte en determinant til en n X n-matrix, og at en n X n-matrix har
en invers matrix, nar determinanten er forskellig fra nul. Det generelle
resultat kan sandsynligggres pa samme made som Seetning 6.3.10. Vi
benytter notationen

X1 x1 Y, Y1
X=| + | a=| | Y= 1 [ y=]":

Saetning 6.3.11 Lad X wvere en n-dimensional kontinuert stokastisk
vektor med simultan sandsynlighedstaethed p, og definer en ny stokastisk
vektor ved

Y = AX,

hvor A er en n X n-matriz, som opfylder det(A) # 0. Da er Y en n-
dimensional kontinuert stokastisk vektor med simultan sandsynligheds-
teethed

q(y) = p(A~"y)|det(A71)]. (6.3.10)
Et alternativt udtryk for q er

_p(A™!y)

q(y) = Tdet(A)]’ (6.3.11)
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Hvis Y er en n-dimensional kontinuert stokastisk vektor med sand-
synlighedsteethed p, sa har den stokastiske vektor Z =Y + u, hvor u er
en (ikke-stokastisk) vektor i IR™, sandsynlighedstaetheden

q(2) = p(z — ). (6.3.12)
For K}, = [21, 21 + h] X [22, 22+ h] X - - - X [z, 2, + ], hvor h > 0, er nemlig
P(ZeK) =P +puck,)=P(Y € (Kyn—p)~p(z— p)h"

Her betegner K, — p maengden {u — plu € K}, altsa en n-dimensional
kasse med det ene hjgrne i punktet z — p, som har volumen A". Ved
at kombinere (6.3.11) og (6.3.12), ser vi, at sandsynlighedsteetheden for

V=AX +per
p(A™ (v — )

1) = = qa )

Vi slutter dette afsnit med at bevise fglgende vigtige seetning om

fordelingen af en sum af uafhsengige normalfordelte stokastiske variable.

Vi kunne faktisk godt have vist ssetningen i neeste afsnit ved hjeelp af

(6.3.2). Det kraever imidlertid en del kedeligt regneri. Beviset her er lidt

mere elegant og giver igvrigt en forsmag pa et bevis, vi skal studere i
Kapitel 8.

(6.3.13)

Saetning 6.3.12 Lad X4,..., X, vere uafhengige stokastiske variable,
hvor X; er normalfordelt med middelverdi pi; og varians o2, i =1,...,n.
Da er X1 + --- 4+ X,, normalfordelt med middelverdi p, + -+ + p, og
varians o3 + -+ - + o2.

Bevis: Fgrst bemeerker vi, at det er nok at bevise ssetningen for n = 2,
da det generelle tilfeelde fglger ved induktion.

Dernaest vil vi betragte to uathaengige standard normalfordelte sto-
kastiske variable U; og Us. Deres simultane sandsynlighedsteethed er

1

p(ur, uz) = @(ur)p(ug) = 3¢

Som saedvanlig betegner ¢ sandsynlighedstaetheden for standard normal-
fordelingen. Vi definerer to nye stokastiske variable V} og V5, ved

(5)2(—%5)(5)

()2,
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hvor det antages, at a? + 3% = 1. Matricen

= (7

har determinant 1 og svarer til en rotation af planen. Da

a_[a —p
w=(5)
er sandsynlighedstaetheden for (Vi, V3) ifolge (6.3.9)

q(v1,v2) = plavy — Bug, fvg + avs)

_ L dlewi- B2 (B bam)?)
2T
1

= %e_i(vgﬂg) = p(v1)p(va)

Vi konkluderer derfor ved hjeelp af Seetning 6.2.1, at V; og V5 er uatheen-
gige, og at de begge er standard normalfordelte. Specielt geelder, at hvis
a? + 32 =1, sd er al; + BU, standard normalfordelt.

Vi kan nu vende tilbage til X; og X5. Vi definerer de standardiserede
variable

:Xl—/h Xo — o

og U2 = 3
01 09

Ui
og skriver X + Xs ved hjelp af disse:

Xi+Xo = (1 +0Ur) + (2 + 02Us)
= (,Ul + ,UQ) + (O'lUl + O'QUQ)

= (4 p2) +/ot + 03U,

hvor

o1 09
U=——=—=U+—=U,.
\oi+ o3 \oi+ o3
Da U; og U, er uathaengige og standard normalfordelte, er U ogsa stan-

dard normalfordelt, hvorfor seetningen fglger.
O
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I neeste afsnit skal vi se, at formlerne (3.7.6) og (3.8.9) vedrgrende
middelveerdi og varians af en sum af stokastiske variable ogsa geelder
for kontinuerte stokastiske variable. Det er derfor ikke overraskende, at
middelveerdien og variansen af X; +-- -+ X, er som angivet i Seetningen
6.3.12. Det interessante er, at summen er normalfordelt. Hvis man kan
huske formlerne (3.7.6) og (3.8.9), og det bgr man kunne, er det ikke
sveert at huske Saetning 6.3.12.

6.4 Middelvaerdi, varians og kovarians

Middelveerdien af en transformation af en stokastisk vektor kan beregnes
pa en made, der helt svarer til, hvad vi tidligere har set for diskrete
stokastiske variable og en-dimensionale kontinuerte stokastiske variable.

Saetning 6.4.1 Lad X vere en n-dimensional kontinuert stokastisk vek-
tor med sandsynlighedstethed p. Lad endvidere 1 vere en funktion fra IR™
ind i R. Da har den stokastiske variable ¥(X) middelverdi hvis og kun
hwvis

/mn [Y(x1, ..., zn)|p(21, ... 2n)day - - - da, < 00, (6.4.1)
0g 1 sa fald er
EW(X) = [ 0@ w)plon, o m)doy - odan. (642)

Vi kan ikke pa dette kursus bevise Saetning 6.4.1. Som i det en-
dimensionale tilfeelde kan vi ikke vaere sikre pa, at fordelingen af (X)) er
af en type, for hvilken vi har defineret middelveerdien. Seetningen er der-
for mest nyttig for os, nar fordelingen af ¢)(X) er kontinuert eller diskret.
For i det mindste at antyde, at Seetning 6.4.1 er korrekt, vil vi se pa
tilfeeldet ¢» = 15, hvor B C IR™:

/ 1g(z1, ..., xn)p(21, ... xp)dey - - - dxy, =
Rn
P((Xy,...,X,) € B)=E(1(Xy,..., X,)),

idet 15(Xy,...,X,) er en diskret stokastisk variabel, som kun antager
veerdierne 0 og 1, se Eksempel 3.7.2. Selv om dette er et meget enkelt
eksempel, er det faktisk forste skridt i beviset for (6.4.2).
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Ved hjeelp af Seetning 6.4.1 kan vi nu vise de samme resultater, som vi
for har vist for diskrete stokastiske variable ved at bruge Seetning 4.4.2.
Beviserne er helt analoge, blot er summer erstattet med integraler og
sandsynlighedsfunktioner med sandsynlighedsteetheder. Vi ngjes med at
bevise den naeste setning for at vise, hvordan man ggr. Resten overlades
trygt til laeseren.

Saetning 6.4.2 Lad X1, Xs, ..., X, vere kontinuerte stokastiske variab-
le, som alle har middelverdi. Da har den stokastiske variable X1 4+ X +
<-4+ X, middelverdi, og

EXi+Xo+ -+ X,) =E(X;)+E(Xy) + -+ E(X,). (6.4.3)

Huvis det yderligere antages, at de stokastiske variable X1, Xo,..., X, er
uafhengige, har ogsa Xy - Xo - - - X,, middelverdi, og

E(X; - X,) = E(X;) - E(Xs) - E(X,,). (6.4.4)

Bevis: Vi kan ngjes med at bevise seetningen for n = 2, da det generelle
resultat folger ved induktion.

Betegn sandsynlighedstaetheden for den stokastiske vektor (X, Xs)
med p og sandsynlighedsteetheden for X;, i« = 1,2, med p;. Da X; har
middelveerdi, er ifglge Seetning 6.4.1

/ , |z;|p(x1, 2)dr1dae < 00, i=1,2.

R

Derfor medfgrer trekantsuligheden |z 4+ 25| < |x1] + |22| at
/IR2 |x1 + xo|p(21, 22)dX1d2s <

/IRQ |l’1|p(,f1, l’g)dl‘ldlé + /1R2 |l’2|p(l’1, l’g)dl’ldxg < 00,

hvorfor den stokastiske variable X; + X, ifolge Seetning 6.4.1 har mid-
delveerdi, som kan beregnes ved

/]Rz (‘Tl + $2)p(x1, x2)d$1d$2

= /]R2 x1p(21, T2)dr dwy + /IR2 Tap(x1, T3)dr1dTy

= B(X)) +E(X).



6.4 Middelvaerdi, varians og kovarians 199

For at vise den sidste pastand, antages det nu, at X; og X5 er uaf-
haengige. Dermed er p(z1, x2) = p1(x1)p2(x2), saledes at

/2|I1$2|P(931,$2)d931d$2 :/ </ |$1|p1(931)|$2|292(£52)d$1> dxs
R r \JR

= /]R |22 p2(2) (/IR \561|P1($1)d$1> dxy

— (/IR ‘l’l‘pl(xl)dl’l) (/IR \x2|p2(x2)dx2> _

De to integraler i det sidste udtryk er endelige, da X; og X5 begge har
middelveerdi, hvorfor vi igen kan bruge Seetning 6.4.1 til at slutte, at den
stokastiske variable X - X5 har midddelveerdi. Efter samme omskrivning
af integralet uden numerisk tegn ser vi, at middelveerdien kan beregnes
ved (6.4.4).
O
For at kunne bevise de samme resultater som i Kapitel 3 om kovarians
og korrelation mellem to kontinuerte stokastiske variable, skal vi bruge
de fglgende to saetninger, der er lette at bevise.

Saetning 6.4.3 Lad (X1, Xy) vere en to-dimensional kontinuert stokas-
tisk vektor, som opfylder, at X; < X, samt at X1 og Xo har middelvaerds.
Da er E(Xl) S E(XQ)

Leeg meerke til, at Seetning 6.4.2 og Saetning 6.4.3 medfgrer Seetning
5.2.4 som et specialtilfeelde.

Saetning 6.4.4 Lad (X1, Xs) vere en kontinuert to-dimensional stokas-
tisk vektor, som opfylder, at Xy har middelverdi, samt at | X;| < | X|.
Da har ogsa X1 middelverdi.

Hvis to kontinuerte stokastiske variable X og Y opfylder, at
E(X?) <o og E(Y?) < oo, (6.4.5)

kan vi definere deres kovarians ved (3.8.1). Kravet er altsa, at de to
stokastiske variable har varians. Vi sa i forrige kapitel, at dette krav
medfgrer, at middelveerdien af X og Y ogsa eksisterer. Da

(X —E(X))(Y — E(Y)) = XY — XE(Y) - YE(X) + E(X)E(Y)
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0g
[ XY] < 5(X*+Y7),

ser vi af Seetningerne 6.4.4 og 6.4.2, at betingelsen (6.4.5) ogsa sikrer, at
den stokastiske variable (X —E(X))(Y —E(Y")) har middelveerdi, saledes
at vi kan definere kovariansen ved (3.8.1). Det er klart, at vi stadig kan
beregne kovariansen ved (3.8.2), samt at regnereglerne (3.8.3) — (3.8.5)
geelder for tre kontinuerte stokastiske, forudsat at de alle har varians.

Formlen for variansen af en sum af stokastiske variable (3.8.7) og Seet-
ningerne 3.8.3 og 3.8.8 gaelder ogsa for kontinuerte stokastiske variable.
Det skal bare altid antages, at alle indgaende stokastiske variable har va-
rarians, altsa opfylder (5.2.8). Beviserne i Afsnit 3.8 bruger slet ikke, at
de stokastiske variable i det afsnit er koncentreret pa endelige maengder;
der bruges kun generelle regneregler for middelveerdi, som vi nu har be-
vist ogsa geelder for kontinuerte stokastiske variable. Der er derfor ingen
grund til at gentage beviserne her. Vi kan bare henvise til Afsnit 3.8.

Korrelationen mellem to kontinuerte stokastiske variable X og Y med
varians defineres ved (3.8.8). Ogsa for kontinuerte stokastiske variable kan
korrelationen fortolkes som kovariansen mellem standardiserede variab-
le, og Seetning 3.8.7 holder ogsa her. Specielt er |corr(X,Y)| < 1. Igen
henvises der til beviserne i Afsnit 3.8.

6.5 Kontinuerte betingede fordelinger

Lad P veere en kontinuert fordeling pa IR"™ med sandsynlighedsteethed p.
Vi sa i Seetning 1.4.8, at funktionen B +— P(B|A) for en fast delmaengde
A CIR" med P(A) > 0 er et sandsynlighedsmal, den betingede fordeling
givet A. Den betingede fordeling er ogsa kontinuert. Dens sandsynlig-
hedsteethed er givet ved

p(z1, .. xn|A) = plr, .. xn)la(zy, ... x,)/P(A). (6.5.1)

At (6.5.1) er en sandsynlighedsteethed er klart:

/ p(z1, ..., x,|A)dxy - - - dxy
Rn

1

= m/m” Ta(zy, .., zp)p(Ty, . xp)dey - - - dey, = — = 1.
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Endvidere er

/ ].B(Ilfl,-..,In)p(llj'l,...,[L’n|A)dxl...dl»n
Rn

1 P(ANB
= M/IR” 1AOB(x17 .. .,In)p(flfl,. .. ,l’n)d,fl N dl’n = ﬁ

Dermed har vi vist, at (6.5.1) er sandsynlighedsteethed for den betingede
fordeling givet A.

Betragt en kontinuert stokastisk variabel X med sandsynlighedsteet-
hed p, og lad A veere en delmaengde af IR. Da har den betingede fordeling
af X givet X € A sandsynlighedstaethed lig p(x)14(z)/P(X € A)

Eksempel 6.5.1 Antag, at X er eksponentialfordelt med parameter \.
Da er P(X > a) = e for a > 0, sa den betingede fordeling af X givet
at X > a har sandsynlighedstaetheden

q(z) = Ne M7,

Dermed er sandsynlighedstaetheden for den betingede fordeling af X —a
givet at X > a
q(z +a) = Xe ™,

jfr. (5.4.2a).

Eksponentialfordelingen bruges ofte som model for ventetiden pa en
tilfeeldigt ankommende haendelse. Vi ser, at denne model har den egen-
skab, at den betingede fordeling af ventetiden, givet at man allerede har
ventet a tidsenheder, er preecis den samme som den ubetingede forde-
ling. Sadan bgr det ogsa veere, hvis heendelserne virkelig kommer helt
tilfeeldigt.

(I

For en to-dimensional kontinuert stokastisk vektor (X,Y’) har man
jeevnligt brug for at betinge med at X = x, men det gar jo tilsyneladende
ikke, for P(X = z) = 0! Det viser sig imidlertid, at man alligevel kan
definere en betinget fordeling af Y givet at X = x. Her giver vi kun en
heuristisk udledning. Lad altsa (X, Y") veere en to-dimensional kontinuert
stokastisk vektor med sandsynlighedstaethed p(z,y), og betragt et reelt
tal g, for hvilket P(X € [zg,z0 + €]) > 0 for alle ¢ > 0. For at lette
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notationen seetter vi K. = [zo, o + €]. Da har den betingede fordeling af
(X,Y) givet at X € K. sandsynlighedsteetheden

_ p(x,y)le(x,y).

q(x7y‘Kﬁ) P(X c Ke)

Den marginale betingede taethed for Y givet at X € K, far vi ifglge
(6.1.6) ved at integrere m.h.t. x:

Joo% pa, y)dx

P(X € K.

RylK) = /qu(:B,y|KE)dg;:

p(zo,y)e  p(To,y)

p1($0)€ - pl(xo) 7

hvor p; er den marginale teethed for X, som (igen ifolge (6.1.6)) er givet

ved
pi(z) = /Rp(x, y)dy.

Motiveret af disse beregninger, definerer vi for alle z, for hvilke p;(x) > 0,
den betingede fordeling af Y givet at X = x som den kontinuerte fordeling
med sandsynlighedstaethed

q(y) = Plz.y) (6.5.2)

pi(z)

Leeseren opfordres til at overbevise sig om, at (6.5.2) virkelig definerer
en sandsynlighedstaethed.

6.6 Sammenfatning

Vi har i dette kapitel studeret kontinuerte fordelinger pa IR" og stokasti-
ske vektorer, hvis fordeling er af denne type, d.v.s. kontinuerte stokastiske
vektorer. De fler-dimensionale kontinuerte fordelinger defineres ligesom
de endimensionale ved hjeelp af en sandsynlighedstaethed, og teorien er
et stykke hen ad vejen den samme; blot skal der nu integreres i IR".

Der er dog meget nyt. Vi sa, at vi kan finde den marginale sandsyn-
lighedsteethed for en stokastiske vektor, der bestar af en delmeengde af
de oprindelige koordinater, ved simplethen at integrere den oprindelige
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simultane sandsynlighedstaethed over de gvrige koordinater. Vi har ogsa
set, at de enkelte koordinater i en kontinuert stokastisk vektor er uaf-
hezengige, netop nar den simultane sandsynlighedsteethed kan skrives som
et produkt af funktioner, der hver kun afhsenger af én koordinat.

Videre har vi studeret fordelingen af visse funktioner af flere sto-
kastiske variable. Blandt andet har vi for to stokastiske variable fundet
fordelingen af deres sum, produkt og kvotient. Vi har ogsa fundet for-
delingen af en lineser transformation af en kontinuert stokastisk vektor.
Det er veerd at bemeerke, at vi har bevist, at summen af n uathaengige
normalfordelte stokastiske variable igen er normalfordelt med en middel-
veerdi og en varians, som kan findes ved de ssedvanlige regneregler for
middelveerdi og varians af en sum af stokastiske variable. Vi har nemlig
ogsa set, at alle de tidligere viste regneregler for middelveerdi, varians,
kovarians og korrelation ogsa geelder for kontinuerte stokastiske variable.
Endelig har vi kigget lidt pa kontinuerte betingede fordelinger.

6.7 Opgaver

6.1 T denne opgave vises det, at standard normalfordelingens teethed
faktisk er en sandsynlighedsteethed, altsa at dens integral er lig en.

Saet derfor .
c= / e dt.
0

Vi skal da vise, at ¢ = \/7/2. Vis forst, at

) o0 ') 1
/ (/ e_t(1+m2)dt) dr = / do = 7/2.
0 0 o 1+a22

Vink: Stamfunktionen til 1/(1 + 2?) er tan™', d.v.s. den inverse
funktion til tangensfunktionen, arctan (arcus tangens). Vis dernaest
ved at skifte integrationsvariabel et par gange, at

/OO </OO e_t(1+x2)d9§> dt = 262
0 0 ’

og slut heraf det gnskede resultat.
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6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

Vis, at der for en kontinuert stokastisk variabel X pa (0, 00) med
fordelingsfunktion I’ geelder, at

E(X) = /0 T(1 = F(a))d.

Lad den stokastiske vektor (X, Y") veere ligefordelt pa enhedscirklen,
{(x,y)|2* + y? < 1}. Vis, at X og Y ikke er uafhengige, og find
taethederne for deres marginale fordelinger.

Lad (X,Y) vere en kontinuert to-dimensional stokastisk vektor
med sandsynlighedstaethed

3ry~? narz € (0,1) og y € (1,3)
p(z,y) =

0 ellers.

Find de marginale sandsynlighedsteetheder for X og Y, og vis, at
X og Y er uathengige.

Lad X7 og X, veere uafheengige stokastiske variable, som begge er
ligefordelte pa (0,1). Vis, at teetheden for Z = X; + X, er

2 for z € (0, 1]
p(z) =4 2—2z forze (1,2)
0 ellers.

Lad X7 og X, veere uafheengige stokastiske variable, som begge er

eksponentialfordelt med parameter 1. Find teetheden for fordelin-
gen af X1 — X2.

Lad Xi,..., X, veere uathsengige stokastiske variable, der alle er
eksponentialfordelte med parameter . Vis ved et induktionsargu-
ment, at sandsynlighedsteetheden for summen X; + --- + X, er

)\nl.n— 1 e—)\m

p(x)—w, x> 0.

En fordeling af denne type kaldes en Erlang-fordeling efter en dansk
matematiker. Disse fordelinger er et specialtilfeelde af I'-fordelinger-
ne, som behandles i Kapitel 8.
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6.8

6.9
6.10

6.11

6.12

Lad R og X veere uafhaengige stokastiske variable, hvor R er lige-
fordelt pa (0,1), mens X har en vilkarlig teethed p. Lad F' betegne
fordelingsfunktionen for X. Vis at teetheden for S = R+ X er

q(s) = F(s) — F(s—1).

Udregn og tegn taetheden ¢ i tilfeeldet hvor X er eksponentialfordelt
med parameter 1.

Vis Korollar 6.3.5, Korollar 6.3.6 og Korollar 6.3.7.

Lad R; og Ry veere uafhaengige stokastiske variable, som begge er
ligefordelte pa (0,1). Definer Z = Ry R.

(a) Hvad er teetheden for Z7

Fordelingen af Z kan man ogsa na frem til pa folgende made:

(b) Seet X; = —log(Ry) og Xo = —log(Rs). Hvad er fordelingen af
(X17 XQ)?

(c) Udled fordelingen af S = X; + Xo.

(d) Udled fordelingen af Z = exp(—5S).

Lad X og Y veere to uathaengige stokastiske variable, som begge er
ligefordelte pa (0,1). Vis, at sandsynlighedsteetheden for X/Y er

22% nar z > 1

nair0 < z<1

q(z) =

N[

0 nar z < 0.

Lad A vere parallelogrammet bestemt af punkterne (0,0), (1,0),
(0,1) og (-1,1), og betragt funktionen

4oy + 4y* hvis (z,y) € A
fla,y) =

0 ellers.

(a) Gor rede for, at f er en sandsynlighedstaethed pa A.
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6.13

6.14

6.15
6.16

6.17

(b) Lad (X,Y) veere en kontinuert stokastisk vektor, hvis sandsyn-
lighedsteethed er f. Ggr rede for at X og Y ikke er uafhaengige.

(c) Find sandsynlighedstaetheden for den marginale fordeling af Y.

(d) Definer en ny stokastisk vektor (Z1,Z;) ved Z; = X +Y og
Zs =Y. Find den simultane sandsynlighedstaethed for (77, Z,), vis
at Z1 og Z, er uathaengige, og find deres marginale fordelinger.

Lad X7 og X, veere uathaengige, standard normalfordelte stokasti-
ske variable. Vis at X; /X, er Cauchy fordelt.

Lad X7 og X, veere uafhengige stokastiske variable, som begge er
eksponentialfordelte med parameter 1.

(a) Find teetheden for den stokastiske vektor (X + X5, Xi).
(b) Vis, at
X1
X1+ Xo
er ligefordelt pa (0,1). Hvad er fordelingen af X, /(X + X5), hvis
de to eksponentialfordelinger har parameter \?

Vis resultatet (6.3.1) ved at kombinere Seetning 6.3.10 med (6.1.5).

Lad X7 og X, veere uafheengige stokastiske variable, som begge er
eksponentialfordelte. Definer

M = min{Xl,Xg} = Xl A XQ,
S = maX{Xl,Xg} = Xl vV Xg.

Angiv sandsynlighedstaethederne for fordelingerne af M og S.

Lad Xi, ..., X,, veere uathengige, identisk fordelte stokastiske va-
riable med en teethed p, som er strengt positiv pa et interval og nul
udenfor intervallet. Intervallet kan veere hele den reelle akse. Lad F'
betegne den tilhgrende fordelingsfunktion. Lad X ;) veere defineret
som i Eksempel 6.3.9. Vis, at fordelingen af X(;) har teetheden

(o) = JF @0 = Pyt
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6.18

6.19

6.20

Vink: De tranformerede variable R; = F(X;) er ligefordelte pa
(0,1), og fordelingen af Ry = F (X)) er derfor den, der blev
udledt i Eksempel 6.3.9.

Vis, at to kontinuerte eller diskrete stokastiske variable X og Y er
uafheengige hvis og kun hvis E(g(X)h(Y)) = E(g(X))E(h(Y)) for
ethvert par af begraensede reelle funktioner g og h.

Lad X; og X, veere uafhaengige, identiske fordelte (diskrete eller
kontinuerte) stokastiske variable pa (0,00). Betragt folgende sto-
kastiske variable

X Xo

Y, = — 21 e Y= 22
TX X, % TPTX TX

(a) Gor rede for, at Y; og Y, har veldefineret middelveerdi.
(b) Vis, at E(Y;) = E(Y2)

(c) Vis endelig, at E(Y;) = 1.

(

a) Lad X veere en stokastisk variabel med middelveerdi p og vari-
ans 02, og lad f veere en to gange differentiabel funktion fra IR ind
i IR. Ved at Taylor-udvikle f ses det, at

FX) = f(u) + f(0)(X = p) + R,
hvor R er et stokastisk restled. Benyt dette udtryk til at vise, at
Var(f(X)) = f'(n)o® + R,

hvor

R* = Var(R) +2f' (WE((X — p)R).
Hvis R* er lille, har vi altsa approksimationen
Var(f(X)) = f'(n)o®. (%)
Vis, at hvis |f”(z)| < M for alle x, er

R < MPE((X — )")/4+ |f () MIE((X = 1)*)]-
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6.21

6.22

Vink: R = 1 f"(Y)(X — p)? for et Y mellem p og X.
Approksimationen (*) og approksimationen (**) nedenfor er i fa-
gene fysik og kemi kendt under det noget pompgse navn fejlophob-

ningsloven (propagation of error) .

(b) Betragt k uathasengige stokastiske variable X7, ..., X} med mid-
delveerdier ju; og varianser o2, i = 1,... k. Vis, at man for enhver
to gange differentiabel funktion ¢ : R* — IR har folgende approk-
simation

Var(g(Xy,..., Xp)) =~ ;a? (8{-('[“’ . ,uk)> , (xx)

7

0
x

forudsat at det tilsvarende restled er lille. Man kan naturligvis ogsa
vise et resultat for korrelerede stokastiske variable. Dette overlades
til seerligt interesserede studerende.

Lad X veere ligefordelt i intervallet (—1,1), og definer Y = X2
Vis, at X og Y er ukorrelerede. Er de uathaengige?

Lad X7 og X, veere uafhengige stokastiske variable, som begge er
eksponentialfordelte med parameter \.

(a) Vis, at teetheden for den stokastiske vektor (X, X7 + X) er
p(y1,y2) = N2e™ M2 nar y, > y; > 0, og ellers er lig nul.

(b) Vis, at den betingede fordeling af X; givet at X; + Xy = =,
hvor & > 0, er ligefordelingen pa intervallet (0, ).



Kapitel 7

Graenseresultater for
stokastiske variable

I dette kapitel behandles to af sandsynlighedsregningens vigtigste resul-
tater, som begge drejer sig om, hvordan gennemsnittet af n stokastiske
variable opfgrer sig, nar n gar mod uendelig.

7.1 De store tals lov

Store tals lov siger, at for n ukorrelerede stokastiske variable med mid-
delveerdi og varians vil gennemsnittet med stor sandsynlighed ligge naer
middelveerdien, nar n er stor. Dette resultat vises ved hjalp af Cheby-
shevs ulighed.

Saetning 7.1.1 (Chebysheuvs ulighed). Lad X vere en diskret eller kon-

tinuert stokastisk variabel med middelverdi i og varians o*. Da geelder,
for ethvert a > 0, at

[\

P(X —pl 2 a) < 7. (7.1.1)
a
Bevis: Definer for a > 0 meengden
A={z e R||z—p| > a}.

Da er
(z — p)*1a(z) > a®14()
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for alle x € IR. Dermed er
o = E((X-n))
E (X = p)*14(X)) + E (X = 1)’ Iimya (X))

E (X = 1)?1a(X >)
E (a’14(X)) = a’P(X € A) = a*P(|X — | > a).

7;

AV
7;

v

Det andet ulighedstegn folger af (5.2.6)

Eksempel 7.1.2 Hvis X har middelveerdi 0 og varians 1 er P(|X| >
10) < 0.01.

Vi kan nu uden stgrre besveer bevise de store tals lov.

Saetning 7.1.3 (De store tals lov). Lad X1, X5, ... vere en folge af ukor-
relerede diskrete eller kontinuerte stokastiske variable, som alle har sam-
me middelverdi og varians. Hvis p = FE(X;), gelder for ethvert e > 0
at

POXrF~+Xn

— — 1 7.1.2
) u\ <) (7.1.2)

for n — oo.

Bevis: Gennemsnittet X,, = %(Xl + ...+ X,,) har middelveerdi p og
varians

5 1
Var(X,) = — (Var(Xy) + ... + Var(X,)) = %
hvor 02 = Var(X;). Ved at anvende Chebyshevs ulighed (7.1.1) fas

1 > P(\Xn—,u\<e):1—P(\Xn—,u\26)

v 2
> —Var(X)_l—U——>1
€2 ne

for n — oo.
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Den eneste grund til at det i Seetningerne 7.1.1 og 7.1.3 kraeves, at de
stokastiske variable er diskrete eller kontinuerte, er at vi kun har define-
ret middelveerdi og varians for disse to typer af fordelinger. Chebyshevs
ulighed og store tals lov gaelder for alle typer stokastiske variable, som
har middelveerdi og varians.

Seetning 7.1.3 er den enkleste version af de store tals lov. Der findes
andre varianter, som vi ikke vil bevise her (se dog Opgave 7.7). F. eks.
er det ikke ngdvendigt at antage, at de stokastiske variable har varians.
Det er nok, at E(|X;|) < oo, hvilket til gengeeld klart nok er ngdvendigt.
I den situation antages uatheengighed i stedet for ukorrelerethed, men de
stokastiske variable behgver faktisk ikke vaere ukorrelerede eller uathsen-
gige; resultatet (7.1.2) geelder, hvis blot athengigheden er tilstrackkeligt
svag.

Vi har nu bevist, at sandsynlighedsregningens frekvensfortolkning hol-
der. Lad nemlig Y;,Ys, ... vaere en fglge af uafhaengige stokastiske va-
riable med samme fordeling, og lad A vaere en delmeengde af IR. Seet
p=P(Y; € A). Daer E(14(Y;)) =p og

LaY) +---+1a(Yn)

H, =

er den relative hyppighed af udfald i A blandt de n forste stokastiske
variable. Da 14(Y;) er begraenset, har den varians, sa ifglge store tals lov
gaelder

P(|H, —p| <€) =1

for n — oo for ethvert € > 0.

Det skal ogsa lige neevnes, at vi her har stiftet bekendtskab med et
af sandsynlighedsregningens vigtigste begreber, konvergens i sandsynlig-
hed. Hvis Y7,Ys, ... er en fglge af stokastiske variable, som opfylder, at
der findes en stokastisk variabel Y, sa P(|Y,, — Y| <€) — 1 for n — oo
for ethvert € > 0, sa siger man, at fglgen {Y,,} konvergerer i sandsynlig-
hed mod Y. Store tals lov siger altsa, at gennemsnittet af n uafheengige
stokastiske variable med samme middelveerdi og varians konvergerer i
sandsynlighed mod den felles middelveerdi. Her er Y lig med en kon-
stant, nemlig middelveerdien.
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7.2 Den centrale graensevaerdisaetning

Betragt en fglge af uatheengige diskrete eller kontinuerte stokastiske va-
riable X7, Xy, ..., som alle har samme fordeling med middelveerdi u og
varians o2. De store tals lov forteller os da, at gennemsnittet af de n
forste stokastiske variable

1

1 n
n o
er teet pa u, nar n er stor. Gennemsnittet er jo en stokastisk variabel, sa
det er naturligt at spgrge, hvad dets fordeling er, nar n er stor. Variansen
er meget lille, sa det varierer kun lidt i nerheden af p. Imidlertid kan
man studere gennemsnittets stokastiske variation ved at betragte den
standardiserede variabel _

Xn — M
-~ a/yn’
Da E(X,) = u og Var(X,,) = 02/n, har U, middelvaerdi nul og varians
en. Vi har ved at gange med /n/o forstgrret den stokastiske variation
af X,,, sa vi kan studere den ngjere. Der gzlder folgende resultat.

Un

(7.2.1)

Saetning 7.2.1 (Den centrale grenseverdisetning). Lad Xy, Xa, . .. ve-
re en folge af uafhengige, identisk fordelte kontinuerte eller diskrete sto-
kastiske variable med middelverdi i1 og varians 0. Da vil fordelingen af
Uy, defineret ved (7.2.1), konvergere mod en standard normalfordeling, i
den forstand at for alle u € IR wil

P U, <u)— &(u), (7.2.2)

narn — o0o. Som sedvanlig betegner ® fordelingsfunktionen for standard
normalfordelingen givet ved (5.3.2).

Vi har pa dette kursus ikke de ngdvendige tekniske hjeelpemidler til
at bevise den centrale graenseveerdiseetning. Med de rette hjselpemidler
er setningen faktisk ikke svaer at vise.

Der er mange gode grunde til, at normalfordelingen dukker op her.
Hvis X;-erne er normalfordelte, fglger det af Seetning 6.3.12, at U, er
standard normalfordelt for alle n. Hvis seetningen skal veere sand, ma
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P (U, <u) derfor ngdvendigvis konvergere mod ®(u). Bemeerk, at vi
kan slutte af Seetning 7.2.1, at standard normalfordelingen er den eneste
fordeling med varians, som har den egenskab, at U,, har samme fordeling
som X;-erne for alle n. Det kan faktisk bevises, at den er den eneste
fordeling overhovedet med denne egenskab.

Hvis vi definerer S, = X; + --- + X,,, kan resultatet (7.2.2) ogsa
skrives pa formen

P (Stfi# < u> — B(u), (7.2.3)
nar n — co. Vi kan altsa ogsa opfatte den centrale greenseveerdisaetning
som et udsagn om fordelingen af summen S,,, nar n er stor.

Den centrale greenseveerdisasetning giver en forklaring pa, hvorfor det
i praksis sa ofte viser sig, at observationer kan antages at veere normal-
fordelte. Vi kan f. eks. teenke os, at man skal male en stgrrelse, som har
veerdien £, men at en raekke tilfeeldige forhold indvirker pa malingen, sa
den ikke bliver helt ngjagtig. Det, der faktisk males, kan derfor anta-
ges at veere Y = £ + Xy + --- + X,,, hvor X;-erne er virkningen af de
forskellige kilder til malefejl. Hvis X;-erne opfylder betingelserne i den
centrale greenseveerdiseetning, kan fordelingen af malingen Y tilnaermes
med en normalfordeling med middelvaerdi & + ny og varians no?. Ved
gode malinger er p lig nul eller i hvert fald meget lille.

Der findes andre udgaver af den centrale graenseveerdissetning med
veesentligt svagere betingelser, som ggr overstaende argument for, at
malefejl ofte er normalfordelte, mere overbevisende. De stokastiske va-
riable X; behgver saledes ikke at have samme fordeling; ikke engang
samme middelvaerdi og varians. De behgver heller ikke at veere uatheen-
gige. Det vaesentlige er, at de alle er sma i forhold til summen S,,, og at
afheengigheden mellem dem ikke er for stor.

Den form for konvergens, som udtrykkes ved (7.2.2) kaldes konver-
gens i fordeling. Et andet eksempel pa denne form for konvergens sa vi i
Seetning 4.1.2. Udforskningen af konvergens i fordeling spiller en central
rolle i sandsynlighedsregningen og dens anvendelser i statistik.

Ikke sjeeldent ser man, at et interval af “typiske veerdier” for en sto-
kastisk variabel angives som middelveerdien plus/minus 2 gange spred-
ningen. Hvis vi kan bruge den centrale graenseveerdisaetning til at ar-
gumentere for, at fordelingen af den stokastiske variable kan tilnsermes
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godt med en normalfordeling, giver dette god mening. For en normalfor-
deling geelder nemlig, at 95 procent af sandsynligheden ligger inden for
graenserne givet ved middelveerdien £ 1.96 gange spredningen.

Den centrale greenseveerdiseetning kan benyttes til at vise, at nogle
af de fordelinger, vi har beskaftiget os med, under visse omstendighe-
der kan tilnsermes med en normalfordeling. Det ser vi neermere pa i de
folgende eksempler.

Eksempel 7.2.2 Lad X, X,,... veere uatheengige stokastiske variable
med veaerdier i {0, 1}, som alle har samme fordeling givet ved at P(X; =
1)=pog P(X;=0)=1—p, hvor p € (0,1). Seet S,, = Xy +--- + X,.
Da E(X;) = p og Var(X;) = p(1 — p) (se Eksemplerne 3.7.2 og 3.7.11),
geelder ifplge den centrale greenseveerdisetning at

j2) (M < u) — (),
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Figur 7.2.1: Sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med an-
talsparameter 10 og sandsynlighedsparameter 0.5 tegnet som histogram
og sandsynlighedstaetheden for normalfordelingen med middelvaerdi 5 og
varians 2.5.



7.2 Den centrale graensevaerdisaetning 215

0.30
I

0.25
I

0.20
I

0.15
I

0.10
I

0.05
I

A —

T T T T T T
0 2 4 6 8 10

0.00
I

Figur 7.2.2: Sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med an-
talsparameter 10 og sandsynlighedsparameter 0.3 tegnet som histogram
og sandsynlighedstaetheden for normalfordelingen med middelveerdi 3 og
varians 2.1.
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Figur 7.2.3: Sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med an-
talsparameter 20 og sandsynlighedsparameter 0.5 tegnet som histogram
og sandsynlighedsteetheden for normalfordelingen med middelveaerdi 10
og varians 9.
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Figur 7.2.4: Sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med an-
talsparameter 20 og sandsynlighedsparameter 0.3 tegnet som histogram

og sandsynlighedstaetheden for normalfordelingen med middelvaerdi 6 og
varians 4.2.

nar n — oo. Da S, er binomialfordelt med antalsparameter n og sand-
synlighedsparameter p, kan vi konkludere, at denne fordeling, nar n er
stor, ligner en normalfordeling med middelveerdi np og varians np(1 — p)
i den forstand, at

S, —np U —np U —np
P(S,<u)=P < ~P | —.
( ) (\/np(l—p) \/np(l—p)) ( np(l—p))

Vi har derfor fglgende approximation

P(S, =i) ~® (M) _® (Z_%J)
np(1 —p) np(l —p)

for i € {0,...,n}. Approksimationen er god, nar blot n > 10 og |p — %
ikke er for stor. Den centrale graenseveerdiseetning for specialtilfeeldet
binomialfordelingen kaldes de Moivres sesetning.

O
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Eksempel 7.2.3 Antag, at Xi, X, ... er uafhsengige stokastiske variab-
le, som alle er Poisson fordelte med parameter A\, og set S,, = X; 4+ -+
X,. Da E(X;) = Var(X;) = A (se Afsnit 4.4), geelder ifglge den centrale

graensevaerdisaetning at

p(Et )

nar n — oo. Da S, er Poisson fordelt med parameter nA (se Sezetning
4.3.4), kan vi konkludere, at denne fordeling, nar n er stor, ligner en
normalfordeling med middelveerdi n\ og varians nA i den forstand, at

U —nA
P(Sngu)zq)< T )
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Figur 7.2.5: Sandsynlighedsfunktionen for Poissonfordelingen med para-
meter 5 tegnet som histogram og sandsynlighedsteetheden for normalfor-
delingen med middelveaerdi 5 og varians 5.

Vi kan ogsa udtrykke dette resultat ved at sige, at en Poisson fordeling
med parameter \ kan approksimeres med en normalfordeling med mid-
delveerdi A\ og varians A, nar A er stor. Hvis Y er Poisson fordelt med
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Figur 7.2.6: Sandsynlighedsfunktionen for Poissonfordelingen med para-
meter 10 tegnet som histogram og sandsynlighedstaetheden for normal-
fordelingen med middelveerdi 10 og varians 10.
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Figur 7.2.7: Sandsynlighedsfunktionen for Poissonfordelingen med para-
meter 20 tegnet som histogram og sandsynlighedstaetheden for normal-
fordelingen med middelveerdi 20 og varians 20.
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parameter \, er altsa

for i € IN, nar A er stor.

7.3 Opgaver

7.1 Lad p € (0,1) veere givet. Find ved hjeelp af Chebyshevs ulighed et
tal ¢ > 0, sa der for en stokastisk variabel X geelder, at sandsyn-
lighedsmassen i intervallet E(X') £ ¢y/Var(X) er storre end eller lig
p. Hvad er svaret, nar p = 0.957

7.2 Betragt en stokastisk variabel X = >77 | Y}, hvor Y;erne er uatheen-
gige, identisk fordelte stokastiske variable, som har middelveerdi og
varians. Ifglge den centrale greenseveerdiseetning er X tilnsermelses-
vist normalfordelt. Brug den approximerende normalfordeling til at
give svar pa sporgsmalene i Opgave 7.1.

7.3 Lad X veere en stokastisk variabel, som er Poissonfordelt med pa-
rameter A. Benyt Chebyshevs ulighed til at vise de fglgende to
uligheder:

A 4

> =

7.4 Lad X veere en diskret stokastisk variabel med sandsynlighedsfunk-
tion givet ved p(1) = p(3) = 1/18 og p(2) = 8/9. Vis, at der findes
en veerdi af a > 0, for hvilken P(|X — E(X)| > a) = Var(X)/a?.
Generelt kan Chebyshevs ulighed altsa ikke forbedres.

7.5 Lad X, Xs,... veere en folge af uathaengige, identisk fordelte sto-
kastiske variable med middelveerdi p og varians o2. Vis, at den
empiriske varians s2 for de forste n variable (se opgave 3.26) kon-
vergerer i sandsynlighed mod o2, forudsat at EX} < co. Vink: Det
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7.6

7.7

7.8

bliver lidt enklere, hvis man ved definitionen af s? benytter fakto-
ren % i stedet for ﬁ I greensen er dette uden betydning. Udtryk

s?ved 1Y X2 og X = 13X,

En mgnt kastes 1000 gange. Giv en approksimation til sandsynlig-
heden for at fa mindst 550 plat?

Lad Xi, X,,... veere en folge af ukorrelerede diskrete eller kon-
tinuerte stokastiske variable, som alle har samme middelveerdi pu.
Antag, at der findes et reelt tal K > 0, sa Var(X;) < K for alle
1 € IN. Vis, at der for ethvert € > 0 geelder, at

X+ + X,
P(‘ Lt + —,u‘<e>—>1
n
for n — oo.

Lad Zi, Z,, ... veere en folge af uathengige, identisk fordelte sto-
kastiske variable med middelvaerdi 0 og varians o2, og definer en
folge af stokastiske variable ved Yy = 0 og

}/;':9}/;'—1_'_22" Z.:]->2a"'7

hvor |0] < 1. Vis, at Var(Y;) = 6?Var(Y;_) + o2 (1 = 1,2,...), og
slut heraf at Var(Y;) < ¢?/(1 — 6?) for alle 7. Vis derefter at de
stokastiske variable X; = Y, 1(Y; — 0Y;_1) = Y, 1Z;, i = 1,2,...
opfylder at

P(‘X1+~-~+Xn
n

<€>—>1

for n — oo for ethvert € > 0.



Kapitel 8

Normalfordelingens teori

Dette kapitels fgrste to afsnit behandler nogle fordelinger, som spiller
en vigtig rolle i statistisk teori, ikke mindst i teorien for normalfordelte
observationer. Dernaest behandles den fler-dimensionale normalfordeling.

8.1 y?-fordelingen og I'-fordelingen

Definition 8.1.1 Lad Uy, ..., Uy vere uafhengige standard normalfor-
delte stokastiske variable. Fordelingen af U + -+ + U? kaldes da x*-
fordelingen med k frihedsgrader.

Saetning 8.1.2 Sandsynlighedstaetheden for y?-fordelingen med k fri-
hedsgrader er

k

p(z) = : (8.1.1)

k
22¢y

nar x > 0, og lig nul nar x < 0. I denne formel er ¢; = /7, mens
ek = (5= 1) ndrk erlige og cp = (5 —1)--- 2/, hvis k =3,5,7.. ..

For k = 1 viste vi (8.1.1) i Eksempel 5.4.6, se (5.4.5). For vi viser
(8.1.1) for et generelt k, er det nyttigt at studere den mere generelle
klasse af fordelinger med taethed

l.a—le—m/,@

T(a) (8.1.2)

p(x) =
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for x > 0 og p(z) = 0 for < 0. Her er @ > 0 og > 0, og I'(«) er en
storrelse, som sikrer, at integralet af p over (0, 00) er lig en. Laeseren ber
overveje, hvorfor dette integral er endeligt. At I'(«) ikke afheenger af (3
ses ved at skifte integrationsvariabel som vist nedenfor. Fordelingen med
teethed (8.1.2) kaldes I'-fordelingen med formparameter o og skalapara-
meter 3. At parameteren ( faktisk er en skalaparameter vises i Opgave
8.1: Hvis X er I'-fordelt med formparameter o og skalaparameter 1, er
BX I'-fordelt med formparameter o og skalaparameter 3. For fast o har
fordelingen derfor essentielt den samme form. For varierende veerdier af
a kan formen derimod veere helt forskellig. For eksempel gar p(z) mod
uendelig, 57! eller nul for # gdende mod nul, afheengig af om a < 1,
a = 1 eller a > 1. Vi ser, at x>-fordelingen med k frihedsgrader er lig
[-fordelingen med formparameter k/2 og skalaparameter 2. Bemaerk, at
eksponentialfordelingen ogsa er et specialtilfezelde svarende til o = 1.

Gamma-—fordelingen

1.0

0.8

0.6
1

0.4

0.2

Figur 8.1.1: I'-fordelingens sandsynlighedstaethed for o = 0.5 og 3 = 6
(prikket kurve), a = 1 og § = 3 (stiplet kurve), « = 3 og § = 1 (fuldt
optrukket kurve) og o = 12 og 3 = 0.25 (prikket og stiplet kurve). Disse
fordelinger har alle middelveerdi tre.
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Lad os forst se nermere pa funktionen « — I'(«r), som er defineret
for a > 0, og som kaldes I'-funktionen. Da integralet af p skal veere lig
en, ma

['(«) :/ xo‘_le_x/ﬁﬁ_o‘dx:/ y* e Vdy.
0 0

Af dette udtryk ses det, at I'(«) ikke afthaenger af 5. Endvidere folger det
ved delvis integration, at

MNa+1) = /0 ye Ydy

(e e}

= [y (e = [ eyt ey
0
= ol'(a).
Vi har dermed vist I'-funktionens funktionalligning
Ma+1) =al(a). (8.1.3)

Da -
(1) :/ o Vdy = 1,
0

ses det ved gentagen brug af (8.1.3), at der for et positivt helt tal n
geelder, at
I'(n)=(n—1)!

Vi har som neevnt vist, at ¢ i (5.4.5) er en sandsynlighedstaethed, og da
q er et specialtilfeelde af (8.1.2) med a = % og [ = 2, folger det, at

L(3) =/
Ved gentagen brug af (8.1.3) ses det derfor, at
)=(5—1)- 3V,

nar k er et ulige helt tal storre end eller lig 3. Vi har dermed indset,
at (8.1.1) er en sandsynlighedsteaethed, nar ¢, er defineret som beskrevet
ovenfor.

Vi vil nu vise, at summen af uathaengige I'-fordelte stokastiske variable
med samme skalaparameter igen er ['-fordelt. Dette resultat kaldes ofte
[-fordelingens foldningsegenskab.

I'(

[STE
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Saetning 8.1.3 Lad X4,..., X, vere uafthengige stokastiske variable,
hvor X; er I'-fordelt med formparameter o; og skalaparameter 3, 1 =
1,...,n. Da er X1 +---+ X,, ['-fordelt med formparameter ay +-- -+ ay,
og skalaparameter [3.

Bevis: Det generelle resultatet vises let ved induktion, nar fgrst seetnin-
gen er vist for n = 2. Vi behgver derfor kun at betragte tilfeeldet n = 2.
Ifglge (6.3.2) er teetheden for X; + Xo

P l.al—le—m/,@ s— az—le—(z—x)/,@
q(z) = / +( ) dx
0 ﬂal OQF(OQ)F(OQ)
= /P /Z 77Nz — 2)*?
peateaT(aq)[(az2) Jo
Ocl-i-ocg 1 —z/ﬁ 1 ld
= a1 — OQ
6a1+a2r 041 / Yy Y,

hvor vi har foretaget substitutionen y = x/z. Det ses, at teetheden for
X7 + X, har samme form som taetheden for en I'-fordeling med formpa-
rameter a; + g og skalaparameter (3, bortset fra at den ser ud til at veere
normeret anderledes. Seet

oy A —y)edy
I'(an)I'(a2) '

Da vi ved, at g er en sandsynlighedstaethed, er
1= / q(z)dz = c/ glortaz) jontar=1o=2/Bq, — Doy + ),
0 0

saledes at )

(o + ag)

Dermed er saetningen vist for n = 2. Laeseren kan nu selv gennemfgre
induktionsargumentet.

CcC =

O
Undervejs har vi vist, at

/ yal 1 052 1dy—
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Denne funktion af (ay, ap) kaldes Beta-funktionen. Bemaerk, at funktio-
nen

y (1 — ) ' (g + ay)
['(o)T(a) ’

fx) = z e (0,1),
er en sandsynlighedstaethed pa (0,1). Den tilsvarende fordeling kaldes
Beta-fordelingen. Vi studerede et specialtilfezelde i Eksempel 5.1.4, men
vil ikke beskeeftige os yderligere med Beta-fordelingen pa dette kursus,
se dog Opgave 8.7.

Vi kan nu vende tilbage til y?-fordelingen og vise Seetning 8.1.2, d.v.s.
at x2-fordelingens teethed er givet ved (8.1.1).

Bevis for Szetning 8.1.2: I Eksempel 5.4.6 viste vi, at U? har sandsyn-
lighedsteethed (5.4.5), altsa at U? er I'-fordelt med formparameter 1/2
og skalaparameter 2. Det fglger derfor af Seetning 8.1.3 at U + - - - + U?
er I'-fordelt med formparameter k/2 og skalaparameter 2, og dermed har
sandsynlighedsteethed (8.1.1).

([l

Det er let at finde middelveerdien af y2-fordelingen med % frihedsgra-
der: Da E(U?) = Var(U;) = 1, er E(U2 +--- + U}) = k.

Hvis X er x2-fordelt med f frihedsgrader, kaldes fordelingen af 02X,
hvor 02 > 0, for o?x?-fordelingen med f frihedsgrader. Af diskussionen
tidligere i dette afsnit fremgar det, at o?y2-fordelingen med f friheds-
grader er lig I'-fordelingen med formparameter f/2 og skalaparameter
202. Hvis Y er o?y?-fordelt med f frihedsgrader, og Z = Y/ f, skriver
man traditionelt Z ~ o%x?/f. Fordelingen af Z er en I'-fordeling med
formparameter f/2 og skalaparameter 202/ f.

8.2 F-fordelingen og t-fordelingen

Hvis Z; og Z, er uafhaengige stokastiske variable, som er y2-fordelte med
henholdsvis f; og f, frihedsgrader, kaldes fordelingen af den stokastiske
variable

i/ h

X =2k
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F-fordelingen med (fi, f2) frihedsgrader. Denne fordeling har sandsynlig-
hedstaethed

([L’) = 1f1/2 2fz/21—‘((f1 + f2)/2)$’f1/2_1
p o L(f1/2)T(f2/2)(f2 + fll')(f1+f2)/2’

hvilket folger af Korollar 6.3.6. Ved at benytte (8.2.1) og sammenlig-
ningskriteriet i Seetning D.1.7 kan man indse, at X har middelveerdi hvis
og kun hvis fy > 2. Nar denne betingelse er opfyldt, kan det vises, at

B(X) = fzfi -

x>0, (8.2.1)

(8.2.2)

For at bevise (8.2.2) kan man bruge, at middelveerdien af 1/7Z; er lig
1/(f2 —2), jfr. opgave 8.4.

F-fordelingen
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1

Figur 8.2.1: Sandsynlighedsteetheden for F-fordelingen med (6,10) fri-
hedsgrader
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Bemeerk til slut, at hvis Uy, ..., U, er uafhengige standard normal-
fordelte stokastiske variable og k < n, sa er

(U7 + -+ UR)/k
(Ui -+ U/ (n = k)

F-fordelt med (k,n — k) frihedsgrader.

Hvis U er en standard normalfordelt stokastisk variabel, der er uaf-
haengig af den stokastiske variable Z, som er y2?-fordelt med f friheds-
grader, sa kaldes fordelingen af

- Y

VZif

t-fordelingen med f frihedsgrader. Denne fordeling har sandsynligheds-
teetheden

I (FEIE)
VRIT(/2)(1+ 2] U

hvilket fglger af Korollar 6.3.7. Bemeerk, at sandsynlighedstaetheden er
symmetrisk om nul.

Ved at benytte (8.2.3) og sammenligningskriteriet i Seetning D.1.7
kan det indses, at T har middelveerdi hvis og kun hvis f > 1. I sa fald er

p(t)

t e R, (8.2.3)

E(T) = 0, (8.2.4)

da (8.2.3) er symmetrisk om nul. Det kan pa tilsvarende made vises, at
T har varians hvis og kun hvis f > 2. I sa fald er (se opgave 8.4)
Var(T) = L (8.2.5)
f—2
Bemaerk, at T2 er F-fordelt med (1, f) frihedsgrader. Nar f = 1 er
sandsynlighedsteetheden for t-fordelingen

1
p(t) = 1+ 8)

som vi genkender som sandsynlighedstaetheden for Cauchy-fordelingen,
se Eksempel 5.4.5. Nar derimod f er stor ligner t-fordelingen standard
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t-fordelingen

T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6

Figur 8.2.2: Sandsynlighedstaetheden for t-fordelingen med 1 (fuldt op-
trukket kurve), 3 (prikket og stiplet kurve) og 10 frihedsgrader (stiplet
kurve). Endvidere er standard normalfordelingens sandsynlighedstaethed
indtegnet (prikket kurve).

normalfordelingen. Det har vi ikke redskaberne til at vise pa dette kur-
sus, men det er ikke overraskende. Hvis nemlig Uy, ..., U, er uatheengige
standard normalfordelte stokastiske variable, er

Uo
VWP -+ U2)/n

T =

t-fordelt med n frihedsgrader, og nar n er stor, er (U2 +---+U?2) /n ifolge
store tals lov teet pa E(UZ) = 1, saledes at T' ~ U.
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8.3 Den fler-dimensionale normalfordeling

8.3.1 Den fler-dimensionale standard normalforde-
ling

Hvis Uy, ..., U, er uatheengige standard normalfordelte stokastiske va-
riable, kaldes fordelingen af den stokastiske vektor (Ui,...,U,) den n-
dimensionale standard normalfordeling. Sandsynlighedstaetheden for den
n-dimensionale standard normalfordeling er ifglge Seetning 6.2.1

(@1, 1) = (1) - () = (2m) Ee 2wt tal), (8.3.1)

for alle (z1,...,z,) € R™. Som saedvanlig betegner ¢ sandsynligheds-
taetheden for den en-dimensionale standard normalfordeling, der er givet
ved (5.3.1). Fordelingen med taethed (8.3.1) kaldes ogsa den normerede
fler-dimensionale normalfordeling.

I dette underafsnit vil vi vise nogle resultater, som er vigtige i for-
bindelse med statistiske normalfordelingsmodeller. Det vil bl.a. vise sig,
hvorledes y?-fordelingen og t-fordelingen dukker op. Vi far brug for nogle
resultater fra lineser algebra, som vi ferst vil minde om.

Vi vil altid opfatte elementerne i IR™ som sgjlevektorer, d.v.s. som
n x 1 matricer. Koordinaterne af x € IR" betegnes med x4, ..., z,. Nar vi
har brug for at skrive x € IR" som en raekkevektor, benytter vi transpone-
ringsoperatoren. Den transponerede af z er en 1 x n matrix, der betegnes
med z!. Ogsa den transponerede af en matrix M betegnes med M. Vi
benytter det seedvanlige indre produkt i IR"™, det sakaldte prik-produkt.
For x og y € IR" er det givet ved

Ty =Ty + ...+ Ty = 'Y,

hvor det sidste produkt er et matrixprodukt. Den tilsvarende norm er

givet ved
|zl = Vo -z =/ad+ ...+ 22.

Afstanden mellem to vektorer z,y € R" er saledes ||z — y||.
Et st af vektorer {ey, ..., e,} kaldes en ortonormalbasis for R™, hvis

1 fori=y

ei-ej:

0 fori# j.
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En n x n-matrix M kaldes en ortonormalmatriz, hvis MM = I, hvor
I betegner n x n-identitetsmatricen. Identitetsmatricen er den n x n
matrix, hvis diagonalelementer er lig en, mens alle andre elementer er
lig nul. En ortonormalmatrix kaldes somme tider en ortogonalmatrix.
Det er let at indse, at M er en ortonormalmatrix hvis og kun hvis dens
sgjler udger en ortonormalbasis for IR". Identiteten M'M = I viser, at
en ortonormalmatrix er inverterbar (ikke-singuleer), og at dens inverse
matrix er lig den transponerede, d.v.s. M~! = M. Da determinanten af
M~ er lig (det(M)) ™", ser vi, at

det(M)?* = det(M?") det(M) = (det(M)) " det(M) = 1,

hvorfor
|det(M)| = 1.

Bemeerk ogsa, at da M~! = M? er MM" = I, saledes at M ogsa er en
ortonormalmatrix. Vi ser, at M er en ortonormalmatrix hvis og kun hvis
dens raekker udggr en ortonormalbasis for IR".

Den linezre funktion, som svarer til en ortonormalmatrix M (altsa
funktionen = — Mzx), bevarer det indre produkt. For z og y i IR" er

Specielt bevarer funktionen ogsa normen

[Mz]| =/ (Mz) - (Mz) = Va - = [l

Vi vender nu tilbage til sandsynlighedsregningen og viser en ssetning,
som vi tidligere har vist i det specialtilfaelde, hvor n = 2 og det(M) = 1.
Bemeaerk fgrst, at sandsynlighedsteetheden for den n-dimensionale stan-
dard normalfordeling kan skrives som

p(z) = (2r) ze 2o’ 2 e R (8.3.2)

Saetning 8.3.1 Lad U vere en n-dimensional stokastisk vektor, som er
standard normalfordelt, og lad M vaere en n x n ortonormalmatriz M.
Da er den stokastiske vektor V.= MU ogsa n-dimensionalt standard
normalfordelt.
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Bevis: Da |det(M)| =1 # 0, folger det af Seetning 6.3.11 og af (8.3.2),
at sandsynlighedstaetheden for V' er

p(M~'y)

R COR L
€

qly) =

hvilket ifplge (8.3.2) netop er sandsynlighedsteetheden for den n-dimen-
sionale standard normalfordeling.
O

Seetning 8.3.1 kan ogsa udtrykkes saledes:

Korollar 8.3.2 Lad Uy, ..., U, vere uathengige standard normalfordel-

te stokastiske variable, og lad {ey,...,e,} vere en ortonormalbasis for
R". Set U = (Uy,...,U,)". Da er de stokastiske variable V; = e; - U,
1=1,...,n, uathengige og standard normalfordelte.

Bevis: Lad M vare ortonormalmatricen, som opfylder, at sgjlerne i M*
er vektorerne ey, ..., e,, og anvend Sztning 8.3.1.
(I

Saetning 8.3.3 Lad X4,..., X, vere uafthengige stokastiske variable,
som alle er normalfordelte med middelverdi p og varians o%. Definer
gennemsnittet X og kvadratafvigelsessummen SSD ved

X = —(Xi+...+X,),

SSD = zn:(Xi - X)2

Da er X og SSD stokastisk uafhengige, X er normalfordelt med middel-
veerdi p og varians o2 /n og SSD er o®x?-fordelt med n — 1 frihedsgrader.

Endelig er storrelsen
T

SSD/(n — 1)

t-fordelt med n — 1 frihedsgrader.
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Bevis: De stokastiske variable U; = (X; — p)/o, i = 1,...,n er uafheen-
gige og standard normalfordelte. Seet

1 1
er=(—,...,— | .
Vn NLD
Da er |le;|| = 1. Man kan supplere e; med n — 1 vektorer ey, ..., e,,
sa {e1,...,e,} er en ortonormalbasis for IR". Ifglge Korollar 8.3.2 er de
stokastiske variable V; = e; - U, hvor U = (Uy, ..., U,)", uathengige og
standard normalfordelte. Seet V = (V4,...,V,)!, og lad M vere ortonor-

malmatricen, som opfylder, at sgjlene i M' er vektorerne ey, ..., e,. Da
XZ' =u + O'UZ', er

X = p+oU+--+U,)/n
o 1 1
= p+oVi/vn.
Med U = £(Uy +...+U,) er
SSD = (X;—X)*+-+ (X, — X)?
= (U =0+ + (U= 0))
= (U + T =2000) + -+ + (U} + U* = 20,0))
= XU +...+ U2 —nlU?
o (A CANCERR AN
= S (IMV]*-17)
= o’ (||V||2—V12)
= A(Vi+...+V?).

Heraf ses det, at X og SSD er uafhaengige og har de pastaede fordelinger.
Videre er

o VAR -
SSD/(n — 1)
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oy/nU
o J(Vi+-+V2)/(n—1)
Vi

VOVZ+ VD) (n—1)

hvoraf det ses, at T er t-fordelt med n — 1 frihedsgrader.

O

[ statistisk sammenheeng er X et estimat for u og s> = SSD/(n — 1)

er et estimat for o2. Stgrrelsen T benyttes til test af hypotesen om, at
middelveerdien har en bestemt veerdi.

8.3.2 Den generelle fler-dimensionale normalforde-
ling

Lad den stokastiske vektor U = (Uy,...,U,) veere n-dimensionalt stan-
dard normalfordelt. Den generelle n-dimensionale normalfordeling defi-
neres da som fordelingen af en stokastisk vektor pa formen

X =p+CU,

hvor p € R", og hvor C' er en n x n matrix. Bemaerk, at denne definition
er analog til definitionen af en generel normalfordeling pa IR, idet posi-
tionsparameteren p blot er blevet til en vektor, og skalaparameteren er
blevet erstattet med en matrix C.

Forst bemeerker vi, at hver koordinat af X er normalfordelt. Idet

Xi=pi+cali+ -+ cinUny,

folger det af Seetning 6.3.12, at X; er normalfordelt med middelveerdi u;
og varians ¢ + - -+ + ¢2,.

Vi kan nu finde sandsynlighedsteetheden ¢ for X, nar C' er inverter-
bar (ikke-singuleer), ved hjeelp af (6.3.13). Lad p veere sandsynligheds-
teetheden for den n-dimensionale standard normalfordeling, som er givet
ved (8.3.2). Da er
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W )
1) = g0

1

\/ (2m)n| det(C)|
1 1 (-1 b

- o )

exp (=317 (z — w)|?)

1 1 t -1\t v—1

o detO) exp (—5(z — w"(CT)'C (@ — )
1 1 t t\—1

G dotO) exp (— 4z — p)'(CC)(w — p)).

Man skriver som regel sandsynlighedstaetheden ved hjeelp af matricen
¥ = CC" Da

(det C)? = det(C) det(C?) = det(CC*) = det(X),

kan sandsynlighedsteetheden for den generelle n-dimensionale normalfor-
deling skrives som

1 1 T — ty—1 T — x n
1) = s o (-3 -’ e ), zER" (833)

Her svarer p og ¥ til middelveerdi og varians i det en-dimensionale
tilfeelde. Som vi har set, er den ite koordinat af y lig middelveerdien af X;.
Matricen ¥ er fordelingens kovariansmatriz, d.v.s. den n x n-matrix, hvis
(i, j)te element er kovariansen mellem X; og X, nar ¢ # j, og hvis ite
diagonalelement er Var(X;). Vi giver et noget komprimeret bevis for den
sidste pastand. Da det (7, j)te element af n x n-matricen (X — u)(X — u)°
er (X; —p;)(X; — p ), er kovariansmatricen givet ved E((X — p)(X — u)?),
hvor der tages middelveaerdi af alle matricens elementer. Da X —pu = CU,
er

E((X-u(X-p') = E(CUCU))=E(cUU'C)
= CE(UU')C'=CIC' = CC' =¥,
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hvor regneregler for middelveerdien er blevet anvendt. Vi har ogsa brugt,
at kovariansmatricen for U, d.v.s. E(UU?") er lig identitetsmatricen. Vi
gar mere i detaljer med beregningen for det to-dimensionale tilfeelde i
naeste delafsnit.

8.3.3 Den to-dimensionale normalfordeling

Lad U; og U, veere uatheengige standard normalfordelte stokastiske vari-
able. Den stokastiske vektor (X7, Xs) givet ved

Xl = M1—|—011U1—|—012U2, (834)
Xo = 2+ U + cpUs,

er da to-dimensionalt normalfordelt. Under antagelse af, at matricen

O — i1 Cr12
Ca1 C22
er ikke-singuleer, kan vi opskrive fordelingens teethed pa samme made

som i det generelle tilfeelde. Forst vil vi dog modificere konstruktionen
lidt. Vi kan antage, at

<g>:<—aﬂ§><x‘;> (8:3.5)

hvor V; og V5 er to andre uafhengige standard normalfordelte stokastiske
variable, og hvor o og 3 er vilkarlige tal med a? + 3% = 1. Da matricen

(52)

er en ortonormalmatrix, folger det af Szetning 8.3.1 (eller af beviset for
Seetning 6.3.12), at U og Us givet ved (8.3.5) er uatheengige og standard
normalfordelte stokastiske variable, som de skal vaere. Vi kan for eksempel
definere V] og V5, ved

()= 2)(0)
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Ved at indsaette (8.3.5) 1 (8.3.4) fas

X1 = i+ (aciy — Beg)Vi + (B + acia) Va,
Xo = p2+ (aco — Bex)Vi + (Bear + aco) Va.

Hermed har vi indset, at den samme to-dimensionale normalfordeling kan
fremkomme pa adskillige mader ved transformation af en standard nor-
malfordeling. Vi kan lige sa godt veelge koefficientmatricen pa en made,
som letter de folgende overvejelser. Ved at veelge o og [3, sa vektoren
(a, B) er vinkelret pa vektoren (cio,c11), d.v.s. sa acyy + Beyp = 0, opnar
vi en fremstilling, hvor den anden koefficient i fgrste linie er 0. Med pas-
sende nye betegnelser har vi at

X = Ml+a‘/1>
Xy = pus+bVy 4+ cVs.

Herefter kan vi glemme alt om den mere generelle fremstilling, vi be-
gyndte med, idet enhver todimensional normalfordeling kan konstrueres
pa denne made. Bemeerk, at V; repraesenterer den stokastiske variation,
som X; og Xy har til feelles, mens V5 er den stokastiske variation af Xs,
som intet har med X; at ggre.

Det ses umiddelbart, at X; er normalfordelt med middelveerdi u; og
varians o? | i = 1,2, hvor

ol =a®> og o5=0b+c.
Endvidere er
Cov(Xy, Xp) = E((Xy — m)(Xy = p2)) = E(aVi(bV1 + ¢13))
= abE(V?) + ac E(V1V,) = ab,

saledes, at korrelationen mellem X; og X5, som vi vil betegne med p, er

givet ved
ab

P= |a|v/b? +c2

For at opskrive sandsynlighedsteetheden for den to-dimensionale normal-
fordeling pa formen (8.3.3), skal vi finde matricen

s_[@ 0 a b _ a®> ab _ o?  poioy
b ¢ 0 ¢ ab b + c? po10y O '
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Bemeaerk, at ¥ er kovariansmatricen for (Xi, X3), som vist i forrige del-
afsnit. Da det(X) = oi02(1 — p?), er ¥ inverterbar, hvis vi forudsaetter,
at |p| # 1, og

-2 -1_—1
1 01 —poy Oy

=12 o ) ,
P —poy oy 03

Ved at indseette i (8.3.3) fas, at sandsynlighedsteetheden for den to-
dimensionale normalfordeling er

_ Tr —
exp <—%($—u1,y—uz)2 ! < y—Z; ))

q(z,y) = T denT) (8.3.6)

1 ((:v—ul)2 + (y—gz)2 _ 2P(9€—M1)(y—u2)))
93

eXp (_ 2(1—p2) o? 0102

2my/oto3(1 — p?)

Niveaukurverne for denne funktion af to variable er koncentriske, li-
gedannede ellipser med centrum i (1, p2). Disse ellipsers form og orien-
tering i forhold til akserne bestemmes af parametrene oy, o5 og p. For
p = 0 fas ellipser med hovedakser, der er parallelle med koordinatakser-
ne. Forholdet mellem leengden af den vandrette og den lodrette akse er
o1/09. For p # 0 fas ellipser, som ligger skaevt i forhold til koordinatsy-
stemet. Heeldningen af den leengste hovedakse har samme fortegn som p,
og hovedreglen er, at veerdier af p neer £1 svarer til langstrakte ellipser,
som ligger tydeligt skaevt i forhold til akserne. I tilfeeldet o1 = 05 har den
laengste hovedakse haeldning +1 (med samme fortegn som p). Ellipsens
“fladtrykthed” er i dette tilfeelde givet ved at forholdet mellem laeng-
ste og korteste hovedakse er \/ (14 |p)/(1 —|p|). Det ekstreme tilfeelde
p = =£1, hvor kovariansmatricen > er singuleer, svarer til, at der er en
lineger sammenhgeng mellem X; og X, saledes at fordelingen af (X7, X5)
er koncentreret pa en linie.

Korrelationens fortolkning som et mal for graden af samvariation mel-
lem de to variable fremgar tydeligt af ovenstaende. Bemeaerk ogsa, at hvis
korrelationen er lig nul, er

g(z,y) = ¢ (@ = m)*/01) ¢ ((y — p2)*/03) .
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saledes at X; og X, er uafheengige. Nar den simultane fordeling af (X7,
X3) er en normalfordeling, er ukorrelerethed altsa ensbetydende med u-
afheengighed. For simultant normalfordelte stokastiske variable, er korre-
lationen et nyttigt begreb, som er let at fortolke.

En alternativ beskrivelse af, hvordan korrelationen bestemmer samva-
riation mellem X; og X», far man ved at se pa, hvorledes den betingede
fordeling af X,, givet X; = x, atheenger af x. Ifplge (6.5.2) er sandsyn-
lighedsteetheden for den betingede fordeling af X, givet at X; =«

. 1 (z—p1)? (y—p2)? _ opla—p)(y—p2)
eXp( 2(1—p2) ( O'% + O'% 2 01102 ))

2m\/0%203(1 — p?) exp (—%(x—;’flr)Q) /\/2m0?
T—111)2 _ o 2
exp (_m ((1 — )L U%n T (o) pleim) ))
V2m03(1 — p?) exp (—3 k)
1 o9 2
exp (g (v = (w2 + pZ(x — 1))
2mo3(1 — p?) '

Vi ser, at denne betingede fordeling er en normalfordeling med mid-
delveerdi pig+pZ* (x—p11) og varians o3 (1 —p?®). Bemaerk, at denne varians
ikke afhaenger af x. For p # ( er variansen mindre end variansen 0% i den
marginale fordeling af X5, hvilket intuitivt har den forklaring, at kend-
skab til X seetter os i stand til at forudsige X, mere praecist end det
er muligt uden kendskab til X;. Middelveerdien ps + pg—f(:c — 1) i den
betingede fordeling kan fortolkes som det bedst mulige geet pa veerdien af
X5, baseret pa en observeret veerdi x af X;. Denne betingede middelvaerdi
(som den kaldes) atheenger linezert af z. Dette er, ligesom den ovenfor
bemerkede egenskab at variansen i den betingede fordeling er konstant,
noget helt specielt for den to-dimensionale normalfordeling. Haeldningen
p* af den linie, der beskriver X»’s betingede middelveerdi som funktion
af x, kaldes regressionskoefficienten. Bemaerk at den har samme fortegn
som p, og for 0, = g, simpelthen er lig med p. Heri ligger en klar bekraef-
telse af korrelationens relevans som et mal for graden af samvariationen
for den todimensionale normalfordeling.
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8.4 Sammenfatning

I Kapitel 8 har vi indfgrt og studeret nogle fordelinger, der spiller en
vigtig rolle i den statistiske teori, ikke mindst teorien for normalfordelte
observationer. Det drejer sig om y?-fordelingen, I'-fordelingen (som y?2-
fordelingen er et specialtilfeelde af), F-fordelingen og t-fordelingen.

Videre har vi defineret den fler-dimensionale standard normalforde-
ling og set, at hvis en sadan fordeling transformeres med en ortonormal-
matrix opnas en fordeling af samme slags. Dette resultat blev benyttet til
at vise nogle vigtige fordelings- og uathaengighedsresultater for stgrrelser,
der optraeder i den statistiske teori for normalfordelte observationer. En-
delig blev sandsynlighedsteetheden for den generelle fler-dimensionale
normalfordeling udledt, og den to-dimensionale normalfordeling blev stu-
deret mere detaljeret.

8.5 Opgaver

8.1 Lad den stokastiske variable X vaere I'-fordelt med formparameter
« og skalaparameter 3. Vis, at ¢X er I'-fordelt med formparameter
a og skalaparameter ¢ for alle ¢ > 0.

8.2 Lad X veere I'-fordelt med formparameter o og skalaparameter (.
Vis, at E(X) = af og Var(X) = o3? Hvad er middelveerdien og
variansen af en y2-fordelt stokastisk variabel?

8.3 Lad X veere I'-fordelt med formparameter o og skalaparameter (.
Gor rede for, at

r—af
P(X<z)~d
s =0 ().
nar « er stor. Som altid betegner ® fordelingsfunktionen for stan-
dard normalfordelingen Vink: Den centrale graenseveerdisaetning.

8.4 Lad X veere I'-fordelt med formparameter o og skalaparameter (.
Vis, at 1/X har middelveerdi hvis og kun hvis a > 1, samt at i sa

fald
1

B1/X) = o5
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8.5

8.6

8.7

Vis (8.2.1) og (8.2.2). Vink til (8.2.1): Korollar 6.3.6. Vink til (8.2.2):
Opgave 8.4.

Vis (8.2.3), (8.2.4) and (8.2.5). Vink til (8.2.3): Korollar 6.3.7. Vink
til (8.2.5): Opgave 8.4.

Lad X, og X, veere uafheengige gammafordelte stokastiske variable,
hvor fordelingen af X; har formparameter «;, i = 1,2, mens begge
fordelinger har samme skalaparameter (.

(a) Find den simultane sandsynlighedstaethed for (X; + X5, X7).
(b) Vis, at sandsynlighedstaetheden for
X4
Z=_"1
X+ X,

er
Zal_l(l — z)a2‘1F(a1 + Oég)

I'(a1)I'(a2) ’
Fordelingen med denne sandsynlighedsteethed kaldes Beta-fordelin-
gen.

(c) Antag, at a; = f1/2 og ay = f3/2, hvor f; og fs er hele tal.

Vis, at
f2Z
Vo= _ 27
H(l=2)
er F-fordelt med f; og fs frihedsgrader.

z € (0,1).



Kapitel 9

Markovkaeder med endeligt
tilstandsrum

En folge af stokastiske variable { X;} = { Xy, X1, Xs, ...} kaldes en stokas-
tisk proces. Vi kan nemlig teenke pa de stokastiske variable som tilstanden
til tidspunkterne ¢ = 0,1,2, ... af et system, der udvikler sig tilfeeldigt.
Det kan f.eks. veere daglige malinger af temperaturen pa Radhuspladsen,
manedlige observationer af markedsrenten pa et tre-arigt lan, malinger
hvert minut af vindhastigheden i Kastrup eller det arlige antal stormska-
der der indberettes til et forsikringsselskab. Maengden af mulige veaerdier
af de stokastiske variable kaldes processens tilstandsrum. Den enkleste
type stokastisk proces er den, hvor det antages at de stokastiske variable
{X;} er uathengige. En anden relativt enkel type stokastisk proces er
Markovkaederne med endeligt tilstandsrum, som er emnet i dette kapitel.

9.1 Definition og eksempler

Om et isoleret dynamisk system bestaende af N partikler gaelder, at hvis
man kender partiklernes positioner og hastigheder til et vist tidspunkt ¢y,
sa kan systemets tilstand pa ethvert senere tidspunkt ¢ > ¢, beregnes, og
kendskab til systemets opfgrsel for tid ¢y er overflgdig. En Markovkaede
er en sandsynlighedsteoretisk model med en tilsvarende egenskab.

Definition 9.1.1 Lad {X,;} = {Xo, X1, Xs,...} vere en folge af sto-
kastiske variable, der alle antager verdier i den endelige maengde S =



242 Markovkaeder med endeligt tilstandsrum

{ai1,...,ax}. Hois der for alle (i,j5) € {1,...,k}* gelder, at

P(Xt+1 = Cl,j | Xt = a;, Xtm = Qjpyy - - - ,th = ail) (9].].)
= P(Xt+1 = ay | Xy = ai)

for alle a;,,...,a;, € S, alle 0 < t; < -+ < t,, < t og alle m €
{1,...,t}, sa kaldes folgen {X;} en Markovkeede med tilstandsrum S.
Huvis yderligere

P(Xt+1 :aj|Xt:a,-) :P(Xl :Cl,j|X0:CL,')
for alle t € IN og alle (i,7) € {1,...,k}* kaldes Markovkeden homogen.

Vi betragter her kun homogene Markovkaeder. Derfor udelades ordet ho-
mogen i det fglgende, sa ordet Markovkaede betegner altid en homogen
Markovkaede. De betingede sandsynligheder

piy = P(X1 = a; | Xo = a;),

kaldes Markovkaedens overgangssandsynligheder. Ligningen (9.1.1) kaldes
Markovegenskaben. Den siger, at for en Markovkaede er den betingede
sandsynlighed for at X, = a; givet at X; = q; lig p;;, uanset hvad vi
matte have af ekstra information om veerdierne af Xy, ..., X;_;.

Eksempel 9.1.2 Bernoulli-Laplace modellen for diffusion. Fglgende mo-
del blev foreslaet af Daniel Bernoulli i 1769 som en sandsynlighedsteo-
retisk analog til strommen af to usammentrykkelige veedsker mellem to
beholdere. Modellen blev analyseret af Laplace i 1812.

Antag at vi har 2N partikler, hvoraf N er hvide og N er sorte. Par-
tiklerne er fordelt i to beholdere med N i hver beholder. Mellem tids-
punkterne t — 1 og t traekkes der en partikel tilfeeldigt fra hver beholder
og de to partikler bytter plads. Lad X; veere antallet af hvide partik-
ler i den fgrste beholder. Da er {X,;} en Markovkaede med tilstandsrum
{0,1,..., N} og overgangssandsynligheder givet ved

PXy=j—-1|Xpm1=j) = <i>2

N
. . 2j(N —J
PXy=j|Xi=j) = %
. . N —j\?
P(Xi=j+11 X =j) = (=)
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P(Xt:kf|Xt_1:j) = OhViS |j—kf|>1,

hvor 7 =0,1,..., N. Overvej dette. Bemeerk, at nar X; = j, er der N —j
sorte partikler i den fgrste beholder, og henholdsvis N — 7 og 7 hvide og
sorte partikler i den anden beholder.

(I

Eksempel 9.1.3 En genetisk model. I en population af N individer vil
vi studere to allele gener A og a (A er dominant, mens a er recessivt
(vigende)). Ethvert individ har netop to af disse gener og er af en af de
folgende tre genotyper: AA, Aa, aa.

Vi fglger populationen fra generation til generation. Antallet af indi-
vider, N, antages at veere det samme i alle generationer. Lad X; betegne
antallet af A-gener i den t’te generation. Da der er ialt 2N gener, er an-
tallet af a-gener lig 2N — X;. Processen {X;} er en Markovkaede med
tilstandrum {0, 1,...,2N}. Hvis vi antager at der er tilfeeldig parring og
ingen selektion i populationen, er

os=srien=o- () Ge) 05"

Hvis altsa X; 1 = i, er antallet af A-gener i naeste generation binomi-
alfordelt med antalsparameter 2N og sandsynlighedsparameter i/(2N).
Specielt er

P(Xt:0|Xt_1:0) - 1
P(Xt:2N‘Xt_1 :2N) == 1

O

Eksempel 9.1.4 En komodel. En kg ved et ekspeditionssted antages at
udvikle sig pa folgende made. Kgen har N pladser. Imellem tid t — 1 og ¢
ankommer et antal kunder Z;, hvor 7, Z,, ... er uathaengige stokastiske
variable, som alle er Poisson-fordelte med parameter A > 0. Hvis kgen
er fuld, nar en kunde ankommer, gar kunden igen. Hvis der til tid ¢ er
kunder i kgen, ekspederes den forreste kunde med sandsynlighed p, mens
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der er sandsynlighed 1 — p for, at der ikke pabegyndes en ny ekspedition
til tid ¢ (for eksempel fordi den ekspedition, der startede til tid ¢ —1, ikke
er afsluttet). Hvis der ikke er nogen i kgen, sker der selvfglgelig ingen
ekspedition. Om fgrste kunde i kgen til tid ¢ ekspederes eller ej antages
uatheengigt af de stokastiske variable Z, Zs, . . .. Ordene ekspeditionssted
og kunde skal ikke tages for bogstavligt. Ekspeditionsstedet kan f.eks.
vaere en internetserver og kunderne kan veaere ankommende pakker, der
star i1 ko for at blive ekspederet videre af serveren og tabes, hvis kgen er
fuld.

Lad X; betegne antallet af kunder i kgen til tid ¢ lige fgr ekspeditio-
nen af den forreste kunde pabegyndes (hvis dette sker). Da er {X;} en
Markovkaede (overvej hvorfor). De mulige veerdier af X; er {0,1,..., N},
som altsa er tilstandsrummet. Lad os finde overgangssandsynlighederne.
Vi vil forst finde P(X; = j| Xy—1 =) for j > i > 1. Overgangen fra i til
j kan ske pa to mader. Enten bliver den forreste kunde i kagen ekspederet
til tid ¢ — 1, og der ankommer j — ¢ + 1 kunder mellem tid ¢t — 1 og ¢,
eller den forreste kunde i kgen bliver ikke ekspederet til tid ¢t — 1, og der
ankommer j —¢ kunder mellem tid t —1 og ¢t. D.v.s. for N > 57 >¢>1er

PXy=j|Xy1=1) = pP(Zi=j—i+1)+ (1 —p)P(Z = j—1i)
\i—itl N

_ o B o
- p(j_—z'+1)! +( p)(j—i)!

N7 PA
p— —_— 1_ - -
e ( p+j_z-+1>>

= P(Z,>N—i+1)+(1-p)P(Z =N —i)
=N AN

- ¥

Il
j=N—it1 J

mens

e+ (1 —p)me A,

for N > ¢ > 1. Leeseren bgr ved tilsvarende overvejelser overbevise sig
om, at de gvrige overgangssandsynligheder er som fglger:

J
P(Xt:j‘Xt—lz()) = %6_)\ fOl" jIO,l,N—l
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0 )\j
P(X;=N|X;1=0) = ) e
j=NJ-

P(X;=i—1|X,.;=14) = pe* for i=1,2,...N

P(X;=j|X;s1=4) = 0 for 0<j<i—2.

O

Eksempel 9.1.5 En populationsmodel. Lad X; betegne antallet af in-
divider i en population, der udvikler sig pa folgende simple vis. Mellem
tidspunkterne t — 1 og t far hvert individ i populationen uafhaengigt af
hinanden et enkelt afkom med sandsynlighed p(X;_;), hvor

a(l—z/K) his0<z<K

p(x) =
0 ellers.

Her er K € IN den storste beeredygtige populationsstgrrelse i det miljg,
som populationen lever i, mens « € [0, 1] for at sikre, at p(z) € [0, 1].
Med sandsynlighed 1 — p(X;_;) far et individ ikke noget atkom mellem
tidspunkterne t—1 og t. Der kan naturligvis ogsa ske dgdsfald i populatio-
nen. For at forenkle modellen antages det, at der mellem tidspunkterne
t — 1 og t dor netop et individ. Det antages at fodsler sker for dgdsfald,
sa det individ, der dgr i et bestemt tidsinterval, ogsa har mulighed for at
fa et afkom i samme tidsinterval.
Disse antagelser kan formaliseres ved at antage, at

Xi=Xp1+ -1,

hvor den betingede fordeling af den stokastiske variable F} givet X; | = x
er en binomialfordeling med antalsparameter x og sandsynlighedparame-
ter p(x). Processen {X;} er tydeligvis en Markovkaede. Sa leenge X; 1 <
K —1, er den stgrst mulige veerdi af X, lig 2X;_1—1, mens X; = X; 1 —1
hvis Xy, > K. Derfor er tilstandsrummet {0,1,...,2K — 3}. Vi har
folgende overgangssandsynligheder (overvej hvorfor). Fori =1,2,... K —
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logi—1<j3<2i—1er

P(Xt:]|Xt_1:'l):<

R

mens

P(XtIO‘Xt_lz()) - 1
PX;=i—1|X,_;=14) = 1 for i=K K+1,...2K —3.

9.2 Nogle regneregler

I dette afsnit gennemgas nogle grundleeggende resultater for Markovkae-
der med endeligt tilstandsrum. Vi begynder med at finde fordelingen af
den stokastiske vektor (Xo, X1,...,X,). Som i forrige afsnit betegnes
elementerne i tilstandsrummet med S = {ay, ..., ax}.

Saetning 9.2.1 Den simultane sandsynlighedsfunktion for den stokasti-
ske vektor (Xo, X1,...,X,) er

kok
p(zo, 1, ..., xTn) = q(xo) H H p:-;-”, (9.2.1)
i=1j=1
hvor q er sandsynlighedsfunktionen for Xy, og hvor n;; er lig antallet af
overgange fra a; til a; i vektoren (xo, 1, ..., x,), det vil sige
ni; = #{(vi-1, 20) | 221 = a0 = aj,t =1,...,n}. (9.2.2)

Bevis: Ved at bruge Markovegenskaben (9.1.1) fas for ethvert m € IN

P(X = Ty, Xone1 = Tty - -+, Xo = Zo)
= PXp=2n|Xn1=2m,...,X0=120)
- P(Xpo1=2Tm-1,..., X0 = o)
= PXp=2n|Xn1=2m1)P( X1 =2m_1,..., X0 = T0).
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Bruges dette resultat nu n gange (for m =n,n —1,...,1), ser vi at

p(x07x17"'7xn)
= P(Xn = xnaXn—l =Tp-1y--- 7X0 = IO)
P(Xn = Tn | Xn—l - xn—l)P(Xn—l =Tp—-1y--- >XO = 113'0)

= P(Xn = Tn ‘ Xn—l = xn—l)P(Xn—l = Tp-1 | Xn—2 = xn—2)
P(Xl :Z'1|X0 :[L’())P(X() :ZL'Q).

Resultatet (9.2.1) fglger nu ved for hvert i og j at samle de faktorer, hvor
Ty = a; 0g Ty = a;, og hvor derfor P(Xy = x| X1 = x4-1) = pij.

O
Matricen
P = {p;;}
(k x k-matrix) kaldes Markovkeedens overgangsmatriz. Bemaerk at
k
> piy=1, (9.2.3)
=1

da

k k
Zpij:ZP(Xt+1:aj|Xt:ai):P(Xt+1 eS| Xi=a;)=1
=1

=1

En k x k-matrix {p;;} er overgangsmatrix for en Markovkeede, hvis alle
dens elementer er ikke-negative og (9.2.3) er opfyldt.
For ethvert m € IN defineres m-trins overgangssandsynlighederne ved

pz(';'ﬂ) = P(Xipm = a; | Xi = a;) (9.2.4)
og m-trins overgangsmatricen ved

P — {p0).

Specielt er P(Y) = P. Ved hjeelp af m-trins overgangssandsynlighederne
kan vi finde sandsynlighedsfunktionen for X,,.
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Saetning 9.2.2 Sandsynlighedsfunktionen for X; er givet ved

k
pela;) =Y pala), forj=1,...k (9.2.5)
i=1

hvor q er sandsynlighedsfunktionen for Xo. Huis p; betegner rakkevekto-
ren (pi(ai), ..., p(ag)) og q rekkevektoren (q(ay),...,q(ax)) kan (9.2.5)
ogsa udtrykkes saledes:

bt = qP(t)-

Bevis: Ifplge (1.4.3) er

k k
P(X:=a;) =Y P(X; = a;| Xo = ;) P(Xo = a;) = >_ i q(ay).
=1

i=1
O
Neaste sa@tning siger, at Markovegenskaben ogsa geaelder for m-trins

overgange. Det folger af seetningen, at {X;,,} = {Xo, Xon, Xom, Xsm - -}
er en Markovkeede.

Saetning 9.2.3 For alle a;,a;j,a;,,...,a;, € S og alle 0 < t; < --- <

t, <ter

n

P(Xppm = a; | Xy = a3, Xo, = 3y, Xoy = a,) =p7. (9.2.6)

Bevis: For m =2 er

P(Xt+2 = aj|Xt = ai,th = Qg - - .,th = ail)

= P(XH_Q = CLj,XH_l c S|Xt = ai,th = Qj, - - .,th = ai1>
k
= Z P(XH_Q = CLj,XH_l = aj, |Xt = ai,th = Qj,, - - .,th = ah)

j1=1

k
= Z P(XH_Q = alet—l—l = ajl,Xt = ai,th = Qj,, - - .,th = ah) .
Jj1=1

P(Xt+1 = aj |Xt = a;, Xy, = Uiy - - 7Xt1 = ah)a
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hvor vi til sidst har brugt formlen P(ANB|C) = P(A|BNC)P(B|C)
(eftervis denne formel, som bruges gang pa gang i teorien for Markovkee-
der). Anvender vi nu Markovegenskaben (9.1.1), fas

P(Xt+2 = aj | Xt = CI,Z',th = ain, e ,th = a,-l)

k
= > P(Xepo = a;| Xpp1 = ;) P(Xp1 = a5, | X; = a;)
J1=1

k
= Y P(Xi2 = a;]| Xop1 = a5y, Xy = a;) P(Xp1 = a5, | Xy = ;)

j1=1
k
= Y P(Xiyp2=a;, X1 = a5, | Xy = ay)
Jj1=1

= P(Xpe=q;| Xi=a;) = pg)-

For generelt m folger ssetningen nu ved induktion i m under brug af

tilsvarende regnerier.
O

Det viser sig, at det er let at finde m-trinsovergangssandsynligheder
ved hjelp af matrixmultiplikation.

Saetning 9.2.4 For alle m,n € IN gelder, at

pimin) — pim . p), (9.2.7)
hvor - betegner matrixmultiplikation. For alle m € IN er
P = pm, (9.2.8)
Specielt er
pz(;-n) 2 PitrDerty * Pl by 1Pl 1j (9.2.9)

fOT’ alle U1, ... b1 € {1, . ,]{7}
Bevis:
pg;n'f‘n) = P(Xm+n = a’leO = a'i) = P(Xm+n = ajaXm & S|XO = a,l.)

k
= ZP(Xm—l—n = ajaXm = CLg|X0 = ai)
(=1
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k
= ZP(Xm—l—n = CLj|Xm = CLg,X(] = CLZ)P(Xm = CLg‘XO = CLZ')
/=1

d (n), (m)
= szjpw )
=1

hvor vi har brugt Markovegenskaben (9.2.6). Ved at anvende (9.2.7) m
gange, fas

P _p.pm-) ... —P..... P.
Endelig folger (9.2.9) af (9.2.8), som netop siger at pg-n) er lig summen
af alle de mulige veerdier af hgjresiden af (9.2.9), og dermed storre end

eller lig et enkelt led i denne sum af ikke-negative stgrrelser.
O

Ligningerne (9.2.7) kaldes Chapman-Kolmogorov ligningerne.

Eksempel 9.2.5 Betragt en Markovkaede med to tilstande. Da har over-
gangsmatricen formen

P:{l_p p } (9.2.10)

a 11—«
hvor p, a € [0, 1], og

p2_ ) =p)+pa p2-p—a)
al2—p—a) pa+(1—a) [’
For eksempel er pg) = p(2 — p — «). Vi antager, at p og « ikke begge er
lig nul. Ved induktion kan det vises, at

pr_ 1 {O‘ p}+w{ P _p}, (9.2.11)

:p+a a p p+a —a o

for alle m € IN. For eksempel er altsa p{3” = p(1—(1—p—a)™)/(p+a).
O

Vi slutter dette afsnit med et resultat, som mere klart viser, at den

betingede sandsynlighed for at X;,,, = a; givet at X; = a; er lig pgn),

helt uanset hvad vi matte vide om veerdierne af X,..., X;_1.
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Saetning 9.2.6 For alle delmengder Ay C S, ¢ =1,---.n og alle 0 <
< - <t,<ter

P(Xppm = a; | Xy = a;, Xy, € Ap, ..., Xy € A)) =p7 . (9.2.12)

ij
Bevis:

P(Xpym=0a; | Xt =0a;, Xy, €A, ..., Xy, € Ay)
P(Xiym =0a;, Xy = 0;, Xy, € Ap, ..., Xy, € 4y)
P(Xy=a;, Xy, € Ay, ..., Xy, € Ay)
Sy Yowpen, P(Xgm = a5, Xy = 0, Xy, = 0., Xy = 21)
P(Xy=a;,X;, € Ay, ..., Xy, € A4))
P S Sapen, Py = ai, Xy, = 30, .. Xy, = 1))
P(X;=0a;,X;, € A,,.... Xy, € A1)
_ p(.m)P(Xt = ai,th - An, .. ,th - Al) _ p(-m)
i P(X, = a, Xy, € Ay, X, € Ay L

Det tredie lighedstegn fglger, fordi

P(Xiym = aj, Xy = a;, Xy, = py ..., Xpy = 1)
= P(Xt+m:aj|Xt:aiath :xnw"aXh :Zlfl)
'P(Xt:aiath :LL’n,...,th :x1>
= PEJm)P(Xt = a'iath = Tn, .- 7Xt1 = 1'1),

hvor vi har brugt Markovegenskaben (9.2.6).

9.3 Ergodicitet og stationaser fordeling

I dette afsnit behandles det helt centrale begreb en stationeer fordeling,
som spiller en vigtig rolle i mange anvendelser af teorien for Markovkae-
der. For eksempel er det den grundlaeggende idé i sggemaskinen Google.
Vi begynder med et par definitioner.

Man siger, at en tilstand a; forer til en anden tilstand a; (og skriver

(m) > 0, altsé hvis der er

a; — a;), hvis der eksisterer et m € IN, sa p;;
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positiv sandsynlighed for at komme til a; pa et eller andet tidspunkt,
givet at vi starter i tilstanden ;. Det folger af (9.2.7), at

Hvis a; — a; og a; — a;, sa geelder at a; — ay.

En Markovkeede kaldes irreducibel, hvis enhver tilstand fgrer til enhver
anden, d.v.s. hvis a; — a; for alle ¢,7 = 1,..., k. En tilstand a; kaldes
absorberende, hvis p; = 1, fordi dermed p;; = 0 for alle j # 7. Det fglger

af (9.2.9), at p™ = 1 for alle m € IN. Dermed er pg;ﬂ) =0 for alle j # 1.
Hvis en Markovkaede har en absorberende tilstand, kan den altsa ikke

veere irreducibel.

Definition 9.3.1 En irreducibel Markovkaede kaldes ergodisk, huvis der
eksisterer p; > 0, sa

lim p\™ = p, (9.3.1)

m—oot 1
forallei,j=1,... k.
Bemeerk, at greenseveerdien er uafheengig af ¢. Da pg-) er sandsynligheds-
funktionen for den betingede fordeling af X, givet at X, = ¢, betyder
(9.3.1), at fordelingen af X; hverken atheenger af ¢ eller begyndelsestil-
standen ¢, nar t er tilstraekkeligt stor.

Saetning 9.3.2 Lad {X;} vere en ergodisk Markovkede med grense-
veerdier pj, 7 =1,...,k. Da er

k
ij =1 (9.3.2)
j=1

09

tlirélo P(X; = a;) = p; (9.3.3)

forj=1,... k.

Bevis:

k k k
>pi=Y lim pf” = lim Y pl =1.
j=1 j=1 j=1
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Hvis ¢ betegner sandsynlighedsfunktionen for Xy, sa folger det af (9.2.5),
at

k
lim P(X; = a;) Z hm pw ijq a;) = p; ZQ(%) =Dj

t—o00

O

Eksempel 9.2.5 (fortsat). For en Markovkesede med to tilstande med
overgangsmatrix (9.2.10), hvor p og « ikke begge er lig nul, er m-trins
overgangsmatricen lig

pom _ 1 a p +(1—p—a)m p -
pta | @ p p+a —a a [
Hvis p og « heller ikke begge er lig en, er |1 —p — a| < 1, sa

lim Pm:—1 {a p}‘

Hvis p og « begge er forskellige fra nul, og de ikke begge er lig en, er
denne Markovkaede irreducibel og ergodisk med

(67

P11 = og p2 =

P+« p+a
Ligning (9.3.2) er klart opfyldt.
([l

Definition 9.3.3 En fordeling pa tilstandsrummet S kaldes stationeer,
huvis dens sandsynlighedsfunktion © opfylder, at

Zﬂ' a;))pij =m(a;), j=1,... k. (9.3.4)
1=1

Ifglge (9.2.5) siger (9.3.4), at hvis X, har sandsynlighedsfunktion m,

sa har ogsa X; sandsynlighedsfunktion 7. Eller mere generelt, hvis X;

har sandsynlighedsfunktion 7, sa har ogsa X;,; sandsynlighedsfunktion

7. Hvis 7 betegner raekkevektoren (m(ay),...,m(ax)), kan (9.3.4) skrives
som

P =, (9.3.5)
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hvoraf det ved multiplikation med P fra venstre og ved at anvende (9.2.8)
ses at

7P™ =1 (9.3.6)

for alle m € IN. Den sidste ligning kan mere detaljeret skrives som falger
k
Zw(ai)pgn) =n(a;), j=1,...,k, meIN. (9.3.7)

Hvis der findes en stationeer fordeling, kan man finde den ud fra over-
gangssandsynlighederne ved at lgse ligningssystemet (9.3.4) suppleret
med ligningen Y% | 7(a;) = 1 med hensyn til (7(a,),...,7(az)).

Den naeste saetning belyser, hvorfor det er rimeligt at kalde en forde-
ling, som opfylder (9.3.4), stationaer.

Saetning 9.3.4 Lad w vere en stationer fordeling, og antag at fordelin-
gen af Xo har sandsynlighedsfunktion w. Da er

P(X; =a;) =n(a;) foralle teINogj=1,... k, (9.3.8)

og den simultane fordelingen af den stokastiske vektor (X;, Xii1, ..., Xiyn)
er for alle t € IN og alle n € IN lig fordelingen af (Xo, X1, ..., X,).

Bevis: (9.3.8) folger umiddelbart af (9.2.5) og (9.3.7). Helt pa samme
made som beviset for Seetning 9.2.1, ses det at sandsynlighedsfunktionen
for (Xi, Xiq1, ..., Xign) er

k k
P(Xt+n = Tnp, Xt+n—1 = Tp—1y:--, Xt == :1:0) == P(Xt = .Z'(]) H Hp:;”7

i=1j=1

hvor n;; er givet ved (9.2.2). Da P(X; = x9) = m(zo), er dette ifplge
(9.2.1) lig sandsynlighedsfunktionen for (Xg, Xi,...,X,).
([
En stokastisk process { X;}, som opfylder at den simultane fordeling af
(X4, Xig1, -+, Xiwn) er lig fordelingen af (Xg, Xq,...,X,) for allet € IN
og alle n € IN, kaldes en stationer proces.
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Eksempel 9.1.2 (fortsat). Fordelingen givet ved
A\ 2

)
2N\’
N

er stationeer fordeling for Bernoulli-Laplace modellen for diffusion. Dette

ses af fglgende regneri:

m(j) =

~0,...,N

N
S w(i)piy =i — Vpjor; + 7(5)pj; + 7 + )pjsry
1=0

N—j+12(j]—vl>2 j(N_j)@)? j+12(j]+vl>2
( N ) <2]]\>f> 2 N2 <2]<]V>+<N) (2]JVV>
G2 0000y

)
(-5 )
N O

Til slut brugte vi formel (B.3.2) (Pascals trekant). Bemaerk at den sta-

tioneere fordeling er en hypergeometrisk fordeling med parametre 2N, N
og N.

=7(Jj)-

O

Saetning 9.3.5 Antag Markovkeden {X,} er ergodisk med grensever-
dier p;, j = 1,...,k. Da eksisterer der en entydig stationer fordeling,
som er givet ved m(a;) = pj, j =1,..., k. Endvidere er w(a;) > 0 for alle
j=1,...,k.
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Bevis: Forst vises eksistensen af en stationger fordeling. Ifglge (9.2.7) er

+1)
pz;L szf pé]

Heraf folger, at

k

(=1

hvoraf det ses, at fordelingen med sandsynlighedsfunktion m(a;) = pj,
j=1,...,k, er stationaer.

Derneest skal det vises, at den stationaere fordeling er entydig. Antag
derfor at r er sandsynlighedsfunktion for en stationser fordeling, og lad
{X}} veere en Markovkaede med overgangssandsynligheder {p;;} og med
begyndelsesfordeling P(X = a;) = r(a;) for j =1,..., k. Ifslge Seetning
9.34 er

P(X; =a;)=71(a;), j=1,...,k,

for alle n € IN, sa ved at anvende Saetning 9.3.2 ser vi, at

r(a;) = lim P(X; = a;) = p;.
Altsa er r = 7.
Til slut vises det, at p; > 0 for j =1,..., k. Bemeerk, at da Zlepj =
1, ma der findes et jo, sa p;, > 0. Lad videre ¢ veaere vilkarlig. Da en
ergodisk Markovkaede er irreducibel, findes der et m € IN, sa pg-z? > 0.
Dermed er
k
= > 0p; > P pje > 0.
j=1
O

Eksempel 9.2.5 (fortsat). Lad os checke at greensefordelingen givet ved

_ @ _ b
(1) = i a og 7(2) = T (9.3.9)
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er den stationzere fordeling for en Markovkaede med to tilstande. Dette
ses af at

o p e}

(D +7(2)p2 p+a( ) p+a. pta (1)
a P P

m(1)p1z + (2 - + l—a)= = 7(2

( )P12 ( )P22 p+ap p+a( ) P+ a ()

Eksempel 9.1.3 (fortsat). Den genetiske model er ikke nogen irreduci-
bel Markovkaede, da bade 0 og 2N er absorberende tilstande. For denne
Markovkeede er fordelingen givet ved

76(0) =0, m(2N) =1—0, 7(j) =0, j=1,...2N —1,

en stationaer foredeling for ethvert 6 € [0, 1]. Der er altsa uendeligt man-
ge stationeere fordelinger. Og ingen af dem opfylder det sidste udsagn i
Seetning 9.3.5. At 7y er stationeer ses af at

2N

Z = Wg(i)pij = 9poj + (1 — 9)]92]\[7]'.
=0

For 0 < j < 2N er

Opo; + (1 — 0)pan,; = 0 = mp(j).
For j =0,2N er

Opoo + (1 — O)pano = Opoo = 6 = m(0)
Opoon + (1 —O)panon = (1 —0)panon =1 —6 =m(2N).

Man kan vise, at fra et vist stokastisk tidspunkt vil Markovkeeden
veere konstant lig enten 0 eller 2N, saledes at det ene gen fuldsteendigt
forsvinder fra populationen. Den betingede sandsynlighed for at ende i
tilstanden 2N givet at Xy = i er lig i/(2N). Dermed er den betinge-
de sandsynlighed for at ende i tilstanden 0 lig 1 —i/(2N). Bemeerk at
greensevaerdierne af pz(-;-n) saledes afhaenger af starttilstanden ¢, modsat

(9.3.1).
O
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En irreducibel Markovkaede er ergodisk, hvis den opfylder en ekstra
betingelse, som er givet i fglgende definition.

Definition 9.3.6 En irreducibel Markovkede kaldes aperiodisk, hvis der
for ethverti,j=1,...,k findes et mgy, sa

pgn) >0  for allem > my.

Bemeerk, at det pa grund af det sidste resultat i Seetning 9.3.5 er en
ngdvendig forudsaetning for, at en irreducibel Markovkaede er ergodisk,
at den er aperiodisk. At det ogsa er en tilstraekkelig betingelse, fremgar af
det fglgende hovedresultat om ergodicitet af Markovkeeder med endeligt
tilstandsrum.

Saetning 9.3.7 En irreducibel og aperiodisk Markovkede {X,} er ergo-
disk, og der eksisterer et ¢ >0 og et p € (0,1), sd

b = 7(ay)| < epf (9.3.10)

0g

|P(X, = a;) — m(a;)| < cpf (9.3.11)
forallei,j =1,...,k og allet € IN, hvor m betegner sandsynlighedsfunk-
tionen for den stationeere fordeling.

Bemeaerk, at Seetningen 9.3.7 ikke kun forteeller os, at { X, } er ergodisk,
men ogsa at konvergensen mod 7(a;) i (9.3.1) og (9.3.3) gar eksponenti-
elt hurtigt. Det betyder, at man i praksis kan benytte approximationen
P(X; = a;) ~ m(a;), selv nar ¢ ikke er seerligt stor.

For vi beviser Seetning 9.3.7, vender vi lige tilbage til nogle af ek-
semplerne for at illustrere nogle pointer.

Eksempel 9.2.5 (fortsat). Vi har tidligere ved direkte beregninger set,
at m-trins overgangssandsynlighederne konvergerer for en Markovkaede
med to tilstande med overgangsmatrix (9.2.10), forudsat at p og « ikke
begge er nul, og heller ikke begge er en. Hvis et af disse tal er lig nul,
er den tilsvarende tilstand absorberende, og Markovkaeden er derfor ikke
irreducibel. Hvis p > 0 og a > 0, og hvis de ikke begge er lig en, ses det
af (9.2.11), at Markovkeeden er irreducibel og aperiodisk.
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Hvis p = a = 1, er overgangsmatricen

0 1
P {10}

d.v.s. processen springer frem og tilbage mellem de to tilstande. I dette
tilfeelde er processen irreducibel, men den er ikke aperiodisk. For eksem-
pel er pﬁn) = 0 for alle ulige m. Da m-trins overgangsmatricen ifplge
(9.2.11) er lig

1 1 1 1

2 2 2 2
P(m) = +(_1)m ’

11 _1 1

2 2 2 2

ser vi, at P(™ ikke konvergerer i dette tilfeelde. Processen er altsa ikke
ergodisk, hvad der heller ikke var grund til at forvente.
O

Eksempel 9.1.2 (fortsat). Lad os eftervise, at Bernoulli-Laplace mo-
dellen for diffusion er irreducibel og aperiodisk. For N > j > i er ifglge
(9.2.9)

p%”"” > Piiv1Piv1iv2 " Pi—1,iP5; > 0
for alle n € IN. Alle andre kombinationer af i og 7 klares pa lignende vis,
saledes at vi kan konkludere, at

(m)

pij >0 foralle m > N.

Processen er dermed bade irreducibel og aperiodisk, saledes at (9.3.11)
sikrer, at nar t er stor nok, er

Den fysiske fortolkning af dette resultat er, at uanset hvor mange hvide
partikler der oprindeligt var i den forste beholder, sa vil der med tiden (og
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ret hurtigt med mindre der startes i en meget ekstrem tilstand) indstil-
le sig en statistisk ligeveegt, hvor antallet af hvide partikler i den fgrste
beholder er hypergeometrisk fordelt med parametre 2N, N og N. Nu vil
N 1 praksis veere et meget stort tal, sa ifglge Seetning 3.3.4 er fordelingen
af X; godt tilneermet af en binomialfordeling med antalsparameter N og
sandsynlighedsparameter 1/2. Videre kan vi, igen fordi N er meget stor,
slutte af den centrale greenseveerdissetning, at fordelingen af X; ogsa ap-
proximeres godt af en normalfordeling med middelveerdi N/2 og varians
N/4.

O

Eksempel 9.1.4 (fortsat). Kgmodellen er irreducibel og aperiodisk. Da
pij > 0 for j >4, giver (9.2.9) at

P > prlp; >0 for alle m € IN,

nar j > 1. Dap;;—1 >0for j =1,..., N, geelder endvidere, at

+k
p%_k) > PiiPij—1 " Pi—k+1—k > 0

forallen € INg, k=1,...,j0gj=1,..., N. Vi har dermed vist, at
pg-n) >0 for alle m > N,

saledes at Markovkaeden er irreducibel og aperiodisk. Den er derfor er-
godisk, og der eksisterer en entydig stationser fordeling, men et eksplicit
udtryk for denne fordeling er seerdeles kompliceret. For konkrete veaerdier
af parametrene \ og p kan den stationgre fordeling, som vi har set, findes
ved at lgse et linesert ligningssystem. Ved dimensionering af kgsystemer,
spiller den stationaere fordeling 7 en vigtig rolle. Man vil naturligvis ger-
ne sikre, at (V) er meget lille, da det er sandsynligheden for at kgen
er fuld, saledes at kunderne gar uden at handle eller internetpakker gar
tabt. En kunde vil saette pris pa at 7(0) er stor, mens forretningen maske
synes det er spild af arbejdskraft.

Nar N er meget lille, er udtrykket for den stationaere fordeling til
at handtere. For N = 1 har kemodellen kun to tilstande, hvorfor vi
allerede har fundet udtrykket (9.3.9) for den stationsere fordeling. Da
overgangsmatricen for kgmodellen med N =1 er

er 1—e?
P_{pe_/\ 1—pe ™ [’
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sa den stationaere fordeling er givet ved

pe A (1) 1—e?
= og w(1)= .
1—e*+pe & 1—e?+pe?

7(0)

O

Vi skal nu i gang med at bevise Saetning 9.3.7. Det gor vi ved hjeelp
af den sakaldte koblingsmetode. Til det formal lader vi {X;} og {Y;}
veere to uathengige Markovkeseder med samme overgangssandsynlighe-
der {p;;}, men med forskellige begyndelsesbetingelser. Det antages at
P(Xo = a;) = qi(a;) og P(Yo = a;) = qa(a;) for i = 1,...,k, hvor ¢
og @2 er sandsynlighedsfunktioner pa S. Koblingsmetoden benytter det
fgrste tidspunkt, hvor de to Markovkaeder er i samme tilstand. Definer
derfor den stokastiske variable

T, =inf{t > 0| X; =a; og Y; = a;}. (9.3.12)

Som sadvanlig saettes inf ) = oo, sa co er som udgangspunkt en mulig
veerdi af T;. Vi vil nu bevise to lemmaer, der giver os det rigtige veerktgj
til at bevise Seetning 9.3.7.

Lemma 9.3.8 Forallet=1,...,k og allet € IN gelder, at

k
S |P(Xy = aj) — P(Y; = a;)| < 2P(T; > t). (9.3.13)
j=1

Bevis: Ifplge (1.3.14) er

t—1
P(Xt:a]) = ZP(CFZ:H,Xt:CLJ)—FP({TZ Zt,Xt:a]‘),
n=1

og for t > n er
P(T; =n,X; = a;)
= P(X,Y,) # (ai,a;),r=0,....n—1,(X,,,Y,,) = (a;,a;), Xy = a;)
= P(Xt = aj | (Xn,Yn> = (ai,ai), (XT,Y;«) §£ (ai,ai),r = 0, o, = 1)
- P((X,,Y,) # (a;,a:),m=0,....,n—1,(X,,Y,) = (a;, a;))
= pg_n)P(<X7‘7 K‘) # (ai7 (IZ'),’I’ = 07 cee, = 17 (Xn7 Yn) = (aiu az))
_ p(t_n)P(Ti = n),

ij
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hvor vi har brugt Markovegenskaben (9.2.12) og at {X;} og {Y;} er uaf-
haengige. Dermed er

P(X Zp“" =n)+ P(T, > t,X, = a;).
Pa tilsvarende made vises at
P, Zp“” =n)+ P(T, > t,Y, = a),

saledes at det fglger af trekantsuligheden, at
|P(Xy =a;) = P(Yy=a;)| < P(T; > t, Xy = a;) + P(T; > £, Y, = a;).

Nu folger (9.3.13) af (1.3.14) ved summation over j.
O

For at kunne udnytte uligheden (9.3.13), skal vi kunne sige noget om
storrelsen af P(T; > t). Folgende lemma er lige, hvad vi skal bruge.

Lemma 9.3.9 Antag at {X;} er irreducibel og aperiodisk. Da eksisterer
der et ¢ >0 og et p € (0,1), sa

P(T; > t) < ¢p (9.3.14)
for alle t € IN.

Bevis: Da {X;} er aperiodisk, findes der et my og et § € (0,1), sa

pgj > §forallei,j =1,...,k Lad A; = S*\{(a;,a;)}. Da er for alle

teIN
{TZ > an} - {(XZMO’YZMO) € Aiag =1,.. 'n}a

saledes at
P(T; > nmg) < P((Xemgs Yom,) € Ais 0 =1,...1n).
Med definitionen z = ((1,y1), ..., (Tpn—1,Yn-1)). €r nu
P((Xng,ngO) e A l=1,...n)
ZP nimo s Yome) € AZ, (Xtmg, Yomg) = (xe,ye), £ =1,...,n—1)

Z€ATT E
ZP nmo nmo) GA |(X€mm)/fmo) ([L’g,’yg),fz 1,,77,—].)
Z€ATT !

. P((Xgmo,nmo) = (xg,yg),£ = 1, e, — 1)
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0g

P((Xnmoaynmo) S Az | (Xémoa}/émo) = (xéayf)ag - ]-7 e, = 1)

= 1- P((Xnm(NYan) = (aiaai) | (Xmeaan) = (xé>yé)>€ =1,....,n— 1)
1—P((Xnm0 :CLZ"Xng :LL’E,£<7L) 'P(Ynmo :ai|ng0 :yg,€< TL)
1- P((Xnmo = a; | X(n—l)mo = xn—l) : P(Ynmo = q | Yv(n—l)mo = yn—l)
1-6%

IN

Leeseren bgr overbevise sig om rigtigheden af det andet lighedstegn ved
hjeelp af elementaere regneregler for sandsynligheder fra Kapitel 1. Sam-
menfattende har vi, at

P(Xomgs Yimg) € A (=1, n)
< (1 - 52) Z P(<X3movnmo) = (x€7y€>7£ = 17 sy 1)

ZGAZ“l

= (1—0%) P((Xemgs Yemy) € Ais 0 =1,...n—1).
Ved at gentage disse argumenter n — 1 gange mere, fas
P(T; > nmgo) < P((Xpmgs Yome) € Ay £ =1,...,n) < (1= 6"
Velg nu det hele tal n, sa t/mg >mn >t/my— 1. Daer
P(T; > t) < P(T; > nmg) < (1 —6°)" < (1—¢6%)/mo=b,
som er pa den gnskede form med p = (1 — §2)Y/™0.
Bemeerk, at (9.3.14) medfgrer at
P(T; = 00) < P(T; 2 t) < ¢pf
for alle t € IN saledes at
P(T; = c0) < lim ¢p" = 0.

Vi kan nu vise dette afsnits hovedresultat, Seetning 9.3.7 om ergodi-
citet af Markovkaeder.
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),pg), . ,p,g,?) i den kompakte

Bevis for Szetning 9.3.7: Folgen (p\"
mangde [0,1]%" har en konvergent delfplge (pﬁ”),pggt), o ,p,gzt)), hvor

ny — 00. D.v.s. der findes ¢;;, sa

: (ne) _
nlgnooplj = Cij
for alle i, 5 = 1,..., k. Vi anvender nu Lemmaerne 9.3.8 og 9.3.9 med be-

gyndelsesfordelingerne for {X;} og {Y;} givet ved ¢i(a,) =1 og ¢2(as) =
1, hvor r og s er vilkarlige tal i {1,..., k}. Ifglge (9.2.5) er

P(X,, =a;) =p™ og P(Y,, =a;) =p"

TJ

sa Lemmaerne 9.3.8 og 9.3.9 giver at

e = cs = Jim i = pli7 = 0.
Dermed har vi vist at ¢,; = ¢, for alle r,s = 1,..., k. Graensevaerdien

lim,,, 00 ngt) afhaenger altsa ikke af ¢, og vi betegner den med p;.

Det fglger nu pa helt samme made som i beviset for Ssetning 9.3.2
at Z§:1 p; = 1. Vi kan derfor anvende Lemmaerne 9.3.8 og 9.3.9 med
begyndelsesfordelingen for {Y;} givet ved ¢2(a;) =p;, j =1,...,k, mens
begyndelsesfordelingen for {X;} er givet ved ¢i(a;) = 1, hvor i er et
vilkarligt tal i {1,...,k}. Daer P(X; = a;) = pz(-;-ﬂ), og ifplge Seetning
9.34 er P(Y; = a;) = pj, sa

P —pj| < ept =0

for t — oco. Dermed har vi vist at {X,;} er ergodisk, og ifplge Seetning
9.3.5 er den stationgere fordeling givet ved 7(a;) = p;, 7 = 1,..., k. Lader
vi nu begyndelsesfordelingen for {X;} veere vilkarlig, mens begyndelses-
fordelingen for {Y;} igen er den stationere fordeling, far vi (9.3.11)

(Il

9.4 Sammenfatning

Vi har i dette kapitel set nogle typiske eksempler pa Markovkseder med
endeligt tilstandsrum. Dernaest blev nogle vigtige regneregler etableret.
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Herunder hvordan man kan finde fordelingen af en observeret Markov-
keede ud fra overgangssandsynlighederne og begyndelsesfordelingen, og
hvordan man kan finde m-trins overgangssandsynlighederne ud fra 1-trins
overgangssandsynlighederne ved hjalp af Chapman-Kolmogorov lignin-
gerne. Endelig blev de vigtige begreber ergodicitet og stationser forde-
ling behandlet. Vi sa at greensefordelingen for en ergodisk Markovkaede
med endeligt tilstandsrum er en entydig stationser fordeling, samt at h-
vis begyndelsesfordelingen for en Markovkaede er stationeer, sa er hele
processen stationaer. Til slut blev der givet betingelser, som sikrer at en
Markovkaede med endeligt tilstandsrum er ergodisk, og at konvergensen
mod graensefordelingen gar eksponentielt hurtigt.

9.5 Opgaver

9.1 En beerbar PCs tradlgse LAN-kort rapporterer hvert sekund radio-
forbindelsens tilstand. Der er tre muligheder: darlig, rimelig, god.
Hvis forbindelsen er darlig, er dens tilstand naeste sekund enten
darlig eller rimelig, og de to muligheder er da lige sandsynlige. H-
vis tilstanden er rimelig eller god, er tilstanden naeste sekund med
sandsynlighed 0.9 usendret, mens sandsynligheden for at tilstanden
naeste sekund er darlig er 0.04.

(a) Opskriv overgangsmatricen.
(b) Find den stationaere fordeling.
(c¢) Er Markovkaeden irreducibel og aperiodisk?

9.2 Betragt en Markovkaede med tre tilstande og med overgangsmatrix

1—0p P 0
P=¢1l-p 0 p,
0O 1-pop

(a) Find 2-trins overgangssandsynlighederne.

(b) Gor dernaest rede for, at Markovkaeden er irreducibel og aperi-
odisk.

(c) Find til slut den stationgere fordeling for kaeden.
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9.3

9.4

9.5

Rentens udvikling er vigtig i mange finansielle problemer, for ek-
sempel i livsforsikring. Ofte benyttes en Markovproces som model
for rentens udvikling. Her er en simpel model. Antag at renten kun
kan have tre niveauer: 2, 4 og 6 procent, og at den er konstant hele
aret. Overgangssandsynlighederne er som fglger. Uanset tilstanden
er renten med sandsynlighed 0.6 usendret neeste ar. Hvis renten et
ar er 2 procent, er sandsynligheden for at den naeste ar er 4 pro-
cent lig 0.3, mens den med sandsynlighed 0.1 er 6 procent neeste
ar. Hvis renten et ar er 4 procent, er der samme sandsynlighed for
at den gar op og ned naeste ar. Hvis endelig renten er 6 procent, er
der sandsynlighed 0.3 for at den naeste ar er gaet ned til 4 procent,
mens der er sandsynlighed 0.1 for at den er hoppet helt ned pa 2
procent.

(a) Opskriv overgangsmatricen.

(b) Givet at renten et ar er 2 procent, hvad er da sandsynligheden
for, at den tre ar senere er 6 procent?

(c) Gor rede for, at Markovkeaeden er irreducibel og aperiodisk.

(d) Find den stationgere fordeling for keeden.

Julie har to paraplyer. Hvis det regner, nar hun om morgenen skal
pa arbejde, tager hun en paraply med, hvis der er en paraply i hen-
des lejlighed. Hvis det ikke regner, tager hun ikke en paraply med.
Pa samme made, nar hun skal hjem fra arbejde om aftenen. Hvis
det regner, tager hun en paraply med, safremt mindst en af hen-
des paraplyer ligger pa hendes kontor. Hvis det ikke regner, lader
hun sin paraply/sine paraplyer ligge pa kontoret. Sandsynligheden
for at det regner, nar hun skal pa arbejde, er 0.1. Der er samme
sandsyndsynlighed for regn, nar hun skal hjem fra arbejde. Dette
har staet pa i meget lang tid. Hvad er sandsynligheden for, at Julie
en morgen ma ga pa arbejde i regnvejr uden paraply. Vink: Lad
X; veere antallet af paraplyer i Julies lejlighed efter hun er kommet
hjem fra arbejde den t-te aften.

Markovkaeder kan benyttes til at finde sandsynligheder, der er vigti-
ge 1 forbindelse med livsforsikringskontrakter. Vi betragter en kon-
trakt, hvor der ud over udbetalingen i forbindelse med dgd ogsa
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9.6

er en arlig udbetaling i forbindelse med invalidering. Stgrrelsen af
udbetalingen ved invalidering afhsenger af graden af invalidering.
En forsikringstager kan veere i fire mulige tilstande: rask, lette-
re invalid, steerkt invalid og ded. Vi betegner disse tilstande med
henholdsvis 1, 2, 3 og 4. Antag at forsikringstagerens tilstand kan
modelleres ved en Markovkaede med overgangsmatrix

0.98 0.01 0.005 0.005

0.04 085 0.1 0.01
0 005 09 0.05
0 0 0 1

Her svarer forste rackke/sgjle til tilstand 1 og sa videre.

(a) Find sandsynligheden for, at en lettere invalideret forsikrings-
tager efter tre ar er dgd.

(b) Er Markovkaeden irreducibel?

Den betingede kaede, hvor der betinges med, at forsikringstageren
ikke er dgd har (efter afrunding) overgangsmatricen

0.985 0.01 0.005
0.04 086 0.1
0 0.053 0.947

(¢) Overvej, hvordan den sidste overgangsmatrix er fremkommet
fra den fgrste.

(d) Gor rede for, at Markovkeaeden svarende til den sidste over-
gangsmatrix er irreducibel og aperiodisk, og find den stationsere
fordeling.

Fglgende er en generalisering af Bernoulli-Laplace modellen for dif-
fusion til en situation, hvor der ikke er lige meget af de to veedsker.
Antag at vi har 2N partikler, hvoraf H > N er hvide og N — H er
sorte. Partiklerne er fordelt i to beholdere med N i hver beholder.
Mellem tidspunkterne t—1 og t traekkes der en partikel tilfeeldigt fra
hver beholder og de to partikler bytter plads. Lad X; veere antallet
af hvide partikler i den fgrste beholder.
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9.7

9.8

(a) Gor rede for at {X;} er en Markovkaede med tilstandsrum
{0,1,..., N} og find overgangssandsynlighederne.

(b) Vis dernaest at Markovkaeden er ergodisk og find den stationzere
fordeling.

(c) Diskuter til slut approximationer til den stationaere fordeling.

Lad X; veere en Markovkaede med tilstandsrum {1,2,... k} og
overgangssandsynligheder p;;. Vis at det for alle ¢ € IN geaelder, at

P(Xt:1,Xt_1:1,...,X1:1‘X0:1):pil.

Definer en stokastisk variable T' ved, at den er lig t € INg, hvis
X, ==X, =1o0g X441 # 1. Det er altsa ventetiden pa
at forlade tilstand 1. Vis at den betingede fordeling af T" givet at
Xo =1 er den geometriske fordeling med parameter 1 — pyq, d.v.s.
at

P(T'=t]|Xo=1) =pn(1—pn)

for alle t € INy.

Lad {X;} = {Xo, X1, Xs, ...} veere en folge af stokastiske variable,
der alle antager veerdier i den endelige maengde S = {ay,...,ax}.
Antag at der for alle (i, 7,¢) € {1,...,k}? findes et tal p;;, € [0,1],
sa

P(Xt+1 =y | Xy =a;, Xy = Clj,Xtm = 4y - - - ,th = ail) = Dije

for alle a;,, ..., a;, € Sogalle0 <t <--- <t, <t—1.Tilstanden
af processen {X;} atheenger altsa af de to forrige tilstande. Den er
saledes ikke en Markovkaede, men kaldes en anden-ordens Markov-
keede. Definer en ny proces ved Y; = (Xy, X;_1). Vis at {Y;} er en
Markovkaede med tilstandsrum S? og overgangssandsynligheder

pije hvis i =mn

4G.g)en) =
0  hvis i #n.



Kapitel 10

Nogle stokastiske modeller

10.1 Aktier

Vi betragter en meget enkel model for udviklingen af en akties veerdi.
Hvert ar er der to muligheder, som hver indtraeffer med sandsynlighed
1/2: Enten fordobles aktiens veerdi, eller dens veerdi halveres. Veerdi-
eendringerne i forskellige ar antages at veere stokastisk uafhengige. Hvis
altsa V; (1 = 0,1,2,...) betegner vaerdien af aktien ved slutningen af ar
nummer i, er de stokastiske variable U; = V;/V;_1 (i = 1,2, ...) uatheengi-
ge og har alle samme fordeling givet ved P(U; = 2) = P(U; = 1/2) = 1/2.
Vi antager, at veerdien af en aktie ved starten af ar nummer 1 er et givet
ikke-stokastisk tal: Vo = vg > O.
Da V; =UiUi_y - Uvg, og da E(U;) =2- 2+ 1 -1 =2 er

E(‘/z) = E(UZ)E(Uz_l) cee E(Ul)’l}() = (%)ivo, 1= 0, 1, Ceey

hvor vi har brugt (3.7.7). Vi ser, at middelveerdien af aktiens veerdi vokser
eksponentielt med tiden.

Antag at vi ved starten af ar nummer et har en formue pa xq > 0
kroner (et givet ikke-stokastisk tal). Denne formue investerer vi efter
folgende strategi: Ved begyndelsen af hvert ar omfordeler vi den formue,
vi pa det tidspunkt har, saledes at brgkdelen a € [0, 1] er investeret i
aktier af ovennaevnte type, mens vi har resten af formuen i kontanter.
Kontanter antages at beholde deres veerdi fra ar til ar, og vi antager, at
det er muligt at kgbe aktier med en veerdi svarende til ethvert positivt
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reelt kronebelgb. Hvis altsa X; betegner vores formue ved slutningen af ar
nummer ¢ (= begyndelsen af ar nummer i+ 1), investerer vi i ar nummer
i+ 1 aX; kroner i aktier af ovennaevnte type, mens vi beholder (1 —a)X;
kroner i kontanter.
Definer stokastiske variable R; ved R; = X;/X; 1,1 = 1,2,..., hvor
XQ = Xy. Da
Xi—i—l = OZXZUZ + (1 — Oé)Xi,

er
Ri=alU;+1-aq,
sa
E(R;) =1+ a/4.
Dermed er

E(X;) =E(R;Ri_, - Rixg) = (1 +a/4)'mg i=0,1,....

Det er klart, at F(X;) antager sin sterste vaerdi for a = 1. Vi maksimerer
altsa middelveerdien af vores formue ved hele tiden at seette alle pengene
i aktier.

Man kan imidlertid ogsa lave en anden overvejelse. Man kunne fa den
idé, at man gnsker at maksimere middelveaerdien af logaritmen til formuen
i stedet for at maksimere middelveerdien af formuen. @konomer kalder i
den forbindelse logaritmen en nyttefunktion. Logaritmen til formuen er

log(X;) = log(z) + > log(R;)
=1
Ifplge (3.7.3) er
E(log(R;)) = 3log(2a+1—a)+ 3logla/2+1—a)
= 1ilog (1 +1a(l— a)) :

E(log(X;)) = log(zo) + i1 log (1 + 1a(l— a)) :

Det er ikke vanskeligt at indse, at E(log(X;)) er maksimal, nar o = 1/2.



10.2 Poisson processen 271

Der kan vaere gode grunde til at maksimere E(log(X;)). Her er en. Szet
m = E(log(R;)). Ifolge store tals lov (Seetning 7.1.3) har vi for ethvert
e >0, at

P (xoe(m_g)" <X, < :l:oe(erE)")

= P((m—e)n <log(X,) — log(zg) < (m + €)n)

:P< Se)ﬁl,

for n — oo. Vi ser, at vores formue efter n ar X,,, nar n er stor, med
meget stor sandsynlighed ligger neer xqe™". I hvert fald for m > 0. Det
synes derfor fornuftigt pa langt sigt at veelge a = 1/2.

Strategien med o = 1/2 svarer til at szelge aktier, nar deres veerdi er
steget, og kgbe dem, nar deres veerdi er faldet. Strategien kaldes volatility

pumping.

1 n
—> log(R;) —m
n =

10.2 Poisson processen

Vi observerer en fglge af begivenheder, der indtreeffer til tidspunkterne
0<Ty <Ty, < --- < T, <---. Her er T} altsa tidspunktet for den
ite begivenhed. Begivenhederne kan veere udsendelser af en a-partikel
fra et radioaktivt materiale, skadesanmeldelser til et forsikringsselskab,
telefonopkald og meget andet.

Vi vil forudsaette, at tidsrummene mellem de pa hinanden fglgende
begivenheder X,, =T, —T,,_1, 1 = 1,2,... (vi seetter Ty = 0) er uathsen-
gige stokastiske variable med samme fordeling. Yderligere vil vi antage,
at P(X,, > t) > 0 for alle ¢t > 0, og at begivenhederne ikke kan huske,
hvornar den foregaende begivenhed indtraf, d.v.s. at

P(X,>t+s|X,>t)=P(X,>s)

for alle t,s > 0. Vi sa i Eksempel 2.2.2, at denne antagelse (under en
svag ekstra betingelse, som faktisk kan undveeres) medfgrer, at X,, er
eksponentialfordelt. Vi kan derfor skrive vores model saledes:
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1) T, =X;+ -+ X, for alle n € IN,
2) X, Xs, ... er uathengige,

3) X, er eksponentialfordelt med parameter A for alle n € IN.

For ethvert ¢ > 0 lader vi N(t) betegne antallet af haendelser i tidsin-
tervallet [0, t]. Den stokastiske variable N () antager altsa veerdier i INy.
Da N(t) > n hvis og kun hvis 7,, <, ser vi at

P(N(t) =2 n) = P(T, <t) = F,(1),
hvor F),(t) er fordelingsfunktionen for 7,. Da X,erne er eksponential-
fordelte med parameter A\, og da denne fordeling er den samme som en

I'-fordeling med formparameter 1, fglger det af Seetning 8.1.3, at T, er
I-fordelt med formparameter n og skalaparameter A~!. Derfor er

P(N(t) > n) = /0 t %dw.

For n > 0 er altsa
P(N(t)=n) = P(N(t)>n)—P(N(t)>n+1)

At

= ik (nz™ ' — Az™)e Mdx
— & [xne—)\xr — ()\t)ne—)\t
n! 0 n!

Endvidere er
P(Nt)=0)=P(X;>t)=1-P(X;<t)=1—-(1—e M) =

Vi ser saledes, at N(t) er Poisson-fordelt med parameter At, og har der-
med endnu et argument for at benytte Poissonfordelingen som model for
tilfeeldigt ankommende begivenheder.

Vi har her defineret en hel familie af stokastiske variable {N(t) |t >
0}. En sadan familie af stokastiske variable kaldes en stokastisk proces.
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Den stokastiske proces {N(t) |t > 0} kaldes Poisson processen med pa-
rameter \.

Vi slutter med at bevise, at de stokastiske variable N(s) og N(t) —
N(s), hvor t > s, er uathaengige, samt at N(t) — N(s) er Poisson fordelt
med parameter A(t — s). For n,m € IN, hvor n > m, sattes V,,,, =
T, — T, =Xn1+ -+ X, Daer

P(N(s) >m,N(t) >n) = P(T), <s,T,<t)

= P (T, Tn + Vi) € [0, 8] % [0,2]).

Da T),, og V,,  er uatheengige og I'-fordelte, T;,, med formparameter m og
Vy..m med formparameter n — m, begge med skalaparameter A\~!, fglger
det af Seetning 6.3.10, at

P (T, T, + Vi) € 10, 5] x [0,1])

n—m—1,—X\

st XmgmTlemAT \nmm(y ) e~ My—z)
- L T et i)

s t )\nl'm_l(y _ x)n—m—le—)\y

- (/ (m— Dl —m 1Y)
s t—x )\nxm—lzn—m—le—)\(m—l—z)

B /0 </0 (m—1!(n—m—1) dz) 4z,

hvor vi har skiftet integrationsvariabel i det inderste integral til z = y—=x.
Vi kaster os nu ud i et stgrre regneri. For alle m,k € IN, hvor k > 2

er

P(N(s)=m,N(t) — N(s) =k) = P(N(s) =m,N(t) =m+ k)

= P(N(s)>m,N(t) >m+k)—P(N(s)>m+1,N(t) >m+k)

—P(N(s)>m,N(t) >m+k+1)
+P(N(s)>m+1,N(t)>m+k+1)
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)\m—i—k s t—z
= 7 / < {ma™ k2 — 2™ k(k — 1)2"72 — dma™ 2P
m!k! Jo \Jo

+ )\:Eml{:zk_l}e_)‘(x“)dz) dx
Det inderste integral er lig

t—x
mxm_le_’\x/ {k"1 — XMle ™ dz
0

t—x
—zme M {k(k —1)2"72 — Me2" e Md2
0

t—x t—x

_ mxm—le—)\x/ (Fe ) dz — mme—)\x/ (k2*1e)d>
0 0

_ mxm—le—)\x(t o l,)ke—)\(t—x) . l,me—)\:ck,(t . x)k—le—)\(t—x)

— e_)‘t($m(t o I)k)/
Derfor er

P(N(s) =m,N(t) — N(s) = k)
AR (As)me ™ (A(t — 5))kFe A9

. -\t s m o k\/ — .
= Tk /o(x (t = 2)")de ml !

Vi mangler at behandle tilfeeldene m = 0 og k = 0, 1. Disse tilfeelde er
lettere og overlades til leeseren. Resultatet bliver det samme. Da altsa
P(N(s) =m,N(t) — N(s) = k) er et produkt af to Poissonsandsynlighe-
der, kan vi konkludere af Seetning 4.3.1, at de stokastiske variable N(s)
og N(t) — N(s) er uathengige, samt at N(s) er Poisson fordelt med pa-
rameter As (det vidste vi allerede), og at N(t) — N(s) er Poisson fordelt
med parameter A(t — s).

10.3 Brownsk bevaegelse

En partikel bevaeger sig i planen efter en Brownsk bevaegelse. Vi vil
forsgge at opstille en model for dette feenomen, som er kendt fra fysikken.
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Til tid 0 befinder partiklen sig i punktet (0, 0). Lad partiklens position
en tidsenhed senere veere (X7, X3). Det er rimeligt at antage, at X; og
Xy er uatheengige, og at de har samme marginale fordeling. Lad os end-
videre forudsette, at fordelingen af (X, X5) er kontinuert med simultan
sandsynlighedstaethed f, og lad os betegne den faelles marginale taethed
for X; og X5 med p. Til slut vil vi antage, at ingen retninger i planen er
foretrukket af partiklen, hvilket vi kan formulere praecist ved at antage,
at teetheden f(z,y) kun afheenger af (z,y)’s afstand til (0,0), d.v.s. at
der findes en funktion g fra [0, 00) ind i [0, 00), sa

flzy) =g (vxz + y2>
for alle (z,y) € R?. Da f(x,y) = p(z)p(y), er

p(z)p(y) =g (\/ﬂ + y2>

for alle (z,y) € IR%. Seetter vi her y = 0, far vi, at g(|z|) = p(0)p(z), og
vi ser, at p opfylder ligningen

pla)p(y) = pO)p (/o> +7?)

for alle (z,y) € IR?. Vi vil nu antage, at p(x) > 0 for alle = € IR, og satte
k(x) =log(p(z)). Da er

k() + k(y) = k(0) + k <\/:)32 N y2> .

Saettes x = (s +1)/vV2 ogy = (s — t)/V/2, fas
E((s+6)/V2) + k(s — )/V2) = k(0) + k (Vs> + ) = k(s) + k(t).

Hvis vi antager, at p er to gange differentiabel, er ogsa k to gange diffe-
rentiabel, og differentierer vi med hensyn til s far vi

K (s +1)/V2) + K((s = )/V2)| V2 =K (5). (10.3.1)
Differentieres denne ligning med hensyn til ¢, fas

K" (s +1)/v2) = K"((s = 1)/V2)] /2 = 0
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for alle s,t € IR. Specielt far vi ved at seette t = s = u/v/2, at
K" (u) = K" (0) (10.3.2)
for alle u € R. Seetter vi k”(0) = —c, folger det af (10.3.2), at
K(u)=a—cu
for et eller andet a € R. Med s =¢ =01 (10.3.1) fas
V2E(0) = K(0),

sa k'(0) = 0. Konstanten a ma derfor veere nul, saledes at k'(u) = —cu
for alle u € R. Integrerer vi £, finder vi, at k& ma have formen

k(z) =b— a?,
hvoraf vi far, at den marginale teethed for X; er

p(l‘) _ ebe—cac2/2

for alle x € IR. Denne funktion kan kun veere integrabel hvis ¢ > 0, og
konstanten e’ skal vaere sadan, at integralet af p over IR er lig en. Seetter
vi ¢ = 1/0?%, genkender vi normalfordelingen med middelveerdi nul og
varians o2, sa der ma geelde, at

1 2 2
_ = —z%/(207)
p(z) = s

for alle z € RR.

Normalfordelingen er altsa en fornuftig model for en koordinat af
positionen efter en tidsenhed af en partikel, som udfgrer Brownsk be-
vaegelse. Lad X;(t) betegne forste koordinat af partiklens position til
et vilkarligt tidspunkt ¢. En dyberegaende analyse viser, at det kan an-
tages, at Xi(t) er normalfordelt med middelveerdi nul og varians o?t.
Den stokastiske proces {X;(t) |t > 0} kaldes Wienerprocessen eller den
Brownske bevagelse. Hvis X5(t) betegner andenkoordinaten af partiklens
position til tidspunktet ¢, er den stokastiske proces {Xs(t) |t > 0} ik-
ke overraskende ogsa en Wienerproces. Den to-dimensionale stokastiske
proces {(X1(t), Xa(t)) |t > 0} kaldes en to-dimensional Wienerproces el-
ler Brownsk bevaegelse. Det viser sig, at de to koordinater er stokastisk
uafheengige.



Kapitel 11

Efterskrift

Det er pa sin plads at slutte med et par bemaerkninger om nogle mangler
ved disse noters fremstilling af den elementeere sandsynlighedsregning.
Nogle laesere har maske teenkt over, om det virkelig er ngdvendigt at
gennemga stort set den samme teori to gange: forst for diskrete forde-
linger, sa for kontinuerte fordelinger. Det er faktisk ikke ngdvendigt. H-
vis man baserer fremstillingen af sandsynlighedsregningen pa malteorien,
kan man klare disse to tilfeelde - plus mange andre - pa én gang. Det er
imidlertid ikke nogen god made at starte bekendtskabet med sandsyn-
lighedsregningen pa, og det ville igvrigt veere for sveert for et fgrste-ars
kursus. Formalet i disse noter har veeret at give en vis fortrolighed med
nogle af sandsynlighedsregningens grundleeggende begreber samt gvelse
i at lgse enkle sandsynlighedsteoretiske problemer. Fremstillingen har sa
mattet forenkles lidt her og der. Det skal naevnes, at vi i definitionen af
et sandsynlighedsmal kun har kreevet, at (1.3.3) er opfyldt, mens man
normalt kraever, at (1.3.14) holder ikke blot for endeligt mange disjunkte
meaengder, men for teelleligt mange. Vores krav til et sandsynlighedsmal
er altsa svagere end det ssedvanlige. Til gengeeld er vi blevet sparet for
nogle malteoretiske detaljer, som ville have kunnet overskygge formalet
med disse noter. I forbindelse med kontinuerte fordelinger, har vi tilladt
os at integrere over vilkarlige delmaengder af IR eller IR". Der findes imid-
lertid delmeengder af IR og IR", som er sa aparte, at man ikke kan definere
integralet over dem. Hvis man holder sig til en klasse af delmeengder af
R eller R", som kaldes Borelmaengderne, og som ikke inkluderer disse
seregne maengder, er man pa den sikre side. Egentlig burde vi derfor alle
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steder have skrevet “en Borel delmaengde” af IR eller IR" i stedet for “en
vilkarlig delmaengde”, men der havde veeret risiko for, at en sadan formu-
lering, som alligevel ikke kan forklares ordentligt i dette kursus, ville have
afledt interessen fra det veesentlige. Hvad mere er, det er uhyre sjaeldent,
at man i praksis stgder pa en maengde, der ikke er en Borelmaengde.

Det skal ogsa lige naevnes, at vi kun har kradset lidt i overfladen
af teorien for betingede sandsynligheder. Hvis man forsgger generelt at
definere betingede sandsynligheder givet heendelser med sandsynlighed
nul ved den graenseovergang, som vi reelt brugte i Afsnit 6.5, kommer man
galt af sted. Lad for eksempel X vare en kontinuert stokastisk variabel.
Det er da fristende at definere den betingede sandsynlighed af haendelsen
B givet at X = x ved greenseveerdien

Bn{|X — x| <e€})
P(X —x|<e)

P(B|X =1z) = lir% il

men selv nar denne greenseveerdi eksisterer, er den helt umulig. Da P(X =
x) =0, er

PUX Z 2 n{IX =z <e}) = P{IX — 2] < e]\{X = z})
= P(|X—z|<e¢)—P(X=2)=P(|X —z| <e¢),

saledes at ovenstaende “definition” giver P(X # x|X = z) = 1. Dette
er oplagt noget vrovl. Det kraever en del arbejde, at indfgre betingede
sandsynligheder generelt.

Alle de problemer, som er naevnt her, vil naturligvis blive behandlet
i et mere avanceret kursus i sandsynlighedsteori.



Appendiks A

Om maengder

A.1 Meaengder og maengdeoperationer

Dette appendiks handler om meengder og om de elementzere operationer,
man kan foretage med dem. Det er helt afggrende for tilegnelsen af sand-
synlighedsregning, at man behersker de elementeere manipulationer med
maengder.

En mengde er en samling af objekter. Disse objekter kaldes maengdens
elementer. Eksempler pa mengder er de reelle tal IR, intervallet [0, 1],
mangden af mulige udfald ved kast med en terning {1,2,3,4,5,6} og de
naturlige tal

N =1{1,2,3,...}.

Det er almindeligt at angive en maengde ved at opskrive en liste over dens
elementer omgivet af krgllede parenteser. Hvis maengden har uendeligt
mange elementer, antydes det blot, hvorledes listen forsaettes. Maengden,
der ingen elementer indeholder, kaldes den tomme mengde og betegnes
med (). Hvis antallet af elementer i en meengde er et naturligt tal eller 0,
siges maengden at veere endelig. Hvis en meaengde ikke er endelig, kaldes
den uendelig. Meengderne {1,2, 3,4, 5,6} og () er endelige, mens R, [0, 1]
og IN er uendelige maengder.

Hvis z er et element i en maengde A, skrives x € A. Man siger ofte
at x tilhgrer A. Hvis x ikke er et element i A, skrives z ¢ A. Symbolet €
kan benyttes til at definere maengder. For eksempel bestar maengden

{5ne N}
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af alle tal pa formen %, hvor n er et positivt helt tal. Et andet eksempel
er

{z e R|sin(z) > 3}

som bestar af de reelle tal x, for hvilke udsagnet sin(z) > 1 er sandt.

Hvis A er en maengde, kan man generelt definere en ny maengde ved
{z € A|x opfylder en betingelse}.

Den nye mangde bestar af de elementer i A, som opfylder betingelsen.

To maengder A og B er identiske, hvis de har de samme elementer.
Hvis det er tilfeeldet, skriver man A = B. For eksempel er {1,2,3,4} =
{4,1,3,2}. En maengde A siges at veere en delmangde af en anden meeng-
de B, hvis ethvert element i A ogsa tilhgrer B. Det skrives pa denne made:
A C Beller B D A. Man siger ogsa at A er indeholdt i B eller at B inde-
holder A. Tegnet C kaldes en inklusion. Bemaerk, at A = B hvis og kun
hvis A C B og B C A. Man kan ofte vise, at to maengder er identiske ved
at bevise disse to modsatrettede inklusioner. Hvis A er en delmaengde af
B, og B indeholder et element, som ikke tilhgrer A, kaldes A en eegte
delmeengde af B, hvilket skrives A C B eller B D A.

I neesten alle sammenhaenge findes der en stor meengde E, som er
basis for vores maengdeoperationer i den forstand, at vi kun interesserer
os for delmaengder af £. Maengden F kunne da kaldes vores univers. Hvad
vi vaelger som vores univers vil typisk variere fra gang til gang atheengigt
af sammenhaengen. Hvis A og B er to delmaengder af E, defineres deres
foreningsmangde, der skrives AU B, ved

AUB={ze FE|x € A eller z € B},

hvor “eller” betyder mindst ét af de to udsagn er korrekte, muligvis dem
begge. Foreningsmeengden bestar altsa af de elementer i E, som tilhgrer
mindst en af mengderne A og B. Bemaerk, at AUE =FE, AU = A og
AUA = A. Fellesmengden af A og B, som skrives AN B, defineres ved

ANB={x€ E|x€ A ogz € B}.

Det vil sige, at feellesmaengden bestar af de elementer i E, der tilhgrer
bade A og B. Bemaerk, at ANE=A, AND=0og ANA = A. Hvis to
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mangder A og B ikke har feelles elementer, altsa hvis AN B = (), siges
de to maengder at veere disjunkte.

For to meengder A og B defineres mengdedifferensen mellem A og B,
som skrives A\ B, ved

A\B={z€A|z¢B}.

Altsa de elementer i A, som ikke tilhgrer B. Mengdedifferensen A\B
omtales ofte som A fraregnet B. En serligt vigtig meengdedifferens er
E\A, som kaldes komplementermaengden til A og betegnes A¢. Bemaerk
at A\B=ANDB*, E°=0,0°=F, (A°)°=Aog AUA°= L.

De netop omtalte maengdeoperationer kan ikke kombineres efter for-
godtbefindende. For tre maengder A, B og C geelder for eksempel i al-
mindelighed at

(AUB)NC #AU(BNQO).

Dette fremgar af det simple tilfeelde A = {1,2}, B = {3,4} og C = {2, 3},
hvor er (AUB)NC = C, mens AU(BNC) = {1,2,3}. Der geelder folgende
regneregler for de indfgrte maengdeoperationer.

AUB = BUA (A.1.1)
ANB = BNnA (A.1.2)
AU(BUC) = (AUB)UC (A.1.3)
AN(BNnC) = (AnB)NC (A.1.4)
Au(BnNnC) = (AUB)N(AUCQ) (A.1.5)
AN(BUC) = (ANB)U(ANC) (A.1.6)
(ANB)® = A°UB° (A.1.7)

(AUB)® = A°n B (A.1.8)
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Lad os bevise (A.1.5). Vi beviser forst, at AU(BNC) C (AUB)N(AUC).
Antag derfor, at € AU(BNC). Hvisz € A,saerx € AUB ogz € AUC,
og dermed er z € (AUB)N(AUC). Hvisz ¢ A, majosax € BNC.
Det vil sige, at z € B og x € C, og dermed ogsa r € AUB ogx € AUC.
Ogsa nar © ¢ A, har vi altsa, at z € (AU B)N (AU C). Vi har derfor
vist, at AU(BNC) C (AU B)N(AUC). Vi mangler nu at bevise, at
AU(BNC) 2 (AUB)N(AUC), for vi kan konkludere, at (A.1.5) holder.
For at bevise det antager vi, at x € (AU B)N(AUC). Hvis z € A, er
det klart, at z € AU (B N C). Hvis omvendt z ¢ A, ma der geelde, at
x € B, eftersom © € AU B. Ligeledes ma der, da z € AU C, gelde, at
x € C. Vi kan derfor konkludere, at x € BN C, og dermed, at der ogsa
nar ¢ ¢ A geelder, at x € AU (BN C). Vi har dermed bevist (A.1.5).

Ved at kombinere regnereglerne (A.1.1) — (A.1.8) kan man manipulere
med mange maengder. Hvis for eksempel A, By, ..., By er k+ 1 mangder,
er

AN(BiUByU---UBy) = (ANB)U(ANB)U---U(ANByg). (A.1.9)
For to meengder A og B definerer man produktmengden A x B ved
AxB={(z,y)|z€Aogy € B},

det vil sige meengden af par (z,y), hvor x tilhgrer A, og y tilhgrer B.
Man kan ogsa definere produktmaengden af tre eller flere maengder. For
eksempel er produktmeaengden af tre maengder A, B og C givet ved

AxBxC={(z,y,z)|r€ Aogy € BogzeC}.

Man kan godt lave produktmeengden A x A af en meengde A med sig
selv. Den betegnes ofte med A2. Tilsvarende betegnes produktmeengden
Ax Ax---x A, hvor A forekommer k gange med A*.

Lad t veere en afbildning fra en meengde A ind i en meengde B, lad C'
veere en delmaengde af A, og lad D veere en delmeengde af B. Da defineres
billedmaengden af C' ved

t(C) ={t(z) |z € C}
og originalmangden til D defineres ved

t=(D) = {x € A|t(z) € D}.
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Originalmaengden bestar altsa af de elementer i A, som afbildes ind i
D, nar man anvender ¢ pa dem. Originalmaengden kaldes ogsa somme
tider urbilledet af D ved t. Pa trods af notationen kan originalmasengden
defineres for enhver afbildning ¢, uanset om ¢ har en invers afbildning
eller ej. I tilfeelde hvor ¢ har en invers afbilding ¢~!, er originalmeengden
lig billedmaengden af D ved afbildningen ¢—*.

Eksempel A.1.1 Lad A = B = R, og betragt funktionen t(z) = .
Da er #(R) = [0,00), £ ((—00,4)) = [~2,2}, £1([0,4]) = [~2,2] og
O

Originalméengdedannelse passer (i modszetning til billedmaengdedan-
nelse) fint sammen med maengdeoperationerne. Der gaelder saledes folgende
meengdeidentiteter, hvor C} og Cy er delmeengder af B:

t1(B) = A (A.1.10)
tHCINCy) = t7HC)NtTHCy) (A.1.11)
tHCLUCy) = tHC) Ut HCy) (A.1.12)
tHC\Cy) = tHC)\tH(Cy) (A.1.13)

tH(Cs) = tHC))e. (A.1.14)

Lad os bevise (A.1.11). Antag, at z € t71(C; N Cy). Ifplge definitionen
af originalmeengden, betyder det, at t(x) € C; N Cy. Det folger derfor
af definitionen af feellesmeengden, at t(z) € C) og t(xz) € Csy, hvilket
per definition af originalmeengder er det samme som z € t71(C}) og
x € t71(Cy). Definitionen af feellesmeengden giver til slut, at z € t=*(C;)N
t=1(Cy). Vi har dermed vist, at t71(C; N Cy) C t71(Cy) Nt71(Cy). Det
overlades til lzeseren at bevise, at t 71 (C1NCy) D t71(C)Nt=H(Cy), saledes
at det kan sluttes, at (A.1.11) holder. Leeseren opfordres til ogsa at bevise
de gvrige identiteter.
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Et nyttigt hjeelpemiddel i forbindelse med mangder er de sakaldte
indikatorfunktioner. Indikatorfunktionen for en delmeengde A af vores
univers E er en funktion fra F ind i R defineret ved

1 hvisxze A

La(z) = { 0 hvisz ¢ A. (A-1.15)

Indikatorfunktionen forteeller altsa, hvor meengden ligger. For to maeng-
der A og B gelder fglgende regneregler:

Lanp(z) = la(z)1p(2) (A.1.16)
lag(z) = la(z)— lanp() (A.1.17)
Lae(z) = 1—14(2) (A.1.18)
Lap(z) = 1a(z) + 1p(2) — Lanp(2). (A.1.19)

Hvis A og B er disjunkte, er

1AUB<5€> = 1A(SL’) + 1B(I)

A.2 Opgaver

A.1 Vis regnereglerne (A.1.6), (A.1.7) og (A.1.8). Vis dernaest, at disse
tre regneregler medfgrer (A.1.5).

A.2 Lad A, B og C veere maengder. Som neevnt i teksten geelder det i
almindelighed, at (AU B)NC # AU (BN C). Find en betingelse
pa A og C, som sikrer, at (AUB)NC =AU (BNCOC).

A.3 Vis, at
(AAB)NnC = (AnCO)\(BNC(C)
(ANB)\C = (A\C)Nn(B\O).

A4 Vis (A.1.9)
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A5 Vis (A.1.10) — (A.1.14)
A.6 Vis (A.1.16) — (A.1.19)
A.7 Vis (A.1.6) og (A.1.7) ved hjelp af regnereglerne for indikatorfunk-

tioner.
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Om kombinatorik

I hvor mange forskellige rackkefglger kan de 52 kort i et almindeligt kort-
spil leegges op, saledes at der aldrig ligger to af samme kulgr (hermed
menes klgr, ruder, hjerter eller spar) ved siden af hinanden? Hvor mange
synligt forskellige placeringer af 7 rgde og 20 hvide kugler i 5 kasser er
mulige? Det er eksempler pa spgrgsmal, hvis lgsning hgrer ind under det
felt der kaldes kombinatorik. Generelt kan man sige, at kombinatorikken
(i hvert fald i den sneevre forstand, vi taler om den her) handler om
opteelling af kombinationsmuligheder. I denne paragraf skal vi diskutere
lpsningen af nogle meget simple kombinatoriske problemer, og indfgre
nogle betegnelser i relation hertil.

B.1 Fakultetsfunktionen
For n € INg = {0,1,2,...} defineres
nl=1-2-3---n (B.1.1)

(udtales “n fakultet”). Man ser at 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4] = 24,
5! = 120. Definitionsmaessigt seettes 0! = 1 (idet et tomt produkt altid
seettes til 1, ligesom en tom sum saettes til 0). I kombinatorikken er n!
antallet af reekkefglger, hvori n forskellige objekter kan opskrives. For
eksempel kan tallene fra 1 til 5 ordnes pa 120 forskellige mader, fordi vi
for forste plads har 5 valgmuligheder, for anden plads derefter 4, o.s.v.
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B.2 Nedadstigende faktoriel

For 0 < k < n defineres
n®=n.-(n—-1)---(n—k+1). (B.2.1)

En storrelse af denne slags kaldes et nedadstigende faktoriel. Tallet nt®,
ofte kaldet “n i k rund”, er altsa produkt af de k& pa hinanden fglgende
heltal fra n og nedefter. Definitionsmeessigt seettes n() = 1 (ogsa for n =
0). Kombinatorisk kan denne stgrrelse fortolkes som antallet af ordnede
sat, bestaende af k indbyrdes forskellige elementer fra en maengde med
n elementer. Antallet af ordnede seet, bestaende af 25 forskellige tal fra
{1,...,365}, er for eksempel 3657, jvf. Eksempel 1.2.2. Bemeerk at der
geelder

n)

n™ = pl

0g

B.3 Binomialkoefficienter

For 0 < k < n defineres

n nk) n!
<k> k! E!'(n —k)! (B.3.1)

Denne stgrrelse kaldes “n over k7. Tal af denne art er hele tal og kaldes
binomialkoefficienter. Det er maske ikke oplagt, at der er tale om hele tal,
men det fplger af deres kombinatoriske fortolkning: Binomialkoefficienten
(Z) er antallet af delmaengder med netop k elementer af en maengde
E med n elementer (f.eks. £ = {1,...,n}). For at indse dette kan vi
bemeerke, at antallet af ordnede set, bestaende af k forskellige elementer
fra en maengde F med n elementer, jo er n®). Ethvert sadant szt giver
pa naturlig made anledning til en delmaengde af F med k elementer,
bestaende af de elementer, der forekommer i seettet. Men ved opteellingen
af de ordnede k-saet far vi hver k-delmeengde talt med k! gange, nemlig én

gang for hver mulig ordning af dens elementer. Antallet af k-delmeengder
af E bliver saledes n®) /k! = (Z)




288 Om kombinatorik

Bemeerk, at der geelder, at

(=)= ()= o () -2

Binomialkoefficienterne kan findes ved hjeelp af Pascals trekant, hvis
top ser saledes ud:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Systemet er, at hvert tal er summen af de to naermeste tal i linien ovenfor.
Der er uendelig mange rackker i trekanten. Det kan ret let vises, at der
for 0 < k < n geelder, at

(=) () o

Her er det kombinatoriske argument: En k-delmaengde af {1,...,n} kan
enten udveelges ved at veelge alle k elementer i {1,...,n — 1} eller ved
at veelge k — 1 elementer i {1,...,n — 1} og sa tage n med som det
sidste element. Resultatet kan ogsa vises ved direkte beregning eller ved
et induktionsbevis. Formlen (B.3.2) sammen med (g) = ;? = 1 viser, at
hvis raekkerne i Pascals trekant nummereres 0, 1, 2, .. ., er den n-te rackke
netop binomialkoefficienterne

(o) () ()

Binomialkoefficienterne er nok bedst kendt fra binomialformlen

(x+y)" = Zn: <Z> AT (B.3.3)

k=0
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som for n = 2,3 og 4 antager de (mere eller mindre) velkendte former

(z+y) = 2°+ 2y +y°,
(x+y)? = 2°+32% + 32y* + ¢°,

4 _ .4 3 2,2 3, .4
(x+y)* = 2" +4z°y + 627y° + doy° + y".

Binomialformlen kan vises ved induktion, men fglger i gvrigt ogsa af
binomialkoefficienternes kombinatoriske fortolkning. Nar man ganger ud
i produktet

(z+y)" = (@+y)z+y). .. (z+y)

far man jo i forste omgang 2" led af formen z¥y" %, og hvert af disse
svarer naturligt til en delmeengde af {1,...,n}, bestaende af numrene pa
de k faktorer hvorfra “x-bidragene” stammer. Nar man herefter samler

led af samme grad, bliver der altsa netop (Z) led af typen aFy"*.

B.4 Polynomialkoefficienter
For n € IN og (x1,...,x) € Dig(n) (k € IN), hvor

Di(n) = (B.4.1)
{(x1,...,2%) |z; €{0,...,n}i=1,....k, x1+ -+ xx =n},

defineres polynomialkoefficienten ved

n n!
= B.4.2
<x1,...,xk> !l ag! ( )

Denne stgrrelse kaldes ogsa en multinomialkoefficient. Ogsa den har en
kombinatorisk fortolkning: Den er lig antallet af mader, hvorpa man
af en maengde M med n elementer kan veelge k disjunkte delmeengder
My, ..., My, saledes at tM; = x;,i=1,...,kog M = M;U---UMj. Det-
te kan indses pa fglgende made. Forst veelges de x; elementer i M. Det
kan ggres pa (;1) mader. Dernaest veelges de x5 elementer i M, blandt

de resterende n — x; elementer i M. Dette kan ggres pa (";:1) mader.
Saledes fortsaetter man udveelgelsen af elementerne i meengderne M;. Nar
elementerne i Mj,_; skal veelges, er der n — (z1 + - -+ + x4_2) elementer
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n—(x14+TK_2)
Tr—1
elementerne i My_; pa. Der er nu n — (21 + -+ - 4+ 25_1) = 7% elementer

tilbage, som altsa udger M. Det gnskede antal er produktet af de fundne
antal muligheder for de enkelte delmaengder, altsa

)0

n! (n—xl)' (n—xl —1’2)'

tilbage at veelge iblandt, hvorfor der er ( ) mader at veelge

xl'(n — 1’1)' 213'2'(71, — T — l’g)' ' l’g'(n — 1 — T — 213'3)'
(TL - (1’1 + - +l’k_2)!
xk_ll(n — (1’1 + -+ l’k_l))!

!l

B.5 Opgaver

B.1 Vis formel (B.3.2). Overvej den kombinatoriske fortolkning af Pa-
scals trekant.

B.2 Vis binomialformlen (B.3.3) for z > 0 og y > 0 ved at betragte
sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med antalspara-
meter n og sandsynlighedsparameter x/(x + y) og udnytte at sum-
men af sandsynlighederne for alle de mulige udfald er lig en.

n n n — Tg
L1y..., Tk Ty T1y-o - T—1

Forklar denne relation kombinatorisk. Skitser et bevis for polyno-
mialkoefficientens kombinatoriske fortolkning ved induktion efter

k.

B.3 Vis at
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Om uendelige raekker

Lad {x1, z9, x3,...} veere en folge af reelle tal, og definer

n
Sp = Z ZTi.
=1

Man siger, at den uendelige reekke > °°; x; er konvergent med sum s, hvis
lim,, o Sy, = s. I sa fald skriver man

00
Z Tr; = S.
i=1

Nu folger en liste over resultater vedrgrende uendelige raekker, som
ofte benyttes i sandsynlighedsregning. Der gives ingen beviser her.

1) Hvis reckken 7%, x; er konvergent, ma der geelde, at x, — 0.

2) Antag x; > 0, og at raekken Y279, x; er konvergent. Hvis |y;| < a; for
alle ¢ € IN, er ogsa reekken »>°, y; konvergent.

3) Hvis rackkerne 22, z; og Y2, y; er konvergente, og a og b er reelle

tal, er
[o.¢]

> (az; +by;) =ad x;+b> y;.

=1 =1 i=1
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4) Lad {z;;]i € IN,j € IN} veere en reel dobbelt talfglge, for hvilken
x;; > 0 for alle ¢ og j. Da er

i(i Tij) = i(

i=1 j=1

e}

Tij),
=1

i den forstand, at hvis en af siderne eksisterer, sa eksisterer den anden
ogsa, og de er lige store. Mere preecist geelder, at hvis raekken 272, x;; =
s; er konvergent for alle i € IN, og hvis raekken > 7%, s; = s er konvergent,
da er reeckken } 22, x;; = t; konvergent for ethvert j € IN, og reckken

721 t; er konvergent med sum s. Da summationsraekkefglgen er uden
betydning, skriver man ofte

Z Tij = S.
2

Nar dobbeltraekken er konvergent med sum s, geelder det yderligere for
enhver bijektion n +— (i(n), j(n)) af IN pa IN?, at

Z_:l Ti(n)j(n) = -

5) Lad {z;]i € IN,j € IN} veere en reel dobbelt talfplge, for hvilken
2l |z;;| er konvergent. Da er

i(i Tij) = i(i Tij),

i=1 j=

i den forstand, at hvis en af siderne eksisterer, sa eksisterer den anden
ogsa, og de er lige store. Yderligere gelder for enhver bijektion n —
(i(n),7(n)) af IN pa IN?, at

Z_:l Ti(m)j(n) = -

6) Lad {z;;|i € IN,j = 1,...,i} veere en sakaldt trekantsfolge af reelle tal.
Hvis enten z;; > 0 for alle i og j, eller hvis 322, (32%_; |745]) er konvergent,

sa er
o

i(i i) = i(Z ij)-

i=1 j=1 =7
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Eksempel C.1 For ethvert reelt tal a # 1 er

" 1 —at!

= = .0.1
Sn Za T (C.0.1)

hvilket folger af at s, — as, = 1 — a™*!. Hvis |a| < 1, er raekken >2°, a’

derfor konvergent og
1

S
i=0
Hvad er 322, a'?
O
Eksempel C.2 Det kan vises, at der for ethvert reelt tal = geelder, at

e}

z‘“_,—exp

Eksempel C.3 Da det kan indses, at

er reekken 3%, 1 ikke konvergent.
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Om integraler

D.1 Funktioner af én variabel

1) Det antages, at laeseren er fortrolig med integralet af en funktion f, som
er kontinuert pa et endeligt interval [a,b]. Der mindes om, at integralet
er greensevaerdien af en folge af middelsummer svarende til en inddeling
af intervallet [a, b], som for eksempel

b—a

b— b—
a<a—|——a<a+2—a<...<a—|—(n—1)
n n n

< b,

d.v.s

b . b—ad .
/a Fla)da = JLHQOT; (a+(i=1)-(b—a)/n).
2) Antag nu, at f er en begreenset funktion pa det endelige interval [a, ],
for hvilken der findes reelle tal ag = a < a; < ... <a,_1 <a, =b,sa f
er kontinuert pa ethvert af intervallerne (a;_1,a;),7 = 1,...,n. Vi kalder
sadan en funktion en begraenset stykvis kontinuert funktion. Integralet
af f kan defineres ved

[ iwar =3 [ rayis

i=1"%-1

3) Vi har brug for at integrere funktioner, som er defineret pa hele den
reelle akse. Lad f veere en funktion fra IR ind i [0, c0), som er begreenset
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og stykvis kontinuert pa ethvert af intervallerne [—n,n], n = 1,2,....
Hvis den voksende fglge

/n f(x)dx

-n
er konvergent for n — oo, siger vi, at f er integrabel (pa IR) med inte-
gralet

/_ Z f(z)dz = lim /_ ’; fl@)dz

n—~o0

Hvis folgen [" f(z)dz gar mod uendelig, skriver man [0 f(x)dx = oc.
I denne situation siger man, at f ikke er integrabel.

Hvis en ikke-negativ funktion f kun er defineret pa [0, 00) og er be-
greenset og stykvis lineser pa ethvert af intervallerne [0,n], n = 1,2,.. .,
betragter man i stedet folgen

/On f(z)dz.

Hvis denne er konvergent, siger vi, at f er integrabel (pa [0, 00)) med
integralet

/OOO f(x)dz = lim /On f(z)dz.

Hvis f er defineret pa intervaller af formen (—oo, a] eller [a, o0) kan man
forsgge sig med en tilsvarende fremgangsmade.

Eksempel D.1.1 Funktion f(z) = e™* er kontinuert og afbilder [0, c0)
ind i [0,1]. Da

/ e fdr=1—e"—1,

0

nar n — oo, er f integrabel pa [0, 00), og

/ e *dx = 1.
0

O

Eksempel D.1.2 Funktion f(z) = 1/(1 + x) er kontinuert og afbilder
[0,00) ind i [0, 1]. Da

/On 1/(1 4 z)dx =log(1 + n),
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er f ikke integrabel pa [0, 00).
O

4) Ogsa funktioner, som er defineret pa et begreenset interval, kan give
problemer. Funktionen f(z) = 1/y/z defineret pa (0, 1] er et eksempel.
Den er ikke begraenset. Lad mere generelt f veere en ikke-negativ funktion
defineret pa intervallet (a, b], som er kontinuert pa (a, b], men for hvilken
f(z) — oo, nar x — a. Da eksisterer integralerne

/ab f(z)dz.

4

Hvis de konvergerer for n — oo, siger vi, at f er integrabel pa (a, b] med
integral

b b
| @ = tim [ fla)de.

n—oo Jo4 1

I modsat fald skriver vi [” f(z)dz = oo og siger, at f ikke er integrabel.

Eksempel D.1.3 Betragt funktionen f(z) = 1/4/z for = € (0,1]. Da

/1—1d 02
€T = — —
G Vi

for n — oo, er f altsa integrabel pa (0, 1] med integralet 2.
O

Eksempel D.1.4 Betragt mere generelt funktionen f(x) = 2= for x €
(0, 1], hvor « er et positivt reelt tal. Da

1 1— a—1
‘/1 x_adaj — 771

11—«

for a # 1, og da
1
1 .
L x~dx =log(n),
ser vi, at f er integrabel med integral 1/(1 — a), nar 0 < o < 1, mens f

ikke er integrabel, nar o > 1.
O
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For endelige intervaller, hvor der er problemer i den anden ende eller
i begge ender, kan en tilsvarende metode anvendes.

5) Lad os nu betragte funktioner, som ogsa kan antage negative vaerdier.
Her skal man passe lidt pa, som fglgende eksempel viser.

Eksempel D.1.5 Funktionen f(x) = x/(1 + %) opfylder, at

/ 2/(1 + 22)dz = 0
for alle n, da f er en ulige funktion. Man kunne derfor fristes til at mene,
at f er integrabel pa IR. Pa den anden side, er

/na:/(l + 2?)dr = 1log(1 +n®) — o
0

for n — oo, sa f er ikke integrabel pa [0, 00). Pa lignende made indses
det, at f heller ikke er integrabel pa (—oo,0]. Det er derfor urimeligt at
sige, at f er integrabel pa IR.

([

For at undga urimeligheder, som at kalde funktionen i Eksempel D.1.5
integrabel, siger vi, at en reel funktion f er integrabel, hvis den ikke-
negative funktion |f| er integrabel. Hvis |f| er integrabel, kan vi uden
problemer definere integralet af f, som vi ovenfor gjorde for ikke-negative
funktioner.

Eksempel D.1.6 Funktionen f(x) = x(1 + x?)~2 opfylder, at
/ z(1+2*)2de=11-(1+n*)"") -1
0

for n — o0o. Leeseren kan overbevise sig om, at dette medforer, at |f|,
som er symmetrisk om nul, er integrabel pa IR. Integralet af den ulige
funktion f over hele IR er nul.

(I

Folgende sammenligningskriterium er ikke vanskeligt at bevise ud fra
definitionen pa integrabilitet.
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Saetning D.1.7 Lad f og g vere to funktioner fra intervallet I ind i IR.
Hwvis g er integrabel pa I, og hvis | f(z)| < |g(x)| for alle x € I, sa er f
ogsa integrabel pa I.

Eksempel D.1.6 (fortsat) Vi kan ved hjelp af Seetning D.1.7 give et
enklere argument for, at funktionen f(z) = z(1 + 2?)~? er integrabel pa
IR. Den opfylder nemlig, at |f(z)| < g(x) for alle z € IR, hvor

{1 for |z| <1

9(x) = |z|=2  for |z| > 1,

og det er ikke vanskeligt at se, at g er integrabel pa R.

D.2 Funktioner af flere variable

Vi har ogsa brug for at integrere funktioner af flere variable. For at lette
notationen betragter vi i dette appendiks hovedsagelig funktioner af to
variable.

Vi vil ikke bevise noget her, kun forsgge at motivere en definition af
integration i IR?. Betragt en kontinuert funktion f : [ay, ag] x [by, by] +— IR.
Det er naturligt at definere integralet af f over A = [ay, as] X [by, be] som
en greenseveerdi:

[ S g)drdy = im 353 fla gy 200

i=1j=1
hvor z; = a; + (z - %) (ag —a1)/nogy; = by + (j — %) +(by — by)/n. Vi
har inddelt A i n? sma rektangler, hver med arealet (ay — a;1)(by — by )n 2.
Punkterne (z;,y;) er midtpunkterne i disse rektangler.

Hvordan kan man beregne dette integral? For at belyse det, holder vi
forst @ fast i (D.2.1). Vi kan da opfatte

i f (i, yj)M

(D.2.1)

n

som en middelsum, der approksimerer integralet

ba
/bl f(xi, y)dy.
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Definer funktionen
b2
filz) = A flx,y)dy, € [ar,as]
1

Her holdes = altsa fast, mens der integreres med hensyn til y. Vi har da,
at

/Af(zv,y)dxdy ~ i (i f(l"i,yj) (bz ; bl)) (a2 — al)

i—1 \j=1 n

12

i fl(l'i)@
/C:Q fi(x)dzx,

12

idet summen i naestsidste linie er en middelsum, som approksimerer in-
tegralet i sidste linie. Vi har dermed givet et intuitivt argument for, at
integralet af f over A kan beregnes ved formlen

1

/A f(z,y)dxdy = /aa2 (/:2 f(x,y)dy) dz, (D.2.2)

altsa som et sakaldt dobbeltintegral. Fgrst holdes x fast, og der integreres
med hensyn til y. Derved opnas en funktion af x, som derneest integreres
over [ay, as]. Det er sjeldent, man ulejliger sig med at skrive parentesen
omkring det indre integral.

Det er klart, at vi lige sa godt kunne have defineret integralet af f
over A ved

/A fx,y)dzxdy = /:2 </aa2 f(x,y)dx) dy. (D.2.3)

1

Det kan vises, at den raekkefglge, i hvilken vi veelger at integrere m.h.t.
x og y er ligegyldig. Resultatet bliver det samme.

Eksempel D.2.1 Funktionen f(x,y) = z Ay er kontinuert pa A =
[0,1] x [0, 1]. Da

fl(x):/Ol(x/\y)dy:/Oxydy+/xlxdy:x2/2+x(1—x):x—x2/2,
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er

/A(x/\y)da:dy = /01(3;’ —2%/2)dx = 1.
O

Vi kan definere integralet af f over A ved (D.2.2) for enhver funk-
tion f, for hvilken de to integrationer kan udfgres. Hvis for eksempel
funktionen f opfylder, at y — f(x,y) er en begraenset stykvis kontinuert
funktion for enhver fastholdt veerdi af x, og hvis x — fbbf f(z,y)dy er af
samme type, kan vi definere integralet af f over A ved (D.2.2).

Eksempel D.2.2 Betragt funktionen f defineret pa A = [0,1] x [0, 1]
ved f(z,y) =1p(z,y), hvor B ={(z,y) € Alz = y}. Da

1 T 1
fl(w)Z/O 1B(Sc,y)dy=/0 1dy+/ Ody =z,
er )
/AlB(:L’,y)da:dy:/o zdr = 3.

Bemeerk, at integralet er lig arealet af B.
O

Hvis vi vil integrere en funktion over hele IR?, ma vi ligesom i Afsnit
D.1 passe lidt pa. Igen antager vi forst, at f(z,y) > 0 for alle (z,y) € IR?.
Vi definerer A, = [—n,n] x [—n, n] og siger, at f er integrabel (pa IR?),
hvis den voksende folge

f(x, y)ddy

konvergerer for n — oo. I sa fald defineres
/ , Sz y)dzdy = lim / f(z,y)dzdy. (D.2.4)
R n—oo J4.

Hvis folgen [, f(z,y)drdy gar mod uendelig, siger man, at f ikke er
integrabel. Hvis f kan antage bade negative og positive veerdier, ma man
forst underspge, om | f| er integrabel. Hvis den er det, siger man, at f er
integrabel, og definere integralet af f over IR? ved (D.2.4).
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Hvis f > 0, kan man beregne integralet af f over IR® pa to mader
ved hjelp af dobbeltintegraler

/]Rz [z, y)dudy = /_o:o (/_o:o f(z, y)dy> da = /_O:O (/_O:O f(x, y)dx) dy.

Hvis et af dobbeltintegralerne giver et endeligt tal, er f integrabel, og
integralet er lig begge dobbeltintegraler. Hvis f kan antage bade negative
og positive verdier, kan integralet af f over IR? ogsa beregnes ved de to
dobbeltintegraler, hvis man vel at maerke ved, at f er integrabel. Man
ma altsa forst undersgge om |f| er integrabel, f. eks. ved at beregne et
dobbeltintegral.

Hvis B er en begreenset delmzengde af IR?, som er pzen nok til, at den
kan tilskrives et areal, geelder det generelt at

| 1s(@.y)dady = |B]. (D.2.5)

hvor |B| betegner arealet af B, se Eksempel D.2.2. Ved igen at se pa
(D.2.1), indser man, at dette ikke er sa meerkeligt. Summen, der approk-
simerer integralet, er jo netop en sum af arealer af sma rektangler, som
omtrent deekker B.

Alt hvad der her er sagt om funktioner af to variable, kan gentages
ord til andet om funktioner af flere variable. For f : R" — [0, 00) er altsa

/ f(x,...,x,)dxy -+ - dxy, =
Rn

/_o:o(/_o:o (/_o:of(:cl,...,xn)d:cn) dIn_1>~-~dx1.

Integrationerne kan ogsa udfgres i en anden raekkefplge. Hvis f kan antage
bade negative og positive veerdier, kan integralet af f over IR™ udregnes
pa samme made, hvis | f| er integrabel over IR".

For en delmsengde B af IR?® er

/ 13(1’1,1’2,1’3)dl’1dl’2d!)§3
[RS

lig Bs volumen (rumfang). Generelt kan vi definere volumenet af en del-
mangde B af IR™ som

Bl= [ (e, e)de - day. (D.2.6)
Rn
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Hvis indikatorfunktionen 1 ikke er integrabel, siges B at have uendeligt
volumen.

Hvis en funktion f kun er defineret pa en delmeengde B af IR", el-
ler hvis vi kun gnsker at integrere f over maengden B, kan vi definere
integralet af f over B ved

/f(xl,...,xn)d:c1~-~dmn:/ 1(z1, .. xn) f(x1, ... xn)dey - - - dy,
B

n

hvor 1p er indikatorfunktionen for B. Altsa ved at satte funktionen lig
nul udenfor B.



Appendiks E
Tabeller

I dette appendiks gives nogle tabeller vedrgrende normalfordelingen, y2-
fordelingen, t-fordelingen og F-fordelingen, som er nyttige i forbindelse
med test af statistiske hypoteser. Endvidere angives det graeske alfabet.
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E.1 Standard normalfordelingen

Tabellen giver samhgrende veerdier u og p, sa der for en standard nor-

malfordelt stokastisk variabel U geelder, at P(U > u) = p.

| p u p u p u p u p u
0.500 0.000 | 0.050 1.645 | 0.0050 2.576 | 0.000500 3.291 | 0.000050  3.891
0.490 0.025 | 0.049 1.655 | 0.0049 2.583 | 0.000490 3.296 | 0.000049  3.895
0.480 0.050 | 0.048 1.665 | 0.0048 2.590 | 0.000480  3.302 | 0.000048  3.900
0.470 0.075 | 0.047 1.675 | 0.0047 2.597 | 0.000470 3.308 | 0.000047  3.906
0.460 0.100 | 0.046 1.685 | 0.0046 2.605 | 0.000460 3.314 | 0.000046  3.911
0.450 0.126 | 0.045 1.695 | 0.0045 2.612 | 0.000450 3.320 | 0.000045 3.916
0.440 0.151 | 0.044 1.706 | 0.0044 2.620 | 0.000440 3.326 | 0.000044  3.921
0.430 0.176 | 0.043 1.717 | 0.0043 2.628 | 0.000430 3.333 | 0.000043 3.927
0.420 0.202 | 0.042 1.728 | 0.0042 2.636 | 0.000420 3.339 | 0.000042 3.933
0.410 0.228 | 0.041 1.739 | 0.0041 2.644 | 0.000410 3.346 | 0.000041  3.938
0.400 0.253 | 0.040 1.751 | 0.0040 2.652 | 0.000400 3.353 | 0.000040  3.944
0.390 0.279 | 0.039 1.762 | 0.0039 2.661 | 0.000390 3.360 | 0.000039  3.950
0.380 0.305 | 0.038 1.774 | 0.0038 2.669 | 0.000380 3.367 | 0.000038  3.957
0.370  0.332 | 0.037 1.787 | 0.0037 2.678 | 0.000370  3.374 | 0.000037  3.963
0.360 0.358 | 0.036 1.799 | 0.0036 2.687 | 0.000360 3.382 | 0.000036  3.970
0.350 0.385 | 0.035 1.812 | 0.0035 2.697 | 0.000350 3.390 | 0.000035 3.976
0.340 0.412 | 0.034 1.825 | 0.0034 2.706 | 0.000340 3.398 | 0.000034  3.983
0.330 0.440 | 0.033 1.838 | 0.0033 2.716 | 0.000330 3.406 | 0.000033  3.990
0.320 0.468 | 0.032 1.852 | 0.0032 2.727 | 0.000320  3.414 | 0.000032  3.998
0.310 0.496 | 0.031 1.866 | 0.0031 2.737 | 0.000310 3.423 | 0.000031  4.005
0.300 0.524 | 0.030 1.881 | 0.0030 2.748 | 0.000300 3.432 | 0.000030 4.013
0.290 0.553 | 0.029 1.896 | 0.0029 2.759 | 0.000290 3.441 | 0.000029  4.021
0.280 0.583 | 0.028 1.911 | 0.0028 2.770 | 0.000280  3.450 | 0.000028  4.029
0.270  0.613 | 0.027 1.927 | 0.0027 2.782 | 0.000270  3.460 | 0.000027  4.038
0.260 0.643 | 0.026 1.943 | 0.0026 2.794 | 0.000260 3.470 | 0.000026  4.046
0.250 0.674 | 0.025 1.960 | 0.0025 2.807 | 0.000250 3.481 | 0.000025  4.056
0.240 0.706 | 0.024 1.977 | 0.0024 2.820 | 0.000240 3.492 | 0.000024  4.065
0.230 0.739 | 0.023 1.995 | 0.0023 2.834 | 0.000230 3.503 | 0.000023  4.075
0.220 0.772 | 0.022 2.014 | 0.0022 2.848 | 0.000220 3.515 | 0.000022  4.085
0.210 0.806 | 0.021  2.034 | 0.0021 2.863 | 0.000210 3.527 | 0.000021  4.096
0.200 0.842 | 0.020 2.054 | 0.0020 2.878 | 0.000200 3.540 | 0.000020 4.107
0.190 0.878 | 0.019 2.075 | 0.0019 2.894 | 0.000190 3.554 | 0.000019 4.119
0.180 0.915 | 0.018 2.097 | 0.0018 2.911 | 0.000180  3.568 | 0.000018  4.132
0.170  0.954 | 0.017 2.120 | 0.0017 2.929 | 0.000170  3.583 | 0.000017  4.145
0.160 0.994 | 0.016 2.144 | 0.0016  2.948 | 0.000160 3.599 | 0.000016  4.159
0.150 1.036 | 0.015 2.170 | 0.0015 2.968 | 0.000150 3.615 | 0.000015 4.173
0.140 1.080 | 0.014 2.197 | 0.0014 2.989 | 0.000140 3.633 | 0.000014  4.189
0.130 1.126 | 0.013 2.226 | 0.0013 3.011 | 0.000130 3.652 | 0.000013  4.206
0.120 1.175 | 0.012 2.257 | 0.0012 3.036 | 0.000120 3.673 | 0.000012  4.224
0.110 1.227 | 0.011  2.290 | 0.0011 3.062 | 0.000110  3.695 | 0.000011  4.244
0.100 1.282 | 0.010 2.326 | 0.0010 3.090 | 0.000100 3.719 | 0.000010  4.265
0.090 1.341 | 0.009 2.366 | 0.0009 3.121 | 0.000090 3.746 | 0.000009  4.288
0.080 1.405 | 0.008 2.409 | 0.0008 3.156 | 0.000080 3.775 | 0.000008 4.314
0.070  1.476 | 0.007  2.457 | 0.0007 3.195 | 0.000070  3.808 | 0.000007  4.344
0.060 1.555 | 0.006 2.512 | 0.0006 3.239 | 0.000060 3.846 | 0.000006  4.378
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E.2 y?-fordelingen

For hvert p og f angives tallet x, som opfylder, at P(X > x) = p, hvis
X er y%-fordelt med f frihedsgrader.

f [ p=005]p=0.01]p=0.005 [ p=0.001 | p=0.0001 |
1 3.841 6.635 7.879 10.828 15.137
2 5.991 9.210 10.597 13.816 18.421
3 7.815 11.345 12.838 16.266 21.108
4 9.488 13.277 14.860 18.467 23.513
5 11.070 15.086 16.750 20.515 25.745
6 12.592 16.812 18.548 22.458 27.856
7 14.067 18.475 20.278 24.322 29.878
8 15.507 20.090 21.955 26.124 31.828
9 16.919 21.666 23.589 27.877 33.720
10 18.307 23.209 25.188 29.588 35.564
11 19.675 24.725 26.757 31.264 37.367
12 21.026 26.217 28.300 32.909 39.134
13 22.362 27.688 29.819 34.528 40.871
14 23.685 29.141 31.319 36.123 42.579
15 24.996 30.578 32.801 37.697 44.263
16 26.296 32.000 34.267 39.252 45.925
17 27.587 33.409 35.718 40.790 47.566
18 28.869 34.805 37.156 42.312 49.189
19 30.144 36.191 38.582 43.820 50.795
20 31.410 37.566 39.997 45.315 52.386
21 32.671 38.932 41.401 46.797 53.962
22 33.924 40.289 42.796 48.268 55.525
23 35.172 41.638 44.181 49.728 57.075
24 36.415 42.980 45.559 51.179 58.613
25 37.652 44.314 46.928 52.620 60.140
26 38.885 45.642 48.290 54.052 61.657
27 40.113 46.963 49.645 55.476 63.164
28 41.337 48.278 50.993 56.892 64.662
29 42.557 49.588 52.336 58.301 66.152
30 43.773 50.892 53.672 59.703 67.633
31 44.985 52.191 55.003 61.098 69.106
32 46.194 53.486 56.328 62.487 70.571
33 47.400 54.776 57.648 63.870 72.030
34 48.602 56.061 58.964 65.247 73.481
35 49.802 57.342 60.275 66.619 74.926
36 50.998 58.619 61.581 67.985 76.365
37 52.192 59.893 62.883 69.346 77.798
38 53.384 61.162 64.181 70.703 79.225
39 54.572 62.428 65.476 72.055 80.646
40 55.758 63.691 66.766 73.402 82.062
41 56.942 64.950 68.053 74.745 83.473
42 58.124 66.206 69.336 76.084 84.879
43 59.304 67.459 70.616 77.419 86.281
44 60.481 68.710 71.893 78.750 87.677
45 61.656 69.957 73.166 80.077 89.070
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E.3 t-fordelingen

For hvert p og f angives tallet x, som opfylder, at P(X > x) = p, hvis

X er t-fordelt med f frihedsgrader.

f |p:0.05|;n:0.025|p:0.01|p=0.001|p=0.0001|
1 6.314 12.706 31.821 318.309 3183.099
2 2.920 4.303 6.965 22.327 70.700
3 2.353 3.182 4.541 10.215 22.204
4 2.132 2.776 3.747 7.173 13.034
5 2.015 2.571 3.365 5.893 9.678
6 1.943 2.447 3.143 5.208 8.025
7 1.895 2.365 2.998 4.785 7.063
8 1.860 2.306 2.896 4.501 6.442
9 1.833 2.262 2.821 4.297 6.010
10 1.812 2.228 2.764 4.144 5.694
11 1.796 2.201 2.718 4.025 5.453
12 1.782 2.179 2.681 3.930 5.263
13 1.771 2.160 2.650 3.852 5.111
14 1.761 2.145 2.624 3.787 4.985
15 1.753 2.131 2.602 3.733 4.880
16 1.746 2.120 2.583 3.686 4.791
17 1.740 2.110 2.567 3.646 4.714
18 1.734 2.101 2.552 3.610 4.648
19 1.729 2.093 2.539 3.579 4.590
20 1.725 2.086 2.528 3.552 4.539
22 1.717 2.074 2.508 3.505 4.452
24 1.711 2.064 2.492 3.467 4.382
26 1.706 2.056 2.479 3.435 4.324
28 1.701 2.048 2.467 3.408 4.275
30 1.697 2.042 2.457 3.385 4.234
32 1.694 2.037 2.449 3.365 4.198
34 1.691 2.032 2.441 3.348 4.167
36 1.688 2.028 2.434 3.333 4.140
38 1.686 2.024 2.429 3.319 4.116
40 1.684 2.021 2.423 3.307 4.094
45 1.679 2.014 2.412 3.281 4.049
50 1.676 2.009 2.403 3.261 4.014
55 1.673 2.004 2.396 3.245 3.986
60 1.671 2.000 2.390 3.232 3.962
70 1.667 1.994 2.381 3.211 3.926
80 1.664 1.990 2.374 3.195 3.899
90 1.662 1.987 2.368 3.183 3.878
100 1.660 1.984 2.364 3.174 3.862
125 1.657 1.979 2.357 3.157 3.832
150 1.655 1.976 2.351 3.145 3.813
175 1.654 1.974 2.348 3.137 3.799
200 1.653 1.972 2.345 3.131 3.789
300 1.650 1.968 2.339 3.118 3.765
400 1.649 1.966 2.336 3.111 3.754
500 1.648 1.965 2.334 3.107 3.747
00 1.645 1.960 2.326 3.090 3.719
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95 procent fraktiler.

f1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244 245 245 246
2 18.5 19.0 19.2 19.3 19.3 19.3 194 194 194 194 194 194 194 194 194
3 10.1 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 881 879 8.76 874 873 871 8.70
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.94 591 5.89 5.87 5.86
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.70 4.68 4.66 4.64 4.62
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.03 4.00 3.98 3.96 3.94
7 5.59 4.74 4.35 4.12 397 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.60 3.57 3.55 3.53 3.51
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.31 3.28 3.26 3.24 3.22
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.10 3.07 3.05 3.03 3.01
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.94 291 2.89 2.86 2.85
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.82 2.79 2.76 2.74 2.72
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.72 2.69 2.66 2.64 2.62
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 2.63 2.60 2.58 2.55 2.53
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 2.57 2.53 2.51 2.48 2.46
f2 15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54 2.51 2.48 2.45 2.42 2.40
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49 2.46 2.42 2.40 2.37 2.35
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 2.41 237 2.34 2.31 2.29 2.27
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.31 2.28 2.25 2.22 2.20
25 4.24 3.39 299 2.76 2.60 2.49 240 2.34 2.28 2.24 2.20 2.16 2.14 2.11 2.09
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 233 2.27 221 2.16 2.13 2.09 2.06 2.04 2.01
35 4.12 3.27 2.87 2.64 2.49 237 2.29 222 216 2.11 2.07 2.04 2.01 1.99 1.96
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 225 2.18 2.12 2.08 2.04 2.00 1.97 1.95 1.92
50 4.03 3.18 2.79 2.56 2.40 2.29 2.20 2.13 2.07 2.03 1.99 1.95 1.92 1.89 1.87
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 1.99 1.95 1.92 1.89 1.86 1.84
70 3.98 3.13 2.74 2.50 2.35 2.23 2.14 2.07 2.02 1.97 1.93 1.89 1.86 1.84 1.81
80 3.96 3.11 2.72 249 2.33 221 2.13 2.06 2.00 1.95 1.91 1.88 1.84 1.82 1.79
90 3.95 3.10 2.71 247 2.32 220 2.11 2.04 1.99 1.94 1.90 1.86 1.83 1.80 1.78
100 3.94 3.09 2.70 2.46 2.31 2.19 2.10 2.03 1.97 1.93 1.89 1.85 1.82 1.79 1.77
200 | 3.89 3.04 2.65 2.42 226 2.14 2.06 1.98 1.93 1.88 1.84 1.80 1.77 1.74 1.72
500 | 3.86 3.01 2.62 2.39 2.23 2.12 2.03 1.96 1.90 1.85 1.81 1.77 1.74 1.71 1.69

fi

16 18 20 25 30 35 40 50 60 70 80 90 100 200 500

1 246 247 248 249 250 251 251 252 252 252 253 253 253 254 254
2 19.4 194 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5
3 8.69 8.67 8.66 8.63 8.62 8.60 8.59 8.58 8.57 8.57 8.56 8.56 8.55 8.54 8.53
4 5.84 5.82 5.80 5.77 5.75 5.73 5.72 570 5.69 5.68 5.67 5.67 5.66 5.65 5.64
5 4.60 4.58 4.56 4.52 4.50 4.48 4.46 4.44 4.43 4.42 4.41 4.41 4.41 4.39 4.37
6 3.92 3.90 3.87 3.83 3.81 3.79 3.77 3.75 3.74 3.73 3.72 3.72 3.71 3.69 3.68
7 3.49 3.47 3.44 3.40 3.38 3.36 3.34 3.32 3.30 3.29 3.29 3.28 3.27 3.25 3.24
f2 8 3.20 3.17 3.15 3.11 3.08 3.06 3.04 3.02 3.01 2.99 2.99 2.98 2.97 295 2.94
9 2.99 296 294 2.89 2.86 2.84 2.83 2.80 2.79 2.78 2.77 2.76 2.76 2.73 2.72
10 2.83 2.80 2.77 2.73 2.70 2.68 2.66 2.64 2.62 2.61 2.60 2.59 2.59 2.56 2.55
11 2.70 2.67 2.65 2.60 2.57 2.55 2.53 2.51 2.49 2.48 2.47 2.46 2.46 2.43 2.42
12 | 2.60 2.57 2.54 2.50 2.47 2.44 2.43 240 2.38 2.37 2.36 2.36 2.35 2.32 2.31
13 2.51 248 246 2.41 2.38 2.36 2.34 2.31 2.30 2.28 2.27 2.27 2.26 2.23 2.22
14 | 2.44 2.41 239 2.34 2.31 228 2.27 224 222 221 220 2.19 2.19 216 2.14
15 2.38 2.35 2.33 2.28 2.25 2.22 220 2.18 2.16 2.15 2.14 2.13 2.12 2.10 2.08
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99 procent fraktiler.

fi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 4052 5000 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6022 6056 6083 6106 6126 6143 6157
2 98.5 99.0 99.2 99.3 99.3 99.3 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4
3 34.1 30.8 29.5 28.7 28.2 27.9 27.7 27.5 274 27.2 27.1 27.1 27.0 26.9 26.9
4 21.2 18.0 16.7 16.0 15.5 15.2 15.0 14.8 14.7 14.6 14.5 14.4 14.3 14.3 14.2
5 16.3 13.3 12.1 11.4 11.0 10.7 10.5 10.3 10.2 10.1 9.96 9.89 9.82 9.77 9.72
6 13.8 10.9 9.78 9.15 8.75 8.47 826 &8.10 7.98 7.87 7.79 7.72 7.66 7.60 7.56
7 12.3 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62 6.54 6.47 6.41 6.36 6.31
8 11.3 865 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 5.81 5.73 5.67 5.61 5.56 5.52
9 10.6 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 5.26 5.18 5.11 5.05 5.01 4.96
10 10.0 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94 4.85 4.77 4.71 4.65 4.60 4.56
11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63 4.54 4.46 4.40 4.34 4.29 4.25
12 9.33 6.93 5.95 541 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39 4.30 4.22 4.16 4.10 4.05 4.01
13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19 4.10 4.02 3.96 3.91 3.86 3.82
14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14 4.03 3.94 3.86 3.80 3.75 3.70 3.66
f2 15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.89 3.80 3.73 3.67 3.61 3.56 3.52
16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78 3.69 3.62 3.55 3.50 3.45 3.41
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60 3.51 3.43 3.37 3.32 3.27 3.23
20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46 3.37 3.29 3.23 3.18 3.13 3.09
25 7.77 5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 3.46 3.32 3.22 3.13 3.06 2.99 2.94 2.89 2.85
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 2.98 2.91 2.84 2.79 2.74 2.70
35 7.42 527 440 3.91 3.59 3.37 3.20 3.07 2.96 2.88 2.80 2.74 2.69 2.64 2.60
40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 2.80 2.73 2.66 2.61 2.56 2.52
50 7.17 5.06 4.20 3.72 3.41 3.19 3.02 2.89 2.78 2.70 2.63 2.56 2.51 2.46 2.42
60 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.95 2.82 2.72 2.63 2.56 2.50 2.44 2.39 2.35
70 7.01 4.92 4.07 3.60 3.29 3.07 2.91 2.78 2.67 2.59 2.51 2.45 2.40 2.35 2.31
80 6.96 4.88 4.04 3.56 3.26 3.04 2.87 2.74 2.64 2.55 2.48 2.42 2.36 2.31 2.27
90 6.93 4.85 4.01 3.53 3.23 3.01 2.84 2.72 2.61 2.52 2.45 2.39 2.33 2.29 2.24
100 6.90 4.82 3.98 3.51 3.21 2.99 2.82 2.69 2.59 2.50 2.43 2.37 2.31 2.27 2.22
200 6.76 4.71 3.88 3.41 3.11 2.89 2.73 2.60 2.50 2.41 2.34 2.27 2.22 2.17 2.13
500 6.69 4.65 3.82 3.36 3.05 2.84 2.68 2.55 2.44 2.36 2.28 2.22 2.17 2.12 2.07
fi
16 18 20 25 30 35 40 50 60 70 80 90 100 200 500
1 6170 6192 6209 6240 6261 6276 6287 6303 6313 6321 6326 6331 6334 6350 6360
2 99.4 99.4 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5
3 26.8 26.8 26.7 26.6 26.5 26.5 26.4 26.4 26.3 26.3 26.3 26.3 26.2 26.2 26.2
4 14.2 14.1 14.0 139 13.8 13.8 13.8 13.7 13.7 13.6 13.6 13.6 13.6 13.5 13.5
5 9.68 9.61 9.55 9.45 9.38 9.33 9.29 9.24 9.20 9.18 9.16 9.14 9.13 9.08 9.04
6 7.52 7.45 7.40 7.30 7.23 7.18 7.14 7.09 7.06 7.03 7.01 7.00 6.99 6.93 6.90
7 6.28 6.21 6.16 6.06 5.99 5.94 591 5.86 5.82 5.80 5.78 577 575 5.70 5.67
f2 8 5.48 5.41 5.36 5.26 5.20 5.15 5.12 5.07 5.03 5.01 4.99 4.97 4.96 4.91 4.88
9 4.92 4.86 4.81 4.71 4.65 4.60 4.57 4.52 4.48 4.46 4.44 4.43 4.41 4.36 4.33
10 4.52 4.46 4.41 4.31 4.25 4.20 4.17 4.12 4.08 4.06 4.04 4.03 4.01 3.96 3.93
11 4.21 4.15 4.10 4.01 3.94 3.89 3.86 3.81 3.78 3.75 3.73 3.72 3.71 3.66 3.62
12 3.97 391 3.86 3.76 3.70 3.65 3.62 3.57 3.54 3.51 3.49 3.48 3.47 3.41 3.38
13 3.78 3.72 3.66 3.57 3.51 3.46 3.43 3.38 3.34 3.32 3.30 3.28 3.27 3.22 3.19
14 3.62 3.56 3.51 3.41 3.35 3.30 3.27 3.22 3.18 3.16 3.14 3.12 3.11 3.06 3.03
15 3.49 3.42 3.37 3.28 3.21 3.17 3.13 3.08 3.05 3.02 3.00 2.99 2.98 2.92 2.89
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99.9 procent fraktiler.

Fraktilerne svarende til fo = 1 er udeladt, da de ligger mellem 405284 og
635983.

f1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999
3 167 149 141 137 135 133 132 131 130 129 129 128 128 128 127
4 74.1 61.3 56.2 53.4 51.7 50.5 49.7 49.0 48.5 48.1 47.7 474 47.2 47.0 46.8
5 47.2 37.1 33.2 31.1 29.8 28.8 28.2 27.7 272 26.9 26.7 26.4 26.2 26.1 25.9
6 35,5 27.0 23.7 21.9 20.8 20.0 19.5 19.0 18.7 18.4 189 18.0 17.8 17.7 17.6
7 29.3 21.7 18.8 17.2 16.2 15.5 15.0 14.6 14.3 14.1 13.9 13.7 13.6 13.4 13.3
8 25.4 18.5 15.8 144 13.5 129 124 12.1 11.8 11.5 11.4 11.2 11.1 10.9 10.8
9 229 164 139 126 11.7 11.1 10.7 10.4 10.1 9.89 9.72 9.57 9.44 9.33 9.24
10 | 21.0 149 12,6 11.3 10.5 9.93 9.52 9.20 896 8.75 8.59 8.45 8.32 8.22 8.13
11 19.7 13.8 11.6 10.4 9.58 9.05 8.66 8.35 8.12 7.92 7.76 7.63 7.51 7.41 7.32
12 18.6 13.0 10.8 9.63 8.89 838 8.00 7.71 7.48 7.29 7.14 7.00 6.89 6.79 6.71
13 17.8 12.3 10.2 9.07 835 7.86 7.49 7.21 6.98 6.80 6.65 6.52 6.41 6.31 6.23
14 17.1 11.8 9.73 8.62 792 744 7.08 6.80 6.58 6.40 6.26 6.13 6.02 5.93 5.85
f2 15 16.6 11.3 9.34 825 7.57 7.09 6.74 6.47 6.26 6.08 594 5.81 571 5.62 5.54
16 16.1 11.0 9.01 7.94 7.27 6.80 6.46 6.19 598 5.81 5.67 555 544 535 5.27
18 154 104 8.49 7.46 6.81 6.35 6.02 5.76 5.56 5.39 5.25 5.13 5.03 4.94 4.87
20 14.8 9.95 810 7.10 6.46 6.02 5.69 5.44 5.24 5.08 4.94 4.82 4.72 4.64 4.56
25 13.9 9.22 7.45 649 589 546 5.15 4.91 4.71 4.56 4.42 4.31 4.22 4.13 4.06
30 13.3 8.77 7.05 6.12 5.53 5.12 4.82 4.58 4.39 4.24 4.11 4.00 3.91 3.82 3.75
35 12.9 8.47 6.79 5.88 5.30 4.89 4.59 4.36 4.18 4.03 3.90 3.79 3.70 3.62 3.55
40 126 8.25 6.59 5.70 5.13 4.73 4.44 4.21 4.02 3.87 3.75 3.64 3.55 3.47 3.40
50 122 7.96 6.34 5.46 4.90 4.51 4.22 4.00 3.82 3.67 3.55 3.44 3.35 3.27 3.20
60 12.0 7.77 6.17 5.31 4.76 4.37 4.09 3.86 3.69 3.54 3.42 3.32 3.23 3.15 3.08
70 11.8 7.64 6.06 5.20 4.66 4.28 3.99 3.77 3.60 3.45 3.33 3.23 3.14 3.06 2.99
80 11.7 7.54 597 5.12 4.58 4.20 3.92 3.70 3.53 3.39 3.27 3.16 3.07 3.00 2.93
90 11.6 7.47 591 5.06 4.53 4.15 3.87 3.65 3.48 3.34 3.22 3.11 3.02 2.95 2.88
100 | 11.5 7.41 5.86 5.02 4.48 4.11 3.83 3.61 3.44 3.30 3.18 3.07 2.99 291 2.84
200 | 11.2 7.15 5.63 4.81 4.29 3.92 3.65 3.43 3.26 3.12 3.00 2.90 2.82 2.74 2.67
500 | 11.0 7.00 5.51 4.69 4.18 3.81 3.54 3.33 3.16 3.02 2.91 2.81 2.72 2.64 2.58

fi
16 18 20 25 30 35 40 50 60 70 80 90 100 200 500
2 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999 999
3 127 127 126 126 125 125 125 125 124 124 124 124 124 124 124
4 46.6 46.3 46.1 45.7 45.4 452 45.1 44.9 44.8 44.7 44.6 44.5 44.5 44.3 44.1
5 25.8 25.6 25.4 25.1 24.9 24.7 24.6 24.4 24.3 24.3 24.2 24.2 24.1 24.0 23.9
6
7
8

17.5 17.3 17.1 16.9 16.7 16.5 16.4 16.3 16.2 16.2 16.1 16.1 16.0 15.9 15.8
13.2 13.1 129 12.7 125 124 123 122 12.1 12.1 12.0 12.0 12.0 11.8 11.8
10.8 10.6 10.5 10.3 10.1 10.0 9.92 9.80 9.73 9.67 9.63 9.60 9.57 9.45 9.38
9 | 9.15 9.01 8.90 8.69 8.55 845 837 826 819 813 8.09 8.06 8.04 7.93 7.86
10 | 8.05 7.91 7.80 7.60 7.47 7.37 7.30 7.19 7.12 7.07 7.03 7.00 6.98 6.87 6.81
11 | 724 7.11 7.01 6.81 6.68 6.59 6.52 6.42 6.35 6.30 6.26 6.23 6.21 6.10 6.04
12 | 6.63 6.51 6.40 6.22 6.09 6.00 5.93 583 576 571 5.68 5.65 5.63 5.52 5.46
13 | 6.16 6.03 5.93 5.75 5.63 5.54 547 537 5.30 5.26 5.22 5.19 5.17 5.07 5.01
14 | 5.78 5.66 5.56 5.38 5.25 5.17 5.10 5.00 4.94 4.89 4.86 4.83 4.81 4.71 4.65
15 | 5.46 5.35 5.25 5.07 4.95 4.86 4.80 4.70 4.64 4.59 4.56 4.53 4.51 4.41 4.35
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E.5 Det graeske alfabet

Stort

bogstav  bogstav
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Indeks

absorberende tilstand, 252

aktier, 269-271

antal besgg til en web-site, 114-115
antal ordnede seet, 287

antallet ef delmaengder, 287
aperiodisk, 257

arcus-sinus fordelingen, 174, 177

Bayes’ formel, 29
begraenset stokastisk variabel, 131

Cauchy-fordelingen, 169-170, 176, 227

centrale graenseveaerdisaetning, 212

Chapman-Kolmogorov ligningerne,
250

Chebyshevs ulighed, 209

x2-fordelingen, 171, 221, 231

de Moivres saetning, 216
de store tals lov, 210
den centrale graensevaerdiseetning, 212

Bernoulli-Laplace diffusionsmodel, 24@en geometriske fordeling, 119, 123~

243, 254-255, 258-259, 267
Beta-fordelingen, 19, 149, 152, 158,
225, 240
Beta-funktionen, 225
betinget fordeling, 29-30, 139140,
200-202
betinget middelveerdi, 238
betinget sandsynlighed, 24
betinget uafthaengighed, 35
af diskrete stokastiske variable,
85-86, 129-130
billedmeengde, 282
binomialfordelingen, 68-72, 74-75,
78,88, 92,94, 101, 114, 115,
214, 243, 245, 259
binomialformlen, 288
binomialkoefficient, 287-289
Brownsk bevaegelse, 9-10, 274-276

124, 131-132, 137-138, 140,
142, 172, 267

den hypergeometriske fordeling, 72—
75, 92, 98, 255, 259

den logaritmiske normalfordeling, 176

den n-dimensionale normalfordeling,
229, 233-235

den negative binomialfordeling, 142

den rektanguleere fordeling, 148, 151,
154, 157, 161, 180

den to-dimensionale normalfordeling,
236-238

den tosidede eksponentialfordeling,
174

den udartede fordeling, 95

den uniforme fordeling, 148, 151, 154,
157, 161, 180

disjunkte meengder, 281
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diskret fordeling, 118 af stokastisk vektor, 57
diskret stokastisk variabel, 120 diskret, 118
dobbeltintegral, 299 kontinuert, 148, 180
dgdelighedstavle, 25 marginal, 57

simultan, 57
eksponentialfordelingen, 52-54, 146, fordeling af blandet type, 155
149, 154,157, 160, 169, 172, fordelingsfunktion

. 190, 201, 222, 271 for en fordeling pa INg, 122
empirisk for en kontinuert fordeling, 151
fordeling, 102 for en stokastisk variabel, 4952
korrelation, 103 for en stokastisk vektor, 58
kovarians, 103 marginal, 58
middelveerdi, 103 foreningsmaengde, 280
varians, 103, 111 fraktil, 176
ergodisk, 252 frihedsgrader, 221, 226, 227
Erlang-fordelingen, 204 feellesmaengde, 280

et tilfeldigt tal mellem nul og en, fgdselsdage i en klasse, 13, 21
16-17, 51, 56, 169
[-fordelingen, 222, 272

fakultetfunktionen, 286 [-funktionen, 223

fejlophobningsloven, 208 Gauss-fordelingen, 162

F-fordelingen, 190, 226 genetisk model, 243, 256-257

fler-dimensionalt volumen, 301 geometriske fordeling, 119, 123-124,

foldning 131-132, 137138, 140, 142,
af binomialfordelinger, 71 172, 267

af diskrete fordelinger, 84-85, 128 _ _
af eksponentialfordelinger, 188, hypergeometriske fordeling, 72-75,
204 92, 98, 255, 259

af [-fordelinger, 224 haendelse, 12, 14, 18

af geometriske fordelinger, 142 . 494 orfunktionen, 284

af kontinuerte fordelinger, 188 . . ernetserver, 244, 260

af normalfordelinger, 195 irreducibel, 252

af Poissonfordelinger, 129

af sandsynlighedsfunktioner, 85 kast med en terning, 49-51, 79, 81

af sandsynlighedstaetheder, 183 kast med to terninger, 13, 15, 23,
fordeling 24, 31, 47, 56-58, 89

af stokastisk variabel, 46 koblingsmetoden, 260
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komplementaermaengde, 281
koncentreret, 65
kontinuert differentiabel, 153
kontinuert fordeling, 148, 180
kontinuert stokastisk variabel, 148
kontinuert stokastisk vektor, 180
konvergens i fordeling, 213
konvergens i sandsynlighed, 211
korrelation, 99, 138-139, 200, 237-
238
kovarians, 95, 138-139, 199
kovariansmatrix, 112, 234
kugler i to kasser, 27, 28, 35, 85
kvadratet af en kontinuert stokas-
tisk variabel, 171
kvotienten mellem to kontinuerte sto-
kastiske variable, 189
kgmodel, 243-245, 259-260

Laplace-fordelingen, 174
ligefordelingen
pa en begraenset maengde, 180
pa en endelig meengde, 14, 51,
63, 67
pa et begreenset interval, 148,
151, 154, 157, 161
livsforsikring, 266
logaritmiske normalfordeling, 176

marginal fordeling, 57
for diskret stokastisk variabel,
124
for kontinuert stokastisk varia-
bel, 182
for stokastisk variabel pa en en-
delig maengde, 75
marginal fordelingsfunktion, 58

marginal kontinuert fordeling, 182
marginal sandsynlighedstaethed, 182
Markovegenskaben, 242, 248, 251
Markovkaede, 241-242
anden-ordens, 268
aperiodisk, 257
ergodisk, 252
irreducibel, 252
med to tilstande, 250, 253, 256,
258
Markovs ulighed, 110
median, 176
Mendel, 79, 82
middelveerdi
af binomialfordelingen, 92
af den geometriske fordeling, 131—
132
af den hypergeometriske forde-
ling, 92
af eksponentialfordelingen, 157
af en diskret stokastisk varia-
bel, 87, 130
af en kontinuert stokastisk vari-
abel, 156
af en sum af stokastiske variab-
le, 91, 135, 198
af en transformeret diskret sto-
kastisk variabel, 89, 132
af en transformeret kontinuert
stokastisk variabel, 158
af en transformeret kontinuert
stokastisk vektor, 197
af et produkt af uatheengige sto-
kastiske variable, 91, 135, 198
af F-fordelingen, 226
af ['-fordelingen, 239
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af ligefordelingen, 157 populationsmodel, 245246
af normalfordelingen, 163 positionsparameter, 168
af Poissonfordelingen, 131 produktet af to kontinuerte stokas-
af t-fordelingen, 227 tiske variable, 189
multinomialfordelingen, 78-82, 84, produktmangde, 282
102 punktsandsynlighed, 12, 120
multinomialkoefficient, 79, 289-290
maengdedifferens, 281 regressionskoefficient, 238
mentkast, 33, 34, 45, 47, 68 rektangulaere fordeling, 148, 151, 154,
157, 161, 180
n-dimensionale normalfordeling, 229, rencontreproblemet, 110
233-235 rentemodel, 265
nedadstigende faktoriel, 287
negative binomialfordeling, 142 sandsynlighedsfelt

normalfordelingen, 162-165, 195, 212, endeligt, 12

259, 276
den fl ’d' ionale. 229. 933 generelt, 18
en 23e;— HHENSIONALE, 229, 2997 gandsynlighedsfunktion, 12, 66-67,

118
sandsynlighedsmal, 18

sandsynlighedsregningens frekvens-
fortolkning, 9, 11, 102, 211

den to-dimensionale, 236-238

originalmaengde, 282
ortonormal transformation af en nor- )
malfordeling, 230 sandsynlighedstaethed, 20, 147, 179
overgangsmatrix, 247 s%mulatlon, 169.
m-trins. 247. 249 simultan fordeling, 57

overgangssandsynligheder, 242 simultan fordelingsfunktion, 58

m-trins, 247 skadesforsikring, 37, 271
skalaparameter, 168
Pareto-fordelingen, 157, 161 spredning, 93, 137, 160
Pascals trekant, 9, 288 standardafvigelse, 93, 137, 160
planintegral, 298 stationeer fordeling, 253
Poisson processen, 273 stationaer proces, 254
Poissonfordelingen, 115, 118, 121, stikprgveudtagning
129, 131, 137, 146, 217, 243, med tilbagelaegning, 72
272 uden tilbagelaegning, 72-75

polynomialfordelingen, 78-82, 84, 102stokastisk proces, 241, 273
polynomialkoefficient, 79, 289-290 stokastisk uatheengighed
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for en-dimensionale kontinuerte
fordelinger, 166

for fordelinger, 49

for fordelinger pa endelige maeng-
der, 76

for fordelingsfunktioner, 54-55

for n-dimensionale kontinuerte
fordelinger, 194

af diskrete stokastiske variable,
82, 127
af kontinuerte stokastiske vari-
able, 183, 186
af n heendelser, 34, 37
af stokastiske variable, 58
af to haendelser, 31
store tals lov, 9, 210
sum af for to-dimensionale kontinuerte
binomialfordelinger, 71 fordelinger, 192
cksponentialfordelinger, 188, 204 teellelig meengde, 118
[-fordelinger, 224 taethedsfunktion, 147, 179

geometriske fordelinger, 142

normalfordelinger, 195 uaﬂlaengighed ) )
Poissonfordelinger, 129 af diskrete stokastiske variable,
’ 82, 127

to diskrete stokastiske variable . . )
1SKE ! vatt ’ al kontinuerte stokastiske vari-

77, 126
i ) ) able, 183, 186
to kontinuerte stokastiske vari-
af n heendelser, 34, 37
able, 187

af stokastiske variable, 58
af to heendelser, 31
betinget, 35
udartede fordeling, 95
udartet stokastisk variabel, 95
. udfaldsrum, 12, 18
terningkast, 13, 15, 23, 24, 31, 47, ¢ 0kning af kort, 31, 33, 70, 73
'49751, 56-58, 79, 81, 89 u-fordelingen, 162
t-fordelingen, 227, 231 ukorrelerede stokastiske variable, 100

tilstandsrum, 241, 242 uniforme fordeling, 148, 151, 154,
to-dimensionale normalfordeling, 236—

to uathengige kontinuerte sto-
kastiske variable, 188

to uatheengige diskrete stokasti-
ske variable, 84-85, 128

157, 161, 180
238
tosidede eksponentialfordeling, 174 varians
transformation af binomialfordelingen, 101

af generelle stokastiske variable,
49

transformationssaetningen

for diskrete fordelinger, 125

af den geometriske fordeling, 137—
138

af den hypergeometriske forde-
ling, 98
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af eksponentialfordelingen, 160
af en diskret stokastisk varia-
bel, 93, 136
af en kontinuert stokastisk vari-
abel, 160
af en sum af stokastiske variab-
le, 98
af en sum af ukorrelerede sto-
kastiske variable, 101
af I'-fordelingen, 239
af ligefordelingen, 161
af normalfordelingen, 163
af Poissonfordeligen, 137
af t-fordelingen, 227
volatility pumping, 271
volumen, 301

Wienerprocessen, 276



