
4 行列とその演算

定義 1. 自然数mと nにおいて、m × n個の実数 aij（i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n）を
次のように長方形に並べて ( )または [ ]で括ったものはm × n行列またはm × n型の行列
（m-by-n real matrix or matrix of dimension m-by-n）と呼ばれる。

A =

















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

















または A =

















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

















この aijは行列の (i, j)成分（(i, j)th entry）と呼ばる。行列Aの成分の横のならび
(

ai1 ai2 · · · ain

)

は、Aの第 i行（ith row）と呼ばれ、Aの成分の縦のならび
















a1j

a2j

...

amj

















は、Aの第 j列（jth column）と呼ばれる。

注 2. 1× n行列は、n次の行ベクトル（n-dimensional row vector）とも呼ばれ、m× 1行列
はm次の列ベクトル（m-dimensional column vector）とも呼ばれる。

例 3.





2 1
√

3

0 −
√

3 1



は 2 × 3行列、
(

1 0 3 2
)

は 4次の行ベクトル、











2

4

8











は 3次の列

ベクトルである。

定義 4. (i) 全ての成分が 0であるようなm×n行列は、m×n零行列（m×n zero matrix）
と呼ばれ、Om,nまたは単にOと書かれる。

(ii) n × n行列は n次の正方行列（square matrix of order n）とも呼ばれる。

(iii) n次の正方行列Aにおいて、成分 a11, a22, . . . , annは、Aの対角成分（diagonal entries）
と呼ばれる。
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(iv) 対角成分以外の成分が全て0であるn次の正方行列は、n次の対角行列（diagonal matrix

of order n）と呼ばれる。

(v) 対角成分が全て 1である n次の対角行列は、n次の単位行列（identity matrix）と呼ば
れ、Enまたは単にEと書かれる。

(vi) 行列Aの行と列を入れ替えた行列は、行列Aの転置行列（transpose)と呼ばれ、tAと
書かれる。成分で書くと

A =

















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

















ならば tA =

















a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

...
...

. . .
...

a1m a2m · · · amn

















である。

注 5. (i) 行列Aはm × n型の行列のとき、転置行列 tAが n × m型の行列である。

(ii) 行列Aの転置行列 tAの転置行列 t( tA)は、元の行列Aに戻る。すなわち、t( tA) = A

である。

例 6. (i) O2,3 =





0 0 0

0 0 0





(ii) A =











2 −1 0

1 −2 3

0 1 1











は 3次の正方行列である。

(iii) 以上の正方行列Aの対角成分は 2,−2, 1である。

(iv) B =











1 0 0

0 −1 0

0 0 2











は 3次の対角行列、対角成分は 1,−1, 2である。

(v) E1 =
(

1
)

、E2 =





1 0

0 1



、E3 =











1 0 0

0 1 0

0 0 1











、．．．
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(vi) tO2,3 = O3,2、tEn = En

(vii) 以上の行列AとBに対して、tA =











2 1 0

−1 −2 1

0 3 1











、tB = Bである。

定義 7. (i) 同じm × n型の行列

A =

















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

















と B =

















b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n

...
...

. . .
...

bm1 bm2 · · · bmn

















の和（sum）は、次のように定義されるm × n行列である。

A + B =

















a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

...
...

. . .
...

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn

















(ii) スカラー s ∈ Rとm × n行列

A =

















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

















のスカラー積（scalar product）は、次のように定義されるm × n行列である。

sA =

















sa11 sa12 · · · sa1n

sa21 sa22 · · · sa2n

...
...

. . .
...

sam1 sam2 · · · samn

















注 8. (i) 型は異なる行列の和は定義されていない。

(ii) スカラー積 (−1)Aは、単に−Aとも書かれる。
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(iii) m × n行列 Aと−Bの和は、単に A − Bとも書かれ、AとBの差（difference）と呼
ばれる。

命題 9. m × n行列A、B、Cにおいて、次の性質が成立する。

(i) （和の結合律）A + (B + C) = (A + B) + C

(ii) （和の交換法則）A + B = B + A

(iii) A + O = A = O + A

スカラー s, t ∈ Rとm × n行列Aにおいて、次の性質が成立する。

(iv) (st)A = s(tA)

(v) 0A = O、1A = A

スカラー s, t ∈ Rとm × n行列A、Bにおいて、次の性質が成立する。

(vi) （分配法則）s(A + B) = sA + sB

(vii) （分配法則）(s + t)A = sA + tA

証明. 定義からすぐ成り立つ。

例 10. A =





1 0 2

−1 3 0



 とB =





1 −1 0

−2 1 2



とすると、

A − 2B =





1 0 2

−1 3 0



 − 2





1 −1 0

−2 1 2





=





1 0 2

−1 3 0



 −





2 −2 0

−4 2 4



 =





−1 2 2

3 1 −4





である。
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定義 11. m × n行列Aと n × p行列Bの積（matrix product）は、次のように定義される
m × p行列ABである。AとBを

A =

















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

















と B =

















b11 b12 · · · b1p

b21 b22 · · · b2p

...
...

. . .
...

bn1 bn2 · · · bnp

















とし、i = 1, 2, . . . , mと j = 1, 2, . . . , pに対して、

cij = ai1b1j + ai2b2j + ai3b3j + · · · + ainbnj

とすると、

AB =

















c11 c12 · · · c1p

c21 c22 · · · c2p

...
...

. . .
...

cm1 cm2 · · · cmp

















である。

注 12. 定義 11における cijは “Aの第 i行掛けるBの第 j列”であることを考えればよい。

例 13. 2 × 3行列Aと 3 × 4行列Bをそれぞれ

A =





2 −1 0

3 0 −2



 と B =











−1 0 2 1

3 1 0 −1

0 0 1 2











とすると、積ABは次の 2 × 4行列となる。

AB =





2 −1 0

3 0 −2















−1 0 2 1

3 1 0 −1

0 0 1 2











=





−5 −1 4 3

−3 0 4 −1





以上の行列AとBに対して、積BAは定義されていない。

注 14. n次の正方行列 Aと Bに対して、ABと BAは、両方定義されているが、一般的に
ABとBAは異なる。例として、

A =





1 0

0 −1



 と B =





0 −1

1 0
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とすると、

AB =





1 0

0 −1









0 −1

1 0



 =





0 −1

−1 0





BA =





0 −1

1 0









1 0

0 −1



 =





0 1

1 0





である。

命題 15. m × n行列A、n × p行列B、p × q行列Cにおいて、次の性質が成り立つ。

(i) （積の結合律）A(BC) = (AB)C

(ii) AEn = A、EmA = A

スカラー s ∈ R、m × n行列A、n × p行列Bにおいて、次の性質が成り立つ。

(iii) (sA)B = s(AB) = A(sB)

m × n行列A、n × p行列BとB′、p × q行列Cにおいて、次の性質が成り立つ。

(iv) （分配法則）A(B + B′) = AB + AB′

(v) （分配法則）(B + B′)C = BC + B′C

証明. 積の結合律 (i)を示すために、定義 11を思い出す。BCの (u, k)成分は、
p

∑

v=1

buvcvk

であるため、A(BC)の (i, k)成分は、次のように表される。
n

∑

u=1

aiu(

p
∑

v=1

buvcvk) =
n

∑

u=1

p
∑

v=1

aiubuvcvk

同様に、ABの (i, v)成分は、
n

∑

u=1

aiubuv

であるため、(AB)Cの (i, k)成分は、次のように表される。
p

∑

v=1

(
n

∑

u=1

aiubuv)cvk =

p
∑

v=1

n
∑

u=1

aiubuvcvk
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A(BC)と (AB)Cの各成分は等しいことを示したため、

A(BC) = (AB)C

が成り立つ。他の性質 (ii)–(v)は簡単に証明される。

注 16. Aは正方行列なら、Aを n回掛けた行列Anが定義された。

例 17. 2次の正方行列A =





1 1

0 1



に対して、An =





1 n

0 1



である。

例 18. n次の正方行列AとBに対して、

(A + B)2 = (A + B)(A + B)

(iv)
= (A + B)A + (A + B)B

(v)
= A2 + BA + AB + B2

である。

定義 19. m × n行列のなす集合は、Mm,n(R)と書かれる。

注 20. (i) n次の正方行列のなす集合Mn,n(R)は、単にMn(R)とも書かれる。

(ii) n次の列ベクトルのなす集合Mn,1(R)は、単にR
nとも書かれる。
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