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Matematik 3 M1

Opgave til besvarelse i 3 timer.
Opgavesattet er pa 3 sider og bestar af 7 opgaver.

De fgrste 90 minutter er uden hjzlpemidler, de sidste 90 minutter er med alle seedvanlige
hjzelpemidler. Efter 90 minutter indsamles besvarelsen af stilopgaven (Opgave 1). Opgave
1 vaegtes med 90 points, og de gvrige opgaver (Opgave 2 — 7) veegtes med tilsammen 90
points.

Opgave 1 — Stilopgave (90 points)
Tonellis og Fubinis setninger.

Lad der vaere givet to malrum (X, E, ), (Y,F,v), som begge antages o-endelige. I
besvarelsen kan benyttes, at produktmalet y®v er det entydigt bestemte mal pa produkt
o-algebraen EQF som opfylder u@v(Ax B) = u(A)v(B) for A € E, B € F. Produktmalet
er for G € E®F givet ved formlen

pe(@) = [ vGdue) = [ n(Eivy),
b'e Y
idet det ogsa kan betragtes som kendt, at funktionerne z — v(G;) og y — u(GY) er
malelige pa henholdsvis X og Y. Husk, at

G, ={yeY|(r,y) €G} for x€ X; GY={ze X | (z,y) €G} for yeY.

a) Formuler og bevis Tonellis ssetning om integration af f € MT(X x Y,E® ).
b) Formuler og bevis Fubinis sztning.
c) Vis,at for f € L(X,E,u), g€ LY, F,v)er fge LX XY, EQF, u®v) og der

geelder
/ f®gd(M®V):/ fdn/ gdv .
XxY X Y
Opgave 2 (10 points)
Bestem

y > oS (ﬁ)

im —

z=0 n=1 2n

Der skal argumenteres omhyggeligt for hvert skridt.
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Opgave 3 (20 points)
For enhver Borel maengde ' C R defineres
dm(z)
E) =
um) = [

hvor m som saedvanligt er Lebesguemalet pa R.
(i) Gor rede for (f.eks. ved henvisning til relevant sted i noterne), at p er et mal pa

(R,B(R)) og at )
[etauta) = [ {2 dmie) )

for hvert a € R. (Som saedvanlig er 0% = co nar a < 0 og |z|® = 1 for alle z € R).
(ii) Vis, at veerdien af () er endelig nar —1 < a < 1.

Opgave 4 (10 points)

For hvert p > 1 betegner £,([0,1]) rummet af p-dobbelt integrable funktioner pa [0, 1]

forsynet med Lebesguemalets restriktion til [0, 1].
Udregn || f|l, for 1 < p < oo for funktionen f(z) = z, og ger rede for (f.eks. ved

henvisning til relevant sted i noterne), at funktionen p — || f||, er voksende for p € [1, oo].

Opgave 5 (15 points)
Lad S vaere enhedssfeeren i R3 givet ved
S ={(z,y,2) eR® | 2? +9* + 2> = 1}.

Vis, at m3(S) = 0, hvor m3 er Lebesguemalet pa R3. (Vink: Benyt at ms3 kan opfattes

som et produktmal).

Opgave 6 (15 points)

Lad f: R — [0, 00] veere defineret ved
0, t<l1
t) =
) {E E<t<k+1,k=12---.

t

(i) Skitser grafen for f og gor rede for, at f er en Borel funktion.
(ii) Vis, at [ fdm = oo, hvor m er Lebesguemalet pa R.
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Opgave 7 (20 points)
Lad (X,E, u) veere et vilkarligt malrum og definer p* : P(X) — [0, oo] ved

p*(A) :=inf{u(E) | ACE,EcE} for AecP(X),

idet P(X) som szedvanlig betegner systemet af alle delmaengder af X.
Vis, at p* er et ydre mal.



