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Besvarelse af opgaverne 2-7.

Opgave 2. Idet

fn(x)zcosg—n%n)a gnZZLn

geelder |fp(z)] <gpforz e R,n=1,2,--- 0og > gp =1 < 0.
Vi kan nu bruge Saetning 4.26 med (X, E) = (N, P(N)) og p teellemalet, og finder
at

F(z) =) fa(2)
n=1
er kontinuert for x = 0, altsa
lian(w):F(O):i% =1.
o n=1
Alternativt kan vi veelge en fglge z; — 0 og bruge Eksempel 4.25 med

CLnj :fn<£l?j), bj = —.

Opgave 3. (i) folger af definitionen af mal med tethed og Seetning 4.21.
Vi har for -1 <a <1

o) a 1 a [ee) a
/ 2] dac:2/ 1’ dm+2/ de
oo L+ 22 o 1+ 2 1 1+22

1 [e%e)
< 2/ x%dx + 2/ 24 2dzx
0 1

idet vi i forste integral bruger 1 4+ 22 > 1, i andet integral 1 + 22 > 2. Vi kan nu
direkte finde stamfunktioner:

$a+1 1 xa—l o0 2 2
=2 +2 - TR BRSNS
a+1], a—1], a

sammenlign med opgave 4.4.2°.

Opgave 4. Med f(z) =z, z € [0,1] fas
1/p

1 1
= ([ #rae) =

Da m([0,1]) = 1 giver Ssetning 7.11 direkte, at [|f]|. < ||f|ls for » < s, og da
f(z) = x ligger i alle £,([0,1]), 1 < p < oo, giver dette, at p — || f||, er voksende
for det betragtede f.
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Opgave 5. Mangden S er afsluttet, specielt i B3, og da m3 = m; ® mo fas

ms(S) = ml(S(x’y))dm2(957?J) =0,
RQ

idet

SV =z eR | (z,y,2) € S} ={z R |22 =127 -y}

g, 2?2 +y? > 1
=< {0}, 2 4+y? =1
+1—22—9y2, 2?2 +y? <1

er en endelig maengde (0,1 eller 2 elementer), og derfor er m;(S@¥)) = 0 for alle

(z,y) € R%.

Opgave 6. Skitsen gives ikke her, men den giver inspiration til uligheden
1
ft) > 3 for t € [1,00[.

At f er en Borelfunktion ses f.eks. ved at udnytte beviset for Tuborg-lemmaet: For
BeBer

FHB) = (f]] — o0, 1] Uf!kk:+1 Y(B),

altsa en tellelig forening af Borelmeengder, da de optreedende restriktioner er kon-
tinuerte og dermed Borel.
En anden mulighed er at

f(t), t €] —oo,n|
0, t € [n,o0]

i) =

er Borel ifplge Tuborg-lemmaet og lim f,(t) = f(¢) for alle t € R. Som punktvis

graensevaerdi af Borelfunktioner er f Borel.
Vi har

/fdm>/ 5 dm = £ mi[1,00]) = oo.

Opgave 7. Vi skal eftervise (i)—(iii) i Definition 1, Appendix. For A € P(X)
seettes Ty ={E € E| AC E}, sa

w*(A) = int{u(E) | E € Ta}.

(i) Det er klart at pu*(A) > 0, og da u(@) = 0 indgar 0 i talmeengden, hvis infimum
er u*(@), altsa pu*(@) =0
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(ii) For A C B vil Ty O T sa ved udregning af p*(A) tages infimum over en stgrre
talmaengde end ved udregning af p*(B), altsa pu*(A) < p*(B).

(iii) Uligheden p* (U An) < > p*(Ay) er klar, hvis der findes et n sa p*(A,,) = oc.
1 1

Antag derfor p*(A,) < oo for alle n og lad & > 0 veere vilkarlig.
Ifplge definitionen findes E,, € T4, med

e

Da E, €E, A, CE, gelder E=JFE, € Eog|JA, CE, altsa
1 1

w* (U An) < W(E) = p (U En) <> (B

<3 (1A +5) = S A 4.

Da ¢ > 0 var vilkarlig fas det gnskede. (Bevisidéen er brugt i Appendix i beviset
for Lemma 8).



