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Opgaven handler om Riemanns zeta-funktion, der er defineret ved:

(=3
n=1

for z > 1.

1: Forst skal vi vise at dette er en veldefineret funktion, og at den er kontinuert. At den er
veldefineret fglger af at rackken >.°° | L er konvergent for = > 1, hvilket er velkendt fra Mat 1.

n=1 n=

For at vise at ( er kontinuert bemzerkes fgrst at integralet med hensyn til teellemalet af funktionen
n — n% netop er y 7, n%, hvilket fglger af seetning 4.24. Nu gnsker vi at bruge 4.26, som siger
at ¢ er kontinuert hvis der findes en funktion g(n) s g(n) > |-X| (bemerk at g skal vere
uafheengig af z) for alle n og © > 1 og g er integrabel mht. taellemalet, dvs. > 2 g(n) er

konvergent.

For at finde denne majorant er vi ngdt til at gore et lille krumspring. Det mé veere nok at vise
at ¢ er kontinuert for z > a for alle @ > 1. S& vi skal blot finde g(n) integrabel, sa g(n) > |
for > a. S& seet g(n) = L. Daer g(n) > = for z > a og > o0, g(n) < oo, og seetning 4.26
giver at ¢ er kontinuert i > a for alle @ > 1, som gnsket.

2 : Nu skal vi vise at ((x) — oo for x — 1 og ((x) — 0 for x — oo. I det sidste er faktisk en fejl
i opgaven, da ((x) faktisk gar mod 1 for z — oco. Givet en dalende folge (z1), der konvergerer
mod 1 skal vi vise at {(z}) — oo. Nu definerer fi(n) = n%k en fglge af positive funktioner, der
vokser mod f(n) = % Da integralet mht. teellemalet er summen giver monotonissetningen at:

. . = — 3 - 1
Jim C(a) = Jlim 37 filn) = 3 Jim fin) = 3 = oo
n=1 n=1 n=1

For en folge (xy), der vokser mod oo, er funktionsfolgen fi givet ved fi(n) = n%k en dalende
folge, der punktvis konvergerer mod den funktion, der er 1 i n =1 og 0 ellers. Vi kan naturligvis
antage at x1 > 1, og da bliver f; en integrabel majorant for funktionsfalgen mht. tecllemalet pa
N. Majorantssetningen giver nu:
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hm C(xg) = hm ka Zklirrolofk(n):1+i0:1
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Sa dette viser at ((z) — 1 for x — oo.

3 : I denne delopgave skal vi vise at ( er differentiabel med differentialkvotient

() = Z logn

nfE

n=1

Endnu en gang skal vi benytte at integralet mht. taelleméalet er summen, sa vi kan opfatte ¢
som et integral. Vi vil benytte setning 4.28. Denne siger, at hvis der findes en funktion g(n),
sa g(n) > |a%n%| for alle z og alle n (bemaerk igen at g er uathezengig af x), og saledes at g er
summabel, da er ( differentiabel med differentialkvotient
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Sa lad os forst differentiere:
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Vi ser, at det giver den differentialkvotient, vi gnskede. Som i delopgave 1 er vi igen ngdt
til at lave et lille krumspring for at finde en summabel majorant. Det er nok at vise at ¢ er
differentiabel pa ]a, oo] for ethvert a > 1. Sa dette betyder at det er nok at finde en summabel
funktion g, der er majorant inden for dette omrade. For x > a er -z < 5 og ud fra betragtninger

om assymptotisk veekst findes der en konstant ¢, sa logn < en(®— 1)/2 for allen € N, da % > 0.
Sa nu bliver:

logn < enla—1)/2 - c
’ — na - n(a+1)/2

nac

Hvis vi seetter g(n) = W far vi altsa en summabel majorant for —l‘fz”, sa saetning 4.28

tillader os at konkludere at ¢ er differentiabel med den gnskede differentialkvotient.

4 : Vi vil nu vise at ¢ er vilkarligt ofte differentiabel med k’te differential kvotient

o0

n=1



Lad os vise det ved induktion efter k. Basistilfaeldene k£ = 0,1 er allerede bevist, og induktions-
skridtet vises pa samme made som i delopgave 3. Antag ( er k gange differentiabel. Vi vil vise
at ¢ er k + 1 gange differentiabel pa intervallet ]a, oo for alle @ > 1 ved hjelp af setning 4.28.
Fgrst differentierer vi funktionen under sumtegnet:

D (=logn)* _ (=logn)**!

ox n< n<

1

Vi skal som fgr finde en majorant for dette udtryk, der er uafheengig af . Men igen er n% <&

og der findes en konstant c, sa (logn)* < en(@t1/2 og vi kan konstruere en majorant:

C
g(n) = nat1)/2

Som fgr giver ssetning 4.28 nu, at ( er k + 1 gange differentiabel og

C(k+1)($) _ i (— loif)kﬂ

n=1

som gnsket.



