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Lad (a,) vaere en talfglge i R. Da defineres tallene liminf, a, og limsup,, a, (som kan vaere
+00) ved udtrykkene
liminf,, a, = sup,>; inf{a,|n > p} = lim,(inf{a,|n > p})
lim sup,, an, = infp>1 sup{an|n > p} = limy(sup{a,|n > p})
Med disse definitioner skal vi vise fglgende saetning:

Szetning 0.1. Tulfslgen (a,) er konvergent i R hvis og kun hvis liminf, a,, = limsup,, a,. Og som
det fremgar af beviset er grenseverdien (som kan vare +£00) i bekreftende fald givet som
lim,, a,, = liminf,, a,, = limsup,, a,

Bevis. Antag forst at fglgen er konvergent med graenseveerdi a. Vi deler da op i de tre tilfzelde
a €R, a=00o0ga=—0o0.

Hvis vi forst antager at a € R, sa gaelder, at der for et vilkarligt e > 0, findes et N € N sa
la — a,| < e for alle n > N. Dermed geelder altsa for alle n > N at a,, € [a — €,a + €]. Dermed ma
ogsa inf{a,|n > p} og sup{a,|n > p} tilhgre intervallet [a — €, a + €] for alle p > N. Dvs. talfplgerne
(inf{an|n > p}), og (sup{an|n > p}), konvergerer mod a og disse talfplgers greenseveerdier er jo
netop lim inf, a, hhv. limsup,, a,.

Dernaest antager vi at a = 0o, og lader M > 0 veere givet. Hvis vi kan vise at liminf, a,, > M kan
vi deraf slutte, da M er vilkarligt, at liminf, a, = co. Endelig slutter vi at ogsa lim sup,, a,, = o0,
da liminf, a,, < limsup,, a,.

Vi skal altsa vise at liminf,, a,, > M. Da a, — oo for n — oo kan vi finde et N € N saledes at
an > M for alle n > N. For alle p > N galder derfor at inf{a,|n > p} > M, dvs. liminf, a,, > M.
Tilsvarende vises i tilfeeldet a« = —o0, at ogsa limsup,, a, = —oo og dermed vil ogsa lim inf,, a, =
—o0 idet liminf,, a,, < limsup,, ay.

Antages nu at liminf, a, = limsup,, a, = L, sa skal det vises at folgen (a,) er konvergent. Hertil
kan man evt. benytte folgende egenskaber ved liminf og limsup (vi skal kun bruge 2 af dem, men
jeg synes at de tilsammen giver en god karakterisering af lim inf og lim sup):

la: Hvis ¢ > limsup,, a,, sa er der kun endeligt mange n € N for hvilke a,, > ¢

(dvs. 3N € N¥n > N :a, < ¢).

Hvis nemlig a, > c¢ for uendeligt mange n sa er sup{a,|n > p} > c for alle p og derved ma
lim sup,, a,, > c.

1b: Hvis ¢ < limsup,, a,, sa er der uendeligt mange n € N for hvilke a,, > ¢ (dvs. Vn3p : an4p > ).
Hvis nemlig a,, > ¢ for kun endeligt mange n sa er sup{a,|n > p} < ¢ for p stor nok og derved ma
lim sup,, a,, < c.

Helt tilsvarende kan man vise at der for liminf geelder

2a: Hvis ¢ > liminf,, a,, sa er der uendeligt mange n € N for hvilke a,, < ¢ (dvs. Vn3p : ap4p < ¢).
2b: Hvis ¢ < liminf, a, sa er der kun endeligt mange n € N for hvilke a,, < ¢

(dvs. ANVn > N : a, > c).



Som ovenfor deler vi i tre tilfeelde L € R, L = 00 0og L = —o0.

Vi antager forst at L € R, og lader € > 0 veere vilkarligt. Da L + ¢ > L = limsup,, a,, giver la, at
der kun er endeligt mange n € N med a,, > L + ¢, dvs. der findes et N1 € N sa a, < L + € for alle
n > Nj. Tilsvarende giver egenskab 2b (med ¢ = L — €) at der findes et Ny € Nsa L — € < a,, for
allen > No. Men sa er L — € < a,, < L+¢€ for alle n > N = max{Ny, N2}, dvs. a,, — L for n — oo.
Antages dernaest at L = 00, sa er specielt lim inf,, a,, = oo og egenskab 2b giver derfor at der for alle
M €]0; 00 findes et N € Nsa a,, > M for alle n > N. Men dette betyder jo praecist at a,, — oo = L
for n — oo.

Endelig udnyttes egenskab 1a til, pa tilsvarende méade, at vise tilfeeldet L = —oo. O



