3MI-eksamen — Forarspensum — 4. januar 2001

Opgaver til besvarelse i 3 timer.
Opgavesattet er pa 3 sider og bestar af 7 opgaver.

De fgrste 90 minutter er uden hjalpemidler, de sidste 90 minutter er med alle saedvanlige
hjaelpemidler. Efter 90 minutter indsamles besvarelsen af stilopgaven (Opgave 1). Opgave 1
veegtes med 90 point, og de gvrige opgaver (Opgave 2 — 7) vaegtes med tilsammen 90 point.

Opgave 1 — stilopgave (90 point)
Carathéodory’s Setning.
Din besvarelse skal indeholde:
e En definition af begrebet et ydre mal p*,
e En definition af p*-malelige maengder (hvor p* er et ydre mal).
e En formulering af Carathéodory’s Seetning.
e Et bevis for Carathéodory’s Satning.
(Sidste punkt teeller 70 % af stilopgaven.)

Du kan uden bevis benytte det lemma fra noterne, som siger, at hvis A er en familie af
delmzengder af en maengde X, saledes at A udggr en algebra, og A er afsluttet under
teellelige disjunkte foreninger (dvs. for alle fglger {A,}>°, af parvis disjunkte maengder i
A gelder ;| A, € A), da er A en o-algebra.

Undervejs skal du bevise, at hvis { £, }22 ; er en fglge af parvis disjunkte p*-malelige maeng-
der, hvis F,, = U?Zl E;, og hvis F' = U;’;l E;, sa gaelder identiteterne

() WANR) = Y u(ANE),

@) W) = WANF) +p(ANCF) = YW (AN E) + i (ANCP),

=1

for alle A € P(X).



Opgave 2 (10 point) Bestem graensevardien
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Du skal argumentere omhyggeligt for hvert skridt.

Opgave 3 (20 point) Lad f: R — R vare givet ved

1, =ze€l[-1,0,
flx)=4¢ -2, z€l0,4],
0, z€]—o00,—1[U]J4,00],

Lad m veere det seedvanlige Lebesguemal pa R, lad gy vaere Dirac malet i 0 pa R, og lad u
veere tallemalet pa R.

(i) Ger rede for, at f er en Borel funktion.
(ii) Afggr om f € L(m), afggr om f € L(gy), og afggr om f € L(p).

(iii) Bestem de af nedenstaende integraler som er definerede (jvf. spgrgsmal (ii)):

/Rfdm, /Rfdeo, /Rfdu.

Opgave 4 (15 point) Lad f: R?> — R vare en kontinuert funktion. Ggr rede for, at de to
dobbeltintegraler nedenfor er veldefinerede og lig med hinanden for alle endelige positive

tal NV, M. N y ) )
/N (/Mf(x,y)dx)dy, /M (/N f(x,y)dy)dx_

Opgave 5 (15 point) Vis at

| / xf(w)deS%( / (@) Pdz)

for alle f € £2([0,1], m).



Opgave 6 (15 point) Lad u vaere malet pa R givet ved

og lad m veare det saeedvanlige Lebesguemal pa R. Betragt delmaengden
E={(z,y) eR?|0<y<z<1}
af R?.
(i) Bestem snittet E, for hvert z i R.

(ii) Bestem (m ® p)(E).

Opgave 7 (15 point) Lad F vare delmzngden af R? givet ved
E={(z,y) R |z +y€Q}

Gor rede for, at E er en Borel maengde og bestem my(F).



