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H.Holm & M.M.Larsen INDHOLD

Forord

Dette fagprojekt er udarbejdet i foraret 99 i forlezengelse af et kursus i K-teori for C*-algebraer,
afholdt af Mikael Rgrdam efteraret 98.

I begyndelsen af arbejdsprocessen havde vi et hab om, at dette projekt skulle na langt.
Vores hovedlitteratur var [4]. Vi var i lang tid af den opfattelse, at det var en god fremstilling vi
her havde i haende, men efter at have brugt adskillige timer pa neerleesning, og efter gentagne
gange at stode pa, hvad vi opfatter som mangler og ungjagtigheder, sendrede vores positive
indstilling sig. Vi blev enige om, at hvis projektets indhold var noget, som vi selv skulle kunne
sta inde for, sa var vi ngdt til at bruge kraefter pa at give en grundig og stringent fremstilling,
og folgende er et forsgg herpa. Omkostningen blev en reduktion af projektets omfang, ikke i
antallet af sider, men i antallet af resultater fra den videregaende BDF-teori.

Det er vores spinkle hab, at hvis andre studerende gnsker at beskaeftige sig med BDF-teori,
da vil naerveerende fremstilling kunne tjene som et godt udgangspunkt for et videre studium.

For generelle resultater i C*-algebrateori henviser vi til Murphys bog [6].

Henrik Holm  Mikkel M. Larsen
Kgbenhavn, juni 1999.
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1 Extensioner af £ med C(X)

1.1 Extensioner og monomorfier.

Lad H vare et (fast) komplekst uendeligdimensionalt separabelt Hilbertrum, og lad B;(H)
resp. K = K(H) vaere idealet af endeligdimensionale resp. kompakte operatorer i B(H). U(H)
er meengden af uniteere operatorer i B(H). Med Q(H) betegnes Calkinalgebraen B(H)/K, og
m:B(H) — Q(H) er kvotienthomomorfien. Endelig lader vi X # () veere et kompakt metrisk
rum.

Ved en extension af K med C(X) forstas et par (€, ), hvor € er en C*-delalgebra af B(H)
indeholdende K samt enheden I € B(H ), og hvor ¢: £ — C(X) er en *-homomorfi, saledes at
folgen

0 K—s& 2> C(X) 0

er exakt. Bemeerk at ¢ automatisk bliver unital, idet ¢ er surjektiv. Maengden af extensioner
af L med C(X) betegnes Ext(X). Vi siger, at (€, ) splitter (er triviel), hvis fglgen ovenfor
er splitexakt, hvilket vil sige, at der findes *-homomorfi \: C(X) — &€ sa pA = idg(x)-

En x-monomorfi er som ssedvanlig en injektiv *-homomorfi. Det viser sig at vaere rele-
vant at betragte unitale *-homomorfier resp. unitale *-monomorfier fra C'(X) ind i Q(H), og
mangden af disse betegnes Hom/(X) resp. Mon(X). Vi siger at 7 € Hom(X) splitter (er
triviel), safremt der findes *-homomorfi p : C(X) — B(H) med 7 = mp. Vi illustrerer :

C(X) - Q(H)
S A
B(H)

Bemeaerk, at 7 er injektiv netop hvis p er injektiv og Im(p) N I = 0. Man kan faktisk antage
p(1) = I, thi under alle omsteendigheder er P = p(1) en projektion i B(H), og vaelges nu
Ty € X, vil

pC(X)—=B(H) , [ p(f)+ fzo)I - P)

vaere en x-homomorfi med p'(1) = I og wp’ = mp = 7, idet jo n(P) = wp(1) = 7(1) = «(I).
Det virker naturligt, at opfatte visse extensioner, savel som *-homomorfier, for sekvivalente,
og derfor indfgrer vi

Definition 1.1 For (&1, ¢1), (€2, p2) € Ext(X) seettes (E1,¢1) ~ (&2, p2) safremt der findes
uniteer U € B(H) med (AdU)(&1) = &2 og p1 = @2 AdU.

For 11,79 € Hom(X) sattes 71 ~ 79, hvis der findes en uniter U € B(H) saledes at 71 =
Ad7n(U) 7o.

Bemaerkning 1.2 Det ses let, at der herved defineres sekvivalensrelationer i bade Ext(X)
og Hom(X), og dermed ogsa i Mon(X).

Vedrgrende ackvivalensen i Ext(X), er det faktisk nok at kraeve eksistensen af en eller anden
s-isomorfi ¥: & — & med 1 = w91). Da vil ¥ nemlig automatisk have formen Ad U for en
uniteer U € B(H) (se f.eks [4, side 253]). Vi far dog ikke brug for dette.

Lemma 1.3 Hvis U € U(H), da vil (AdU)(K) = K.
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Bevis. Det er klart, at (AdU)(Bs(H)) = B;(H), og derfor ogsa

(AdU)(K) = (AdU)(Bs(H)) = (AdU)(Bs(H)) = By(H) = K
som gnsket. O

Lemma 1.4 Antag 7,0 € Hom(X) med T ~ o. Hvis T splitter, da vil ogsa o splitte, og hvis
7 € Mon(X), da vil ogsa o € Mon(X).

Bevis. Vi har 0 = Ad#(U) 7 for et U € U(H). Pastanden om Mon(X) er klar, idet Ad 7 (U)
er en *-isomorfi. For split bemeerkes, at hvis 7 = mp, da vil 0 = 7(Ad U p). O

Fundamentallemma 1.5 Ved fastsettelserne

O Ext(X) — Mon(X) , ®(E9)(f) =mp (f)
U: Mon(X) — Ext(X) , U(r) = (r Y(r(C(X))), 7 7)

hvor = 1(f) betegner et eller andet loft af f til £, defineres afbildninger, der er hinan-
dens inverse. Ved denne bijektive korrespondance gelder, at nar (&;,p;) € Ext(X) med
7 = ®(&;, i) € Mon(X) fori=1,2, da vil

(€1,01) ~ (E2,2) = T~
(E1,¢1) splitter <= 1 splitter.

Bevis. Hvis T}, Ty € & begge opfylder p(T1) = f = ¢(T»), da er ¢(T1 — T5) = 0, hvormed
T — Ty € K og dermed 7(Ty) = w(T3). Altsa er ®(€,¢) : C(X) — Q(H) en veldefineret
afbildning, og det ses let, at det faktisk er en x-homomorfi. For at vise, at ®(&, ¢) er injektiv,
antages at ®(€,¢)(f) = 0. Veelg T € € sa o(T) = f. Da 0 = ®(&,p)(f) = n(T), er
T € K = Ker(p), hvormed f = ¢(T") = 0. Endvidere er ®(€, ) unital, idet

®(E,0)(1) = mp (1) = 7(]) = lou -

Dette etablerer ®.

Hvis 7 € Mon(X), er & = 7~ }(7(C(X))) klart en C*-delalgebra af B(H) indeholdende i,
men ogsa I, idet jo n(I) = 7(1) € 7(C(X)).

Da 7(€) = 7(C(X)), er det klart, at 7~ !7 afbilder € (veldefineret og) surjektivt pa C(X). Da
ogsa Ker(7717) = Ker(mr) = K, etableres altsi V.

Vi ser nu at ® o W = id y(on(x), idet der for alle f € C(X) geelder

(@oW)(T)(f) = @(x '(r(C(X)),r 'm)(f)
= w(T) [hvor 77 '7(T) = f]
= 7(f)
= idpon(x) (T)(f)-

Herefter vises W o @ = idgy¢(x). Saet (E',¢') = (P o @)(&,p) og T = ®(E, ). Daer
& = T UHC)) = 7 (e (CX) = 7 R(E) = £

Vi har ogsa ¢’ = ¢. For T € £ = &’ er nenlig 7(¢(T)) = n(T) (pr. definition af 7), og derfor
p(T) == H(n(T)) = ¢'(T).



1.1 Extensioner og monomorfier.

Dette etablerer den pastaede bijektive korrespondance, og tilbage er derfor kun at vise de to
biimplikationer.

Antag forst, at (1,01) ~ (E2,¢2), dvs. der findes U € U(H) sa (AdU)(&) = & og
©1 =2 AdU. For f € C(X) er nu

(Adm(U)n)(f) = Ada(U)(x(T)) [bvor ¢i(T) = f]
m(U)m(T)m(U)"
T(UTU™)
m((AdU)(T))
= n(f),
fordi o (AdU (T)) = ¢1(T) = f. Dermed er vist, at 71 ~ 7.

Antag omvendt at 71 ~ T2, dvs. der findes U € U(H), sa 7o = Adnw(U) 7. Hvis T € &; er
7m(T) € 1 (C(X)), hvormed 7(T) = 71 (f) for et f € C(X). Nu er

m((AdU)T)) = =(UTU") = m(U)r(T)w(U")
= 7T((Ije))ﬁ(f)ﬁ(U*) = (Adx(U)n)(f)
= 72/),

og derfor er (AdU)(T) € 7 }(m2(C(X))) = &. Vi har hermed vist, at (AdU)(&) C &s.
Tilsvarende vises (AdU*)(&;) C &1, og sa fas

& = (AdUo AdU*)(&) C (AdU)(&).

Dette viser (AdU)(&1) = &s.
Endvidere er ¢1 = @9 Ad U, idet der for T' € & geelder

(TQQDQAdU)(T) == TQQDQ(UTU*) == W(UTU*)
= Adn(U) (r(T)) = Adx(U)(ne(T))
= (r2@)(T).

Injektiviteten af 7o giver nu det gnskede. Dette viser fgrste biimplikation, medens den anden
indses pa denne made :

Hvis (&1,¢1) splitter, findes en *-homomorfi o : C(X) — &1, sd4 p10 = idg(x). For
feCX)ernuT =o(f) € & med o1(T) = p10o(f) = f, hvormed 71(f) = n(T) = wo(f).
Altsa er 71 = mo, sa 71 splitter.

Antag omvendt, at 71 splitter, dvs. der findes en x-homomorfi
p:C(X)— B(H),san =7p. Danp(C(X)) =7(C(X)), er p(C(X)) C 7 ln(C(X)) = &,
sa vi har faktisk en afbildning p : C(X) — &;. Endelig fas for f € C(X)

(p1p)(f) = (n ' m)(p(f) = 7 'mi(f) = f = idox) (f) -
Dette viser at (&1, 1) splitter, og dermed fundamentallemmaet. O

Definition 1.6 Med Ext(X), Hom(X) og Mon(X) betegnes meengden af sekvivalensklasser
iresp. Ext(X), Hom(X) og Mon(X) med hensyn til ~. Ekvivalensklasser med hensyn til ~
betegnes med |- ].
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Fundamentallemmaet giver en kanonisk bijektion mellem Ext(X) og Mon(X). Vi skal senere
vise, at maengden af trivielle elementer i Mon(X) udger en skvivalensklasse, og det vil de
trivielle elementer i Ext(X) derfor ogsa ggre. Vi vil fremover ggre hyppigt brug af identifi-
kationen af Ext(X) med Mon(X). Vi vil ogsa indfgre en komposition pa Mon(X), som vi
via bijektionen kan trackke tilbage til en komposition i Ext(X). Ferst et vigtigt eksempel pa
extensioner.

1.2 Essentielt normale operatorer.

Definition 1.7 En operator 7' € B(H) kaldes essentielt normal, safremt 7(7") er normal i
Calkinalgebraen Q(H), altsa hvis T*T — TT* € K.

Vi skal nu se, hvorledes en essentielt normal operator T' € B(H ) giver anledning til en exten-
sion af K med C(sp..(T")). Vi seetter

Er = n H(C*(x(T),x(1))),

der klart er en C*-delalgebra af B(H) indeholdende K og enheden I € B(H), samt 7. Vi har
endda fglgende konkrete billede

Er = CH(T,1) + K, 1)

thi D er klar, og C ses saledes : Hvis S € &p, vil n(S) € C*(w(T'),n(I)). Vi kan derfor finde
en folge (py) af polynomier i to variable, saledes at lim 7 (p,(T,7*)) = w(S). Da n(C*(T, 1))
er en afsluttet delmeengde af Q(H), ma 7(S) € n(C*(T,I)) - altsa er S € C*(T,I) + K.

Ovenstaende holder selvfglgelig for hvert T' € B(H). Men i tilfzeldet, hvor T er essentielt
normal, kan vi betragte funktionskalkylen for 7(7T') :

P - C(Spess(T)) - C*(W(T),TF(I)) , [ f(ﬂ'(T))

Lad 7’ : &p — C*(n(T),7(I)) veere *-homomorfien m, blot opfattet som afbildning af & pa
billedet. Da er selvfplgelig 7" surjektiv og har K som kerne. Med ¢ = @;1 7' far vi derfor en

exakt folge
YT

0 K - ET C(Spess (T)) —0.

Derfor definerer (Er, ¢r) et element i Ext(sp,ss(T')). Det er klart, at pr(I) =1 og pr(T) = 2,
hvor z : sp.4,(T") — C er inklusionsafbildningen. Vi noterer

Saetning 1.8 Huvis T er en essentielt normal operator, da giver T anledning til en extension

0 K L gT PT

C(Spess (T)) —0

af K med C(sp.ss(T)). Her er Er = C*(T, I)+K, og o1 sender T over i inklusionsafbildningen
2 8Pggs(T') — C.

Definition 1.9 Hvis S,T € B(H), da kaldes S og T uniteert sekvivalente modulo de kompakte
operatorer (eller kort : kompalente), safremt der findes U € U(H) med S — UTU* € K, altsa
7w(S) = w(U)n(T)m(U*).



1.3 Cuntz-isometrier.

Man ser, at der herved er defineret en ackvivalensrelation ~. i B(H), som vi kalder kompalens.
Den naeste saetning udtaler sig om, hvorledes man for essentielt normale operatorer kan udtale
sig om kompalens ved hjelp af extensionsteori.

Seetning 1.10 Lad T1,T> € B(H) vere essentielt normale. Da er folgende betingelser ekuvi-
valente

(1) Ty og Ty er kompalente.
(2) Ty og Ty har samme essentielle spektrum X, og Er, , E, er
ekvivalente extensioner af K med C(X).

Bevis. For nemheds skyld skrives & = &7, og ¢; = ¢, for i =1,2.

(1) = (2). Antag T} og T» er kompalente. Find U € U(H) med #(T1) = w(U)w(T2)m(U*).
Heraf fremgar det, at 17 og T har samme essentielle spektrum X. Seettes ¢ = Ad U skal det
vises, at

Y(&) =& og b= 1.

Day(I)=1€& ,¢v(Th) €To+K C & og (K) =K C &, vil (&) C &,. Tilsvarende vises
Y~1(&) C &1, og man konkluderer ¥(£1) = &. For at vise, at 210 = 1, er det nok at vise
©a(K) = ¢1(K) for enhver kompakt K € K, potp(T1) = ¢1(T1) og wotb(I) = ¢1(I). Dette
ses saledes :

For K € K er pap(K) = 0 = ¢1(K). Endvidere er ¢/(T1) — Ty € K, og derfor po1)(T1) =
w2(Ty) = z = p1(T1). Endelig viser udregningen p91)(1) = ¢o(I) = 1 = ¢1(I) det gnskede.
(2) = (1). Antag (2) og lad U € U(H ) veere valgt, sa ¢ = AdU implementerer akvivalensen.
Vi finder sa

0a(To —UTU") = pa(T2) — pap(T1)
= 2(T2) — 1 (Th)
= z—2 =0,
og derfor er To — UT1U* € Ker gy = K. Altsa er T} og Tb kompalente. O

Vi har hermed set, at extensioner optraeder som en naturlig ingrediens i operatorteorien,
og dette burde vaere nok til at retfeerdigggre studiet af extensioner af X med C(X).

1.3 Cuntz-isometrier.

Dette afsnit er en lille diskussion om nogle generelle vigtige afbildninger, som konsekvent
bliver benyttet i de efterfglgende paragraffer. Fremgangsmaden (Cuntz-isometrier) er ikke
standard i den litteratur, vi har benyttet. Derimod har M. Rgrdam hele tiden peget pa, at
dette kunne veere en fornuftig fremstilling.

For k = 1,2 betragtes de begraensede operatorer
pe : H?— H ., projektionen pa k' koordinat
ue : H— H?, indlejringen k' koordinat.

Her er p; afstandsformindskende og ¢j en isometri opfyldende

*

P =1tk , up1+iepe=idy2 , pry.=idyg , pry =0 for k #I.
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Derneest far vi brug for at minde om den velkendte *-isomorfi

Q: My(B(H)) — B(H?),
0 T Tio 1 _ [ Tuz + Thaxo
To1 Th x2 To1z1 + Thoxe )’

2
Ti1 Tio
Q = E L1 .
< T51 Too ] kP

som er givet ved

eller om man vil

Q) har den inverse 2!, bestemt ved udtrykket

“1 _ | Tu piTe
4T = <P2TL1 p2Tio > '

Definition 1.11 Hvis H; og Hs er Hilbertrum og hvis V; € B(H;), da betegner V; & V5, som
seedvanlig operatoren i B(Hy @ Hs) givet ved, at V; virker pa i* plads, i = 1, 2.

Bemseerk straks, at nar U,V € B(H), da er altsa

_ U o 2
U@V_Q<0 V)eIB%(H).

Definition 1.12 Hvis S; og S2 er isometrier i B(H) opfyldende S1.57 + 5255 = I, da kaldes
(S1,S2) for er par af Cuntz-isometrier i B(H).

Bemaerkning 1.13 Cuntz-algebraen O, kan defineres som C*-algebraen frembragt af n
elementer S, ..., S, opfyldende SS; =1 og > i, S;S; = 1. Disse algebraer blev for forste
gang studeret af J. Cuntz i [3].

Saetning 1.14 For Hilbertrummet H gelder

(1) Der findes et par af Cuntz-isometrier i B(H).

(2) Hwvis (S1,52) er et par af Cuntz-isometrier i B(H), da wvil
S8y = 5551 =0 samt S7S1 = 555, = 1.

(3) Hwis (S1,52) og (Th,Tz) er par af Cuntz-isometrier i B(H), da er
U=5T]+ S:T5 €c U(H) med S; = UT; fori=1,2.

Bevis. (1) Da H er co-dimenisonalt findes afsluttet underrum L af H s& dim(L) = dim(L*) =
dim(H). Hvis Py er projektionen pa L, er P, = I — P; projektionen pa L', og dbenbart

dim Py(H) = dimPy(H) = dimI(H).

Altsa er P; Murray-von Neumann akvivalent med I, og vi kan derfor finde S; € B(H) med
SrS; =1 og S;S; = P;. Dermed er (51, 52) er par af Cuntz-isometrier.
(2) Identiteten S;S; = I er fordi S; er en isometri. Da S355; = (S752)*, er det nok at vise
S7S2 = 0. Idet

ST = SiI = S{S157 + 575255 = ST+ 578253,



1.3 Cuntz-isometrier.

er altsa S75255 = 0, og derfor
ISTS2]1* = [1(S782)(S1S2)*|| = [1(S1S285)81] = 0.
(3) Af (2) folger UT; = S;. En udregning giver
UU* = (S\T; + SyT3)(T1 S5+ ToS5)
= SlTl*Tl;Sf + SlTl*TQS; + SQTQ*Tlsik + SQTQ*TQS;

= S157 + 5255
- I,

og tilsvarende U*U = I. Altsa U € U(H). O

Definition 1.15 For et par S = (51, S2) af Cuntz-isometrier i B(H) defineres Ag : B(H) —
M>(B(H)) samt I's : Q(H) — M2(Q(H)) ved

SiTS, SiTS
As(T) = < SiTS, SITS, )
B w(Sy)am(S1) w(ST)amr(Ss2)
Lsta) = ( (S5)am(S)) 7(S5)am(Sy) )
for T € B(H) og a € Q(H).

Det er ganske enkelt at vise, at der herved defineres unitale x-isomorfier med inverser

T T
s - ' - 2 .. Qk
As < Tor Too > = 2ij=15iTiS]
-1 { a1 a2 9
Fs a1 a2 ) - Zz',j:1 W(Si)aijﬂ'(s;),

hvor Tj; € B(H) og a;; € Q(H). Endvidere har vi det kommutative diagram

B(H) —— My (B(H))
QH) —=—— My(Q(H))

hvor selvfglgelig

- Tnn Ti2 . 7(Ty) 7(Ti2) )
7T< Tor Too > N ( 7(To1) w(Tho) ) , Tij e B(H).

Seetning 1.16 Hvis S = (S1,52) er et par af Cuntz-isometrier i B(H), da findes uniter
W e B(H? H) sd

(T 0 .
A51< 0 T2> = W(Ty & Ty)W

for alle Ty, T, € B(H).
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Bevis. Seet W = S1p1 + Sops € IB(H2,H). Det er da ganske let at indse WW™* = idy og
W*W = idg2. Altsa er W uniteer. Identiteten fglger af udregningen

W(Th @ To)W* = (Sip1+ Sap2)(t1Tip1 + t2Top2) (L1157 + 1253)

= (S1T1p1 + SoTop2)(11ST + 1253)
SlTle + SQTQS;

(T 0

1.4 En komposition pa Ext(X).
Definition 1.17 For 71,79 € Hom(X) defineres

m%mmwxmmHAMMH»,fka(ﬁ”) 0 )

For par S = (51, S2) af Cuntz-isometrier i B(H) saettes derneest
TLBs T2 = F? diag(r1,72) : C(X) — Q(H).

Bemseerkning 1.18 Det ses let, at ovenstaende afbildninger faktisk er unitale x-homomorfier,
og ®g definerer saledes en komposition i Hom(X). Endvidere fremgar det, at hvis enten 71
eller 79 tilhgrer Mon(X), da vil ogsa 71 ©g 72 tilhgre Mon(X) - specielt vil g definere en
komposition i Mon(X).

Lemma 1.19 For par S = (S1,52) af Cuntz-isometrier i B(H) samt
T1, T2, 73 € Hom(X) gelder

(1) Hvis 11 ~ 01 09 T2 ~ 03, da vil (11 Bg 12) ~ (01 Bs 02)
(2) (m@sm)~(2®s7)
(3) T1®s (2 ®s713) ~ (T1 B5 T2) D5 T3

Bevis. Antag 7; ~ 0y, dvs. der findes U; € U(H ) sa 7; = Ad w(U;) 0;. Dermed bliver

wi= (g, ) € uonee@).

hvorfor V; = Ag'(W1) € U(H). Man tjekker let, at
1®s 2 = Adw(V1) (01 Sy 02),

som gnsket. Vedrgrende naeste sckvivalens bemaerkes at

wo = (7 ) € uGnEE).

hvorfor ogsa Vo = Ag'(W2) € U(H). Herefter vises

ToPg T = Adﬂ'(VQ) (7'1 Dg TQ).



1.4 En komposition pa Ext(X).

Dette viser anden pastand. For den sidste pastand ssettes

_ ST 0
W3 = < S5 S ) € My(B(H)).
Man viser nu, at faktisk W3 er uniteer i My(B(H)), hvorfor ogsa
Vs = Ag'(Ws3) € U(H). Lidt regnearbejde viser nu

71 Dg (7'2 Dg Tg) = AdTr(Vg) ((T1 Dg T1) Dg Tg),

og dermed lemmaet. O

Man kan spgrge sig selv hvad der sker hvis man benytter et andet par T = (73,75) af
Cuntz-isometrier i stedet for. Svaret er

Lemma 1.20 Hvis S = (S1,S52) og T = (T1,T5) begge er par af Cuntz-isometrier i B(H) og
hvis 11,70 € Hom(X), da vil 1y ©g T2 ~ 171 1 T2.
Bevis. Ifglge saetning 1.14 findes U € U(H) sa S; = UT;. For f € C(X) er derfor
[Ad7(U) (n ©r w)|(f) = =) (11 &7 72)(f) 7(U)
= m(U) [7(T) 7 (f)w(T7) + 7(T2)72(f)m(T3)] w(U”)
= (ST (f)m(ST) + 7(S2)7a(f)7(S3)
= (mosm)(f),
hvilket viser det gnskede. |

Dette betyder, at vi far en veldefineret, associativ og kommutativ komposition + i Mon(X),
ved at satte

[mi] + ] = [ ®s 7, (2)

hvor S = (51, 52) er et eller andet par af Cuntz-isometrier i B(H). Selv om kompositionen
+ ikke er afhaengig af valget af S. Det vil dog veere bekvemt at arbejde med et fastholdt
par S = (51,52), og dette vil vi ggre, hvis ikke andet er nesevnt. I dette tilfselde vil vi af
notationsmeaessige grunde blot skrive & i stedet for @&g. Tilsvarende skrives A og I' i stedet
for Ag og I'g. Vi naevner her

Lemma 1.21 Huvis 11,70 € Hom(X) splitter, da vil ogsa T1 & 1o splitte.
Bevis. Find s-homomorfier p; : C(X) — B(H), sa 7; = mp;. Definer herefter *-homomorfien
_ 0
p=A"" ( %1 o > . C(X) — B(H). (3)
For f € C(X) geelder da
0
T — 7TA71 Pl(f) >
() (5) ("
— 1! < mp1(f) 0 )

0 mp2(f)
= (T~ diag(mi,72))(f)
= (n o))
Dette viser at 71 ® o splitter. O



H.Holm & M.M.Larsen 2 POSITIVE AFBILDNINGER.

2 Positive afbildninger.

2.1 Fuldstaendigt positive afbildninger, Stinesprings saetning.

Hvis A er en C*-algebra, da betegnes med A" mangden af positive elementer i A. Hvis ¢ :
A — B er en afbildning mellem C*-algebraer, induceres afbildninger (™ : M, (A) — M, (B)
ved [aij] — [gp(a”)]

Definition 2.1 Vi siger, at afbildningen ¢ : A — B er positiv, safremt ¢ er linesger og sender
positive elementer i positive elementer, i.e. p(AT) C Bt. Keglen af positive afbildninger
betegnes med P (A, B). Vi siger, at ¢ er fuldstendigt positiv, safremt o™ er positiv for hvert

n € N. Mengden af fulsteendigt positive afbildninger betegnes med P> (A, B). Hvis A og B
er unitale, da saettes

PiIAB) = {¢veP(AB)|v(1) =1}

Saetning 2.2 Lad ¢ : A — B vere positiv, og antag yderligere, at A er unital. Da er ¢
kontinuert med operatornorm ||¢|| < 2|le(14)||58-

Bevis. Der benyttes en del funktionskalkyle i det fglgende. Vi tilfgjer en enhed 15 til B om
ngdvendigt. For a € Ay, kan vi skrive a = a™ — a~, hvor a’ og a~ er positive elementer
med norm < |[a||. Hvis [la|| < 1, er 0 < at < 14 og derfor er 0 < ¢(at) < ¢(14). Da ogsa
©(1a) < |le(1a)|lBls, og da tilsvarende resultater geelder for a™, opnar vi at

—lle(La)llsls < w(a) < [le(1a)llB1s

og derfor er ||p(a)|l < ||¢(14)|- Hvis o' € A opfylder ||a’||4 < 1, kan vi splitte a’ i realdel
og imagingerdel (begge af norm < 1) og opna vurderingen ||¢(a’)||5 < 2||p(14)]|5- Hermed er
¢ begreenset pa enhedskuglen (med den gnskede vurdering) og derfor kontinuert. O

I det nzeste lemma har vi strengt taget kun brug for den lette vej, men vi navner alligevel

Lemma 2.3 Lad A vere en C*-algebra og X et kompakt Hausdorff rum. For f € C(X, M,(A))
geelder

f>0iC(X,M,(A) & VreX : f(x)>01iM,(A).
Bevis. “=" er klar, dla evaluering er en *-homomorfi.
“<” Seet g(x) = f(x)2. Vi vil vise, at g er kontinuert, hvormed altsa f = g*g er positiv. Da

sp(f(z)) C sp(f), folger det, at K = [0, || f]|] er en kompakt meengde, der indeholder sp(f(z))
for alle z € X. Da z — 2/2 er kontinuert pa K, folger pastanden. O

Lemma 2.4 Hvis A er en unital C*-algebra og a € AY, da gelder for T € M,(C)*t, at
al € M,(A)*.

Bevis. Skriv a = b*b, og find at a1 = (bI)*T'(bI). O

Saetning 2.5 Lad X vere et kompakt Hausdorff rum og A en unital C*-algebra. Da er enhver
positiv afbildning ¢ : C(X) — A fuldstendigt positiv.
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2.1 Fuldstaendigt positive afbildninger, Stinesprings satning.

Bevis. Der bestar en naturlig isomorfi M,,(C(X)) ~ C(X, M, (C)).
1°. Bemaerk forst, at hvis F' € C(X, M,,(C)) har formen F(z) = f(z)T for et positivt element
TiM,C)og feC(X),daer

eM(F) = [p(f)tyy] = ()T

Specielt ser man, at hvis f > 0, vil ¢(f) > 0 og dermed ™ (F) > 0 i M, (A) ifglge lemma
2.4.

2°. Lad nu F € C(X, M, (C))* vere givet. Da F(X) er en kompakt delmzengde af M, (C)*,
kan vi til givet € > 0 finde endeligt mange kugler

K(F(x1),€),..., K(F(zy),¢),

der overdaekker F'(X). Lader vi Oy,..., O, vare originalmangderne til disse haves altsa en
aben overdsekning af X. Lad py,...,p, veere en hertil hgrende deling af enheden og sat
T; = F(x;) > 0. For hvert x € X har vi da

[ (2 sz )Tl

IN

< sz z)e =¢,

idet ||F(x)—F(x;)|| < € for z € X med p;(z) > 0. Bemeerk at funktionen T'(x) = > ;" | pi(z)T;
opfylder at ™ (T) > 0 som sum af funktioner fra 1°, og at T opfylder ||T — F||s < €.

Vi kan altsa approksimere F' vilkarligt godt i C'(X, M,,) med elementer T' med den egen-
skab, at ¢ (T) > 0. Da ¢ er kontinuert ifglge saetning 2.2, bliver (™ kontinuert. Endelig
bliver (™ (F) > 0, da den positive kegle i M, (A) er afslutttet. O

Seetning 2.6 (Stinespring) Lad A vere en separabel, unital C*-algebra, og lad ¢ : A —
B(H) vere en fuldstendigt positiv unital afbildning. Da findes et separabelt Hilbertrum K, en
lineer isometri V. : H — K samt en unital x-homomorfi o : A — B(K), saledes at der for
alle a € A geelder

p(a) = V7 'Pypo(a)V,
hvor Py gy betegner projektionen pa V(H)iK.

Bevis. Lad A ® H betegne det algebraiske tensorprodukt af vektorrummene A og H. Vi
definerer en form pa A ® H ved

n m n m
(Za]@):c],ZbZ@yz ZZ ba] x]?yl
j=1 i=1 J=11i=1
Man kan indse, at dette er veldefineret, og da ses det let at veere en sesquilinearform pa AQ H.
Formen er ogsa positivt semidefinit, thi ssetter vi x = (21,...,2,)" € H" far man
n n
(Zaj®xj,2a,~®xi> = ZZ lajaj)xj, y;)
j=1 i=1 j=1i=1

= (" ([afay])x,x) = 0,

11



H.Holm & M.M.Larsen 2 POSITIVE AFBILDNINGER.

idet ¢ er fuldsteendigt positiv, og

a’{ 0 al an
lafaj] = | : : : € Mp(A)™.
at - 0 O --- 0

n

Af Cauchy-Schwarz” ulighed |(u,v)| < <u,u>%<v,v>% for u,v € A® H fglger det, at
mangden

N = {veA®H | (v,u) =0}
= {veA®H | {(v,uy=0foralleuec A® H}

er et underrum af A® H. Pa kvotienten (A ® H)/N har vi altsa nu et indre produkt, som vi
ogsa blot betegner (-, ). Lad nu K vere fuldstendiggerelsen af (A ® H)/N under det indre
produkt (-,-). For at indse, at K er separabelt er det nok at vise, at (A® H)/N er separabelt
og hertil er det igen nok at vise, at A ® H er et separabelt seminormeret rum. Da A og H er
separable kan vi finde fplger (a;) og (x;), der ligger teet i A hhv. H. Vi gnsker at approksimere
en simpel tensor a ® x med et element fra dobbeltfplgen (a; ® x;). Dette er en smal sag, thi

la®z—a;@a;|> = (pla*a)z,z) - (p(afa)z,z;)
—(pla*ai)zj, @) + (plajas)zj, ;).
I det fglgende vil vi definere en reprasentation o af A pa K. Dette ggres i flere skridt,
idet vi starter med (A ® H)/N. For a € A er afbildningen A x H — A ® H, givet ved

(b,y) — ab ® y, bilineser, og den inducerer derfor en linezr afbildning a @ I : b @y — ab®y
af A® H ind i sig selv. Dernaest seetter vi

o@D bi®y + N) = > ab®y; + N,
=1 1=1

og vi ma indse, at o(a) er en veldefineret afbildning af (A ® H)/N ind i sig selv :
Hertil viser vi, at (a ® I)(N) C N. For v =Y 7 a; ® x; € N har man

n n
laenuP = 3 a @, a0 @)
j=1 i=1

= > > (plaja*aa;)z;, z;)

j=1i=1
= ((a'a®I)v,v) =0,

sa (a®I)v e N.
Vi bemseerker dernsest, at a ® I opfylder fglgende vurdering

la@ D> ai@z)|® < lalZl) e @, (4)
i=1 i=1
hvilket ses saledes :
a2 D> aoz)> = Y (elafaaa;)z;, z;)
i=1 j=1 i=1



2.1 Fuldstaendigt positive afbildninger, Stinesprings satning.

og idet vi i M, (.A) har, at

aj 0 a*a 0 ay an,
[0ja”aa;] = : :
ay, 0 0 a*a 0 0
aj 0 aq an
2 . _ 27, %
<
lall : = [lalllaiay],
ay, 0 0 0

giver positiviteten af gp(") at

(") ([a7a"aay))x, %) < [lallZ (™ ([afas])x,x) = [lalZ%] Y as © i,
1=1

hvilket viser (4).
Vurderingen (4) giver nu let, at o(a) er kontinuert, og da o(a) tillige er linezer, induceres
der en kontinuert linezer afbildning o(a) : K — K opfyldende

n

U(a)[zbi@)yi + N] = [Zabi(@yi + NJ.
=1 i=1

Det er ren rutine at verificere, at afbildningen a — o(a) er en unital *-repraesentation af A
pa B(K).

Vi indlejrer H i K pa den naturlige made : Lad V : H — K veere operatoren defineret
ved Vz=[1®x + NJ|. Viser at V er isometrisk, idet

Va|? = (1®z +N,loz +N]) = (p(z,2) = |z|*
Vi finder nu for z,y € H
(Vio(a)Va,y) = (o(a)l®z + N,l@y + N|) = (p(a)z,y),
og saledes er V*aV = . Da V* = V*IPV(H), kan vi altsa skrive
p(a) = V' Pypo(a)V.
O

Bemszrkning 2.7 I ovenstaende saetning kan vi endda opna, at V' (H) har et uendeligdimen-
sionalt komplement i K. Dette ses som fglger :

Lad K,V og o veere som ovenfor. Definer K/ = K & K og ¢/ : A — B(K') ved ¢/(a) =
o(a) ® o(a). Man ser, at ¢’ er en unital *-homomorfi, da o er det. Definer en lineser isometri
V':H — K’ ved V'(h) = (V(h),0). Daer 0@ K C V/(H)*, hvorfor dim V/(H)* = oco. Idet
V'(H)=V(H) &0 og vi med

s + K—-KoK
s : KeK—-K

13
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betegner de naturlige indlejringer og projektioner, har vi fglgende identiteter
PV’(H) = LIPV(H)T(—I VI = L1V og Vlil == V717T1.
Nu far vi for hvert h € H, at

(V' Prn e @V) (k) = (V'™ Py o' (@) (V (1), 0)

= Vi'muPyupo(a)V(h)
= V_1PV(H)0'(Q)V(h)
= (a)(h),

og dette beviser vores pastand. O

Korollar 2.8 Lad A vere en unital separabel C*-algebra og ¢ : A — B(H) vere en fuld-
stendigt positiv unital afbildning. Da findes et separabelt uendeligdimensionalt Hilbertrum N
og en unital x-repraesentation o pa H & N, sa ¢(a) = o11(a), nar vi skriver

o(a) = < oi(a) o12(a) > _

0921 (a) 099 (a)

Bevis. Vi bruger notationen fra ssetning 2.6, hvor vi ifslge ovenstaende bemaerkning kan
antage, at dim V' (H)+ = oo. Vi har en unitzer operator U : H®V (H)' — K, defineret ved at
U : (h,z) — V(h)+z, idet jo K er den indre direkte sum af V(H) og V(H)*. Lad & betegne
repraesentationen a — U~ lo(a)U af A pad H ® V(H)*. Vi lader

nw - H-HeV(H)*:

pp : HeVH): - H
betegne indlejringen hhv. projektionen. Da har vi

p15(a)i(h) = pU to(a)Uii(h)
p1U "o (a)U(h,0)
pU to(a)V (R)
V' Pyno(a)V (h)
= wla)(h),

idet jo p U~! = V_lPV(H). Vi kan altsa bruge N = V(H)* . O

Vi viser nu fglgende vigtige

Korollar 2.9 (Stinespring) Lad A vere en separabel unital C*-algebra og ¢ : A — B(H)
vere en fuldstendigt positiv unital afbildning. Da findes en unital x-homomorfi o : A —
Ms>(B(H)), saledes at o11(a) = ¢(a), nar vi skriver

ola) = < o11(a) o12(a) > ‘

0921 (a) 099 (a)

14



2.2 Fuldstendighed af Py (A, B).

Bevis. Lad N veare uendeligdimensional, og lad ¢ veere en repraesentation som i korollar 2.8.
Lad v : H — N veere uniteer, og st

_ o11(a) o12(a)y
ola) = < Y 1G91(a) Y laa(a)y >
Daer o: A— My(B(H)) en unital *-homomorfi og o1;(a) = 11(a) = ¢(a). 0

2.2 Fuldstzendighed af P;(A, B).

Lad i det folgende A og B veere unitale C*-algebraer. Med P; (A, B) betegner vi som for de
positive unitale afbildninger fra A til B. Vi udstyrer P; (A, B) med topologien T for punktvis
konvergens. Hvis algebraen A er separabel, kan vi veelge en taet folge (a,,) i enhedskuglen for
A og sette

d(p, ) =Y 27" e(an) = ¥(an)ll ()
n=1

for v, 9 € Py(A, B). Hermed defineres en metrik pa P; (A, B), og d inducerer netop topologien
for punktvis konvergens. Hvis nemlig (¢, ) er et net, sa ¢, — ¢ 1 T, da vil 4 (a,) — ¢(ay)
for hvert n € N. Da vi har vurderingen ||@q(an)| < 2[¢a(1)]] = 2, kan vi endelig slutte
d(pa,) — 0. Hvis omvendt d(pq, ) — 0, har vi ¢ (an) — ¢(ay,) for hvert n € N. For a i
enhedskuglen finder vi sa

[ala) = palan)ll + [lpalan) = ¢lan)ll + llp(an) — (a)l]
2lla = an|| + [lpalan) = (an)ll + 2llan — all.

[pala) —pla)|| <
<

Heraf fas ¢ (a) — ¢(a), og dette udvides ved linearitet til at geelde for alle a € A. Vi viser
nu

Saetning 2.10 Huvis A er unital og separabel, da vil metrikken bestemt ved (5) gore P1(A,B)
til et fuldstendigt metrisk rum.

Bevis. Hvis (¢,) er en Cauhcy folge i Py (A, B), da vil (¢,(ax)) veere en Cauchy folge for
hvert k£ € N. For a i enhedskuglen finder vi

[vn(a) = Ym(a)ll < |vn(a) = Ynlar)|| + [[¥nlar) — Ym(ar)ll + ¥m(ar) — Pm(a)ll
< Alla — agl| + [[vn(ar) — Ym(ar)]-

Dermed er (¢, (a)) en Cauchy fglge for hvert a i enhedskuglen, og dermed for hvert a € A,
og (¢n(a)) konvergerer derfor mod et element i (a). Vi har altsa, at ¢, (a) — ¥(a) for alle
a € A. Dermed er ¢ € Py(A, B), og d(¢n, ) — 0. O

2.3 Lgft af positive afbildninger.

Det folgende er taget fra [4], hvor fremstillingen faktisk er udmaerket. Vi gengiver den her for
fuldstzendighedens skyld.

Saetning 2.11 Lad J vere et ideal i en unital C*-algebra A, og lad m vere kvotientafbild-
ningen. Lad A vere et positivt element i A og antag, at y € A/T opfylder yy* < w(A). Da
findes et element Y € A med n(Y) =y og YY* < A.

15
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Bevis. St a = m(A) og lad Y veere et lgft af y. Szet nu
B=YY*+|A-YY*,
Bemaerk at B>YY*+ (A-YY*)=A, B>YY™* og at
m(B) =yy" +la—yy'l=yy" + (a—yy’) = a
Hvis vi seetter Y, = AY2(B + 11)7Y2Y, og
1 1
Dnm = (B + _I)_1/2 - (B + _I)_1/27
n m
ser vi, at Y), er en Cauchy fglge, idet vi for m < n har

1Y, = Yil? = ||AY2DpmYY* Dy AY2|| < ||AY2 Dy BD iy A2
HBl/QDnmAl/QHQ _ HBl/QDnmADntl/QH
< ”Bl/QDntDntl/QH - anm(B)H7

hvor

fam(z) = 2 ((m + %)—1/2 — (z + %)—1/z>2

Det folger, at (Y,) er en Cauchy folge og dermed konvergent mod et element Y, € A. Vi ser,
at

Y, Y = A1/2(B + l[)*1/2yy*(B + 11)71/2141/2
n n

< AV2(B4 l[)_l/QB(B n l[)_l/ZAl/Q
n n
< A,

og dermed er Yo Y < A. Da 7(Y,,) = a'/%(a + 1)71/2y — y, folger det, at m(Yao) = y. Vi
kan altsa bruge Y., som det gnskede lgft. O

Korollar 2.12 Lad A vere en unital C*-algebra og lad J veere et ideal i A. Antag atb € A/ T
opfylder 0 < b < w(A) for et A € A. Da findes et element B € A, sa m1(B) =bog0< B < A.

Bevis. Szt y = b'/2 i saetningen ovenfor. O

Definition 2.13 Vi siger at ¢ € P1(A,B/J) kan lgftes (er lgftbar), safremt der findes ¢ €
Pl(Aa B)a sa w =Tp.

Saetning 2.14 Lad A vere en unital C*-algebra og lad J vere et ideal i A. Hvis X er et
endeligt, diskret rum, da vil ethvert p € P1(C(X), A/ T) have et positivt loft o € P1(C(X),.A).
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2.3 Lgft af positive afbildninger.

Bevis. Lad X = {z1...,2,} og definer ¢; € C(X) til at veere indikatorfunktionen for {z;}.
En lineeer afbildning v, defineret pa C(X), er da positiv netop hvis 1(d;) > 0 for alle i. Saet
nu a; = p(d;) og bemeerk, at > 7 a; = 1, da p er unital. Vi vil finde n positive lpft A; af q;
opfyldende Y 1 A; = I, thi da kan vi saette o(d 7] ¢;d;) = Y7 ¢;A; og finde o € P1(C(X),.A)
med wo = p. Dette ggres ved at anvende korollar 2.12 succesivt pa fglgende made :

I forste skridt veelger vi A1, sa0 < Ay < I og (A1) = ay. Det naeste lgft konstrueres ved at
bemaerke, at 0 < ag < 1—ay = w(I — A;), og dernaest benytte ovenstaende til at finde Ay med
0<A; <I—-A,sa 7T(A2) = ag. I k’te skridt (kK < n), antages at vi har konstrueret positive
loft Ay,..., Ax_1 og at Z 'A; <1.Dafinder vi0 < aj <1-— k Ya; = W(I—Zlf_lAi) og
korollaret giver sa et lgzift Ay af ap, med I— Zl A; > 0. Endelig konstrueres det sidste l(zjft A, ved
at seette A, = I— Y"1 A;. Daer A, rent faktisk et loft af a,, thi 7(A4,) = 1->""a; = a,.
Hermed er det gnskede vist. O

Saetning 2.15 Lad X vere et kompakt metrisk rum. Da findes en folge X af endelige del-
mangder af X, samt afbildninger oy, € P1(C(Xg),C(X)) og Br € P1(C(X),C(Xk)), saledes
at lim ag By = idg(x) punktuis.

Bevis. For hvert k € N kan vi skrive X som endelig forening af nj kugler med radlus , X =
Ui K (ks 1)- Seet Xy, = {:c/ﬂ| i=1,...,n}, og definer x-homomorfien g : C(X) — C’(Xk)
ved restriktion. Lad (pg;);*, veere en dehng af enheden hgrende til ——kuglerne, og st

) =Y g(wr)pri(x)
=1

Sa er aj unital, lineser og positiv.

Lad nu h € C(X) veere valgt vilkarligt. Vi vil vise, at ax 0 (h) — h 1 C(X), dvs. uniformt
over X. Da X er et kompakt metrisk rum er A uniformt kontinuert pa X, sa til givet € > 0
findes et kg, sa

1
Vr,y € X :dist(z,y) < pling |h(z) — h(y)| < e.
0

For k > ko haves sa

Nk

[h(z) = arfr(h) (@) = [h(x) =Y h(zki)pri(e)]

i=1

Z|h h(@ki ) pki(z) <,

IN

thi hvis pgi(z) > 0 er x € K(zy;, 1), og da er |h(z) — h(zy;)| < e. Dette viser pastanden. O
Lemma 2.16 Huis (ey) er en net af positive elementer af norm hgjst 1 med egenskaben
llexa — aex|| — 0 for alle a € A (6)

da vil ogsa (f(ex)) have egenskaben (6), nar f € C([0,1]).

17



H.Holm & M.M.Larsen 2 POSITIVE AFBILDNINGER.

Bevis. Lad 0 # a € A. Hvis p er et polynomium, ses det let, at

Ip(ex)a — ap(ex)|| — 0

hvilket folger af vurderingen

lefa —ack]| < lleha—exaey ™| + [lexacy ™ — ack]

Het\L_la — ae;\‘_lH + |lexa — aey ||

som holder for n > 1. Et induktionsargument vil da give det gnskede.
Givet et € > 0 kan vi finde et polynomium p med

Ip(t) = f(B)] <

9
3a]

for hvert ¢e[0,1].

Da har vi |p(ex) — f(en)| < 3”2” for hvert A. Vealg nu Ag, sa der for A > Ao geelder, at
[p(ex)a —ap(ex)|| < 5. Da er

[flex)a—af(ex)ll < [lf(ex)a—plex)al + [[p(ex)a — ap(er)|| + [[ap(er) — af(er)|l
< e,

for A > Ag. O

Lemma 2.17 Huvis J er et ideal i en C*-algebra A, og hvis (E)) er en approximativ enhed
for J, da geelder for hvert A € A, at

A= AEN| — [lw(A)]l, (7)
hvor m er kvotientafbildningen.

Bevis. Da AFE) tilhgrer J geelder |A — AEy|| > ||7(a)||. Veelg nu til e > 0 et J € J med
|A —J|| < ||7(A)| +e. Vi finder sa

|A — AE,| (A=) = EX)| + ] = JEA]|

<
< J[A=JlI+ 1] = JE — A= J],
hvor jo ||[A — J|| < ||w(A)|| + &. For hvert € > 0 har vi altsa uligheden
[m(a)] < |A = AEN| < [Iw(A)][ + ¢
for tilstrackkeligt store A. Dette viser, at ||A — AE,\|| — [|7(A4)]. O
Seetning 2.18 Huis A er separabel, @, € P1(A,B) og J er et ideal i B, da har man
d(rp, mp) = inf{d(p, )| V' € P1(A,B) med mp = w)'}.
Bevis. Det er klart, at
d(mp, ) = d(me, ) < d(p,9"),
nar m) = wy)’. Dette viser uligheden

d(mp,m¢) < inf d(p,9").
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2.3 Lgft af positive afbildninger.

Det er den anden ulighed, der er interessant. Hertil betragtes en quasicentral approximativ
enhed (E)) for idealet J. Vi sactter

WA4) = Bp(AE + (I - BN PH(A)I - B
ox(4) = EPo(AE? + (- BN Po(A)I - By
Man ser let, at ¥y, px € P1(A, B) med m)y = w1 og mpy = mp. Vi ser at

le(A) = ea(A)ll = [le(A)I = Ex) + ¢(A)Ex — pa(A)]]
< (A = Bx) — (I = B\)Y?o(A)(I — B\

+ (A Ex — By o4 B,
der kan vurderes opad ved
17 = B)' 2 0(4) = (AT = B + B3 (4) — o(A) By
som gar mod nul pga. lemma 2.16. Hermed er vist, at d(¢y,p) — 0. Vi vil nu gerne vise, at
inf d(p, x) < d(me, 7)),
for dette vil bevise pastanden. Vi finder

infd(p, ) < liminf d(e, 2)

< liminf(d(p, ¢y) + d(ex, ¥)))
= liminf d(py, ),

hvor
d(px,n) = 22 "I = B2 (0(An) = 9(An)) (I — Ex)'. (8)

Bemerk at der for B € B geelder

I = BE'2BU = B2 = |I(I = Ex)Y2B(I — E\)'/? = B = E\)'*(I - Ex)'/* + B(I - E))||
< || = EN'?B = B(I - E\)'?| + | B - E))|.

Her vil ferste led ga mod nul ifplge lemma 2.16, medens andet led gar mod ||7(B)] ifsolge

lemma 2.17.

Nu tilbage til (8). Hvis € > 0 er givet, veclges N, sa 27V < - Veelg nu g siledes, at der
for A > Ag og alle n < N gelder, at

12 = Ex)'72(o(An) = 9(A))I = E)Y2| < m(p(An) — & (An))I| + %

Da har vi

d(px,ha) < 22 (I=(p (An H+ )+ 27" (lell + %)

n>N

IN

52 " rp(An) — moA] + =+ 227N <dmp,mp) +
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H.Holm & M.M.Larsen 2 POSITIVE AFBILDNINGER.

for A > Ag. Derfor er
iI)\lf d(p, ) < limAinf d(px, ¥n) < d(me, ),
som gnsket. O

Seetning 2.19 Lad A vere separabel. Da vil mengden af lgftbare afbildninger i P1(A,B/J)
udgor en afsluttet delmaengde af P1(A,B/J).

Bevis. Lad (¢,,) vaere en folge af lpftbare afbildninger, og antag at ¢, — ¢. Vi skal vise, at
¢ ogsa kan lgftes. Ved eventuel overgang til en delfglge kan vi antage, at d(¢n, pnt1) < 27"
Veelg et loft ¢ af o1, og veelg herefter 1, rekursivt saledes at m, = @n, 0g d(Vn, Pp1) < 27"
jvf. seetning 2.18. Da

Zd(¢n7¢n+1) < o0,
n=1

er (¢,,) en Cauchy folge i P1(A, B), der er fuldsteendigt. Altsa findes ¢ € Py (A, B), sa ¢, — 1.
Da vil ¢, = ), — m, og vi slutter, at ¢ = m). Altsa kan ¢ lgftes. O

Vi er nu fremme ved malet

Saetning 2.20 Lad X vere et kompakt metrisk rum, A en unital C*-algebra med ideal J.
Da kan enhver ¢ € P1(C(X),A/T) loftes til P1(C(X),A).

Bevis. For ¢ € P1(C(X),A/J) betragter vi afbildningerne ¢, = oy r med afbildnin-
ger som i setning 2.15. Da pay, : C(Xy) — A/J er unital og positiv, kan vi finde et lgft
€ P1(C(Xg), A) af pay, ifolge seetning 2.14. Da er 1) et positivt unitalt loft af . Green-
seveerdien ¢ = lim . kan saledes ogsa loftes, ifplge seetning 2.19, idet C(X) er separabel.
O
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3 Ext(X) som gruppe.

Vi skal nu vise hvorledes den allerede definerede komposition + pa Ext(X) giver en abelsk
gruppestruktur. Vi ved allerede at 4+ er kommutativ og associativ, og mangler saledes kun
eksistensen af neutralt og inverst element. Dette er faktisk ikke helt enkelt og krasever noget
kendskab til repraesentationer af C*-algebraer.

Definition 3.1 Lad A veare en C*-algebra, Hi, Ho Hilbertrum og
; + A — B(H;) *-homomorfier.
Da betegner 11 @ vy : A — B(H; @ Hs) *-homomorfien givet ved
(1 ® P2)(a) = ¢Y1(a) ® Pa(a) for a € A. Endvidere skriver vi 9; ~x 12 nar der eksisterer en
folge (U,) af uniteere fra B(H, Hs) saledes at

(1) |Unt1(a)U; — 2(a)|] — 0 for hvert a € A
(i7)  Up1(a)U;; —p2(a) € K(Hz) for allea € A.

Det er i litteraturen almindeligt, kun at definere ovenstaende for A, H; og Hs separable, men
bemeerk, at for de fglgende to lemmaer er dette uden relevans.

Lemma 3.2 Lad A vere en C*-algebra, og lad ¢; : A — B(H;) vere x-homomorfier, i =
1,2,3. Da gelder

(1) 1~k Y1
(2)  Hwvis 11 ~x 2, da vil ogsd e ~x 1.
(3)  Huvis Y1 ~ic o 0g 12 ~x 3, da vil ogsd 1 ~x 3.

Bevis. (1) og (2) er lette. For (3) bemaerkes, at hvis (U,,) implementerer sekvivalensen 1 ~x
19, og (V,,) implementerer aekvivalensen 1y ~i 13, da vil (V,,U,,) implementere akvivalensen

1 ~x 13, idet jo vi for a € A kan skrive (V,,Up,)¢1(a)(V,Un)* — ¥3(a) som
Va(Unth1(a)Uy = 92(a))Vyy + (Vatpa(a)Vyy — 43(a))
g

Lemma 3.3 Antag at A og A" er C*-algebraer, og lad v; : A — B(H;) vere x-homomorfier,
i =1,2. Hvis p: A" — A er en x-homomorfi, da gelder

(1)  Hwvis iy ~x 2, da vil ogsa 1p ~x Pa2p.
(2) Y1 Do ~ic P2 @y

Bevis. (1) Hvis (U,) implementerer sekvivalensen v ~ 12, vil den samme fglge implemen-

tere P1p ~k Pap.
(2) U : HA ® Hy — Hy @ H; givet ved U(hy,he) = (he,h1), er selvfplgelig uniteer i
B(Hy ® Hy, Ho & Hy) og opfylder endda

U1 @ ¢2)(@)U" = (2 ®¢1)(a)

for alle a € A. O

For ikke at fortabe os i alt for mange detaljer pa dette omrade, har vi blot valgt at gen-
give folgende dybe (se f.eks. [4, side 68])
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H.Holm & M.M.Larsen 3 EXT(X) SOM GRUPPE.

Seetning 3.4 (Voiculescu) Lad Hy og Hy veere co-dimensionale separable Hilbertrum, A en
unital C*-delalgebra af B(H1) og ¢ : A — B(H2) en unital x-homomorfi med ¢(ANK(Hy)) =
0. Idet id : A — B(H;) betegner indlejringen, gelder nu id ~x id @ ¢.

Korollar 3.5 Antag at A er en separabel unital C*-algebra, H; et co-dimensionalt separabelt
Hilbertrum, p; : A — B(H;) en unital *-homomorfi og m; : B(H;) — Q(H;) kvotientafbildnin-
gen, 1 = 1,2. Huis yderligere

Ker(p1) = Ker(mip1) = Ker(p2) = Ker(mapa),
da gelder p1 ~x pa.

Bevis. Vi satter A; = Im(p;), der er en C*-delalgebra af B(H;) indeholdende enheden Ip,.
Bemeerk, at A; NIC(H;) = 0 idet Ker(p;) = Ker(m;p;). Da Ker(p1) = Ker(pa), geelder for alle
a,be A, at

pi(a) = p1(b) <= pa(a) = pa2(b).

Heraf folger, at vi kan veldefinere en unital injektiv x-homomorfi

YA — Ay ved P(p1(a)) = pa(a),

som endda er oplagt surjektiv. Lad id; : A; — B(H;) veere indlejringen og lad p : A — A; vaere
afbildningen p;, opfattet som afbildning pa sit billede. Definer sa de unitale *-homomorfier

w1 =idoty : Ay — B(Ha) , @2 = it Ay — B(H,).

Selvfplgelig er ¢;(A; NK(H;)) = ¢i(0) = 0, og Voiculescus seeting giver derfor id; ~x id; ® ¢;.
Idet vi bemeaerker identiteterne 1] = p2 og @2ph = p1, tillader lemma 3.3 os at slutte

pi = idipi ~x (idi @ @i)pi = idipf ® pip; = pi © @ip}
altsa p1 ~x p1 D p2 samt py ~x po P p1. Endelig giver lemma 3.2 og 3.3 det gnskede. O

Vi er nu rede til den forste anvendelse af ovenstaende.

Saetning 3.6 Lad X vere et kompakt metrisk rum. Der findes da trivielle extensioner af KC
med C(X), og de er alle ekvivalente. Endvidere vil ekvivalensklassen af trivielle extensioner
udgore et neutralt element i Ext(X). Dermed er Ext(X) en abelsk semigruppe.

Bevis. Forst beviser vi eksistensen af trivielle extensioner. Da X er kompakt og metrisk, er X
separabelt. Vi kan derfor finde en teet folge (z,) med egenskaben, at for hvert isoleret punkt
y € X er maengden {n € N|z, = y} uendelig. Vi kan da for f € C(X) definere M; € B(H)
ved Mye, = f(xn)en. Hvis f # 0 kan folgen (f(x,)) tkke ga mod nul, og derfor er My ¢ K.
Vi har derfor, at afblidningen f + wM/; er en unital *-monomorfi, der splitter. Dette viser
eksistensen.

Lad 1,70 € Mon(X), og lad 01,09 : C(X) — B(H) veere x-homomorfier med 7o; = 7;.
Det ses let, at o; er injektiv, og s& har vi

Ker(o1) = Ker(noy) = Ker(oy) = Ker(mog) = 0.
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Af korollar 3.5 folger derfor, at der findes U € U(H) med Im(cy — AdU 01) C K, hvoraf 75 =
Ad7(U) 1. Altsa er 71 ~ 7. Dette viser at alle trivielle elementer i Mon(X) er ackvivalente.

Lad nu 7 € Mon(X), og st A = 7 17(C(X)), der er en C*-delalgebra af B(H) inde-
holdende I. Antag sa, at 71 = 7o splitter og at o(1) = I. Vi skal vise [7] + [r1] = [7], altsa
T@® 11 ~ 7. Vi kan veldefinere en unital *-homomorfi

p:=or 'r : A—B(H),

og det er klart, at p(ANK) = p(K) = 0. Det folger derfor af Voiculescus sztning 3.4, at
id ~x id @ p, hvor id : A — B(H) er indlejringen. Specielt findes U € U(H?, H) opfyldende

U(ide p)(T)U* —id(T) € K(H)

for alle T € A. I beviset for szetning 1.16 sa vi, at 1157 + 1255 € B(H, H?) er uniteer, og derfor
Vil V = U(1157] +1255) € U(H). Vipastar Adn(U) (r@ 1) = 7 (hvilket jo viser det gnskede).
Lad nemlig f € C(X), og find T € B(H) med 7(f) = «(T). Da er selvfplgelig T' € A og
p(T) = o(f). Endelig er

(V) (r@n)(f)m(V*) = (V) (@(S)7()m(ST) + 7 (S2)71(f)m(S5)) m(V")
Un)m(T)m(p1U”) + w(Us2) p(T)m(p2U™)
U
U

Il
3

(t1id(T)p1 + t2p(T)p2)U™)
(id® p)(T)U*)
10; 1))

som gnsket. O

™

ol
==

&,j

(
(
m(
(
(
(

Endelig er vi i stand til at vise
Hovedsaetning 3.7 For kompakt metrisk rum X er (Ext(X),+) en gruppe.

Bevis. Vi mangler kun at vise eksistensen af inverse elementer. Lad derfor 7 € Mon(X)
veere givet. Da 7 : C(X) — Q(H) er en x-homomorfi vil 7 automatisk veere positiv. Seetning
2.20 giver nu eksistensen af en positiv unital atbildning 7 : C(X) — B(H) med 7 = 77. 7
er injektiv, idet 7 er det. Af korollar 2.9 og sstning 2.5 fglger nu, at der findes en unital
s-homomorfi p : C(X) — My(B(H)) saledes, at p har formen

_ (7 paf)
p(f) = (ml(f) m(f)> , f e oX).

Bemeerk, at vi ikke (umiddelbart) ved om 7, p12, po1 eller pas er x-homomorfier, men selvfglgelig
er p injektiv, idet 7 er det. Vi viser forst, at p12(f) og p21(f) er kompakte for ethvert f € C(X).
Hvis man i identiteten

p(f1%) = p(f)n(f)

sammenligner operatorerne i gverste venstre hjorne, og dernaest anvender 7, fas

(1) = 7(H7(F) + m(p12(f)p2r(f))
= (1) + m(p12(f)pr2(f)")-
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Altsa er

0 = [[7(pr2(Hp(H) = llmpra( NI,

og derfor p12(f) € K. Da po1(f) = p12(f)*, vil ogsa pa1(f) € K. Heraf folger, at
5':7Tp22 . C(X)HQ(H)
faktisk er en unital x-homomorfi, idet jo

o(fg) = mp2a(fg)
= 7(p22(f)p22(9) + p21(f)p12(9))
= a(f)alg).
Det er klart, at A=!p: C(X) — B(H) er en unital +-monomorfi, og vi har
A"y = T lap
= T !diag(r,5)
= T7do.

Altsa splitter 7 @ 6 € Mon(X). Den sidste lille finesse er, at & ikke ngdvendigvis er injektiv.
Derfor tager vi et trivielt element v € Mon(X), og saetter 0 = & @ «. Vi finder da

[+l = [re(@e9)
= [t®o) @]
= [red]
= 0.
Dette viser, at [7] har et inverst element i Ext(X), og dermed er szetningen bevist. 0

Bemeaerkning 3.8 Vi skal senere vise, at hvis X og Y er homeomorfe kompakte metriske
rum, da vil Ext(X) og Ext(Y) veere isomorfe abelske grupper.

3.1 Indeksafbildningen.
Vi vil her udvikle et redskab, der kan hjalpe til at udregne Ext(X) i konkrete tilfeelde.

Definition 3.9 Nar 7' € B(H) er Fredholm og 7 : B(H) — Q(H) betegner kvotientafbild-
ningen (vel)defineres

ind(7(7T")) = index(T).

At dette er en tilladelig definition kan ses pa folgende made. Hvis n(77) = 7(T3) findes K € K
med T =15 + K og derfor er

index(T1) = index(Ts + K) = index(T3).
Hermed er altsa opnaet en afbildning ind : Q(H)™! — Z.

Szetning 3.10 Afbildningen ind : Q(H)~! — 7Z er lokalt konstant og homotopiinvariant.
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3.1 Indeksafbildningen.

Bevis. Mangden ® af Fredholm operatorer er aben i B(H) og index : ® — Z er lokalt
konstant. Til V' € ® kan vi veelge § > 0, saledes at der for alle U € ® med | U —V|| < § geelder,
at index(U) = index (V). Hvis nu ||7(U)—n(V)| < 0, findes K € K(H) med |[U—-(V+K)| < 0.
Vi finder da

ind(7(U)) = index(U) = index(V 4+ K) = ind(n(V)).

Dette viser fgrste pastand. Hvis 7(U) ~,, 7(V) i Q(H)~! er billedet af homotopien en sam-
menhaengende delmaengde af Z. Det folger, at

ind(7(U)) = ind(7(V)).
a

Definition 3.11 Hvis X er et kompakt metrisk rum, da betegnes med C(X)~! de invertible
elementer i C(X). Vi minder om, at f,g € C(X)~! kaldes homotope, safremt der findes en
kontinuert afbildning v : [0,1] — C(X)~! med ¢(0) = f og (1) = g. I dette tilfelde skrives
f ~n g, og ~p, er en akvivalensrelation i C(X)~!. Med C(X),' betegner vi de elementer
f € C(X)™!, der er homotope med enheden indenfor C'(X)~!. Da vil C(X),' udgere en
multiplikativ undergruppe i C(X)~!, og med 7!(X) betegnes kvotienten

T (X) = C(X)H/C(X)y ",
som vi kalder den fgrste kohomotopigruppe for X.

Vi kan nu definere en afbildning v : Ext(X) — Hom(7!(X),Z) ved

V([PD(F]) = ind((£))-

Her ma vi igen tjekke veldefinerethed. Forst uatheengighed af repraesentant for [f] : Bemeerk
forst, at for f € C(X)"Ler 7(f) € Q(H) ™!, siledes at ind(7(f)) er defineret. Hvis f1, fo € [f]
er flfgl ~n 1 og derfor f1 ~p, fo i C(X)~!. Dermed er ogsa 7(f1) ~p 7(f2) i Q(H)™!, og af
seetningen ovenfor fas da, at ind(7(f1)) = ind(7(f2)).

Dernaest uatheengighed af repraesentant for [r] : Hvis 71 ~ 79 findes U € U(H), sa 11 =
Ad7(U)ry. For f € C(X)~! har vi da med 7(Ty) = 7o(f), at

ind(r1(f)) = ind(Adn(U)om(f))
=  index(UTxU™)
= index(T2) = ind(72(f)).

Endelig skal vi tjekke, at afbildningen
A([r]) s 7 (X) — Z

rent faktisk tilhgrer Hom(7!(X),Z). Dette fglger dog let af indexafbildningens homomorfie-
genskab.

Szetning 3.12 Afbildningen v : Ext(X) — Hom(7!(X),Z) er en homomorfi.
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Bevis. Lad 71,7 € Mon(X) og lad f € C(X)~!. Valg Fredholmoperatorer U og V, sa
- Uu o\ (n(f) O
0 Vv - 0 TQ(f) '

Vml+ D) = (n @ 7)(f)

Nu har vi

Ifplge seetning 1.16 kan vi finde W € U(H @ H, H) med

1 U 0 _ "
A < 0V = WUea V)W
Heraf fas

U 0

. -1
dim ker A <0 v

) = dimker(U® V) = dimker(U) + dimker(V).
Et tilsvarende resultat fas for U* og V*, og sa har vi

index(A~1 ( (O] 3 >) = index(U) + index(V)
= ind(71(f)) + ind(72(f))
= (MDD + (DD

Dette viser pastanden. O

3.2 Eksemplet: Ext(T).
Lemma 3.13 Lad S vere det ensidede skift i B(H). Da gelder

(1) =(S) er uniter i Q(H).
(2) Der findes ingen invertibel V € B(H) med n(V') = 7(S).
(3)  sPess(5) =T

Bevis. (1) Da S*S = I er 7(S)*n(S) = 1gm)- Idet P betegner projektionen pa det 1-
dimensionale underrum Cey, er SS* = I — P, og da P € K vil altsa ogsa 7(S)7(S)* = 1gm)-
Dette viser at 7(S) er uniteer.

(2) Hvis 7(V) = 7(S) vil V — S € K, og derfor har U og V samme Fredholmindex. Dette er
dog umuligt, idet index(V') = 0, idet V invertibel, medens selvfglgelig index(S) = —1.
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3.2 Eksemplet: Ext(T).

(3) Pga. (1) er sp..(S) C T. Hvis ikke der geelder =, findes selvadjungeret v € Q(H) sa
7(U) = e®. Find dernaest V € B(H) med v = 7(V). Nu er e/ invertibel i B(H) med

ﬂ_(eiV) _ en(i\/) _ eiv _ 7T(U) 7
hvilket strider mod (2). O

Bemeaerkning 3.14 Vi betragter torus T C C samt inklusionsafbildningen z : T — C. Vi
har da punktevalueringshomomorfien

p:Hom(r!(T),Z) = Z , ¥ — ¢([e]) ,
og afbildningen 7/ : Ext(T) — Z givet ved
V(7)) = pr(lr]) = A([D(z]) = ind7(z),

er derfor en gruppehomomorfi. Et vigtigt resultat er
Seetning 3.15 +' : Ext(T) — Z er en gruppeisomorfi. Mere konkret geelder der, at hvis S
betegner det ensidede skift i B(H), er S en essentielt normal operator og (Eg,ps) er element

i Ext(T). Endvidere er v'[(Es,0s)] = —1, og derfor vil [(Es,ps)] vere en frembringer for
Ext(T).

Bevis. Ifglge lemma 3.13 er S essentielt normal med sp,4,(S) = T. Derfor er (g, ¢g) element i
Ext(T). Idet 75 er den til (£g, pg) svarende x-monomorfi, er 75(z) = 7(S) (idet jo ps(S) = 2),
og dermed

Y ([rs]) = ind7s(z) = indm(S) = indexS = —1.

Dette viser pastanden om (g, ¢g) samt surjektiviteten af +'.
Tilbage er kun injektiviteten af 4/. Antag derfor at [r] € Ext(T) med +/([r]) = 0. Vi skal
vise at 7 splitter. Veelg W € B(H) med m(W) = 7(z), og bemeerk, at

T(W)m(W)* = 7(2)1(2)" = 7(22) = 7(1) = I.

Tilsvarende er selvfplgelig 7(W)*m(W) = I, og derfor er W Fredholm med index W = 0
ifglge antagelse. Lad nu U veere den partielle isometri i polardekompositionen for W, altsa
W =U|W]|. Vi ser, at 7(U) = n(W), idet

T(IW)) = n(WW)?) = a(WWw)¥? =1,

og dermed (W) = n(U)nw(|W|) = ©(U). Derfor er ogsa U Fredholm med indexU = 0. Vi
kan derfor veelge K € By(H) C K som afbilder Ker(U) isometrisk pa Ker(U*), og som er 0 pa
Ker(U)*. Da U er partiel isometri, vil U afbilde Ker(U)* isometrisk pa Ker(U*)* (og veere
0 pa Ker(U)). Ved at dekomponere H

H = Ker(U) @ Ker(U)* = Ker(U*) @ Ker(U*)* |

kan vi altsa definere den surjektive og isometriske U’ = K & U € B(H) opfyldende U —
U = K € K. Da U’ abenbart er uniteer, vil specielt U’ vaere normal med sp(U’) C T, og
funktionskalkylen i U’ giver derfor en *-homomorfi

p:C(T) = B(H) , f— f(U).
Endelig er mp = 7, idet jo
mp(z) = 7(z(U") = «(U) = «(U) = (W) = 7(2),
og z frembringer C(T) som C*-algebra. O
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3.3 Spektre for diagonaloperatorer.

Lad (e, )nen veere en ortonormalbasis for H. Nar (A,)nen er en begraenset folge i C, lader vi
diag(A1, A2, . ..) betegne diagonaloperatoren i B(H), hvis egenveerdier er A1, g, ... mht. basen
(en)nEN-

Lemma 3.16 For D = diag(\1, A2,...) € B(H) ersp(D) = {A1,A\2,...}.

Bevis. Idet (D — A\, I)e, = 0, er D — A\, I ikke invertibel, altsa \,, € sp(D). Hvis omvendt
A& {Ai,A2,...}, da findes € > 0 sa |\, — A| > ¢ for alle n € N. Derfor er (ﬁ)nEN en

begraenset folge i C, hvorfor S = dlag(A > =X L -,...) definerer en operator i B(H). Det

fremgar nu, at S er den inverse til D — \[ = dlag()\l A, A2 — A, ...), hvormed \ ¢ sp(D). O

Seetning 3.17 For D = diag(\1, A2,...) € B(H) er

$Dess(D) = () { s Angts -}

n=1

Specielt gelder dist(M\,,spess(D)) — 0 for n — oco.
Bevis. Lad n € N vaere givet. Saetter vi g = ... = pp—1 = Ay, vil

= diag(,ul, ey Un—1, )\n, )\n+1, .. )

tilhgre B(H) med D — D' € By(H) C K. Derfor vil

Spess(D) = Spess(D/) - Sp(D/) - {)‘7M)‘n+17"'}'

Dette viser inklusionen C .
Antag omvendt, at A € (72, {A\n, Ant1,...}. Til hvert € > 0 kan vi derfor finde ny < ng < ...
i Nsa A~ Ap,| <e for alle j € N. Specielt vil

(D = ADen; || = Ay = MNen; | = [An; = Al < e

Vi antager sa, at A ¢ sp,.s(D), og udleder en modstrid. Da nu D — Al er Fredholm, findes S €
B(H) sa S(D — AI) er projektionen pa (Ker(D — AI))*. Idet P betegner projektionen pa det
endeligdimensionale underrum Ker(D — AI), er altsa S(D — AI) = I — P. Valg herefter ¢ > 0
sa g|S]| < 1. Som bemzerket ovenfor, findes n; < ng < ... i N opfyldende [|(D — A )ey,, || < ¢
for alle j € N. Bemeerk, at Pe,; — 0 for j — oo, fordi :

Valg ortonormalbasis fi,..., fr for P(H). Da er Pe,, = Y. (Pey,,, fi)fi, og det er
derfor nok at vise lim; ., (Pey,, fi) = 0 for ethvert ¢ = 1,...,m. Men det er klart, idet

o0

S 1(Pen,, £i)? Z! en;, P> < Z\ es, Pf;)|?
7=1
Da nu
L—|IPen,ll = llen; [l — [[Pen,| < len; — Pen,||
= (I — Pen,|| = [IS(D = A)en, ||
< SIHID = ADen, || < |IS]le,
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3.4 Ext for delmaengder af R.

vil 1 < [|S|le, i modstrid med valget af varepsilon. Tilbage star at vise saetningens sidste
pastand, hvilket ggres saledes :

Med K, = {\, Ant1,...} er K, kompakt, A, € K,, og K1 D Ko D ... samt sp,,(D) =
Noz1 Ky Det er nok at vise, at enhver delfslge () af (A,) har en delfolge (A, ) med

dist(An,,, ,8Pess(D)) — 0 for g — oo.

Fglgen (A,,) tilhgrer K, og der findes saledes A € K og en delfglge Any, af (An,), med
Any, — A Endda vil A € N, Kp, idet jo hvert K, er afsluttet, og ()\npq) tilhgrer K, fra et
vist trin. Da z — dist(z, sp.s, (D)) er kontinuert, vil

dist(An,,, ,SPess (D)) — dist(A, 8pegs(D)) =0 for ¢ — o0,
som gnsket. |

Seetning 3.18 For selvadjungeret T € B(H) findes selvadjungeret K € K sa sp(T + K) =
SP@SS(T)'

Bevis. Weyl-von Neumanns sa&tning giver selvadjungerede D = diag(A1, Ae,...) € B(H) og
K; € Kmed T = D+ K;. Hvis vi kan finde selvadjungeret Ky € K sa sp(D+ K3) C sp,.(D),
da vil K = Ky — K1 € K veere selvadjungeret med

Sp(T+K) = Sp(D+K2) - Spess(D) - Spess(T)7

(0g den anden inKlusion sp,s,(T) = $bes(T+K) C sp(T+K) er generel). Da dist (A, 5p,es(D)) —
0 for n — oo, kan vi veelge pi, € Spess(D) C R sa |Ay — pn| — 0 for n — oco. Med
A = diag(p1, p2, . ..) er derfor A € B(H) og

K2:A_D:dia’g(ul_)\lnu’2_)\2,"‘)EKa
og bade A og K er selvadjungerede. Endelig er
Sp(D+K2) = Sp(A) = {Mlnu’%"'} - Spess(D)'

Dette viser seetningen. O

3.4 Ext for delmaengder af R.

Formalet med dette afsnit er at finde tilstraekkelige topologiske betingelser pa rummet X,
som giver Ext(X) = 0.

Saetning 3.19 Antag X er kompakt metrisk og at der findes reel a € C(X) sa C*(a,1) =
C(X). Da er Ext(X) = 0. Denne situation forekommer nar X C R.

Bevis. Set Y = spgx) (a), og betragt den kontinuerte funktionskalkyle
p:CY) — C%a,1)=C(X) , fr fla).

Givet 7 € Mon(X), skal vi vise at 7 splitter. Da a er reel, er 7(a) € Q(H) selvadjungeret.
Folgelig findes selvadjungeret T} € B(H) med 7(71) = 7(a). Find sa selvadjungeret K € K
med

DTt + ) = 3peuu(1(T1)) = 3p(7(®)) = 8D () (7(@) = 5D () = ¥ -
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Altsa er T =T + K € B(H) selvadjungeret og opfylder 7(T') = 7(a) samt sp(T') =Y. Vi kan
sa betragte den kontinuerte funktionskalkyle i T'

v CY) - C(T,I) CBH) | f rr f(T).
Nuer p=vu~':C(X)— B(H) en x-homomorfi med mp = 7 fordi

(wp)1) = (1) = (@)1 = «I) = 7(
(wp)(a) = (@) = (W)idy) = =(T) = 7(a).

Hvis X C R opfylder inklusionsafbildningen a : X — R det gnskede, pga. Stone-Weierstrass.
|

Bemsarkning 3.20 Fra topologien (se f.eks. [5, side 100]) er det velkendt, at Cantormaengden
C er entydigt bestemt, optil homeomorfi, ved at veere kompakt, metriserbar, totalt usammen-
haengende og perfekt.

Seetning 3.21 Huvis X er kompakt, metrisk og totalt usammenhaengende, da er X homeomorf
med en delmaengde af Cantormengden.

Bevis. Det ses let, at X x C er kompakt, metriserbar, totalt usammenhaengende og perfekt.
Derfor findes en homeomorfi h : X x C — C. Idet ¢ : X — X x C er en indlejring, er
hoi: X — C den gnskede homeomorfi pa sit billede. O

Korollar 3.22 Huvis X er kompakt, metrisk og totalt usammenhengende, da er Ext(X) = 0.

Bevis. Sammenhold bemserkning 3.8 og de to forrige ssetninger. O
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4 Ext som funktor.

4.1 Kategorierne KM og AG.
Vi definerer

KM : Kategorien af kompakte metriske rum og kontinuerte afbildninger.
AG : Kategorien af abelske grupper og gruppehomomorfier.

To folger A—f>B—g>C og A'L>B’L>C’ i KM (resp. AG) kaldes isomorfe,
safremt der findes homeomorfier (resp. gruppeisomorfier) a, 3 og v der giver kommutativitet

af diagrammet
f 9

A——B——=C

b, bk

A/_>B/L>Cl

Folgen A N B—2~ ¢ kaldes kortezakt safremt den er isomorf med en fglge af formen
K—L—=L/K, (9)

hvor K er en afsluttet delmaengde (resp. undergruppe) af L, L/K det topologiske kvotien-
trum (resp. kvotientgruppen), ¢ inklusionsafbildningen og 7 kvotientafbildningen. Det er et
spgrgsmal om diagramjagt at indse

(7) I kategorien AG er A N B —2~ C kortexakt netop hvis f injektiv,
g surjektiv, og Im(f) = Ker(g).

(7i) I kategorien KM er A N B —2~ C kortexakt netop hvis f injektiv,
g surjektiv, g o f konstant, og der for alle by, by € B gelder, at
k(b1) = k(b2), nar blot g(by) = g(b2). Her betegner k : B — B/Im(f)
kvotientafbildningen.

Man ser, at i bekrzeftende fald af (i) findes en (entydigt bestemt) homeomorfi 4 : B/Im(f) —
C, som gor fglgende diagram kommutativt

B/tmn(7)

Ved en funktor T : KM — AG forstas det ssedvanlige. Vi kalder en kovariant funktor T exakt
resp. halvexakt safremt

TA LN TB LN TC er kortexakt resp. Im(Tf) = Ker(Tyg),

for enhver kortexakt fglge A N B—2~(C i KM. Man ser umiddelbart, at T" er exakt resp.
halvexakt blot

TK =711 2> T(K/L) er kortexakt resp. Im(T':) = Ker(T)

for enhver folge af formen (9) i KML
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4.2 Funktoren Ext.

Lad f : X — Y vare en kontinuert afbildning mellem kompakte metriske rum. For 7 €
Hom(X) defineres 7y € Hom(Y') ved

Tp g T(gof), geCY).

Selv om 7 € Mon(X) kan man desveerre ikke vaere sikker pa at 74 tilhgrer Mon(Y'), og vi
ma derfor sno os lidt. For 0 € Mon(Y') som splitter, defineres

f*o’ . MOTL(X) — MO’I’L(Y) , T — ’Tf@O‘,
og vi bemeerker, at 7 @ 0 € Mon(Y'), idet 0 € Mon(Y').

Lemma 4.1 Antag at o,01,09 € Mon(Y) splitter, og at 7,7',7" € Hom(X). Da gelder

(1) Huvis 7'~ 7", da er i~}

2) (Fer)y = o

(3) Huvis 7" ~ 7" i Mon(X), da vil frs, (T') ~ faoy (T").

(4) For7',7" € Mon(X) er fuo,(T") & feoo (T") ~ fro(7' & T").

(5) Huvis T splitter, da vil T¢ splitte.

(6) Huvis T € Mon(X) og f er surjektiv, da er 7y € Mon(Y') med fis(T) ~ 5.
(7) Hvis f: X =Y ogg:Y — Z i KM, sd gelder Tgor = (7f)g-

For triviel v € Mon(Z) og for vilkarlig 7 € Mon(X) er 0gsa (g © fio)(T) ~ (g0 f)sw (7).

Bevis. (1) Da 7/ ~ 7" findes uniteer U € B(H) sa 7”7 = Adw(U) 7/, og dermed er ogsa
7f = Adm(U) 74, hvormed altsa 7; ~ 7§ , som gnsket.
(2) Folger af, at der for g € C(Y') geelder

(7" @) 5(9)

(3) Ifolge (1) er 7 ~ 7¢, men da 01,00 € Mon(Y) splitter, er ogsa o1 ~ o2. Dermed vil
7'} Doy~ ’7’}, @ 09, hvilket netop er det gnskede.
(4) Ved at benytte allerede viste regler finder man

feor (T ® froy(T') = (T @ 01) @ (1} @ 02)
~ (1 ©7f) @ (01 ®02)
= (o) @ (01 @02
= fuorwon (T ©T")
feo(T @),

(5) Hvis 7 € Hom(X) splitter, sa findes x-homomorfi p : C(X) — B(H) sa 7 = mp. Nu er

ps:CY)—B(H) , g— plgof)

en *-homomorfi med 7y = mpy idet der for g € C(Y) geelder
(mps)g) = mplgo f) = (gof) = 74(9).

2
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Altsa splitter 7.
(6) Hvis g € C(Y) med 0 = 74(g9) = 7(go f) vil go f =0, idet 7 er injektiv, og dermed g = 0,
fordi f er surjektiv. Dette viser injektiviteten af 77. Endvidere er

f*a(T) = Tf@O’ ~ Tf.
(7) For h € C(Z) geelder udregningen
Tgor(h) = 7(ho(gof)) = 7((hog)ef)

= T1f(hoyg) = (74)g(h)
Endvidere har vi
(Gsv © f*a)(T) = g*V(Tf @ U)
= (p®o)ydv

= ((rr)g®o0g) BV
~  Tgof ® (04D V)
~ Tgof GV

= (9o f)uw().
Bemzerk, at (02)y € Hom(Z) splitter, ifplge (5). Dette viser lemmaet. O

Pa grund af ovenstaende lemma er efterfglgende definition meningsfuld.

Definition 4.2 For kontinuert afbildning f : X — Y mellem kompakte metriske rum, defi-
neres

Ext(f) : Ext(X) — Ext(Y) ved Ext(f)([7]) = [fso(T)] ,

hvor ¢ € Mon(Y) splitter, og er valgt vilkarligt. For nemheds skyld skrives fremover f, i
stedet for Ext(f).

Seetning 4.3 Ext : KM — AG er en kovariant funktor.

Bevis. Hvis f: X — Y er en morfi i KM, da vil f, faktisk veere en morfi i AG. Foregaende
lemma giver nemlig

[feo(T0)] + [fro(T2)]
- [f*a(Tl) D f*a(TZ)]
[

For morfier f: X =Y ogg:Y — ZiKM, er (go f). = g« 0 fx idet jo

(g0 f)(T]) = gu([fso(7)])
= [gur(feo(T))]

(e © fao)(7)]

= (g0 (7))

(g0 f)«([7])-
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Endelig bevares identiteten, idet jo idyx : X — X er surjektiv, og derfor

(idx)«([7]) = [(dx)«o ()] = [rq,] = [7] = gy (7).
Dette viser pastanden. O

Korollar 4.4 Hvis X ogY er homeomorfe kompakte metriske rum, da er Ext(X) og Ext(Y")
isomorfe grupper.

Saetning 4.5 Hvis f : X — Y er en konstant afbildning mellem kompakte metriske rum, da
er fi : Ext(X) — Ext(Y) nulhomomorfien.

Bevis. Antag f er konstant lig b € Y. Betragt sa p € Hom(Y") defineret ved p(g) = g(b)1g(m)
for g € C(Y). For vilkarligt 7 € Mon(X) er da 74 = p, idet

71(g) =7(go f) =7(g(b) - 1) = g(b)7(1) = g(b)1gm) = r(9)
for alle g € C(Y'). Altsa er
L)) = [r@o] = [p&o],

hvilket viser, at f. er konstant. Da f, er en gruppehomomorfi, fglger det gnskede. (I gvrigt
er det helt trivielt, at p splitter.) O

4.3 Halvexakthed af Ext.

I vort studium af funktoren Ext, far vi brug for endnu et resultat fra teorien om repraesen-
taioner af C*algebraer, som vi ogsa blot citeter. Fgrst en

Definition 4.6 Hvis 0 : A — B(H) er en *-homomorfi, da kalder vi o for en diagonalre-
preesentation, safremt der findes en basis (e,) for H, saledes at der for hvert a € A geelder
at o(a) er diagonal mht. denne basis. Man ser, at operatorerne, der er diagonale mht. denne
basis udggr en unital C*-delalgebra af B(H). Vi kalder denne for diagonalalgebraen mht. den
givne basis. Nar det fremgar af sammenhaengen hvilken basis, der er tale om, vil vi betegne
diagonalalgebraen med D.

Man kan da vise fglgende generalisering af Weyl-von Neumanns ssetning til repraesentationer
af C(X) (vi henviser til [4, si 62])

Seetning 4.7 Huvis p: C(X) — B(H) er en x-homomorfi, og (e,) er en basis for H, da findes
en diagonalrepresentation o mhi. denne basis, saledes at p ~x o.

Endvidere far vi brug for nogle lemmaer.

Lemma 4.8 Lad (E,) vere en folge af projektioner i B(H), som konvergerer sterkt mod 0.
For K e K vil da KE, — 0 og E,K — 0 i norm.

Bevis. Da KE,, = E,K*, er det nok at vise, at E, K — 0 i norm. Vi kan ggre ||[K — F||
vilkarligt lille ved at veelge F' € B¢(H) passende; og uligheden

IEK| < [|En(K = E)[+ |EnFl| < K= Fl +[[E.F,
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viser derfor, at det er nok at vise ||[E,F| — 0 for hvert F' € By(H). Vi kan selvfplgelig
antage F' # 0. Lad € > 0 og velg ortonormalbasis yi,...,y, for Im(F). Valg N € N, sa
| Enyill < e(m]|F||)~! forn > N og allei = 1,...,m. For vilkarligt € H med ||z|| < 1 er nu
|E.Fx|| < e, thi: Skriv Fr = Y " a;y;. Daer Y1 |2 = ||[Fz||? < ||F||?, hvorfor |a;| < || F||
for alle ¢. Heraf

m m
IEnFa)| = > aiBayill < laulllBayill <,
i=1 i=1
for n > N. O

Lemma 4.9 Lad D vere en diagonalalgebra, lad E vere en projektion i D, lad D+, ..., D, €
D ogladTy..., T, € B(H) vere vilkarlige. Hvis

Ai :E(E—DZ)E og Bz :ETIZ—EE i:1,...,n,
alle er kompakte og € > 0, da findes en projektion E' € D opfyldende

E'<E, E—FE €By(H) og

|E'(T; — D;)E'|| <e og |E'T; —T;F'| <e.
Endvidere er E'T; — T,E’ og E'(T; — D;)E’ kompakte.

Bevis. Hvis (e;) er basen hgrende til diagonalalgebraen, og Ex = > {° \i(z, ¢;)e;, da kan vi
saette En, =D 0 N, e;)e;. Hvis vi skriver x = Y {° ae;, finder vi for z € H

o0 o0
1Ewz]® = > e < Y leil® —0,
i=n i=n

og dette viser, at E, konvergerer mod 0 i den steerke operator topologi. Som E’ kan vi
bruge F,, nar n er tilstrackkeligt stor, hvilket ses sdledes: Pa grund af forrige lemma vil
E,(T; — D;)E, = E,A;E, — 01inorm. Vi finder ogsa, idet F og E,, kommuteter med hvert
DZ', at

E.T;~TiE, = Ei(I—Ey)— (I - E)TE,
= E.ET,(I — E)+ E,ET,E(E — E,,)
—(I — E\T,EE, — (E — E,)ET,EE,
= E.Bi(I - E)+ E,A{(E — E,)
+(I — E)B;E, — (E — E,) A;Ey,

der gar mod nul i norm ifglge forrige lemma. Den sidste pastand er klar. O

Lemma 4.10 Lad Y vere et kompakt Hausdorff rum og o : C(Y) — B(H) en unital diago-
nalrepresentation. Da findes en folge (yn) 1Y sa o(f) = diag(f(yy)) for alle f € C(Y).

Bevis. Find funktioner o, : C(Y) — Csao(f) = diag(o,(f)). Da o er en unital *-homomorfi
ses let, at alle o, bliver ligesa. Altsa er o, en karakter pa C(Y), og derfor findes y, € Y sa
on(f) = f(yn) for alle f € C(Y). Dette viser pastanden O
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Saetning 4.11 Antag at X og Y er kompakte metriske rum og lad ¢ : X — Y wvere en
kontinuert surjektion. Lad endvidere B wveare en afsluttet delmengde af Y der indeholder
samtlige y € Y, for hvilke ¢~ ({y}) har mindst to elementer. Endelig setter vi A = q¢~(B)
og betragter det kommutative diagram

q
—_—

Y
1,0
A—=B
Her er i og j indlejringerne, og ¢’ er restriktionen af q til A, opfattet som afbildning pa sit
billede B = q(A).
Under disse forudsetninger vil Ker(q.) = j.(Ker(q,)).

Bevis. Ved at anvende funktoren Ext pa ovenstaende diagram, giver en lille diagramjagt
J«(Ker(q,)) € Ker(g«). Det svaere er at vise den omvendte inklusion. Antag derfor, at z €
Ker(g+) € Ext(X). Da geelder

e Der findes 7 € Mon(X) og en unital diagonalreprzesentation
0:C(Y)—B(H),saz=|r] og mo =T,

Valg nemlig forst 1 € Mon(X) sa z = [u]. Da g surjektiv er 0 = ¢.([p]) = [1q], dvs. pq splitter.
Altsa findes unital *-homomorfi p : C(Y') — B(H) med mp = p14. Veelg diagonalrepraesentation
o: C(Y) — B(H) sa p ~¢ 0. Da vil o veere unital, og der vil findes U € U(H) med
Im(oc — AdU p) C K. Dermed

mo = Adn(U)mp = Adw(U)pg = (Adn(U) p)q -

Vi kan derfor seette 7 = Ad w(U) p. ///
Herefter betragtes
A = {fe€C(X)| fresa er konstant },

der let ses at veere en unital C*-delalgebra af C'(X). Vi pastar
e Til hvert f € A findes netop et g € C(Y) med f = g o q. Dette g betegnes med f.

Entydigheden af g folger af surjektiviteten af q. For eksistens bemeerkes, at ethvert element i Y
har formen ¢(x) for passende z € X, og hvis ¢(z1) = q(z2) vil f(z1) = f(z2). Hvis x; =z er
dette nemlig oplagt, og hvis x1 # x5 er b = q(x1) = q(x2) i B, hvormed x1, 22 € ¢~ }(B) = A.
Da fresa er konstant, vil f(x1) = f(x2). Altsa kan vi veldefinere en afbildning g : Y — C ved
9(q(x)) = f(x), som pr. konstuktion opfylder f = g o q. Kontinuiteten af g ses saledes :

Lad y, — y i Y. Vi skal vise g(y,) — g(y). Det er nok at vise, at enhver delfglge (yn,) af
(yn) har en delfglge (yn,.) sa g(yn,.) — 9(y). Givet (y,) finder vi z, € X med y,,, = q(zp).
Da X er kompakt findes delfplge (x), ) af (z,) og et z € X sa x,, — . Derfor vil

q(z) = lim q(xp,) = limy,, =y,
hvoraf
9(Wn,, ) = 9la(xp,)) = f(xp,) — f(x) = g(q(z)) = glv). ///

Man ser let at afbildningen A — C(Y) , f — f er en unital x-homomorfi, og vi kan derfor

definere en unital diagonalrepraesentation & : A — B(H) ved f — o(f). Bemark

T(f) = 7(feq) = 7(f) = 7o(f) = =a(f)
for alle f € A. Faktisk gaelder
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e & kan udvides til en diagonalrepraesentation ¢ : Boo(X) — B(H).

Ifplge ovenstaende lemma findes nemlig en folge (y,) 1 Y sa o(g) = diag(g(y,)) for alle
g€ C(Y). Veelg sa x,, € X med y,, = q(z,). For f € A er nu

5(f) = o(f) = diag(f(ya)) = diag(f(a(xn))) = diag(f(zs)).

Sidste udtryk udvider umiddelbart fra f € A til f € Boo(X). ///
Definer nu

X, ={re X |dist(z,4)>27"} , n>1.
Bemeaerk at
o
X1 CXoCX5C... og UXn:X\A.
n=1
Set nu P, =d(lx, ). Daer P < P, <...en voksende fplge af projektioner i D. Vi pastar
e 7(f) kommuterer med 7(P,) for alle f € C(X).

Pastanden ovenfor geelder i hvert fald for f € A, thii dette tilfeelde vil 7(f) = 7&(f) og 7(P,)
tilhgre m(D) og derfor veere ombyttelige. Men hvad hvis f ¢ A ? Hertil defineres kontinuerte
funktioner

1
k(t) = 2(tA1)VZ)—1, teR
pn(z) = Ek(2"dist(z,A)) , z € X.

Man ser, at p, = 1 pa X, og at p, = 0 pa X \ X,,41. For z € A har vi p,(x) = 0 og dette
viser, at fp, € A for alle f € C(X). Da altsa p,1x, = 1x, 0g pnlx,,, = pn Vil

() = wo(lx,) = wo(pelx,) = 7(po)7(Pn).

T(pn) = 7Ta—(?%z) = 7T5'(pn1Xn+1) = T(pn)ﬂ'(PnJrl)-
For vilkarligt f € C(X)ogn >1er f = fppy1 + f(1 — pny1) og dermed

T(N)m(Pr) = 7(fPrs)T(Pr) + 7(f(1 = prs1))m(Fn)
T([Pnt )T (Pn) + 7(f(1 = Ppt1))7(Pn) 7 ()

= 7(fPnt1

= m(P)7(frns1) + 7(f(1 = pag1)pn)m(Pn)
= 7(Py)7(fpns+1) [idet (1 — ppi1)pn = 0]

= 7(B)7(fPns1) + 7(Pn)7(pn)7(f (1 = Prsa))
= w(P)7(fPns1) + 7(Fn)7(f(1 = pnt1))

= n(B)r(f). ///

Bemaerk at vi undervejs viste

T(Po)7(f) = 7 (Pa)7(fPnt1)- (10)

Lad (f;)ien veere en teet folge i enhedskuglen i C'(X). Veelg T; € B(H) sa n(T;) = 7(f;). Der
geelder nu

T(TiPy — PTG) = 7(fi)m(P) — m(Po)7(fi) =0,
altsa T;P, — P,T; € K for alle i,n € N. Seet nu Pp = 0o0g B, = P, — P,_1 forn > 1. Vi

pastar
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e (Ep)nen er en folge af indbyrdes ortogonale projektioner i D C B(H).

Thi da P, > P,_1, er E, en projektion. Med Xy =0 er E,, =a5(lx, — 1x,_,) for n > 1, og
ortogonaliteten folger derfor af at

(1x, —1x,,)(x,, —1x,,.,) =0

forl <n<m. /]
Vi pastar ogsa

o T,E, — E,T; og E,(T; — 6(fipn+1))Ey er kompakte for alle i,n € N.
Da alle T; P, — P, T; er kompakte vil
T,En — E Ty = (TP, — PT;) — (TiPo_y1 — PaiT}) € K.
Pa grund af P,_; = P,_1 P, (thi P,_; < P,) og (10), fas
T(En(T = 5(fipns1))En) = 7(En)(7Ts — 73 (Fipas1)m(En)
= (P, —7mPy_1)(7(fi) — 7(fipns1))(m Py — mPy—1)

= (an - an—lﬂ'Pn)(T(fi) - T(fipn+1))(7TPn - 7TPn—1)
= 0. ///

Ved at anvende lemma 4.9 pa E := E,,, D; := 6(fipn+1) 0g € = 27", fas en diagonalprojektion
E}, opfyldende E;, < E,, E,, — E], € By(H) samt

IB4(T; o fipna) Eall <27 og BT, ~ Ty < 27"
for 1 <14 < n. Endvidere er E/(T; — 6(fipn+1))E], og E|T; — T, E!, kompakte. Da E!, erne er
indbyrdes ortogonale, vil reekken
oo
P= Z E! (steerk konvergens)
n=1
definere en projektion P € D. I den staerke topologi haves altsa identiteten
[e.e]
T,P - PT,= > T,E, - E,T;. (11)
n=1

For hvert ¢ € N er reekken Y ° | E} 6 (fipnt1)E,, konvergent i den steerke topologi, thi for
hvert x € H er

oo oo
YoEG(fipar)Enal® < Y |IEz]® < oo
n=1 n=1
fordi |6 (fipn+1)|| < 1 (husk at |fi], |[pk| < 1). En direkte udregning giver herefter

(o]
PT,P - E,6(fipni1)E), =

n=1
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ZE mMﬂE—%ZPTE E.T)E! . (12)

n=1

Rackkerne (11) og (12) er normkonvergente summer af kompakte operatorer, og derfor selv
kompakte. Af (11) konkluderes, at m(P) kommuterer med 7(f) for alle f € C(X). Bemeaerk
ogsa, at w(P)m(Py,) = 7n(Py,) for alle m > 1, thi

P, = E:Eh

IN

P+Z(En _E;L)7

n=1
hvor sidste led er kompakt. Derfor er 7(P,,) < m(P), som gnsket. Vi inddeler nu i tre tilfselde
(a) I — P er ikke Murray-von Neuman aekvivalent med I.

)
(b) P er ikke Murray-von Neuman &kvivalent med I.
(¢) Bade I — P og P er Murray-von Neuman akvivalent med I.

Ad (a). I dette tilfzelde vil w(P) = w(I). Vi bemeerker at 6(pn4+1)E,, = EJ,, idet

(pn1)E, = G(pny1)EnE],

& (pnt1)6(1x, — 1x,_,)E},
o (1x,Pnt1 — 1x,_1Pnt1) By,
5(1x, — 1x,.,) B,

E.E.

7

Derfor bliver

o' 1 C(X) = B(H) , fr Y Eé(foa)E,

en «-homomorfi, hvorefter (12) viser
7o'(f) = w(P)r(T)n(P)
= w7 (fi)r(I)
= 7(fi)
for alle ¢ € N. Altsa er mo’ = 7, hvorfor z = [7] = 0 € j.(Ker(q)).

Ad (b). I dette tilfeelde har vi n(P) =
ses om lidt), og dermed B = ¢(A) = ¢(X)
og alt er trivielt.

For at vise A = X, er det tilstrackkeligt at vise f = 0 nar blot f € C(X) med fresa = 0.
Hertil er det nok at vise fp, = 0 for alle f € C(X) og n € N, men det er klart, thi 7 er
injektiv og

0. Faktisk er A = X i dette tilfeelde (hvilket vi-
=Y. I ssetningen er i og j altsa lighedstegn, ¢’ = ¢,

T(fpn) = 7T( n+1) (fpn) = W(P)T"(Pn-i-l)T(fpn) = 0.
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Ad (c). Veelg isometrier S1,S2 € B(H) med S157 = P og 5255 = I — P. Da er (S1,52) et
par af Cuntz-isometrier. Vi definerer afbildningerne 7; : C(X) — Q(H) ved
7i(f) = m(S))T(N)m(Si) , feCX).
Da 7(5157) = n(P) og 7(525;) = (I — P) kommuterer med Im(7), vil 7, € Hom(X). Med
betegnelser fra beviset for (a) er mo’ = w(P)rn(P). Heraf far man, at
ni(f) = (Sio'(f)S)

for alle f € C(X), hvor f — S7o’(f)S1 er en x-homomorfi, idet jo S157 = P kommuterer
med Im(c’). Altsa splitter 1. Vi viser nu

e Hvis f S C(X) med fResA = Oa da vil TZ(f) =0.

Som bemzeerket under beviset for (b) vil 7(fp,) = 7(P)7(Pnt1)7(fPn), 0g dermed
72(fpn) = m(S3)m(S157)m(Pot1)7(fn)7(S2) = 0,

for alle f € C(X). Lad nu fresa = 0 og ¢ > 0 vaere givet, og veelg N € N sa || fres (x\xn) oo <
¢ (uniform kontinuitet af f). Idet vi skriver f = fpy + f(1 — pn) er derfor

(DI = lI(fA =py))l < [0 =py)llc < €.

Da € > 0 var vilkarlig, folger det gnskede. ///
Pga. ovenstaende e kan vi veldefinere 7o € Hom(A) ved 72(g) = 72(gudv), hvor guav betegner
en eller anden kontinuert udvidelse af g til hele X, g € C(A). Bemaerk at sadanne udvidelser
findes pga. Tietzes seetning. Tag nu u € Mon(A) som splitter. Definer p = 7o ® u € Mon(A).
Tilbage er kun at vise det gnskede

e [p] € Ker(¢.) med j.([p]) = z.

Bemeerk forst
(T2);(f
for alle f € C(X). Med S =

~—

= 7~—Q(ij) = TQ((foj)udv) = TQ(f)
S1,852) og @ = @g er endvidere

—~

(mnen)(f) = =(

= w(P)r(f)m(P)+n(I — P)r(f)r(I — P)
( +7(I — P)7(f) [7(P) kommuterer med Im(7)]
(

=

= T

J«([p))

Il Il
S
2]
=
e
S
t\
Il

Tilbage er kun at vise [p] € Ker(q,). Vi finder, idet ¢’ : A — B er surjektiv, at
¢([p]) = lpg] = [(R)y @ pyl,
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og det er derfor nok at vise (72) 4 splitter. Vi bemeerker forst, at (72), splitter, thi for g € C(Y)
er

(12)q(9) = m(92)74(9)7w(S2) = w(S3)mo(g)m(S2) = m(S20(9)S2),
hvor v : g +— S50(g)S2 er en unital *-homomorfi, idet S2S55 = I — P kommuterer med Im(o)
(begge C D). Valg nu ifplge saetning 4.7 en diagonalrepraesentation o¢ : C(Y) — B(H) sa
v ~x 0g. Da er ¢ unital, og der findes specielt U € U(H) med Im(v — AdU oy) C K. Heraf

(12)q(g) = mv(g) = 7((AdU 09)(g)).

Der findes en folge (wy,) fra Y, sa og(g) = diag(g(w,)) for alle g € C(Y"). Pastand
e Der galder dist(wy,, B) — 0.

Antag for modstrid, at der findes § > 0 sdledes, at maengden I = {n € N|dist(wy,, B) >}
er uendelig, og st C = {w, |n € I}. Da er selviglgelig C N B = (), og vi kan derfor finde
g € C(Y) opfyldende 0 < g < 1 samt gres 3 = 0 0g gresc = 1. Nu er mog(g) # 0, og derfor
0gsa

72(g90q) = (12)q(9) = 7((AdU 00)(g)) = (U) woo(g) m(U") # 0.
Heraf konkluderes, at (g 0 ¢)resa # 0, altsa gresp # 0 ... modstrid. ///

Velg nu folge (b,) fra B sa dist(wy,b,) — 0, og seet o((g) = diag(g(b1),g(b2),...) for
g € C(Y). Da |g(wy) — g(by)| — 0 vil mo, = mwop, og dermed (72); = w(AdU o{). For
g € C(B) er abenbart

(72)g(9) = 72((90¢ )uav)
= 7’2(9udv © Q)
= (72)q(guav)
= 7((AdU 0p)(gudv)) ;

hvor gu.qv betegner en eller anden kontinuert udvidelse af g til hele Y. Pr. konstruktion er
00 (gudv) uatheengig af valget af udvidelse af g, og derfor definerer g — o()(gudy) en *-homomorfi
C(B) — B(H). Altsa splitter (72)y, og hermed er satningen endelig bevist. O

Beviset ovenfor er i nogen grad gengivet efter [4, side 268 - 270]. M. Rgrdam har dog hjulpet
med beviset for, at 7,/ splitter.

Saetning 4.12 Funktoren Ext : KM — AG er halvexakt.

Bevis. Lad X veere et kompakt metrisk rum og A en afsluttet delmeengde af X. Idet j: A — X
er inklusionsafbildningen og ¢ : X — X/A kvotientafbildningen, skal vi vise Im(j.) = Ker(gx).

Vi gnsker at bruge ssetning 4.11 pa det kompakte metriske rum Y = X /A og den kontinu-
erte surjektion ¢ : X — Y. Rummet Y indeholder netop et element y, hvis urbillede ¢~ ({y})
kan besta af mere end et element - nemlig y = A. Med B = {A} er selviglgelig B afsluttet
og A = ¢ 1(B). Med betegnelser fra sztning 4.11 er derfor ¢’ : A — B konstant, og dermed
q. = 0. Heraf

Im(j.) = ju(Ext(4)) = j.(Ker(q,)) = Ker(q.) ,

som gnsket. O
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4.4 Disjunkt forening.

For detaljer om den disjunkte forening af topologiske rum, henvises til appendix. Formalet
med denne paragraf er at undersgge hvorledes Ext virker pa en endelig disjunkt forening.
Mere praecist vil vi vise

Saetning 4.13 Lad X1 og Xo vere kompakte metriske rum med disjunkt forening X1V Xa og
kanoniske indlejringer js : X — X1V Xa, s = 1,2. Der findes da netop een gruppehomomorfi

A EXt(Xl) D EXt(XQ) — EXt(Xl vV XQ)

som for s = 1,2 giver kommutativitet af diagrammerne

Ue)- Ext(X; V X»)

T

EXt(Xl) & EXt(XQ)

Ext(X5)

Endda er A en isomorfi.

Bemsarkning 4.14 Vi satter Yy = Im(js) og lader j. : X; — Y veere afbildningen j,
opfattet som afbildning af X pa sit billede. Husk, at Y, bade er aben og afsluttet i X7 V Xs.
Med denne notation bliver altsa j, en homeomorfi, X1 V Xo = Y1 UY; og Y1 NYs = 0. Med
is : Yy — Y1 UY5 betegner vi indlejringen. I nedenstaende prisme

Ext(X,) Ue)- Ext(X; V X»)

—
—
—
—
—~ A
—

EXt(Xl) D EXt(XQ)
(76)=

R

(1)« ®(3)« | ~ (is)

—
~
~
- Tk
_

EXt(Yl) D EXt(Yg)

Ext(Ya)

EXt(Yl U Yg)
>

er de lodrette afbildninger altsa gruppeisomorfier. Her er afbildningen
(71)« @ (jh)« selviplgelig givet ved

(1)« ® (Ga) ) (ur,u2) = ((FD)x(a) s (J2)s(u2)) » us € Ext(X,) .

Man ser let, at venstre sideflade kommuterer, men det gor den bageste ogsa, fordi

X, —% X,V X,

Y —=Y1UY;
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er et kommutativt diagram. Dette betyder (overvej!), at ovenstaende satning kan vises ved
at godtgere, at der findes netop een gruppeisomorfi

w: Ext(Yr) @ Ext(Ye) — Ext(Y1 UYs) ,
som far prismens bundflade til at kommutere for s = 1, 2.

Bevis for ssetning 4.13. Hvis en gruppehomomorfi i giver kommutativitet af begge dia-
grammer, da er p entydigt bestemt, idet der for (u1,u2) € Ext(Y7) @ Ext(Y2) geelder

,U,(U1,U2) = M((ulao) + (0’u2))
= M(ul,O) +M(0,UQ)
= (i1)«(u1) + (i2)«(u2) .

Omvendt er det klart, at der ved fastsaettelsen

pur,u2) = (in)«(u1) + (i2)«(uz2)

defineres en gruppehomomorfi der giver kommutativitet af de gnskede diagrammer. Tilbage
er bijektivitet af u.

Til dette formal betragtes kvotientrummet K = (Y; UY3)/Y7, hvis elementer jo er Y7 samt
{y} for y € Yo. Lad p : Y1 UYs — K veere kvotientafbildningen. Velg sa ys € Y, og definer
retraktionerne r5 : Y7 UYy — Ys ved

_J y hvis yeY; _J y2 hvis yeY;
Tl(y)_{ y1 hvis y €Y, TQ(y)_{ y hvis y €Yy

Definer endvidere i : Yo — K ved i(y) = {y}, samt r : K — Y5 ved r({y}) = y for y € Y3
og 7(Y1) = y2. Endelig lader vi S® = K/Im(i) veere kvotientrummet, som altsa er et diskret
to-punktsrum. Idet ¢ : K — SO er kvotientafbildningen, har vi diagrammet

SO

12
Y,
Det er let at se, at alle afbildninger i diagrammet er kontinuerte. Vi bemaerker straks

(1) rsis =idy, og ri = idy,, hvormed 7s.isx = idpyi(v,) 08 Tls = idpxi(vs)-
(2) 719 og o1y er konstante, og dermed r,ig = 0 samt 7,91, = 0.
(3) pig=iogrp=rs.

Injektiviteten af u folger af, at der for us € Ext(Y;) gaelder

TS*(M(“l)“Q)) = Ts*(il*(ul)"i‘iQ*(uQ)) = Us.
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Bemeerk herefter, at halvexakthed af Ext, anvendt pa Ys S P SO | giver surjektivitet
af i,, idet jo SY er totalt usammenhzengende. Da ogsd 7.i, = 1dExi(yz), konkluderer vi, at

14 faktisk er en isomorfi med invers r,. Ved at betragte Y;j . YUY, oK , fas ogsa
Im(i1.) = Ker(ps). Lad nu u € Ext(Y; UY3) veere givet. Idet

pe(u —i2er2n(u)) = pulu) — ixrae(u)
= pi(u) = ixrips(u)
= p«(u) — pu(u)
= 0’

er altsa u — ig.ro.(u) € Ker(py) = Im(i1.). Folgelig findes u; € Ext(Y7) med i14(uy) =
u — d94724(u), hvilket viser at p(ug,ro«(u)) = w. Dette viser surjektivitet af u, og dermed
seetningen. O

Bemaerkning 4.15 Bemserkning 4.14 holder faktisk for enhver kovariant funktor 7' : KM —
AG. Hvis T tillige er halvexakt og T'(X) = 0 nar X er et diskret to-punktsrum, da holder
seetning 4.13 abenbart ogsa. Beviset er fundet i [2].

Bemaerkning 4.16 Nar misforstalser skal undgas, skrives A\x, x, for isomorfien
A EXt(Xl) @EXt(XQ) — EXt(Xl \/XQ).

Korollar 4.17 Lad X1 og Xo vere kompakte metriske rum med disjunkt forening X; V Xo
og kanoniske indlejringer js : Xs — X1V Xo, s = 1,2. Da er gruppehomomorfierne

(Js) : Ext(Xs) — Ext(X; V X3)
injektive.

4.5 Mayer-Vietoris’ folge.

Bemaerkning 4.18 Lad G1, G2, H1 og Ho veere grupper. Hvis a5 : G1 & Gy — Hj og
0 : Hy — Hy er gruppehomomorfier, og vs : Gs — G1 @ G5 den kanoniske indlejring, da vil
diagrammet

G116 Go

gor det (s =1,2).
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Saetning 4.19 Lad X vere kompakt og metrisk, og lad By og By veere to afsluttede delmaeng-
der af X med X = By U By, og antag at By N By # (). Idet

is: BiNBy— By 09 js:Bs— X

betegner indlejringerne, har vi en exakt folge

Ext(By N By) —%~ Ext(B;) @ Ext(By) —~ Ext(X) .
Her er homomorfierne o og (8 givet ved

a(w) = ((i1)«(u), (i2)«(-w)) , u€Ext(BiNBy)
Blur,uz) = (r)«(ur) + (2)s(u2) , us € Ext(Bs) .
Bevis. Bemerk forst, at a og 3 virkelig er gruppehomomorfier. Vi har selviglgelig ji i1

Jo2 12, og dermed ogsa (j1)« (i1)x = (j2)« (i2)«. Det er derfor klart, at Fa = 0, altsa Im(a) C

Ker(5).
For den omvendte inklusion betragtes A = By N By, samt de disjunkte foreninger A vV A

og By V By, i fglgende konkrete realisationer

AVA = (Ax{1}) U (Ax{2})
Bi1VvVBy = (B1><{1}) U (BQX{Q})

Idet A C By, opnas pa denne made AV A C By V By. Lad sa
p=ji1Vje: BiVBy — X

vaere den kanoniske kontinuerte afbildning, som i dette tilfeelde bliver surjektiv, idet X =
Bj U By. Vi bemeerker forst

(1) Hvis z € X og p~'({z}) indeholder mindst to (forskellige) elementer, da vil x € A.
(2) pl(A)=AvVA.
(3) Vi har et kommutativt diagram

EXt(Bl) D EXt(BQ)

)\Bl 7B2 K

DPx

EXt(Bl V Bg) EXt(X)

Ad (1). Antag p(z1) = z = p(z2) hvor z1 # z9 i By V By. Hvert z; har altsa enten formen
(z,1) med z € By, eller (z,2) med x € By. Da 21 # 23, konkluderer vi, at = tilhgrer bade By
og By, altsa z € A.

Ad (2). Inklusionen D klar, thi p(a,s) =a € Anar (a,s) € AVA (dvs.a € Aog s € {1,2}).
Antag omvendt, at z € p~1(A), dvs. z € By V By med p(z) € A. Find s € {1,2} og b € B sa
z=(b,s). Dab=p(z) € Aeraltsa z = (b,s) € Ax {s} CAVA.

Ad (3). Idet vy : Ext(Bs) — Ext(B;) @ Ext(Bs) betegner den kanoniske indlejring, giver
ovenstaende bemaerkning, at det er nok at vise kommutativitet af

Ext(Bs)

)‘BI,BQ Vs Bus
~

EXt(Bl V Bz)

Ext(X)
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Lad derfor o, : B — B V By veere den kanoniske indlejring, og betragt tetraederne

Ext(Bs)
/ b
Ext(B;) @ Ext(Bs) S Ext(X)
(O’s)*
ABy,Bg Px

EXt(Bl vV Bg)

Venstre sideflade kommuterer ifglge ssetningen om disjunkt forening, og (3 er lavet til at fa
bageste sideflade til at kommutere. Kommutativiteten af hgjre sideflade, fas ved at anvende

Ext pa den kommutative trekant
2 N

BV By

- X

Vi finder derfor
P« ABy By Vs = Dx (0s)e = (Js)» = Bus .
Dette afslutter beviset for (3).

Antag sa, at (u1,u2) € Ker(3). Pga. (3) er Ap, B, (u1,u2) € Ker(p,). Pga. (1) og (2) kan
vi anvende satning 4.11 pa

BV By —2> X

AVA——A
p

til at finde w € Ker(p,) med Ap, B, (u1,u2) = ix(w). Da specielt w € AV A, findes (v1,v2) €
Ext(A)®Ext(A) saw = Ag a(vi,v2). Idet 65 : A — AV A, s = 1,2 er de kanoniske indlejringer,
er selviglgelig p’f; = id 4. Dermed bliver

v +va = ph(01)«(v1) + Ph(62)«(v2)
Pi((01)«(v1) + (62)4(v2))
Pidaa(vi,v2)

Ph(w)

= 0.

Bemeaerk herefter det kommutative kvadrat

A—" 1 ava

BSTBl\/BQ
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4.6 Ext og projektiv limes.

som giver
ABy, By ((11)«(v1), (i2)« (v2)) = (01)(i1)«(v1) + (01)x(i2) (v2)
B4 (01)+(v1) + 14(02) 4 (v2)
ix((01)«(v1) + (02)(v2))
x4, 4(v1,02)
= (W)
= )\Bl’BQ(ul,UQ) .
Derfor konkluderes (is)«(vs) = us for s = 1,2. Endelig fas

(ur,ug) = ((i1)«(v1), (i2)(v2))
= ((i1)«(v1), (i2)«(—v1))
= a(vl) s
hvilket viser (u1,u2) € Im(a). O

Beviset ovenfor er kraftigt inspireret af et tilsvarende afsnit i [1].

4.6 Ext og projektiv limes.
Vi definerer

KM, : Kategorien af fglger af kompakte metriske rum og translationer.
AG, : Kategorien af fglger af abelske grupper og translationer.

Fglger og translationer betegnes med index e, f.eks. X, 0g jo. Den projektive limes betegnes
lim, og der forudsattes kendskab til denne i det omfang den star beskrevet i appendix. Ek-
sempelvis benyttes, at lim : KM, — KM er en exakt funktor.

Lad nu T : KM — AG vere en kovariant funktor. P4 oplagt made inducerer T en kova-
riant funktor 7" : KM, — AG,, som vi ogsa betegner T'. Lad herefter

X. — ... Xn fn anl fn1 e f XO

veere en fglge i KM, med kanoniske afbildninger p,, : lim X, — X,,. Ved at anvende T pa X,
fas en folge i AG, :

- Tfo_
T(X,) = - —>T(Xn)i>T(Xn,1)f—>l ...T_fl>T(XO)_

Denne fglge har en projektiv limes, lim 7'(X,), med kanoniske afbildninger r,, : im T'(X,) —
T(Xy). Vi har et kommutativt diagram

Tfn
R

T(X,) T(Xn-1)

Tpn
Tpn-1
T(lim X,)

og der findes derfor netop een gruppehomomorfi
ke o T(lim X,) — lim T'(X,)

med Tp, = rnk%' for alle n > 0.
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Saetning 4.20 Homomorfien ﬁ%‘ er naturlig © Xo, dvs. hvis te : Xe — Yo er en translation
1 KM, da har vi et kommutativt diagram

Xeo

T(lim X,) ——— lim T(X,)

T(limte) lim T'(te)

T(limYs,)

lim 7'(Ys)

L]
Kk

Bevis. Lad p,, : im Xg — X, , ¢, : lim Y, — Y, , 7, : Iim T(X,) — T(X,,) og sy, : ImT'(Ys) —
T(Y,,) veere de kanoniske afbildninger. Eftersom

T(Y,) —=T(Y,-1)

T(tnpn)
T(tnf 1Pn— 1)

T (lim X,)
kommuterer, findes der netop een homomorfi ¢, som giver kommutativitet af

lim 7'(Ys)

%nm

T (lim X,)

Det gnskede fplger derfor, nar vi har vist, at bade ¢ = limT'(¢,) o n? og ¢ = n?‘ o T(limt,)
ggr ovenstaende diagram kommutativt. Dette ses ved at betragte de kommutative

lim 7T'(Ya) lim 7'(Ya,)
lim T'(te) T(Yn) n?’ T(Yn)
e
lim T'(X,) T(tn) T(limY,) T(tn)
Xe T(X,) T(limt,) T(X,)
////gi;ZT T(pn)
T (lim X,) T(lim X,)

Vi er selvfglgelig specielt interesseret i tilfeeldet T' = Ext, hvorom der gaelder
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4.6 Ext og projektiv limes.

Saetning 4.21 For enhver folge Xo i KM,, har vi surjektivitet af
ke Ext(lim X,) — lim Ext(X,) .

Bevis. Vi skriver f, : X,, — X,,_1, samt ¢, : lim X, — X, og r,, : lim Ext(X,) — Ext(X,,)
for de kanoniske afbildninger.

Vi antager forst, at alle f,, er surjektive. Lad ([pn])n>0 1 limExt(X,) veere givet. Vi
kan veelge en folge af *-monomorfier 7, : C(X,,) — Q(H) sa [m,] = [pn] 1 Ext(X,,) og sa
(Tnt1) fpsy = Tn for alle n > 0. Dette ses saledes:

Lad 79 = pg. Antag sa at 7, er defineret for et eller andet n > 0. Vi konstruerer 7,11
rekursivt. Idet f,,4+1 er surjektiv fas

[(Pnt1) fsa] = (Fns)sllonsa]) = loal = [mal.
Altsa findes uniteer U € U(H ) sa

7o = AAT(U) (pn41) fon = (AAT(U) prsr) fusa s

og vi kan derfor saette 7,11 = Ad7(U) pp41. Herefter betragtes

An:{QOQn|9€C(Xn)}a

der let ses at veere en stigende folge af unitale C*-delalgebraer af C'(lim X,). Derfor er A =
U,>0 An en x-algebra, men endda teet i C(lim X, ), hvilket ses saledes :

Givet 2/ # 2" i lim X,. Da findes n > 0 sa g, (2') # ¢n(2"), og dermed g € C(X,,) med
9(qn (")) # g(gn(2")). Altsa separerer A punkter i lim X,, hvorefter Stone-Weierstrass giver
teetheden af A (som jo indeholder konstanterne).

Vi gnsker at definere en afbildning 7 : A — Q(H) ved 7(g 0 ¢,) = T,(g) nar g € C(X,,).
At dette er en lovlig definition indses pa fglgende made:

Antag gn © ¢n = gm © ¢ for g, € C(Xy) , gm € C(Xyn) og m < n. Daer h = gy 0 frni10
---o f, element i C'(X,,). Kommutativitet af

X
v
4>.Xm

fm+1o"'ofn

Xn

giver sa hogy, = gm ©qm = gn ©qn. Altsa stemmer h og g,, overens pa Im(q,,) = X, (se korollar
C.11), altsa h = g, hvormed

Tn(gn) = Tn(h) = Tu(gm © frng1 020 fn) = (Tn)fm+10---0fn(gm) = Tm(9m)-

Dette viser veldefineretheden af 7. For hvert n > 0 er selviglgelig er 7 : A, — Q(H) en
injektiv x-homomorfi og derfor isometrisk. Derfor er 7 : A — Q(H) en isometrisk, -bevarende
algebrahomomorfi. Taetheden af A 1 C'(lim X,) udvider nu 7, pa entydig made, til en isometrisk
s-homomorfi 7 defineret pa hele C'(lim X,). Altsa er 7 en *-monomorfi og dermed et element
i Mon(lim X,). For g € C(X,,) geelder

Tgu(9) = T(90¢n) = T(90qn) = Ta(9)
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og derfor
r(kom (7)) = @n.(F]) = [Fa) = [m] = [pa] -
Dette viser, at /i])a(;t([ﬂ) = ([pn])n>0, og dermed surjektiviteten af /{é(;t.
Endelig behandles det generelle tilfaelde, hvor vi ikke ngdvendigvis har surjektivitet af
fn'erne. Lad C veere Cantormaengden og definer Y,, = X,, V C samt de kanoniske indlejringer

jn : Xp — Y,. Da Y, er kompakt metrisk, findes kontinuerte surjektioner k, : C — Y, 1 ,
n > 1. Med betegnelserne fra definition A.4, har vi derfor kontinuerte surjektioner

gn:jn—lfn\/kn Y, =Y,

og dermed en fglge i KM, :

Yo = - AL

Man indser let, at jo : Xo — Y, er en injektiv translation, og derfor vil ogsa lim j, : lim X —
lim Y, veere injektiv. Naturligheden af kgyt giver det kommutative diagram

Xeo

Ext(lim X,) —— 2 lim Ext(X,)

(lim je )« lim (jn«)n>0

Ext(lim Y, ) lim Ext(Y,)

.
FExt

Bevisets forste del giver, at ng;t er surjektiv, og det er derfor nok at godtgere, at (lim jo ). er
surjektiv og im (jp«)n>0 er isomorfi.

Da Ext(C) = 0, giver ssetningen om disjunkt forening, at jy. : Ext(X,) — Ext(Y,,) er en
isomorfi. Da alle jp. er isomorfier, er ogsa lim (jp«)n>0 en isomorfi.

Da Y,,/Im(j,) er homeomorf med C V {-} - den disjunkte forening af C' og et punkt - er
Y, /Im(jy) totalt usammenhaengende. Hver fplge

er kortexakt, og exaktheden af lim : KM, — KM (saetning C.10) giver, at (lim Yy)/Im(lim j,)
er homeomorf med en (afsluttet) delmeaengde af [[Y,/Im(j,,), som er totalt usammenheen-
gende, hvormed ogsa (lim Y, )/Im(lim j,) er totalt usammenhangende. Halvexakthed af Ext,
anvendt pa den kortexakte

lim X, mJ lim Y, (lim X,)/Im(lim j, ) ,

giver endelig surjektivitet af (lim jo).. Dette viser ssetningen. O
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5 Anvendelser.

Til slut vil vi kort naevne teoriens helt store triumf i forbindelse med klassifikation af essentielt
normale operatorer. Ideen er at benytte afbildningen vy : Ext(X) — Hom(7!(X),Z). Det
viser sig nemlig, at man for kompakte delmeengder af den komplekse plan kan karakterisere
71 (X) som fglger

Saetning 5.1 Hvis X C C er kompakt, og A er en mengde, der fremkommer ved at velge
netop et punkt i hver begreenset sammenhangskomponent for C\ X, da er n*(X) isomorf med
den fri gruppe frembragt af homotopiklasserne [z — \|, hvor X\ gennemlgber A.

Bevis. Se [4, Thm 9.7.1] O
Herefter kan man, blandt andet ved at benytte ssetningen om projektiv limes, bevise fglgende
dybe

Hovedsaetning 5.2 For en kompakt maengde X C C er afbildningen vx en isomorfi af
Ext(X) pd Hom(t'(X),Z).

Bevis. Se [4, Thm 9.7.2]. O

Beviset for sidste pastand er ret omfattende. Vi ser i stedet pa nogle anvendelser.

Definition 5.3 Hvis T er essentielt normal kan vi betragte afbildningen
C\ 8pees(T) = Z, X+ index(T — N).

Denne afbildning kaldes for indeksfunktionen for T. Den siges at veere triviel, safremt den er
konstant lig 0.

Korollar 5.4 For to essentielt normale operatorer T og T er folgende betingelser ekviva-
lente

(1) Ty og Ty er kompalente;

(2) Ty og Ty har samme essentielle spektrum og samme indeksfunktion.

Bevis. (1) = (2). Veelg U € U(H), saledes at T} — UToU* = K € K. Det er da klart, at T}
og T» har samme essentielle spektrum X, og for A € C\ X er
index(T} — ) = index(UToU* + K — \) = index(UToU* — \)
= index(U(Ty — A)U™") = index(To — \).
(2) = (1). Da Ty og T5 er essentielt normale med samme essentielle spektrum X defineres ifplge

seetning 1.8 to extensioner 7 og 7 af £ med C(X), og disse er givet ved at 7;(f) = f(n(T;).
Nu geelder for A € C\ X, at

wx(m)(lz =A) = ind(n(z =) = ind(x(T1) - A))
= index(T) — A\) = index(T2> — \)
= x([r))([z = AD-

Af seetning 5.1 far vi nu, at yx ([71]) = vx([72]), og hovedseetning 5.2 giver sa , at de tilhgrende
extensioner er aekvivalente. Endelig giver seetning 1.10, at T og T, er kompalente. O
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Korollar 5.5 For T € B(H) er folgende betingelser ekvivalente :

(1) T har formen “normal + kompakt” ;
(2) T er essentielt normal og har triviel indeksfunktion.

Bevis. Vi bemerker forst, at hvis N er en normal Fredholm operator, da er index(N) = 0.
Dette gaelder fordi N og N* er metrisk ens, hvormed kernerne er ens.

(1) = (2). Hvis T har formen T'= N + K med N normal og K kompakt, da ses det let, at T’
er essentielt normal. Endvidere har vi for A € C\ sp,4(T), at

index(7T" — \) = index(N — \) =0,

fordi N — A er normal Fredholm.

(2) = (1). Antag (2). Vi vil finde en normal operator N € B med sp,4,(N) = sp,.s(T). Veelg
hertil en teet folge (A,) 1 Sp.ss(7") med den egenskab, at hvert A, gentages uendeligt mange
gange. Szet N = diag(A1, Ag,...). Sa er N normal med

Spess(N) = ﬂ {An’ >‘n+1a .. } = Spess(T)'

n=1

Da N og T er essentielt normale, der begge har triviel indeksfunktion, giver korollar 5.4, at
N og T er kompalente. Altsa findes en uniteer U € U(H) med T'= UNU* + K, hvor K er
kompakt. Det ses let, at UNU™ er normal. |

Som et sidste korollar nsevner vi

Korollar 5.6 Mengden af operatorer af formen “normal + kompakt” udgor en normlukket
delmengde of B(H).

Bevis. Antag at T}, har formen “normal + kompakt” og konvergerer mod T'. Da vil T*T —
TT* = lim (T;T, — T,,T;}) vaere kompakt. Da meengden af Fredholm operatorer er aben og
Fredholmindekset er kontinuert, fplger, at hvis A ¢ sp,,,(T"), da vil ogsa A ¢ sp,.,(T,) fra et
vist trin, samt

index(T'— A\) = limindex(7,, — ) = 0.

Af korollaret ovenfor fglger nu det gnskede. O
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A Disjunkt forening.
Seetning A.1 Lad (X4 )aca vere en familie af topologiske rum. Da findes et topologisk rum
X og en familie af afbildninger 1o, : Xo — X opfyldende

(1) Hvert vo : Xo — Xer injektiv, kontinuert og aben.

(2) X =Uaseata(Xa)-
(B) Va,fe A a#f = tu(Xa)Neg(Xg) =0.

Hvis (X, {ta}taca) 09 (X', {t,}aca) begge har egenskaberne (1), (2) og (3), da findes netop
een afbildning h : X — X' som gor alle diagrammerne

X/
kommutative. Denne h er endda en homeomorfi.

Bemaerkning A.2 Det optil homeomorfi entydigt bestemte rum X i ssetningen, kaldes den
disjunkte forening (eller den topologiske sum) af familien (Xq)aea og betegnes \/ 4 Xa.
Inden beviset for seetningen et lille

Lemma A.3 Hvis X og tq : Xo — X har egenskaberne (1), (2) og (3) i setningen ovenfor,
da geelder

(@) o er en homeomorfi af X, pa sit billede 1o(X4).

() ta(Xa) er bade aben og afsluttet i X.

(¢) Hvis E er en sammenhangende delmengde of X, da findes o € A
sa E C1o(Xa).

(d) For E C X gelder, at E er dben i X netop hvis 1;*(E) er dben i
Xy for alle a € A.

(e) For topologisk rum Y og afbildning f : X — Y gelder, at f er
kontinuert netop hvis alle f oo : Xo — Y er kontinuerte.

Bevis for lemma A.3. (a) En direkte konsekvens af (1).

(b) Da ¢4 er aben er 14(X,) aben i X. Ifglge (2) og (3) er tq(X4) komplementet til den abne
meengde (g, 15(Xp), og dermed afsluttet.

(c) Antag E ¢ 14(X,) for alle & € A. Da ma findes a # 31 A sd By = ENo(Xa) # 0 og
Ey = ENug(Xp) # 0. Pga. af (b) er nu E; (og E») en aben og afsluttet delmeengde af £ med
Ey # 0 og By # E. Altsa er E ikke sammenhangende.

(d) Hvis E aben i X er selvfolgelig ¢ '(E) aben i X,. Det omvendte fglger af identiteten
E =Upea talta'(E)), og af at 1, er aben.

(e) Hvis f er kontinuert er selvfolgelig ogsa f o ¢, kontinuert. Antag omvendt at alle f o, er
kontinuerte og lad U veere en aben delmeengde af Y. Ifglge det lige viste er f~1(U) aben i X,
idet (1 (f~HU)) = (foia) H(U) er aben i X, for alle a € A. O

Bevis for szetning A.1. For eksistens betagtes den disjunkte forening X = (J,c 4 (Xax{a}).
Med G betegner vi systemet af delmeaengder af X, som kan skrives pa formen (J,c 4 (Vo x {a})

93



H.Holm & M.M.Larsen B TOTALT USAMMENHANGENDE RUM.

hvor V,, er aben i X. Det ses umiddelbart at vaere en topologi pa X. Idet vilader to : Xo — X
vaere afbildningen ¢ () = (z,a) for x € X, er det let at se hvorfor (1), (2) og (3) er opfyldt.
For entydighed bemzerkes straks, at hvis h : X — X' er en afbildning der giver kommutativitet
af alle

X

[e%
N
X/

h

X

da vil h veere entydigt bestemt ved formlen h(y) = i, (x), nar x € X, med 1o (z) =y (y € X).
At dette rent faktisk ogsa giver en afbildning skyldes, at der til hvert y € X findes netop
et a € A og netop et x € X, med to(z) = y. Det er helt trivielt, at h er bijektiv, og da
hoty =1l og h™1 o, = 1, er kontinuerte for alle o € A, giver lemmaet, at bade h og h=! er
kontinuerte. Dette viser seetningen. O

Definition A.4 Givet topologiske rum (X, )aca 0g Y, samt afbildninger f, : X, — Y. Idet
der til hvert z € \/ X, findes netop et § € A og netop et 3 € Xg sa v = 1g(x3), kan
vi veldefinere en afbildning \/ fo : V Xo — Y ved (V fo)(x) = fs(xs), nar ovenstaende er
opfyldt.

Lemma A.5 Givet topologiske rum (Xo)aca 09 Y, samt afbildninger f, : Xo — Y. Da
geelder

\/ fo kontinuert < alle f, er kontinuerte.

Bevis. Folger af lemmaet, idet jo (\/ fo) o ts = f3. O

B Totalt usammenhasengende rum.

Definition B.1 For topologisk rum Y og y € Y, lader vi [y]y betegne sammenhangskom-
ponenten i Y indeholdende y. Vi kalder Y for totalt usammenhangende safremt [y]y = {y}
for alley € Y.

Bemaerkning B.2 Lad Y veere et topologisk rum og F et delrum af Y. For D C FE indser
man let, at

D sammenheengende i £ < D sammenhangende i Y.

For y € E er derfor [y|g C [y]y, opfattet som delmaengder af Y. En sammenheaengende
delmaengde af Y behgver dog ikke at veere indeholdt i E, og man kan derfor ikke forvente
[ylE = [y]y 1 almindelighed.
Derimod giver punkt (c¢) i lemmaet, at nar y = (z,, ) € X =\ X,, hvor z, € X,, da vil
rent faktisk [y]x = [y]..(x.)-

Eksempel B.3 Desammenhzengende delmaengder af R er praecis intervallerne, der alle (panser
) og singleton’s) har Lebesguemal > 0. Det er derfor klart, at enhver m-nulmeengde i R er

totalt usammenhaengende. Det omvendte gaelder ikke, idet R\ Q er totalt usammenhaengende
med m(R\ Q) = co.

o4



Seetning B.4 Givet topologiske rum (Xo)aca 09 Y, samt et delrum E af Y. Vi betragter
egenskaberne

(M) Metriserbart , (K) Kompakt , (T) Totalt usammenhangende.

Da gelder

(1) Antag alle X, 0g Y er (M). Da er E og \| X, ogsa (M), og hvis
yderligere A er tellelig, da er [ Xo ogsa (M).

(2) Antag alle X,, 09 Y er (K). Da er [[ Xo ogsa (K). Hvis ydeligere
E er afsluttet og A er endelig, da er E og \/ X4 ogsa (K).

(3) Antag alle Xo 09 Y er (T). Daer E, [[ Xa 09 \ Xo alle (T).

Bevis. (1) Kun pastanden om X =\/ X, er veerd at bemaerke. Lad G veere topologien pa X,
og lad d, veere metrikken pa X,. Vi definerer da

1 for o #

d((za, @), (yg, B)) = {da(ﬂ:a,yﬁ)/\l for a =0

for (zq,a), (ys,08) € X. Det er klart, at d virkelig er en metrik pa X. Afbildningen ¢, :
(Xa,do) — (X,d) er kontinuert og aben, idet den er sammensat af

idx,,

(X, do) (Xa,do A1) Lo (X, d)

Her er fgrste afbildning en homeomorfi, idet d, og d, A 1 er skvivalente metrikker pa X,
medens anden afbildning er en isometri, og derfor kontinuert og aben.

Entydighedsudsagnet om (X, G) giver herefter, at idy : (X,G) — (X,d) er en homeomorfi,
og dermed G = 7, som gnsket.

(2) Kun pastanden om X :=\/ X, er vaerd at bemeerke. Da X, er kompakt, vil ogsa tq(X4)
veaere kompakt. Hvis A er endelig, er X en endelig forening af kompakte maengder, og dermed
selv kompakt.

(3) For y € E er [y|lg C [yly = {y}, hvilket viser, at E er (T).

Herefter vises pastanden for P = [] X,. Lad 7, : P — X, veere den o' projektion. Givet
r = (Ta)aca € P, da er [x]p sammenhaengende i P, og dermed 7, ([z]p) sammenheangende
i X,. Fordi z, € m([z]p) og X, er (T) konkluderes 7, ([z]p) = {zo}. Altsa vil [z]p =
{(za)aca} = {z}, som gnsket.

Endelig betragtes rummet X = \/ X,,. Lad der veere givet y = (z,,) € X, hvor z, € X,.
Da 14(Xq) er (T), idet det jo er homeomorft med X, finder vi [y]x = [y],,(x,) = {¥}, som
gnsket. O

C Den projektive limes.

Vi skal indfgre den projektive limes af topologiske rum og af abelske grupper. Dette kan ggres
i en mere generel ramme, men til vores formal er nedenstaende rigeligt. Der gaelder fglgende
eksistens- og entydighedssaetning

Seetning C.1 Givet en folge af kompakte metriske rum (abelske grupper) og kontinuerte af-
bildninger (gruppehomomorfier)

Ay = - A,
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Eksistens. Der findes et kompakt metrisk rum (abelsk gruppe) A og en folge af kontinu-
erte afbildninger (gruppehomomorfier) p, : A — A,, som giver kommutativitet af hver af

diagrammerne (n > 1)
Pn—1
Pn

Ap T Apnq

Endvidere geelder den universelle egenskab, at hvis B er et andet kompakt metrisk rum (abelsk
gruppe) udstyret med kontinuerte afbildninger (gruppehomomorfier) q, : B — A,,, som giver
kommutativitet af alle diagrammerne

da findes netop een kontinuert afbildning (gruppehomomorfi) ¢ : B — A, som gor alle dia-
grammerne

kommutative.
Entydighed. Hvis (A, {pn}) og (A", {p),}) begge opfylder kravene i eksistensdelen, da findes
(netop) en homeomorfi (gruppeisomorfi) ¢ : A" — A, opfyldende pl, = pnp for alle n > 0.

Bevis. Entydighedsbeviset er ganske ligetil. For eksistens saettes

A={(an)nz0 € [JAn 1Y =1 fulan) =an1}

n>0

Nar alle A,, er kompakte metriske rum (abelske grupper), er [[,,~, An ogsa kompakt og metrisk
(en abelsk gruppe). Man ser let, at A faktisk er en afsluttet delmeengde (en undergruppe)
af [],,>0 An, og derfor selv kompakt og metrisk (en abelsk gruppe). Projektionerne ,, :
[L,>0 An — Ay, er kontinuerte (gruppehomomorfier), og vi lader nu p,, veere restriktionen af
7p til A. Det er ikke sveert at se, at vi med disse valg af A og p, far det gnskede.

Bemeerk dog folgende vigtige detalje : I tilfaeldet hvor A, er en fplge af abelske grupper,
da bliver A # (0, idet jo A indeholder det neutrale element. I tilfseldet hvor A, er en folge
af kompakte metriske rum, bliver vi ngdt til at give et seerligt argument for at sikre A # ().
Beviset er derfor afsluttet modulo fglgende sesetning. O

fn fn—l L fl

Saetning C.2 Hvis Ay = - A, An—1
pakte metriske rum og kontinuerte afbildninger, da er

A={(an)nz0 € [ An | Y021+ fulan) = an 1}

n>0

Ay er en folge af kom-
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en ikke-tom maengde.

Bevis. For n > 1 defineres

Yn = {(aj)jzo € HAJ | V1 < ] <n: fj(aj) = aj,l}
j=0

Det er klart, at Y, # 0 og at Ny>0 Yn = A. Da szo A;j er kompakt, fglger det gnskede,
safremt vi kan vise

(1) Hvert Y, er afsluttet.
(2) Hvisng,...,np>1,daerY, N...NY,, #0.

Ad (1). Viviser at ([[;594;) \ Yo er aben. Givet ¢ = (¢;);>0 € ([I;50 4j) \ Yn. Eftersom
q ¢ Y, findes 1 <i <mnsa fi(g)# qg-1. Da A;_1 er Hausdorff, findes abne delmaengder
Ui—1,Vic1 € Aj—1 med gi—1 € Ui—1, fi(¢;) € Viei og U1 NVieg = 0. Nuer Vi = ;71 (Vieq)
en aben delmangde af A; med ¢; € V;. Idet vi seetter

Uy = Ao x - x Ao x U1 X Vi x Ajp1 X Ajyo X -+,
er Ug aben i [[;50A4; med g € Uy. Vi pastar Uy C ([[;504)) \ Yo Hvis p = (pj);j>0 € Uq vil

nemlig fi(p;) # pi-1.
Ad (2). Folger af at Y,,, N...NY,, =Y, med m = max{ny,...,ng}. O

Bemaerkning C.3 Det (optil homeomorfi/isomorfi) entydigt bestemte objekt A i seetning
C.1 kaldes den projektive limes af folgen

Ag = - A, T4, Ao
og den betegnes lim A,.
Vi skal nu ggre lim til en funktor. Vi betragter endnu en fglge

B, = --- B, I B, g1 9 By

af kompakte metriske rum (abelske grupper). Ved en translation te : Ae — B,, forstas en
folge to = (tn)n>0 af kontinuerte afbildninger (gruppehomomorfier) ¢, : A, — B, som ggr
diagrammet

An fn An,I fnfl . fl AO
ltn ltn—l lto
Bn gn Bn,1 gn—1 . g1 BO

kommutativt. Det er klart hvorledes vi kan sammensatte translationer, og vi har ogsa den
identiske translation 14, = (14, )n>0. Pa denne made far vi kategorier

KM, : Kategorien af fglger af kompakte metriske rum og translationer.
AG, : Kategorien af fglger af abelske grupper og translationer.
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H.Holm & M.M.Larsen C DEN PROJEKTIVE LIMES.

Hvis p,, : lim A — A, 0g q, : lim B, — B, betegner de kanoniske afbildninger, har vi den
kommuterende trekant
B, L B, 1

tnpn
tn—1Pn—1
lim A,
Der findes derfor netop een kontinuert afbildning (gruppehomomorfi) ¢ : lim Ay — lim B,,

som betegnes ¢ = limt,, der giver kommutativitet af

lim B, A B,
limte T Ttn
lim Ay —2> A,

Dette viser, at (limte)((@n)n>0) = (tn(@n))n>0 nar (ap)p>o € lim A,.
Vi har set, at ty : Ag — Be anledning til lim ¢, : lim Ay — lim B,, og det er nu en smal sag at
vise

Saetning C.4 lim er en kovariant funktor, bade mellem kategorierne KMo, — KM og mellem
kategorierne AG, — AG.

Definition C.5 En translation te = (tp)n>0 : Ae — Be i KM, (resp. AG,) kaldes injektiv,
surjektiv eller isomorfi safremt alle ¢,, er resp. injektive, surjektive eller homeomorfier (resp.
gruppeisomorfier). Folgen

A. t. B. te C.

kaldes kortexakt safremt alle A, I B, —2~ C,, er kortexakte.

Saetning C.6 Funktoren lim : AG, — AG er venstreexakt, dvs. hvis
A, b B, U C,
er kortexakt i AG,, da er limt, injektiv og Im(limt,) = Ker(lim u,).

Bevis. Ren rutine. O

Bemeerkning C.7 I almindelighed vil ovenstaende forudsaetninger ikke sikre surjektivitet af
lim ue, 0g det er let at finde eksempler pa dette. Lidt overraskende gaelder derimod

Lemma C.8 Lad t, : Ae — Be vere en translation i KM,. Da geelder

te tnjektiv = limt, injektiv.

te surjektiv = limt, surjektiv.

Bevis. Vi skriver f, : A, — An,_1 0og g, : B, — B,_1. Forste pastand fglger af, at

(limte)(a) = (tn(an))n>0 for a = (ay)n>0 € lim A,. Tilbage er pastanden om surjektivitet.
Givet b = (bp)n>0 € lim B,. For hvert n > 0 settes A}, = t,;1({b,}), der er en ikke-tom

afsluttet delmaengde af A,,. Bemaerk at f,(A)) C A, _,, idet der for a,, € A}, geelder

n—1

tn—l(fn(a;z)) = gn(tn(a/n)) = gn(bn) = bn—l-
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Lad f] : A, — Al _, veere afbildningen f,, blot opfattet som afbildning af A/, ind i A _;.
Betragt folgen

fh ’ 1 fi
Al

AL = - Al Aj

i KM,. Vi har nu lim A, C lim A,, og sztning C.2 giver lim A, # (. Et vilkarligt element i
a’ € lim A, vil abenlyst opfylde (limt,)(a’) = b. O
Surjektivitetsbeviset ovenfor fungerer ikke kategorien AG,, idet A/, = t.-1({b,}) ikke ngdvendigvis

er en undergruppe af A,.

Lemma C.9 Lad t, : Ae — Be vere en injektiv translation 1 KM, eller AG,. For b =
(bn)n>0 € lim B, geelder da

belIm(limt,) < Vn>0: b, €lm(ty).

Bevis. Implikationen = er klar. Antag omvendt at der til hvert n > 0 findes a,, € A,
med b, = ty(a,). Hvis vi kan vise a = (ap)n>0 € lim A, er vi faerdige. Idet vi skriver
fn:iAp — An_1 0g g, : B, — B,_1 finder vi

tn—1(fulan)) = gn(tn(an)) = gn(bn) = boo1 = tn-1(an-1),
og injektiviteten af te giver derfor fy(a,) = a,—1. Dette viser det gnskede. O

Saetning C.10 Funktoren lim : KM, — KM er exakt, dvs. hvis
te Ue
Ao —— By —— Co

limte limue

er korterakt i KM,, da er lim Aq ——lim B, ——lim Cy kortezakt i KM. Specielt er
(lim B,)/Im(limts) homeomorf med lim Cs, og derfor med en afsluttet delmangde af [,,5q Cn.

Bevis. Vi kan antage C,, = B,,/Im(t,) og at u,, = k,, er kvotientafbildningen. Idet vi szetter
Ke = (Kn)n>0, 0g idet 7 : lim By — (lim B, )/Im(lim t,) betegner kvotientafbildningen, skal vi
altsa godtggre

(1) limt,e er injektiv.

(2) limk, er surjektiv.

(3) (limke) (limt,) er konstant.

(4) w(b) =7(") nar v, 0" € lim B, med (lim k,) (V') = (lim ke)(b).

Her folger (1) og (2) direkte af lemma C.8. Da hver afbildning k,t, er konstant, folger (3).
Tilbage er at vise (4) :
Skriv ' = (b),)n>0 og " = (b)n>0. Antagelsen (limk,)(d') = (limke)(b”) betyder, at
kn (b)) = kn (b)) for alle n > 0. Vi har derfor
Yn>0: (b, #0b, = b,,b, €lIm(t,)). (13)

Vi gnsker at vise m(b') = w(b"), dvs. vise

V£ = b0 € Im(limt,). (14)
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Vi bemzeerker (overvej!), at der for N > 0 geelder

(i) Hvis by, by € Im(ty), da vil ogsa b, b € Im(t,,) for alle n < N.

n»-n

(it) Hvis by = b/, da vil ogsa b, = b/ for alle n < N.

Vi kan nu vise (14) som folger : Antag b’ # V”. Da findes N > 0 sa by # b, og (13) gi-
ver derfor by, 0% € Im(ty). Ifolge (i) vil derfor ogsa b),,b! € Im(t,) for n < N. Der ma

n»-n

ogsa geelde b/ ,b" € Im(t,,) for m > N. I modsat fald findes nemlig my > N sa f.eks.

m’m
Ve & Im(ty,,), hvorefter (13) giver b, = b7, hvilket strider mod (i) og by # by. Vi
konkluderer ,,b) € Im(t,,) for alle n > 0, hvorefter lemma C.9 giver v',b” € Im(lim¢,), som

gnsket. O

Vi slutter af med at nsevne

fn fnfl fl

Lemma C.11 Lad Ay = - A, A1 Ay vere en folge i KM,
eller AG,. Idet p, : lim Ay — A, betegner de kanoniske afbildninger, gelder

Vn>1: f, surjektiv < Vn>0: p, surjektiv
Bevis. Implikationen mod venstre er triviel fordi f,, op, = p,_1 for alle n > 1. Antag omvendt

at alle f,, er surjektive, og lad a,, € A,, vaere givet. Find rekursivt a; € A; sa f;(a;) = a;_1,
t=m+1,m+2,.... Hvis m > 0 sxttes endvidere

Am—1 = fm(am) y Am—2 = fmfl(amfl) y +-- 00 = fl(al) .

Dermed bliver a = (ay,)n>0 €element i lim A, opfyldende p,,(a) = a,, hvilket viser surjektivi-
teten af pp,. O
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