
4 部分空間と次元

ベクトル空間の基底について、次のより正確な定理を証明する。

定理 1. V を有限次元ベクトル空間、S ⊂ V を１次独立である部分集合、S ⊂ T ⊂ V を V

を生成する部分集合とする。そのとき、V は S ⊂ B ⊂ T を満たす基底Bを持つ。

証明. Bを、S ⊂ B ⊂ T を満たし１次独立であるような最大の部分集合とし、W ⊂ V をB

で生成される部分空間とする。このとき、W = V であることを示せばよい。W 6= V を仮定
すると、W に含まれていないベクトルv ∈ T が存在し、B′ = B ∪ {v} ⊂ V は１次独立であ
る。しかし、これはBの最大性に矛盾するので、W = V であることが分かる。

以下、B′は１次独立であることを示す。まず、ベクトル空間 V は有限個のベクトルからな
る部分集合で生成されるので、授業 2の命題 9より、Bも有限個のベクトルからなることが
分かる。ここで、B = {u1, . . . ,un}とおくと、B′は、B′ = {u1, . . . ,un,v}と表される。さ
て、ある１次関係

c1u1 + · · · + cnun + cv = 0

に対して、c 6= 0のとき、
v = −

1

c
(c1u1 + · · ·+ cnun) ∈ W

が成り立つ。しかしv /∈ W より、c = 0である。Bは１次独立であるため、c1 = 0, . . . , cn = 0

も分かる。よって、B′は１次独立であることが示された。

系 2. 有限次元ベクトル空間 V をおいておく。

(i) V を生成する部分集合T = {v1, . . . ,vh} ⊂ V に対して、T が V の基底であることとT

の位数 hが dim(V )と等しいことは同値である。

(ii) １次独立である部分集合S = {u1, . . . ,uk} ⊂ V に対して、Sが V の基底であることと
Sの位数 kが dim(V )と等しいことは同値である。

証明. V の次元を n = dim(V )とする。

(i) T ⊂ V が基底であるとき、授業 2の命題 9より、h = nが成り立つ。T ⊂ V が基底でな
いとき、定理 1より、T に含まれている基底B = {vi1 , . . . ,vin} ⊂ V が存在することが分か
る。よって、n < hを得る。
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(ii) S ⊂ V が基底であるとき、授業 2の命題 9より、k = nが成り立つ。S ⊂ V が基底でな
いとき、定理 1より、Sを含む基底B ⊂ V が存在することが分かる。よって、k < nを得
る。

定義 3. ベクトル空間 V とその部分空間W1, W2 ⊂ V において、部分空間

W1 + W2 = {w1 + w2 ∈ V | w1 ∈ W1かつw2 ∈ W2} ⊂ V

は、W1とW2の和と呼ばれる。

注 4. ベクトル空間 V とその部分空間W1, W2 ⊂ V に対して、練習問題その４の問題１より、
部分集合W1 ∩ W2, W1 + W2 ⊂ V は、部分空間である。

命題 5. 有限次元ベクトル空間 V とその部分空間W1, W2 ⊂ V に対して、

dim(W1 + W2) = dim(W1) + dim(W2) − dim(W1 ∩ W2)

である。

証明. W1, W2, W1 ∩W2の次元をそれぞれm, n, pとし、W1 ∩W2の基底S = {u1, . . . ,up}を
おいておく。定理 1より、W1とW2に対して、次のような基底が存在する。

S1 = {u1, . . . ,up,x1, . . . ,xm−p} ⊂ W1

S2 = {u1, . . . ,up,y1, . . . ,yn−p} ⊂ W2

このとき、T = {u1, . . . ,up,x1, . . . ,xm−p,y1, . . . ,yn−p}は、W1 + W2の基底となるので、

dim(W1 + W2) = p + (m − p) + (n − p) = m + n − p

= dim(W1) + dim(W2) − dim(W1 ∩ W2)

が分かる。

以下、T は、W1 + W2の基底であることを示す。

まず、T はW1 + W2を生成することを示す。任意のw ∈ W は、

w = w1 + w2 (w1 ∈ W1,w2 ∈ W2)

と表される。ここで、w1,w2は、次のような１次結合で表される。

w1 = a1u1 + · · ·+ apup + b1x1 + · · ·+ bm−pxm−p

w2 = a′

1
u1 + · · ·+ a′

pup + c1y1 + · · · + cn−pyn−p
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よって、wは、次のような１次結合で表されることが分かる。

w = (a1 + a′

1
)u1 + · · ·+ (ap + a′

p)up + b1x1 + · · ·+ bm−pxm−p + c1y1 + · · ·+ cn−pyn−p

これで、T はW1 + W2を生成することを示した。

つづいて、T は１次独立であることを示す。ある１次関係

a1u1 + · · · + apup + b1x1 + · · · + bm−pxm−p + c1y1 + · · ·+ cn−pyn−p = 0

に対して、

a1u1 + · · ·+ apup + b1x1 + · · ·+ bm−pxm−p ∈ (W1 ∩ W2) + W1 = W1

a1u1 + · · ·+ apup + b1x1 + · · ·+ bm−pxm−p = −(c1y1 + · · ·+ cn−pyn−p) ∈ W2

であるため、
a1u1 + · · · + apup + b1x1 + · · ·+ bm−pxm−p ∈ W1 ∩ W2

が分かる。しかし、SはW1 ∩ W2の基底であるより、b1 = 0, . . . , bm−p = 0が得られる。同
様に、c1 = 0, . . . , cn−p = 0が示される。よって、

a1u1 + · · ·+ apup = 0

が成り立つ。Sは１次独立であるため、a1 = 0, . . . , ap = 0が分かる。これで、T は１次独立
であることを示した。

定義 6. 有限次元 nのベクトル空間 V とその部分空間W ⊂ V をおいておく。

(i) dim(W ) = 1のとき、W は V の直前と呼ばれる。

(ii) dim(W ) = 2のとき、W は V の平面と呼ばれる。

(iii) dim(W ) = n − 1のとき、W は V の超平面と呼ばれる。

例 7. V をR
3とし、W1, W2 ⊂ V を平面とする。このとき、

W1 ⊂ W1 + W2 ⊂ V

であるため、
2 6 dim(W1 + W2) 6 3
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を得る。命題 5より、

dim(W1 + W2) = dim(W1) + dim(W2) − dim(W1 ∩ W2) = 4 − dim(W1 ∩ W2)

がわかるので、
1 6 dim(W1 ∩ W2) 6 2

が成り立つ。すなわち、W1 ∩ W2は、V の直前または平面であることが分かる。

4


