
5 可逆行列

以下、正方行列を考える。

定義 1. Aを正方行列とする。

(1) AC = En = CAを満たす正方行列Cは、Aの逆行列と呼ばれ、A−1と書かれる。

(2) Aを逆行列を持つとき、可逆行列あるいは正則行列と呼ばれる。

注 2. (i) 可逆行列 A−1は、一意である。なぜなら、AC = En = CAとAD = En = DAの
とき、

C = CEn = C(AD) = (CA)D = EnD = D

が成り立つ。

(ii) AとBは可逆行列であるとき、ABも可逆行列で、

(AB)−1 = B−1A−1

である。

定理 3. n次正方行列Aに対して、次の性質 (i)–(ii)は、同値である。

(i) Aは、可逆行列である。

(ii) AC = Enを満たす正方行列Cが存在する。

このとき、A−1 = Cである。

証明. 授業７で示す。

補題 4. n次正方行列Aに対して、次の性質は同値である。

(i) AC = Enを満たす n次正方行列Cが存在する。

(ii) 任意の n次列ベクトル bに対して、連立１次方程式Ax = bは解を持つ。
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証明. (i)⇒(ii) : x = C bとすると、

Ax = A(C b) = (AC)b = Enb = b

が成り立つ。

(ii)⇒(i)：n次列ベクトル e1, . . . , enを、

e1 =

















1

0
...

0

















, e2 =

















0

1
...

0

















, · · · , en =

















0

0
...

1

















とおくと、仮定より、連立１次方程式Ax = e1, Ax = e2, . . . , Ax = enは、解を持つ。それ
らを、各々x = c1, x = c2, . . . , x = cnとし、

C =
(

c1 c2 · · · cn

)

とすると、Cは n次正方行列で、

AC = A
(

c1 c2 · · · cn

)

=
(

Ac1 Ac2 · · · Acn

)

=
(

e1 e2 · · · en

)

= En

を満たす。これで、補題を示した。

命題 5. Aを rank(A) = nを満たす n次正方行列とする。このとき、(En | C)を n× 2n行列
(A | En)を簡約化した行列とすると、n次正方行列CはAC = Enを満たす。

証明. なぜなら、Cを
(

c1 c2 · · · cn

)

と書くと、任意の j = 1, 2, . . . nに対して、連立１
次方程式Ax = ejと x = cjの解集合は等しいため、AC = Enが成り立つ。

注 6. 定理 3より、命題 5に於ける n次正方行列Cは、元の n次正方行列Aの逆行列である
ことが分かる。すなわち、C = A−1である。
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例 7. 以下、注 6で説明したように、次の正方行列Aの逆行列A−1を計算してみる。

A =











8 5 3

2 2 1

3 1 1











行列 (A | E3)を簡約化する。

(A | E3) =









8 5 3 1 0 0

2 2 1 0 1 0

3 1 1 0 0 1

















−1 2 0 1 0 −3

−1 1 0 0 1 −1

3 1 1 0 0 1









1 + 3 × (−3)

2 + 3 × (−1)









−1 2 0 1 0 −3

0 −1 0 −1 1 2

0 7 1 3 0 −8









2 + 1 × (−1)

3 + 1 × 3








−1 0 0 −1 2 1

0 −1 0 −1 1 2

0 0 1 −4 7 6









1 + 2 × 2

3 + 2 × 7

(E3 | A−1) =









1 0 0 1 −2 −1

0 1 0 1 −1 −2

0 0 1 −4 7 6









1 × (−1)

2 × (−1)

よって、rank(A) = 3で、

A−1 =











1 −2 −1

1 −1 −2

−4 7 6











が分かる。
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例 8. 同様に、次の正方行列Aの逆行列A−1を計算してみる。

A =











1 −1 0

3 −1 2

2 2 1











行列 (A | E3)を簡約化する。

(A | E3) =









1 −1 0 1 0 0

3 −1 2 0 1 0

2 2 1 0 0 1

















1 −1 0 1 0 0

0 2 2 −3 1 0

0 4 1 −2 0 1









2 + 1 × (−3)

3 + 1 × (−2)








1 −1 0 1 0 0

0 2 2 −3 1 0

0 0 −3 4 −2 1









3 + 2 × (−2)








1 −1 0 1 0 0

0 1 1 −3/2 1/2 0

0 0 1 −4/3 2/3 −1/3









2 × (1/2)

3 × (−1/3)








1 −1 0 1 0 0

0 1 0 −1/6 −1/6 2/6

0 0 1 −4/3 2/3 −1/3









2 + 3 × (−1)

(E3 | A−1) =









1 0 0 5/6 −1/6 2/6

0 1 0 −1/6 −1/6 2/6

0 0 1 −4/3 2/3 −1/3









1 + 2

よって、rank(A) = 3で、

A−1 = 1/6











5 −1 2

−1 −1 2

−8 4 −2











が分かる。
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