
6 座標変換

表現行列の定義を思い出す。有限次元ベクトル空間U, V、それぞれの基底

R = {u1, . . . ,un} ⊂ U

S = {v1, . . . ,vm} ⊂ V,

線形写像F : U → V において、F の基底R ⊂ U と S ⊂ V に関する表現行列とは、次のよう
に定めるm × n行列である。

A =

















a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 . . . amn

















F (uj) = a1jv1 + a2jv2 + · · ·+ amjvm (1 6 j 6 n)

このとき、授業 5の命題 6より、任意の x ∈ U とその像 y = F (x) ∈ V を、

x = x1u1 + · · ·xnun

F (x) = y1v1 + · · · ymvm

で表すと、
















y1

y2

...

ym

















=

















a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

































x1

x2

...

xn

















である。さらに、授業 5の命題 8より、W は、有限次元ベクトル空間、

T = {w1, . . . ,wk} ⊂ W

は、基底、G : V → W は、線形写像、

B =

















b11 b12 . . . b1m

b21 b22 . . . b2m

...
...

. . .
...

bk1 bk2 . . . bkm
















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は、Gの基底 S ⊂ V と T ⊂ W に関する表現行列であるとき、合成写像

G ◦ F : U → W

の基底R ⊂ U と T ⊂ W に関する表現行列は、k × n行列

BA =

















b11 b12 . . . b1m

b21 b22 . . . b2m

...
...

. . .
...

bk1 bk2 . . . bkm

































a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

















である。次の図式を考えると、命題 8が覚えやすい。

U V W// //

$$F G

G◦F

R S T// //

::

A B

BA

次のケースは特に重要である。

例 1. U を、有限次元ベクトル空間、idU : U → U を、恒等写像

idU(x) = x、

R = {u1, . . . ,un} ⊂ U を、基底とする。このとき、idU の基底R ⊂ U とR ⊂ U に関する表
現行列は、n次の単位行列

En =

















1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1

















となる。なぜなら、

id(uj) = uj = 0u1 + · · ·+ 0uj−1 + 1uj + 0uj+1 + 0un
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である。今、S = {v1, . . . ,vn} ⊂ U を、（他の）基底とする。このとき、

uj = p1jv1 + p2jv2 + · · ·+ pnjvn (1 6 j 6 n)

とおくと、idU の基底R ⊂ U と S ⊂ V に関する表現行列は、次の n × n行列 P である。

P =

















p11 p12 . . . p1n

p21 p22 . . . p2n

...
...

. . .
...

pn1 pn2 . . . pnn

















さらに、idU の基底 S ⊂ U とR ⊂ U に関する表現行列Qは、P の逆行列

Q = P−1

である。なぜなら、授業 5の命題 8より、QP は、idU の基底R ⊂ U とR ⊂ U に関する表現
行列Enであることが分かる。同様に、PQは、idU の基底 S ⊂ U と S ⊂ U に関する表現行
列Enとなることが分かる。よって、

QP = En

PQ = En

が成り立つ。すなわち、Q = P−1である。

例題 2. ユークリッド空間R
3に関して、ベクトル

x =











x1

x2

x3











の以下の基底 S ⊂ R
3に関する座標

x = y1v1 + y2v2 + y3v3

を求めよ。

S =



















v1 =











1

0

0











,v2 =











−1

1

0











,v3 =











1

−1

1




























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解答. P を、恒等写像 idR3 : R
3 → R

3の基本基底 R = {e1, e2, e3} ⊂ R
3と基底 S ⊂ R

3に関
する表現行列とすると、











y1

y2

y3











= P











x1

x2

x3











である。ここで、例 1より、P は、idR3の基底 S ⊂ R
3とR ⊂ R

3に関する表現行列Qの逆
行列 P = Q−1であることが分かる。さらに、表現行列の定義より、

Q =











1 −1 1

0 1 −1

0 0 1











が分かる。今、P = Q−1を計算する。

(Q | E3) =









1 −1 1 1 0 0

0 1 −1 0 1 0

0 0 1 0 0 1

















1 0 0 1 1 0

0 1 −1 0 1 0

0 0 1 0 0 1









1 + 2

(E3 | Q−1) =









1 0 0 1 1 0

0 1 0 0 1 1

0 0 1 0 0 1









2 + 3

よって、ベクトル xの基底 Sに関する座標は、










y1

y2

y3











=











1 1 0

0 1 1

0 0 1





















x1

x2

x3











で表される。

授業 5の命題 8を用いて、次の結果を示す。

系 3. U, V を、有限次元ベクトル空間、F : U → V を、線形写像、

R = {u1, . . . ,un} ⊂ U R′ = {u′

1, . . . ,u
′

n} ⊂ U

S = {v1, . . . ,vm} ⊂ V S ′ = {v′

1, . . . ,v
′

m} ⊂ V
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を、基底とする。Aを、F の基底R ⊂ UとS ⊂ V に関する表現行列、Bを、F の基底R′ ⊂ U

と S ′ ⊂ V に関する表現行列、P を、恒等写像 idU の基底R′ ⊂ U とR ⊂ U に関する表現行
列、Qを、恒等写像 idV の基底 S ′ ⊂ V と S ⊂ V に関する表現行列とする。このとき、

B = Q−1AP

である。

証明. 例 1より、Q−1は、恒等写像 idV の基底 S ⊂ V と S ′ ⊂ V に関する表現行列であるこ
と分かる。さらに、F = idV ◦F ◦ idU ため、系が、授業 5の命題 8から成り立つ。

注 4. 以下の図式を考えると、系 3が分かりやすい。

U V

U V

//

//

OO OO

F

F

idU idV

R

R′

S

S ′

HH VV

((

66

A

Q

B

P

図式が可換になるため、
QB = AP

が分かる。よって、
B = Q−1AP

が成り立つ。

例題 5. F : R
3 → R

2を、次のように定義された線形写像とする。

F











x1

x2

x3











=





2 4 1

1 −1 0















x1

x2

x3










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以下の基底R′ ⊂ R
3と S ′ ⊂ R

2に関する F の表現行列を求めよ。

R′ =



















u′

1 =











2

0

3











,u′

2 =











0

1

1











,u′

3 =











1

0

1





























S ′ =







v′

1 =





1

1



 ,v′

2 =





2

3











解答. 基本基底R = {e1, e2, e3} ⊂ R
3と S = {e1, e2} ⊂ R

2に関する F の表現行列は、

A =





2 4 1

1 −1 0





である。さらに、恒等写像 idR3の基底R′ ⊂ R
3とR ⊂ R

3に関する表現行列は、

P =











2 0 1

0 1 0

3 1 1











で、恒等写像 idR2の基底 S ′ ⊂ R
2と S ⊂ R

2に関する表現行列は、

Q =





1 2

1 3





である。よって、系 3を用いて、F の基底R′ ⊂ R
3と S ′ ⊂ R

2に関する表現行列は、

B = Q−1AP =





3 −2

−1 1









2 4 1

1 −1 0















2 0 1

0 1 0

3 1 1











=





17 17 7

−5 −6 −2





であることが分かる。
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次の図式を考えると、例題 5が分かりやすい。

R
3

R
2

R
3

R
2

//

//

OO OO

F

F

idU idV

R

R′

S

S ′

HH VV

((

66





2 4 1

1 −1 0









1 2

1 3





B











2 0 1

0 1 0

3 1 1










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