
8 連立１次方程式を解く

前回勉強した簡約化を用いて、連立１次方程式を解く。まず、二つの例を考えてみる。

次の連立１次方程式を解いてみる。

(1)































x1 − x3 − 2x5 = 1

x2 + x3 + x5 = −2

−x1 + x3 + x4 + x5 = 3

2x1 + x2 − x3 − 3x5 = 1

連立１次方程式の拡大係数行列 (A | b)を簡約化する。

(A | b) =

















1 0 −1 0 −2 1

0 1 1 0 1 −2

−1 0 1 1 1 3

2 1 −1 0 −3 1

































1 0 −1 0 −2 1

0 1 1 0 1 −2

0 0 0 1 −1 4

0 1 1 0 1 −1

















3 + 1

4 + 1 × (−2)

















1 0 −1 0 −2 1

0 1 1 0 1 −2

0 0 0 1 −1 4

0 0 0 0 0 1

















4 + 2 × (−1)

















1 0 −1 0 −2 0

0 1 1 0 1 0

0 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 0 1

















1 + 4 × (−1)

2 + 4 × 2

3 + 4 × (−4)
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よって、連立１次方程式 (1)の解集合と次の連立１次方程式 (1′)の解集合は等しい。

(1′)































x1 − x3 − 2x5 = 0

x2 + x3 + x5 = 0

x4 − x5 = 0

0 = 1

しかし、0 6= 1なので、連立１次方程式 (1′)は、解を持たない。

次の連立１次方程式を考えてみる。

(2)



















x1 − 2x2 + 3x4 = 2

x1 − 2x2 + x3 + 2x4 + x5 = 2

2x1 − 4x2 + x3 + 5x4 + 2x5 = 5

連立１次方程式の拡大係数行列 (A | b)を簡約化する。

(A | b) =











1 −2 0 3 0 2

1 −2 1 2 1 2

2 −4 1 5 2 5





















1 −2 0 3 0 2

0 0 1 −1 1 0

0 0 1 −1 2 1











2 + 1 × (−1)

3 + 1 × (−2)










1 −2 0 3 0 2

0 0 1 −1 1 0

0 0 0 0 1 1











3 + 2 × (−1)










1 −2 0 3 0 2

0 0 1 −1 0 −1

0 0 0 0 1 1











2 + 3 × (−1)

よって、連立１次方程式 (2)の解集合は、次の連立１次方程式 (2′)の解集合と等しい。

(2′)



















x1 − 2x2 + 3x4 = 2

x3 − x4 = −1

x5 = 1
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連立１次方程式 (2′)は解を持ち、次のように表される。主成分を含まない列に対応する変数
x2, x4の値を任意に定めると、主成分を含む列と対応する変数 x1, x3, x5は、一意的に決まる。
すなわち、x2 = c1と x4 = c2とおくと、方程式 (2)の解集合は、次のように表される。

x =























x1

x2

x3

x4

x5























=























2 + 2c1 − 3c2

c1

−1 + c2

c2

1























=























2

0

−1

0

1























+ c1























2

1

0

0

0























+ c2























−3

0

1

1

0























(c1, c2 ∈ R)

連立１次方程式 (1)において、簡約化した拡大係数行列のもっとも右の列は、主成分を含む
列なので、解を持たない。連立１次方程式 (2)において、簡約化した拡大係数行列のもっと
も右の列は、主成分を含まない列なので、解を持つ。

階数の定義より、次の性質 (i)–(iv)に対して、(i)と (ii)は同値、(iii)と (iv)は同値である。

(i) 拡大係数行列 (A | b)の簡約化のもっとも右の列は、主成分を含む列である。

(ii) rank(A | b) = rank(A) + 1

(iii) 拡大係数行列 (A | b)の簡約化のもっとも右の列は、主成分を含まない列である。

(iv) rank(A | b) = rank(A)

定理 3. 連立１次方程式 Ax = bとその拡大係数行列 (A | b)において、次の性質 (i)–(ii)は
同値である。

(i) Ax = bが解を持つ。

(ii) rank(A | b) = rank(A)

証明. 係数行列Aをm × n型の行列とする。まず、性質 (ii)を仮定し、性質 (i)を示す。拡
大係数行列 (A | b)を簡約化した行列を (C | d)とし、その行列の主成分を含む列と主成
分を含まない列をそれぞれ j1 < j2 < · · · < jr と k1 < k2 < · · · < ks+1 とする。このと
き、r + s + 1 = n + 1であり、行列 (C | d)のもっとも右の列 dは主成分を含まないので、
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ks+1 = n + 1であることが分かる。さらに、連立１次方程式Ax = bの解集合と次の連立１
次方程式の解集合は等しい。



































xj1 = d1 − c1,k1
xk1

− c1,k2
xk2

− · · · − c1,ks
xks

xj2 = d2 − c2,k1
xk1

− c2,k2
xk2

− · · · − c2,ks
xks

...

xjr
= dr − cr,k1

xk1
− cr,k2

xk2
− · · · − cr,ks

xks

よって、変数 xk1
, xk2

, . . . , xks
の値を任意に定めると、変数 xj1 , xj2, . . . , xjr

は一意的に決ま
る。特に、連立１次方程式Ax = bが解を持つことが分かる。すなわち、性質 (i)が成り立つ。

逆に、性質 (ii)が満たされていないとき、拡大係数行列 (A | b)の簡約化 (C | d)のもっとも
右の列 dは、主成分を含むことが分かる。行列 (C | d)の主成分を含む列と主成分を含まな
い列をそれぞれ j1 < j2 < · · · < jr+1と k1 < k2 < · · · < ksとする。このとき、連立１次方程
式Ax = bの解集合と次の連立１次方程式の解集合は等しい。



















































xj1 = d1 − c1,k1
xk1

− c1,k2
xk2

− · · · − c1,ks
xks

xj2 = d2 − c2,k1
xk1

− c2,k2
xk2

− · · · − c2,ks
xks

...

xjr
= dr − cr,k1

xk1
− cr,k2

xk2
− · · · − cr,ks

xks

1 = 0

しかし、この連立１次方程式が解を持たないので、性質 (i)も満たされていないことが分か
る。よって、定理を示した。

補遺 4. m個の方程式からなる n変数の連立１次方程式 Ax = bとそのm × (n + 1)型の拡
大係数行列 (A | b)において、

rank(A | b) = rank(A)

を仮定し、その階数を rとする。

(i) r = nのとき、連立１次方程式Ax = bは、ただ一つの解を持つ。

(i) r < nのとき、連立１次方程式Ax = bの解集合

{x ∈ R
n | Ax = b} ⊂ R

n

は、n − r個のパラメーター c1, c2, . . . , cn−rで表される。
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証明. 拡大係数行列 (A | b)を簡約化した行列を (C | d)とする。

(i) 仮定 r = nより、C = Enであることが分かる。従って、連立１次方程式Ax = bの解集
合と連立１次方程式Enx = dの解集合は等しいので、ただ一つの解 x = dが存在する。

(ii) 行列Cの主成分を含まない列と対応する変数 xk1
, xk2

, . . . , xkn−r
の値を任意に定めると、

主成分を含む列と対応する変数 xj1 , xj2, . . . , xjr
は、一意的に決まる。

例 5. 次の連立１次方程式を解いてみる。






x1 − 2x2 + 3x4 = 3

x1 − x2 + x3 + 2x4 = −2

拡大係数行列 (A | b)を簡約化する。

(A | b) =

(

1 −2 0 3 3

1 −1 1 2 −2

)

(

1 −2 0 3 3

0 1 1 −1 −5

)

2 + 1 × (−1)

(

1 0 2 1 −7

0 1 1 −1 −5

)

1 + 2 × 2

これを見ると、rank(A | b) = rank(A) = 2であることが分かる。よって、補遺 4の (ii)よ
り、連立１次方程式Ax = bの解集合は、n − r = 4 − 2 = 2個のパラメーター c1, c2で表さ
れる。簡約化した拡大係数行列と対応する連立１次方程式は、次のように得られる。







x1 + 2x3 + x4 = −7

x2 + x3 − x4 = −5

よって、解集合 {x ∈ R
4 | Ax = b}は、次のように表される。

x =

















−7 − 2c1 − c2

−5 − c1 + c2

c1

c2

















=

















−7

−5

0

0

















+ c1

















−2

−1

1

0

















+ c2

















−1

1

0

1

















(c1, c2 ∈ R
2)
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