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Matematik 2 AN

4 timers skriftlig prgve med hjeelpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bager, egne
notater o.l. samt lommeregnere.)

Opgavesattet bestar af 4 opgaver og er pa 2 sider.

Opgave 1

Lad (X,dx) og (Y, dy) betegne metriske rum. En kontinuert funktion f : X — Y siges
at veere egentlig, hvis det for enhver kompakt delmsengde K af Y galder, at f~1(K) er
en kompakt delmaengde af X.

Vi udstyrer i det folgende R™ med den szdvanlige metrik.

a) Lad X veere den afsluttede kugle i R™ med centrum i 0 og radius 1 og antag at
f X — R er kontinuert. Vis, at f er egentlig.

b) Antag, at f : R™ — R er kontinuert. Vis, at f er egentlig hvis og kun hvis

FH([=m,m])

er begraenset for ethvert m € N.

c) Betragt funktionerne f; : R — R, i = 1,2, 3, givet ved
filz) =0,  fo(z) =z,  fis(z)=€".

Afggr, hvilke af disse funktioner der er egentlige.

Opgave 2

Lad de reelle funktioner f og g veere defineret pa R, saledes at

0 0 for —7<60<0 0 for —7<60<0
! _{sin9 for 0<O <7’ _{COSG for 0<O <7’

og saledes at f og g er periodiske med periode 27.

a) Skitser graferne for f og g i intervallet [—3m, 37|, beregn Fourier koefficienterne
cn(f) og cn(g) for f og g og opskriv de tilhgrende Fourier raekker.

b) Vis, at begge rackker er punktvis konvergente i R, og afggr i begge tilfeelde,
hvorvidt de er uniformt konvergente i R.

¢) Find summen af Fourier raekken for g i 0 = —7.
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Opgave 3

a) Bestem sinus-reekken for funktionen

1
sin27x for 0<zx <=

fla) = 2

1
—sin27wx for 2 <xr<1,

og vis, at denne raekke er uniformt konvergent pa [0, 1].

b) Bestem en rackkefremstilling af lgsningen til problemet
2
Qu_ 50U g<ca<1,t>0
ot 0x?
()Y w(0,) =u(1,6) =0, t>0,
w(z,0) = f(z), x<l0,1].

Gor rede for, at denne rackke er uniformt konvergent pa [0, 1] x [0, +-o0].

Opgave 4

Lad vektorerne a og b i Hilbertrummet ¢5(N) veere givet ved

a:(l,0,0,...), b:(bl,bg,bg,...),

hvor by = 0 og b, = 2721 for n > 2.

a) Vis, at a og b udger et ortonormalsystem i £5(N) og find den ortogonale projektion
af vektoren (1,1,1,0,0,...) pa span{a, b}.
Lad A veere operatoren pa f5(N) givet ved

1

A(:E17{E27x37"'): \/§<.’L’1,.’171,.’132,5(32,5(33,.’173,...).

b) Vis, at A er en isometri, d.v.s. ||Az|| = ||z|| for alle x € {5(N). Er A uniteer?
c) Vis, at A ikke har nogen egenvektorer.

d) Bestem den adjungerede operator A* og afggr, hvorvidt A er selvadjungeret.



