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Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet sommer 1999

Matematik 2 AN

3 timers skriftlig prgve med hjzelpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bgger, egne
notater o.l. samt lommeregnere.)

Opgavesattet bestar af 3 opgaver og er pa 2 sider.

Opgave 1 (30 points)
Lad N={1,2,...} oglad d : N x N — [0, 00) veere funktionen

d(z,y) = [27* =27 (z,yeN).

a) Vis, at d er en metrik pa N.

b) Betragt folgen x,, = n? i N. Vis, at (2, )nen er en cauchyfolge i (N, d), og gor rede
for, at den ikke er konvergent.

Lad z € N;7 > 0 og lad som saedvanlig K (z,r) betegne den abne kugle
K(z,r)={yeN|d(z,y) <r}.
c¢) Vis, at for ethvert € N gaelder
K (z, 2”@y = {2},

d) Vis, at enhver delmzengde A C N er aben m.h.t. metrikken d.

Opgave 2 (30 points)

Lad H vere et uendeligdimensionalt hilbertrum og lad (e, )nen vaere en ortonormalbasis.
Ved

X = span{es, | n € N}

og
Y = span{ez,—1 | n € N}

defineres to afsluttede underrum af H.
a) Gor rede for at ved

(e o)
T = g n_3/4en
n=1

JLK Opgave 2 fortsaettes pa side 2
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defineres en vektor i H og bestem projektionen af x pa X.
b) Vis, at
XCvt og YCXL

¢) Ggr rede for at enhver vektor z € H pa entydig made kan skrives pa formen
r=h+k,

hvor he X og k €Y.
d) Ggr dernzst rede for at X =Y+ og Y = X+,

Opgave 3 (40 points)
Lad f(z) = 3(sinz + [sinz|), z € R.

a) Skitsér grafen for f i intervallet [—2m, 27], og beregn fourierkoefficienterne c¢_(f)
og c1(f).

b) Vis, at fourierraekken for f er uniformt konvergent.

De gvrige fourierkoefficienter oplyses at veere

1 1

lf)={ o7

0 for n ulige,n # +1.

for n lige

c¢) Vis, at

fa) =2+ 1g 250: ! %z (z €R)
r) = — —Ssmr — — —— COS T T .
T 2 7rk:14k2—1

d) Vis herved at

i 1 _772—8
—(4k2-1)2 16

Betragt nu den ledvist differentierede rakke

e) Ggr rede for at rackken er konvergent i hilbertrummet Ly[—m, 7], men ikke er
uniformt konvergent.



