NAODeIIlavIls UNlversivel
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet vinteren 1998-1999

Matematik 2 AN

3 timers skriftlig prgve med hjzelpemidler. (Det er tilladt at medbringe noter, bgger, egne
notater o.l. samt lommeregnere.)

Opgavesattet bestar af 3 opgaver og er pa 2 sider.

Opgave 1 (30 points)

Lad H vere hilbertrummet £5(N) med det saedvanlige indre produkt givet som

((@n), (b)) = 2 anb
Lad (e,)nen veere den saedvanlige ortonormalbasis e, = (Jkn )ken, hvor

5 1 fork=n
k"_{O for k # n.

1. Vi definerer et system, (f,)nen, af vektorer i H ved

f1=%(61—62), f2=%(€1+62)
1 1
fa= ﬁ(% — e4), fa= 5(63 +eq)
og generelt for k € N
fohot = —=(eakot — )y far = —=(eanor + e2x)
2k—1—\/§ 2%k—1 — €2k), 2k—\/§ 2%—1 1 €2k).

Vis, at (fn)nen er en ortonormalbasis for H.

2. Lad X = span{for|k € N} og lad 2y € H vare folgen zo = (1, é,,%,)
Bestem ortogonalprojektionen af zy pa X.

3. Idet det oplyses at ||zo||? = %2, skal du vise at
i 4k — 1 2 < w2
2k-1)(2k)) =3

k=1
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Opgave 2 (35 points)

Betragt raeekken
—8 1

3 —_1)3
7 £= (2n — 1)

e~ 2(@n=1)m)*t sin((2n — 1)mx).

1. Ggr rede for, at raekken er uniformt konvergent pa den gvre halvplan, (z,t) €
R x [0, 400].

2. Lad u : [0,1] x [0,+00[— R betegne sumfunktionen pa halvstrimlen [0, 1] x
[0, +00[. Gor rede for at pa enhver aben halvstrimmel |0, 1[ X |e, +o0[, € > 0,
har u partielle afledede %, %, %, og at disse kan beregnes ved ledvis differen-
tiation.

3. Vis dernaest, at wu tilfredsstiller

oo
ot 0x?
u(0,t) =u(l,£) =0 t>0.

=0 O0<z<l, t>0

4. Lad f :]0,1] —» R vaere givet som
f(z) = u(z,0).

Vis, at f(z) = z(z —1).

Opgave 3 (35 points)

Lad M =]0,1] og lad d veere den saedvanlige metrik pd M, d(z,y) = |z —y| (z,y € M).
Vi betragter endvidere afbildningen d : M x M — R givet ved

d(.’l?, y) =

r=y

, (z,yeM).

Ty

1. Ggr rede for, at d er en metrik pa M.

2. Vis, at afbildningen z — I er en isometri af (M, d) pé [1,+oc], nér [1,+oo]
udstyres med den sadvanlige metrik.

3. Gor herved, eller pa anden vis, rede for at (M, c?) er fuldstaendigt.

4. Vis, at den identiske afbildning z — z : (M, d) — (M, d) er uniformt kontinuert.

5. Vis, at den identiske afbildning x — z : (M, d) — (M, d) er kontinuert men ikke
uniformt kontinuert.



