Fubinis Seetning og Fouriertransformationen —
supplerende noter til 2AN

Niels Grgnbak og Mikael Rgrdam

Den oprindelige version af disse noter er skrevet af Niels Grgnbak og indgar som §10 i
notesxttet “Metriske Rum 2”. Noterne er revideret december 2001 af Mikael Rgrdam bl.a.
for at tilpasse dem den version af 2AN, som kgrer i efteraret 2001. Sidstnaevnte beerer
ansvaret for eventuelle fejl mv. i forbindelse med revisionen af noterne.

1 Fubinis Saetning

I Appendix A til B. Durhuus’: Hilbertrum med anvendelser er anfgrt en ret generel saet-
ning om ombytning af integrationsordenen i dobbeltintegraler. Lad os indlede med nogle
eksempler til illustration af problematikken.

Eksempel 1.1 Lad f: [0,1] x [0,1] — R vaere givet ved f(z,y) = y(z + y?). Integration
forst efter y giver

M 1,17
/ (/ y(z+y°)dy)de = / [—xy2 + —y4} dz
0,1  Jo,1 0o L2 47 1,0

Integration fgrst efter x giver

1 1 r=1
/ ( / y(o+y?) d) dy — / [y(—x2+y2x>] dy
1] J[o,1] 0 2 20

1
_ 1oy, - L
= /O(2y+y)dy— 5

sa ombytningen af integrationsordenen giver samme resultat. Bemaerk at udregningerne
undervejs er forskellige.

Eksempel 1.2 Lad f: ]0,1]x]0,1] — R vaere givet ved

/22, O0<y<ux
f(z,y) = / 0 :
—1/y*, 0<z<y
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Da geelder

[t = [Las [ Sa=tra-h=1
/Olf(ac,y)dx = /—dm-l—/l%dx:—;—(l—;):—l.

/01(/01f($,y)dy)d$:1, /01(/01f($,y)dx)dy:_

Man kan altsa ikke ombytte integrationsordenen uden betingelser pa integranden.

Dermed er

Vi skal ikke her formulere det mest generelle udsagn om hvornar ombytning er i orden, men
ngjes med at betragte kontinuerte integrander. (Szetningen nedenfor galder mere generelt
for alle Borelfunktioner f: I x J — C.)

Seetning 1.3 (Fubini) Lad I og J vere intervaller i R og lad f: I x J — C vere konti-
nuert. Hvis enten f(xz,y) > 0 for alle (z,y) € I x J, eller

/I(/Jlf(:r,y)ldy) dz < o0, (1.1)
/I(/Jf(x,y)dy) dxz/J(/If(:c,y)dx) dy . (1.2)

Integrationsordenen i de itererede dobbeltintegraler er altsa ligegyldig.

da gelder

Bemaerk, at vi kan ombytte integrationsraekkefglgen i (1.1), da (z,y) — | f(z,y)| er positiv
(jvi. seetningens fgrste udsagn).
Det folger specielt af Fubinis satning, at

/ /fwydydx—/ /f:vyda:

for enhver kontinuert funktion f: [a,b] X [¢,d] — C, idet (1.1) altid er opfyldt her. (Da
[a,b] X [c,d] er kompakt er f ngdvendigvis begranset, og venstresiden af (1.1) er derfor
domineret af (b — a)(d — ¢)|| f|l. < o0.)

Bemerk, at f01 (fol |f(z,y)| dy) dz = oo, nér f er som i Eksempel 1.2.

De to alternative betingelser i Fubinis satning (f er positiv eller (1.1) er opfyldt) er
akvivalente med, at planintegralet |, 1xy F(@,y) dzdy er veldefineret. Man kan med andre
ord altid ombytte integrationsrakkefglgen, nar planintegralet er defineret. Laeseren henvises
til et kursus i Mal og Integralteori (3MI) for et bevis for Fubinis seetning, og for en udferlig
definition af planintegraler.

Vi har ogsa brug for fglgende saetning om at differentiere under integraltegnet:
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Saetning 1.4 Lad I og J vere delintervaller af R og lad f: I x J — C vere en funktion
med folgende egenskaber:

(i) funktionerne t — f(t,x) er differentiable for alle x € J,

(i) der findes en kontinuert funktion g: J — RT, som opfylder

12

a(t, x)| < g(x) foralle (t,z) €I xJ, og /g(x) dx < oo.
J

(iii) fz;;zktion;me x— f(t,z) og T — %(t, x) er kontinuerte, og [, |f(t,z)|dx < oo for
atte t € 1.

Da er funktionen t — fJ f(t,x) dx veldefineret og differentiabel, og der gelder

%([]f(t’x) dx) :/J%—{(t,x) dx. (1.3)

Denne sztning vises ogsa i 3MI. Beviset benytter Lebesgues saetning om majoriseret kon-
vergens og integralregningens middelvardisaetning.

Eksempel 1.5 Lad os her ggre rede for, at

d e—itw xefitw
R I = — ) . ]_.4
dt(/Rl—i—x‘ldx) ’A1+x4d$ (14)

Seet f(t,r) = e /(1 +2*) oglad [ = J =R Daer t — f(t,z) differentiabel for alle
r € R og

of —ize i

—(t = —

ot (t ) 1+ 24
St g(z) = |z|/(1+2*). Daer [, g(z)dz < oo og |%(t, z)| < g(z) for alle ¢ og z. Hermed
er betingelse (i) og (ii) i Seetning 1.4 opfyldt, og det ses let, at ogsa betingelse (iii) holder.
Det fglger nu af Szetning 1.4, at (1.3) geelder, og derfor holder (1.4).

2 Fouriertransformationen og Schwartzrummet S(R).

Fouriertransformationen er et eksempel pa en grundliggende matematisk idé, nemlig trans-
formation. Fgrste gang du for alvor stgdte pa denne idé, var sandsynligvis da du hgrte om
logaritmefunktionen. Den fundamentale ligning

log(z - y) = log(z) + logy

kan opfattes som en transformation af den (relativt) komplicerede operation, multiplika-
tion, til den simplere operation, addition. Et andet eksempel pa transformationsidéen er
koordinattransformationen, hvor strukturen af en given matrix abenbares ved at foretage
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et basisskift. Formalet er at ga fra den givne form til en anden form, der tydeligere afdaek-
ker det indhold, man er pa jagt efter, ‘trans-form’ = ‘igennem form’. Hvis du kigger tilbage
pa dit hidtidige liv med matematik, vil du opdage, at mange af de forskellige tiltag kan
opfattes som transformationer.

Fouriertransformationens anvendelighed inden for teorien for differentialligninger beror
pa, at den transformerer den komplicerede proces ‘differentiation’ til den simplere proces
‘multiplikation’, saledes som det udtrykkes i Seetning 2.7 nedenfor.

Vi giver nu definitionen af Fouriertransformationen. Med £;(R) = L(R,C) betegnes
mangden af integrable funktioner, dvs. maengden af Borelfunktioner f: R — C, som op-
fylder [ |f(x)|dz < oo. Husk at alle kontinuerte og alle stykkevis kontinuerte funktioner
er Borelfunktioner. Med integralet her og i det fglgende taenker vi primaert pa Lebesgue in-
tegralet. Hvis f: R — C er kontinuert eller stykkevis kontinuert, sa er Lebesgue integralet
lig med det udvidede Riemann integral:

R—o0

/Rf(a:) d:c=/Zf(x) dz ¥ lim /};f(x)da:, (2.1)

hvor integralet pa hgjresiden af (2.1) er det ssedvanlige Riemann integral. Konvergensen
af greensen i (2.1) sikres ved antagelsen [ |f(z)|dz < oo.
For f € £,(R) saxttes

Il = / (@) da. (2.2)

Definition 2.1 (Fouriertransformationen) Lad f € £,(R). Fouriertransformation af
funktionen f defineres som

fk)y=F(f)(k) = \/%_W/Rf(x)e_“”da: .

Vi bruger altsa bade betegnelsen fog F(f) for den Fouriertransformerede af f. Sidstnaevnte
bruges iser nar vi gnsker at taenke pa Fouriertransformationen som en afbilding. (I visse

tekster er f(k) defineret til at veere Jg f(x)e ** dz.) Faktoren 1/+/27 spiller en rolle i
Inversionssaetningen (Szetning 2.9) og en afggrende rolle i Saetning 2.11 nedenfor.
Linearitet af integralet giver:

Ff+9)=F(H+Fg), FANH=AF(), fgeLli(®), xeC  (23)

Den Fouriertransformerede af et produkt, F(f-g), er ikke lig med produktet af de Fouri-
ertransformerede, F(f)-F(g). Istedet gaelder F(f x g) = F(f)-F(g), hvor f * g betegner
foldningen af f og g:

(f + 9)(a) = \/i?_ﬂ / £z = y)g(y) dy,

et begreb vi ikke skal forfglge yderligere her.



Eksempel 2.2 Lad a > 0 og betragt funktionen

£(0) = {a, ~1/2a < z < 1/2a,

0, ellers.

Bemaerk, at f, € £L1(R) og at || fa||1 = 1. For k£ # 0 har vi:

3 V2 —ikx a 1 fzk:c 1/2a
fa(k) B \/%/1/20‘ dr = for [( Zk) } ~1/2
= (—’ik)_l (e_ik/Qa _ eik/?a) _ 2a €ik/2a — e_ik/za
o Vork 2
2
For k=0 er
~ 1/2a 1
AC / R
\/ﬂ 1/2a \/ﬁ

Alt ialt far vi:

£ = \/2esin(k/2a), k#0,
L k= 0.

2n?
Bemzrk, at f, er kontinuert (ogsa i k = 0).

Seetning 2.3 Lad f € £1(R). Da er f kontinuert og | f(k)| < (27)~Y2||f||1 for alle k € R.

Bevis: Lad £ € R og lad (k,)$%, veere en fplge i R, som konvergerer imod k. Vi skal vise,

at f ( n) = f ( k) for n — oo. Hertil benyttes Lebesgues s@tning om majoriseret konvergens
(med den integrable majorant g(z) = |f(z)|):

lim Akn = lim — z)e” T dr

Saetningens anden pastand ses saledes:

0= o= [ s@e sl < —— [ f@eds = — [ 1561z = Il
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Et mere involveret malteoretisk argument viser, at der videre gaelder

lim f(k) = lim f(k)=0

k—00 k——o00

for alle f € £,(R).
Seerligt peent opfgrer Fouriertransformationen sig, hvis vi ngjes med at anvende den pa
en speciel klasse af funktioner, som nu indfgres:

Definition 2.4 (Schwarzfunktioner) En funktion f pa R kaldes en Schwartzfunktion
safremt f € C*°(R), og der for alle n, N € NU {0} findes en konstant C, y < 0o, saledes

at
n Cn,N
| ™M (z)| < A+ )™ for alle x € R, (2.4)
hvor f(™ betegner den n'te afledede af f. Mzengden af Schwartzfunktioner betegnes S(R).

Bemark, at S(R) er et vektorrum (over C). Vi bemaerker endvidere:
Bemeerkning 2.5
(a) Af (2.4) folger
2 f™ ()| < 1+ [2)N]f™(2)] < Cov for allez € R.

Hvis omvendt |2V f(® (z)| er begraenset pa R for alle n, N € NU {0} fis, eftersom
(14 |z|)N er et polynomium i |z|, at ogsd (1 + |z|)™|f™(z)| er begreenset pa R for
alle n, N € NU {0}.

Vi har altsa, at f € S(R) netop hvis f € C®(R) og |V f™(z)| er begrenset pi R
for allen, N € NU {0}, hvilket ogsa udtrykker, at f(z) savel som alle dens afledede
aftager hurtigere end enhver potens |z| ™" for |z| — oco.

(b) Da de afledede af 2"V f(z) er linearkombinationer af funktioner af samme form,
folger det, at 2™V f™)(z) tilhgrer S(R) hvis f tilhgrer S(R).

(c) Funktionen pa hgjresiden af (2.4) er integrabel over R hvis N > 2. Derfor er enhver
Schwartzfunktion samt alle dens afledede indeholdt i L£1(R).

Eksempel 2.6 Funktionen o(z) = e=*"/2 ligger i S(R). Dette skyldes, at =¥ (z) =
P(x)e~*"/? for et passende polynomium P (som afhanger af N og n), og

lim |P(z)e */? =0
|z| =00

—x2/2

for ethvert polynomium P. Specielt er funktionen z — P(z)e begraenset. Dette viser

v € S(R).



Hvis f € C*°(R) og hvis f har kompakt stgtte (dvs. der findes R saledes at f(z) =0
for alle z € R\[~R, R]), da vil f € S(R). Thi f™ er begraenset pa [—R, R] og dermed pa
R. Vi kan derfor veelge C), v > 0, saledes at

C'n,N

() ()| < N
@) < G

for alle x € R,

hvorefter (2.4) er opfyldt.

Det er ikke helt nemt at finde funktioner i C*°(R) med kompakt stgtte (udover nul-
funktionen), men de findes faktisk i rigt mal. De udggr endda en taet delmzengde af £;(R)
mht. || - ||;. Funktionen f nedenfor har kompakt stgtte (den er 0 udenfor [0,1]) og den
tilhgrer C*°(R):

e V@) <<,
flz) =
0, ellers.

Vi udleder nu en rakke egenskaber ved F(f) i det tilfeelde hvor f € S(R). Sztningen
nedenfor siger, at Fouriertransformationen forvandler differentiation til multiplikation med
stgrrelsen ik (hvor k er den frie variabel).

Vi bruger den forkortede betegnelse ™ f for funktionen x — z" f(x).

Seetning 2.7 For f € S(R) gelder F(f) € S(R). Endvidere haves
(i) F(f™)(k) = (ik)"F(f)(k),
(i) F("F)(k) = " F () (b),

for alle k € R.

Bevis: Vi bemearker forst at F(f) er begraenset, idet
V2rF(f) (k)] < / |[f(z)e™™| dz = / |f(@)ldz = || flx
R R

for alle k € R. Da | & (f(z)e **)| = | —iz f(z)e **| = |z f(z)| og dazf € L1(R) ifolge Be-
merkning 2.5 (b) og (c¢), kan vi anvende satningen om differentiation under integraltegnet
(Saetning 1.4). Vi far derved, at F(f) er differentiabel med

d 1 0 —ikz _ b —iz f(x)e”* dx = F(—iz
%}“(f)(k)zﬁ/ﬂ%%(f(x)e ) dz = \/Q_W/R f(z) dr = F(—izf)(k)

idet zf € S(R) og F(—ixf) derfor er defineret. Ved gentagen anvendelse af dette, og

ihukommende at 2™ f € S(R), fas for alle n, at F(f) er n gange differentiabel med

dn
dkn

F(f) = F((=ix)" f) = (=)"F (2" f).



Dette viser (ii). Tilsvarende: Da f’ € S(R) kan vi anvende F pa f":

F(f)(k) = \/%—W/f'(@eikwdx = 1%1_1)20\/_27/ f’(x)eiik‘”dac

zkz

N | (R)e_”“R—f (—R)(f““R : —ika
= }%1—{20 NGT: +zk\/%/Rf(x)e dx

_ g1 —ike g — LT
= zk\/ﬁ/ﬂ{f(x)e de = ikf(k) .

Ved gentagen anvendelse fas (i). Ved kombination af (i) og (ii) fas

B P (0)] = | F (e () (8)]

sa kmf(") er Fouriertransformeret af en Schwartzfunktion og dermed begranset, dvs. f €
S(R). O

Vi bemarker nedenstaende nyttige formel:
/ e " dz = 2r. (2.5)

Formlen vises ved at betragte planintegralet:

/ e~ 2 qudy = /(/e—mzﬂe_yz/2 dy) dx
R2 R “JR
= /(e_$2/2/e_y2/2 dy) dz
R R
o0 o0 o0 2
= / e "2 dx/ e v’/ dy = (/ e~ /2 dx) .

Planintegralet ovenfor kan beregnes ved at skifte til polare koordinater x = 7 cos(6),
y = rsin(f):

o0 27 0
/ e~ @2 qudy = / (/ e 2y dﬁ) dr = 27r/ e " Prdr
R 0 0 0

= 27r[—e_’"2/2]go = 2.

Disse to udregninger tilsammen giver (2.5).
Som en illustration af Fouriertransformationens slagkraft i forbindelse med differenti-
alligninger anfgres:



Eksempel 2.8 Lad ¢(z) = e /2. Da gelder ¢ € S(R) og ¢'(z) = —zp(x). Af Sat-
ning 2.7 fas derfor

P'(k) = —iF(z o) (k) = iF (") (k) = —kD(k) -

Da $(0) = \/#2? Jee™ 12 dx =1, jvf. (2.5), er @ lgsning til begyndelsesvaerdiproblemet

dy

= =1.
T ky=0,  y(0)

Men det er ¢ ogsa, sa af eksistens- og entydighedssztningen fas @ = ¢; og @ er altsa sin
egen Fouriertransformerede!

Vi har ovenfor vist, at F er en linezer afbildning af S(R) ind i sig selv. Der gelder faktisk:

Satning 2.9 (Inversionsformlen) Lad f vere en kontinuert begrenset funktion i £1(R)
og antag f € L1(R). Da gelder

1 = ikx
f(x):\/—Q_W/Rf(k)e dk. (2.6)

Inversionsformlen gelder for alle f € L;(R) (kontinuerte og begraensede eller ej) som
opfylder fe L1(R), hvis lighedstegnet i (2.6) opfattes som “lig med nzesten overalt”. Der
gaelder nemlig, at hvis f € £1(R) og f € £1(R), da findes en kontinuert begraenset funktion
g sa f(xz) = g(z) neesten overalt. Med andre ord, integrabilitet af f og af £ sikrer, at f er
kontinuert og begraenset (pa naer en nulmangde).

I beviset nedenfor holder vi os til det mindre generelle resultat formuleret i Seetning 2.9.

Bevis: For at bevise inversionsformlen er det fristende at ombytte integrationsordenen pa
hgjresiden af (2.6), men funktionen k — e~ er ikke integrabel over R for noget z eller
t. Vi indfgrer derfor hjelpefunktionen ¢ € S(R) fra Eksempel 2.8. Lebesgues sztning om
majoriseret konvergens (med majorant g(k) = |f(k)\) giver:

lim \/—z_ﬁ / o(k/n)f(k)e** dk = \/%7 /R Fk)e* dk . (2.7)



Vi regner videre pa venstresiden af (2.7):

(k/n) F(k)e*= dk

75 L

—
—
~

—~
N
~

—
=

hvor (1) fglger af Fubinis setning (lseseren bgr overveje, at betingelsen (1.1) er opfyldt),
(2) fremkommer ved substitutionen k/n med k, og (3) kommer ved at substituere n(t — x)

med t.

Idet f er kontinuert, har vi f(z +¢/n) — f(z) for n — oo. Ovenstaende og (2.7) giver

nu:

L 7 ik
m/ﬂ@f(k)e dk

lim \/L_ / ok /n) F k) ek di
lim E / flo +t/n)3() dt
x)\/—Q_ﬂ /R B(t) dt

x)\/%_ﬁ /R o(t) dt
f(@),

hvor (4) skyldes Lebesgues satning om majoriseret konvergens (med majorant g(t) =
I fll.2(t) = || fllu(t)), (5) folger af Eksempel 2.8, og (6) folger af (2.5). O

Korollar 2.10 Fouriertransformationen F: S(R) — S(R) er bijektiv. Den inverse Fouri-

ertransformation er givet ved

FUf)(z) = V%?/ugf(k)Eikmdk' (2.8)

Den inverse Fouriertransformerede F !

mening for alle f € £;(R).

(f) benzevnes af og til f. Bemaerk, at (2.8) giver
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Bevis: Det fglger umiddelbart af Inversionssaetningen (Saetning 2.9), at F: S(R) — S(R)
er injektiv (overvej dette!).

Lad f € S(R), og st g(k) = f( k). Da er f og dermed ¢ Schwartzfunktioner ifglge
Seetning 2.7. Inversionsformlen (2.6) anvendt pa f giver:

1 7 ikx _ 1 A_ e—ikz _ P
@) = o= [ Fwet=ar = —= [ fei)e = dk = Flo)(o)

Heraf fas, at F er surjektiv, og at den omvendte afbildning er givet ved

~

F ) = la) = Fiea) = = [ et
U

Vislutter dette afsnit med et resultat, som knytter Fouriertransformation an til Hilbertrums-
teori. Pa S(R) indfgres det saedvanlige indre produkt med tilhgrende norm ved

(f,9) = / f@e@dz,  f.geS®)

0g

1flle = (£, ) = ( / F@Pd)?,  feS®).

Saetning 2.11 Fouriertransformationen bevarer det indre produkt, dvs. (F f,Fg) = (f,9)
for f,g € S(R). Specielt er || F(f)|l2 = ||fllz for f € S(R), sa F er en isometri.

Bevis: Vi anvender Fubinis stning og Saetning 2.9 (inversionsformlen):

(Ff.Fg) = / F() k) F(g) (k) dk

_ / \/% / f(x)e_ik‘”dx)mdk
- = / / F(g)(k)e *f(x)d )
Fubini \/ﬂ/ /}— Ye 2 £ () d )

- / f@)( \/—_ / F(g)(k)et dk ) da
2t [ fag@de = (f0)

0

Bemezerkning 2.12 Korollar 2.10 og Satning 2.11 kan anvendes til at udvide Fourier-
transformationen til en isometrisk isomorfi af Hilbertrummet Ly (R) pa sig selv.
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3 Eksempler pa anvendelser af Fouriertransformatio-
nen.

Vi skal nu se pa et par eksempler pa anvendelse af Fouriertransformationen til lgsning af
differentialligninger.

Eksempel 3.1 Betragt den 1-dimensionale Laplaceligning

d*u )
hvor m > 0 er en konstant og f er en given funktion pa R. Vi sgger en funktion v: R — C,
som er to gange differentiabel og som opfylder (3.1). Vi skal her ngjes med at betragte
tilfeeldet f € S(R). Det er da nerliggende at sgge en lgsning v € S(R). Hvis en sadan
findes, giver Fouriertransformation af ligningen (3.1):

(K + m®)(Fu)(k) = (Ff)(k), keR (3.2)
Definér funktionen w: R — R ved w(k) = k% + m?. Vi har si, at (3.2) kan udtrykkes
Fu) =w ' F(f) = (Mo F)(f), (3-3)

hvor M,-1 er multiplikationsoperatoren M,-1(f)(k) = w™ ' f(k). Operatoren M,-1 afbilder
S(R) bijektivt pa sig selv, idet ¢ € S(R) hvis og kun hvis wy € S(R). Vi har hermed
godtgjort, at hvis u € S(R) er en lgsning til Laplaceligningen, sa geelder

u= (F My, F)(f). (3.4)

At der ved (3.4) faktisk er givet en lgsning kan indses ved at folge ovenstaende udledning
baglaens (biimplikation!) (Hovsa, hvad er nu det? Laplaceligningen er en linezer differenti-
alligning med konstante koefficienter. Det fremgar af ovenstaende, at der kun er én lgsning
u = (F'M,-1F)(f). Men det fglger fra Mat 1, at der er uendeligt mange lgsninger til
(3.1) af formen

u(z) = ae™ + be™™ + ug(z), a,beR,

hvor ug er en partikuler lgsning. Er der ikke en modstrid her?)

Eksempel 3.2 Lgs ligningen

d2u 2
et mPfu=e /2

T2 (3.5)

Funktionen z — ¢~%/2 er sin egen Fouriertransformerede, jvf. Eksempel 2.8.

Vi far sa lgsningen u € S(R) givet ved

—k2/2eikz dk .

u(z

- 1/ 1
_\/ﬁ Rk2—|—m2
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Det giver mening at anvende F~'M,_, 1 F pa andre funktioner end Schwartzfunktioner,
jvf. Definition 2.1 og (2.8), og man kunne forestille sig at lgse ligningen (3.1) for enhver
funktion f € £,(R), f.eks. f = 1;_4 4 for et a € R, simpelthen ved at sige, at lgsningen
er (F1M,-1F)(f).

Lad os prgve at lege lidt med dette eksempel. Bemaerk forst

1 @ 1 1 . .
F 1faa k) = —zkwd — = (,—tka _ _ika ]
(aad®) = J [ tete= G g o=

Heraf fas
FAM F(laa) @) = o [ iy (€4 = ) € di (3.6)
P = o J i md ik | |

For kortheds skyld setter vi F(z) = F~'M,-1F (1|_4q)(z). Differentiation under integral-
tegnet er tilladt her, jvf. Saetning 1.4, og vi far

F'(z) = i/ ! (e — e7e) ek dy = L [W(z+a) —Y(r —a)],

21 Jg k? + m? 27

1/)(x) :/ etk i — e—m|$| '

r k% +m? 2m
Det sidste lighedstegn fglger af Opgave 6.5 i HR.
Vi betemmer nu en stamfunktion W til v:

Z je—miz| 1(e™ — m? T
¥ (z) :/0 dz = { (e = 1)/2m”, <0 (3.7)

hvor

2m —i(e™™® —1)/2m?, x>0

Herved fas ]
F(z) = g[\lf(x +a) — ¥(z —a)]+ konstant. (3.8)

Dette udtryk er vores bud pa en lgsning til (3.1). Ved at ggre prgve ses, at den arbitraere
konstant er 0. Bemark at ved stamfunktionsbestemmelsen (3.7) kan vi tilfgje en additiv
konstant, som igen forsvinder ved indsattelse i (3.6). Bemaerk ogsa, at funktionen V¥ i
(3.7) ikke tilhgrer £;(R), men at lgsningsfunktionen (3.8) (med konstant = 0) alligevel er
integrabel.

Transformationsideén i aktion kan overordnet beskrives saledes:

e en differentialligning er forelagt;

e overgang til Fouriertransformeret ligning;

e Igsning af Fouriertransformeret ligning — en simpel algebraisk opgave;
e den Fouriertransformerede lgsning genkendes i ‘Den Enormt Store Tabel’;
e tabellen laeses bagleens.
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