Om Lebesgue integralet — supplerende noter til 2AN

Mikael Rgrdam

Betragt det komplekse vektorrum C(]a, b], C) udstyret med det indre produkt:

b [
(o) = [ F0s@ g€ Ceb.0 (0.1
og tilhgrende norm:
b
Il = (5.0 = ([ 170F &), e C(abhC) 0.2
(Bemzerk, at normen pa dette indre produktrum kaldes || - ||2 istedet for || - ||.) Formalet

med disse noter er at beskrive fuldsteendigggrelsen af dette indre produktrum. Vi vil herved
opna et Hilbertrum, kaldet Ls([a,b]). Elementerne i dette Hilbertrum er @kvivalensklasser
af funktioner f: [a,b] — C. Funktionerne f er normalt ikke Riemann integrable, men de
kan integreres, hvis man benytter et nyt og bedre integrationsbegreb: Lebesgue integralet.

Stort set ingen beviser medtages i disse noter. Skulle alle saetninger bevises, ville vi
stort set deekke hele kurset 3MI: Mal- og Integralteori! Jeg haber ikke desto mindre, at
lzeseren vil opna en vis indsigt i Lebesgue integralet og hovedideerne bag det.

I disse noter anvendes konventionen RT = [0, 00), og vi kalder et tal (eller en funktion)
positiv hvis det (den) er > 0.

1 Lebesgue integralet
Vi anfgrer fgrst en nyttig beskrivelse af abne delmangder af den reelle akse R.

Saetning 1.1 Enhver tkke-tom aben delmaengde U af R kan skrives pa formen
U= U]aj,bj[ eller U = U]aj,bj[, (1.1)
j=1 j=1

hvor n € N og hvor intervallerne |a;, b;[ er parvist disjunkte. (Vi tillader intervaltyper af
formen |— oo, b[, |a,00[ 0g |— oco,00[=R.)



Denne sztning vises mest bekvemt ved at benytte teorien for sammenhengende maengder,
et begreb, som ikke behandles i 2AN, men som vil blive taget op f.eks. i 3GT.

Det er en konsekvens af Saetning 1.1, at man pa en naturlig made kan definere lengden
L(U) af en aben mangde. Fgrst justerer vi terminologien, og betegner laeengden af U med
m(U). Denne defineres ved:

m@) =0, m({Jla;,b0) =D (0 —a), m(Jlajb5[) =D (bj—aj),  (1.2)
7j=1 7j=1 7j=1 7j=1
jvi. (1.1). Ogsa her kan a; = —o0o og b; = oo for et enkelt j eller i, og vi benytter konven-

tionen
b—(—00) =00 —a=00—(—o0) = 0.

Bemark, at m(U) er en stgrrelse beliggende i [0, oo]. F.eks. er

m(]0,5) =5, m(R) =oo, m(|JIn,n+2")) =1, m({J]2n.2n+1[) = 0.
n=1 n=1

Det kan med lidt talmodighed vises, at U C V' medfgrer m(U) < m(V).

Hvis U er en aben delmangde af et lukket interval [a, b] (altsa aben mht. [a, b]), da er
U igen en endelig eller en tallelig forening af intervaller ligesom i (1.1), men vi ma her ogsa
medregne intervaller af typen [a, c[ og ]c, b]. Disse to “nye” intervaltyper kan pa naturlig
made tildeles en laengde ved m([a, c[) = ¢ — a og m(]e,b]) = b— ¢ (nar a < ¢ < b).

Vi citerer en satning kendt fra Matematik 1 (Seetning 8.8 i “Funktioner af en og flere
variable” af Ebbe Thue Poulsen):

Saetning 1.2 Enhver aftagende funktion f: [a,b] — R er Riemann integrabel.

Saetning 1.3 For enhver kontinuert funktion f: [a,b] — R" gelder

b (11l
/f@ﬁ:A m(£(]s, o0[)) ds. (1.3)
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Halvdelen af arbejdet med at vise denne satning bestar i at ggre rede for, at integra-
let pa hgjresiden overhovedet giver mening: Da f~!(]s,o0[) er en aben delmzngde af
[a,b] er m(f~*(]s,00])) defineret (ved (1.2) og bemeerkningen lige over Satning 1.2), og
m(f(]s,00[)) < m([a,b]) =b—a < .

Funktionen s — m(f~!(]s,00[)) er aftagende. Dette skyldes, at m er monoton (U C V
medfgrer m(U) < m(V)), og at 0 < s < t medforer f~1(]t,00]) C f1(]s, 00]).

Det folger nu af Szetning 1.2 ovenfor, at hgjresiden af (1.3) er veldefineret. Hvis s >
| f1lu, s& er f~1(]s,o00[) = 0. Vi har derfor

11l oo
| mt Qs ds= [ m( (s, o00)) ds. (1)
0 0
Mere viser vi ikke af Satning 1.3. Istedet kigger vi pa fglgende:

Eksempel 1.4 Betragt funktionen f: [0,1] — Rt givet ved f(t) = t", hvor n € N.
Venstresiden i (1.3) er da fol t"dt=1/(n+1). For0<s<1ler

F7H(1s,000) =157, 1],
og dermed bliver hgjresiden af (1.3) lig med

1

/Om(]sl/",l])ds:/o (1= s ds = 1= 1 =1/ + ).

Kan alle delmzngder A af R tildeles en leengde m(A)? 1 givet fald kunne vi med udgangs-
punkt i hgjresiden af (1.3) definere integralet af en wvilkarlig funktion f: [a,b] — R*.

Svaret pa dette spgrgsmal kommer naturligt nok an pa hvilke krav vi stiller til leeng-
debegrebet, men det afhaenger overraskende nok ogsa af hvilket aksiomsystem vi velger
at laegge til grund! Aktuelt kraeves af leengdebegrebet, at m(]a,b[) = b — a for alle abne
intervaller Ja, b[, og at m(U;2, Aj) = D257, m(A;) nar Ay, Ay, A, ... er en folge af parvist
disjunkte delmaengder af R. Valger vi at tro pa udvalgsaksiomet, sa kan det vises, at der
findes (meget besynderlige!) delmaengder af R, som ikke kan tildeles nogen leengde (heller
ikke leengden 0 eller co).

Forehavendet at male samtlige delmaengder af R er saledes dgmt til fiasko. Vi ngjes
derfor med at male pene delmangder af R, de sakaldte Borelmengder defineret nedenfor.
Stort set alle mangder, der kan beskrives pa en lukket form, er “pzene” i denne betydning!

Saetning 1.5 (Borelmaengder) Der findes en mindste familie B(R) af delmengder af
R, som opfylder:

(B1) Alle abne delmaengder af R tilhgrer B(R).
(B2) Huvis A tilhgrer B(R), sd vil CA ogsd tilhore B(R).

(B3) Huvis A1, Aa, As, ... er en folge aof mengder i B(R), sd vil |J;2, A; tilhore B(R).



Saetningen siger bl.a., at hvis A er en familie af delmaengder af R, som indeholder alle
abne delmaengder af R) og som er afsluttet under komplementzrmaengde dannelse, (B2),
og teellelig foreninger, (B3), da vil B(R) C A.
Maengderne A, som tilhgrer B(R), kaldes Borelmaengder. Familien B(R) kaldes Borel
o-algebraen pa R. (Terminologien o-algebra dakker over egenskaberne (B2) og (B3).)
Borel o-algebraen B(R) er ogsa afsluttet under folgende operationer (jvf. Opgave 2):

(B4) Huvis Ay, Ao, As, ... er en folge of mengder i B(R), sa vil ﬂ;’il A; € B(R).
(B5) Hwvis A, B € B(R), sd vil AN B, AU B, A\B € B(R).
Eksempel 1.6 Fglgende delmangder af R er Borelmangder:

(i) Alle abne og lukkede maengder.

(ii) Alle abne meengder relativt til et delinterval I af R.

(iii) Alle endelige maengder.

(v) Z,Q og R\Q.

)
)
)
(iv) Alle teellelige maengder.
)
(vi) Alle intervaller.
)

(vii) Meengden A af alle reelle tal ¢, hvorom det gaelder, at det 5. tal i decimalfremstillingen
forter7.

Bevis: (i). Hvis F C R er lukket, sa er CF &aben. Derfor er CF € B(R). Men sé er
F =C(CF) € B(R). (iii). Alle endelige meengder er lukkede. (iv). Hvis A er tellelig, si
kan A skrives pa formen {ai, as, a3, ...}. Men sa er A = (J2 {a;}. Alle {a;} tilhgrer B(R)
ifplge (iii), sa A € B(R) ifplge (B3). (v) Z og Q er tellelige og er derfor Borelmaengder
ifplge (iv). R \Q er komplementarmangden til Borelmaengden Q.

(vi). Vi har |a,b] = [a,b] \ {a}, og [a,b],{a} € B(R) ifslge (i). De gvrige intervaltyper
kan klares pa en tilsvarende made.

(ii). Hvis A er aben relativt til et interval I, sa er A = U N I for en passende aben
delmaengde U af R Da I og U tilhgrer B(R) (ifglge (vi) og (1)) vil A = U N1 tilhgre B(R).

(vii). For at vise denne pastand skal man fgrst vise, at A er en tallelig forening af
intervaller (ikke helt nemt!), og herefter benytte (vi) og (B3). O

Borelmaengdernes “claim to fame” ligger i theoremet nedenfor, som er et af hovedresulta-
terne i Mal- og integralteori, og i Saetning 1.10.



Theorem 1.7 Der findes en og kun en funktion m: B(R) — [0, oo, som opfylder
(m1) m(0) =0.

(m2) m(U;_";l Aj) = Z;’il m(A;) for alle folger Ay, Ag, As, . .. af parvist disjunkte mengder
Aj € B(R)

(m3) m(la,b[) =b—a for alle a,b € R med a < b.

Funktionen m kaldes Lebesguemdlet (pa R). (En funktion p: B(R) — [0, oc], som opfylder
(ml) og (m2) kaldes et mdl pa R.) Man kan forholdvist let vise, at (ml), (m2) og (m3)
medfgrer fglgende yderligere egenskaber for Lebesguemalet (Opgave 3):

(m4) m(AU B) =m(A) + m(B), hvis A og B tilhgrer B(R) og AN B = .
(mb) m(A) < m(B), hvis A og B tilhgrer B(R) og A C B.

(m6) m(Uj2, A7) < D272, m(A;) for enhver folge Ay, Ag, As, ... af (ikke nodvendigvis par-
vist disjunkte) mengder A; € B(R).

(m7) m(la,b[) =m([a,b]) = m(]a,b]) = m([a,b]) =b—a for alle a,b € R med a < b.
(m8) m(A) =0, hvis A er tellelig (eller endelig).

Man kan bruge (m2) og (m7) til at vise, at m opfylder (1.2).
Naeste punkt pa dagsordenen er at definere en klasse af funktioner, som opfgrer sig
peent mht. Borelmaengder.

Definition 1.8 (Borelfunktioner) Lad I veare et delinterval af R (f.eks. I = R eller
I = [a,b]). En funktion f: I — R kaldes en Borelfunktion hvis

VseR: f!(]s,00[) € B(R). (1.5)

En funktion f: I — C kaldes en Borelfunktion, hvis Re(f) og Im(f) begge er Borelfunk-
tioner.

Mangden af Borelfunktioner f: I — R benaevnes B(I,R), og mangden Borelfunktioner
f: I — C benzvnes B(I,C).

Alle kontinuerte funktioner f: I — R (hhv. f: I — C) er Borelfunktioner. Thi f~!(]s, oo[)

er aben (relativt til I) — og dermed en Borelmzngde, jvf. Eksempel 1.6 (ii) — for alle
seR
Til enhver funktion f: I — R defineres funktionerne f,, f_: I — R* ved

f(t) =max{f(#),0},  f-(t) = max{-[(2),0}, tel

Det ses let, at f(t) = f1(t) — f-(t) og at [f(¢)| = fi(t) + f-(t) for alle ¢t € I.



Lemma 1.9 Huvis f: [ — R er en Borelfunktion, sa er fo: I — R og f_: I — R" ogsa
Borelfunktioner.

Klassen af Borelfunktioner har fglgende pzne egenskaber (hvor punkt (iii) allerede er
bemzerket):

Saetning 1.10 Lad I vere et delinterval af R. Mengden B(1,C) af Borelfunktioner f: I —
C opfylder:

(i) Hvis f,g € B(I,C) og A € C, sa vil \f, f+ g og fg tilhgre B(I,C).

(ii) Huvis (fn)22, er en folge i B(I,C) og hvis den punktvise grense f(t) = lim, o0 fn(?)

n=1

findes for allet € I, da er f € B(I,C).
(iii) C(I,C) C B(I,C).

Der gelder endvidere, at hvis A er en klasse af funktioner f: I — C, som opfylder (i),
(i) og (iil) i Seetning 1.10 (med A istedet for B(Z,C)), da vil B(/,C) C A. Med andre
ord, B(I,C) er den mindste algebra af funktioner f: I — C, som indeholder C'(I,C), og
som er afsluttet under punktvis konvergens. (Egenskab (i) = “algebra”, og egenskab (ii) =
“afsluttet under punktvis konvergens”.)

Med inspiration i Seetning 1.3 og (1.4), og ved at benytte Theorem 1.7 og (1.5), kan vi
nu definere Lebesgue integralet.

Til enhver Borelfunktion f: I — R* seettes

R

/Ooom(f_l(]s,oo[)) ds = lim lim m(f~(]s,o0[)) ds, (1.6)

r—0+ R—oo [,

hvis m(f~!(]s, 00[)) < oo for alle s > 0. Hvis m(f~'(]s,00[)) = oo for et eller andet
s > 0, sa sa saettes integralet pa venstresiden af (1.6) lig med oo.

Integranden i (1.6) er veldefineret fordi f er en Borelfunktion. Dette sikrer, at f~*(]s, oo )
er en Borelmengde for alle s > 0. Integranden s — m(f~!(]s,00[)) er aftagende, sa inte-
gralet pa hgjresiden af (1.6) er veldefineret (Szetning 1.2). Graensen pa hgjresiden af (1.6)
findes altid, men den kan vzere oo, ogsa selvom m(f~(]s,00[)) < oo for alle s > 0.

Definition 1.11 (Lebesgue integralet) Lad I veare et delinterval af R. Til enhver Bo-
relfunktion f: I — R* defineres

[ram=[ T (S ()5, 000)) ds (1.7

jvf. (1.6). Seet

L(I,R) = {feB(I,R) | /If+dm<oo og /If_dm<oo},
L(I,C) = {feB(I,C) |Re(f) € L(IR) og Im(f) € L(I,R)}.
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For hvert f € L(I,R) defineres

/Ifdm=/lf+dm—/lf—dm, (1.8)

og for hvert f € L£(I,C) defineres

/Ifdm:/IRe(f)dm—i-i/Im(f)dm. (1.9)

I

Bemarkninger: Notationen f ; f dm skal opfattes som et samlet symbol, hvor I refererer
til det interval, der integreres over, f er den funktion vi integrerer, og m henviser til
Lebesguemalet.

Alle positive Borelfunktioner kan integreres (men deres integral kan vaere co). Kun
visse ikke-positive reelle og komplekse Borelfunktioner kan integreres, nemlig dem, som
tilhgrer £(I,R) hhv. £(I,C). Disse funktioner kaldes integrable. En reel eller kompleks
Borelfunktion f er integrabel hvis og kun hvis [, |f|dm < co (Opgave 5).

Det fglger af Szetning 1.3 og af (1.7), at

/[a’b] fdm = /abf(t) dt (1.10)

for alle kontinuerte funktioner f: [a,b] — R*. Ved at benytte (1.8), (1.9) og de tilsvarende
regler for Riemann integralet indses, at (1.10) gaelder for alle f € C([a, b], C).
Af og til benyttes en af nedenstaende notationer for Lebesgue integralet:

/If(iv) dm(z), /abfdm, /abf(x)dx.

Lebesgue integralet har fglgende egenskaber:

Theorem 1.12 Lad I vere et delinterval af R.
(i) Hvis f,g € L(I,C) og A € C, sa vil A\f og f + g tilhgre L(I,C), og

/I(f+g)dm:/1fdm+/lgdm, /IAfdm:)\/Ifdm,

(i) | f; fdm| < [, 1f|dm for alle f € L(I,C).
(iii) Lad (f,)%, vere en folge i L(I,R) og lad f: I — R. Huis
viel: 0<f(t)<fo(t) < fs(t) <--- og  lim fot) = f(2),
da er f € L(I,R) og
/Ifdmz lim Ifndm.

n—00



(iv) Lad (fn)22, vere en folge i L(I,C) og lad f: I — C. Huis

Viel: f(t)=lim f(t),

n—oo

og hvis der findes en Borelfunktion g: I — R*, der opfylder |f,(t)| < g(t) for alle
ne€Nogalletel og [;gdm < oo, daer f e L(I,C) og

n—00

/fdm— lim fndm

Egenskab (i) siger, at £(I,C) er et vektorrum over C, og at afbildningen f — [, fdm
er linezer. Egenskab (iii) kaldes Lebesgues setning om monoton konvergens, og (iv) kaldes
Lebesgues setning om domineret konvergens.

Eksempel 1.13 Lad [ vere et delinterval af R. Til enhver delmaengde A af I defineres
indikatorfunktionen 14: I — R ved

1, teA
1 t: b )
At {0, t¢ A

Bemark, at
A, 0<s<1,
0, s>1.

1;,1(]5,00[):{

Det ses specielt, at 14 er en Borelfunktion hvis og kun hvis A € B(R). Hvis A € B(R), da
bestemmes Lebesgue integralet af 14 ved (1.7):

/1Adm / (), 00])) ds—/m ds—i—/loom(@)ds:m(A).

Mere generelt, hvis Ay, A, ..., A, er Borelmaengder indeholdt i I, som opfylder m(4,) <
oo for j =1,2...,n, og hvis A\j, A, ..., A, € C, da vil Z;.lzl Ajly; tilhgre £(1,C) og

/Z Ajla; dm =" Am(A;)
Ij—1 j=1

Det er almindeligt at definere Lebesgue integralet (af positive Borelfunktioner) ved en
kombination af ovenstaende formel og Lebesgue’s Saetning om monoton konvergens (The-
orem 1.12 (ii)).

Det bemzrkes specielt, at 1 tilhgrer B(R,R) og at

/RlQ dm = m(Q) = 0.



Bemark ogsa, at 1g ikke er Riemann integrabel, heller ikke betragtet som en funktion
pa et lukket begranset interval [a,b]. For enhver inddeling D af [a,b] geelder nemlig, at
U(D,1g) <00g O(D,1g) > b—a (jvf. definitionen af under- og oversummer for Riemann
integralet, se f.eks. de supplerende noter om Riemann integralet). Dermed far vi

supU(D,1g) <0<b—a< i%fO(D, 1g),
D

hvilket viser, at 1g ikke er Riemann integrabel pa [a, b].

2 Nulmeengder — naesten overalt

Definition 2.1 (Nulmangder) En delmangde A af R kaldes en nulmengde hvis der
findes en Borelmangde B saledes at A C B og m(B) = 0.

Med andre ord: Alle Borelmangder B, som opfylder m(B) = 0, er nulmzngder, og
alle delmaengder af sadanne Borelmangder er nulmaengder. En Borelmangde B er en
nulmengde hvis og kun hvis m(B) = 0. Der findes nulmzngder, som ikke er Borelmzngder.

Eksempel 2.2 Den tomme mangde () er en nulmangde. Mere generelt, alle endelige og
alle taellelige delmaenger af R er nulmangder (jvf. (m8)). Specielt er Q en nulmaengde. Der
findes nulmaengder, som ikke er tallelige (f.eks. Cantormangden).

Definition 2.3 (Neesten overalt) Lad I vare et delinterval af R og lad f,g: I — C
veere funktioner. Vi siger, at “f = g nesten overalt”, hvis {t € I | f(t) # g(t)} er en
nulmaengde.

Vi skriver ogsa f ~ ¢ hvis f = g naesten overalt. Lad F(I,C) betegne maengden af alle
funktioner f: I — C.

Lemma 2.4 Relationen ~ pa F(I,C) er en @kvivalensrelation. Dvs.:
(i) f~ f foralle f € F(I,C).
(ii) f ~ g medforer g ~ f for alle f,g € F(I,C).
(iii) f ~ g og g ~ h medforer f ~ h for alle f,g,h € F(I,C).

Bevis: (i). {t € I | f(t) # f(t)} = 0 er en nulmengde.
(). {t el | f(t)#gt)}={tel]g(t)+# f(t)}, sa hvis den forste maengde er en
nulmangde, da er den anden det ogsa!

(iii). Meengderne A; = {t € I | f(t) # g(t)} og Ay = {t € I | g(t) # h(t)} er
nulmaengder pr. antagelse. Derfor findes Borelmangder B; og By sa Ay C By, As C By og
m(B1) = m(By) = 0. Bemerk, at

{tel]|f(t)#h(t)} < AUA; C By UB,.
Nu er B; U By en Borelmangde, og m(B; U By) < m(By) + m(By) = 0 ifglge (m6). Dette
viser, at {t € I | f(t) # h(t)} er en nulmaengde, og derfor er f ~ h. O
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Ekvivalensrelationen ~ giver anledning til en klassedeling af rummet F (I, C) af funktioner
f: I — C. Til hver funktion f: I — C defineres

[f1=1{9€ F(,C) | g~ f}. (2.1)
Herom geelder:
(c1) felf].
(c2) [f]=1g] &= f~yg.
(c3) Hvis f = g, si er [f]N[g] = 0.
Mngden [f] kaldes en wkvivalensklasse. Betragt mengden of ekvivalensklasser:
F(I,Q/~ = {[f]| f € F(I,C)}.

Fordelen ved rummet F(I,C)/~ er, at to funktioner f,g € F(I,C) er lig med hinanden i
F(I,C)/~ hvis og kun hvis f ~ g. P4 den made kan vi erstatte “~” med et lighedstegn
“=” ved at ga fra F(I,C) til F(I,C)/~. Det er underforstaet, at nar man gar fra F(I, C)
til F(I,C)/~, sa erstatter man f med skvivalensklassen [f].

Lemma 2.5 Lad I vere et delinterval af R og lad f: I — RT vere en Borelfunktion. Da
geelder

/fdm =0 <= [ =0 nesten overalt.
I

Vi kan let vise “<”: Antag f = 0 nasten overalt. Da er f~'(]s,o0[) C{t € 1| f(t) # 0}
og dermed er f~!(]s,00[) en nulmaengde for alle s > 0. Dette viser

/Ifdm=/Ooom(f_l(]s,oo[))ds:/OOOOds:O.

3 Rummene Ly(]) og Lo(1)

Formalet med disse noter er som sagt at beskrive Hilbertrummet Lo(I) (hvor I er et
delinterval af R, f.eks. I = [a, b] eller I = R). Dette er vi nu veludrustede til at ggre:

Definition 3.1 Lad I vaere et delinterval af R. Definer:
Lall) = {7 €BLO| [ Iffdm < oo
I
Ly(I) = Lo(I)/~ = {[f]]| f € La(D)},

hvor [f] = {g € L2(I) | g ~ f}, jvE. (2.1). (Her er ~ en akvivalensrelation pa delrummet
Ly(I) € F(1,C).)
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Man vil ofte lidt sjusket teznke pa elementer i Ly(/) som vaerende “funktioner” (snarere
end det mere korrekte “akvivalensklasser af funktioner”), idet man lidt lgst identificerer [ f]
med f. Det skal dog understreges, at man ikke kan tale om funktionsverdien af et element
i Lo(I) i et givent punkt ty € I. Et element i Lo(I) er af formen [f], hvor f € Lo(I). Hvis
[f](to) skulle have nogen mening, sa matte vi kraeve, at f(to) = g(to) for alle g € [f] (altsa
at funktionsveerdien er uathaengig af den valgte repraesentant for skvivalensklassen [f]).
Men sadan er det ikke: Tag et tal ¢ # f(to) og definer g: I — C ved

o(0) = {f(t), t# to,

C, t = 1p.

Da er g € Lo(I) (som man forholdvist let kan tjekke) og g = f naesten overalt. Dermed er
g € [f], men g(to) = ¢ # f(to).

Lemma 3.2 Lo(I) er et underrum of B(I,C). Endvidere, hvis f og g tilhgrer Lo(I), da
vil g tilhgre L(I,C).

Beviset for f,g € Lo(I) = f + g € Lo(I) folger af uligheden |f(t) + g(t)? < 2|f(1)]2 +
2|g(t)|?. Lemmaets anden pastand bygger pa uligheden |a| < 1(|a[>+|3/?) (for o, 8 € C),

som giver
[isgian=[igiam< 4 [1s2am+} [1gam < o
I I I I

Det fglger af Lemma 3.2, at L£o(I) er et vektorrum over C, og at vi kan definere en
positiv sesquilinearform pa dette rum ved

(f.g) = /I fgdm,  f.g € La(l). (3.1)

Bemark, at g: I — C er givet ved punktvis komplex konjungering: g(t) = g(t).
Det er let at tjekke, at (f, f) > 0 for alle f € Lo(I), at f — (f,g) er linezer (for
fastholdt g), og at g — (f, g) er konjungeret linezr (for fastholdt f). Endvidere har vi

(f,fy=0 <:>/\f\2dm =0« |f|* =0 nzsten overalt & f = 0 naesten overalt.
I

(Det andet “&” fglger af Lemma 2.5.) Normen hgrende til dette indre produkt betegnes
med || - ||2 og den er givet ved

11l = <072 = ([ 1777 am) ™ (32)

Vi skal nu give Ly(I) en vektorrumsstruktor og et indre produkt. Hertil har vi fgrst
brug for et lemma:
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Lemma 3.3 Lad f, g, f1,01 € Lo(I) og lad X € C.
(i) Hvis f ~ g, da er \f ~ Ag.
(ii) Huvis f ~ fi 0og g~ g1, daer f+g~ fi+ g1
(ili) Hvis f ~ fi1 0og g~ g1, da er fg~ figi.
Definer addition og skalarmulitiplikation pa Lo (I) ved

def

f1+lg] €1+, MY N, fog€Lo(I), NeC.

Det fglger af Lemma 3.3, at disse to operationer er veldefinerede. Problemet er, at vi
ikke kender f, blot fordi vi kender [f]. Nar vi skal definere [f] + [g] kunne vi have valgt et
vilkarligt f; € [f] hhv. g; € [g] istedet for f og g. Menda f; ~ fogg) ~ gvil fi+g1 ~ f+g
ifplge Lemma 3.3, sa [f1 + ¢1] = [f + 9]

Definer en positiv sesquilinearform pa Lo(I) ved

(). la]) = / fgdm,  f.g€ La(l). (3.3)

Det folger af Lemma 3.3 (iii) at (-, -) er veldefineret (jvf. argumentet ovenfor). Ligesom
for L£5(I) har vi

A3 = (11 1) =/I|f|2dm20 (3-4)

for alle [f] € Ly(1).
I modsatning til situationen for Lo(I) er (-, -) faktisk et indre produkt pa Lo(I), idet
vi videre har

([fI,[f])=0 <= /I|f|2dm:0 <= |f|* =0 nasten overalt

<= f =0 nasten overalt <= f ~0
<~ [f]=0.

Theorem 3.4 (Fischer’s fuldstaendighedsaetning) Det indre produktrum Lo(I) er fuld-
stendigt, sa Ly(I) er et Hilbertrum.

Beviset benytter bl.a. Lebesgues Seetning om monoton konvergens og falgende iagttagelse:
Et normeret rum (E,|| - ||) er fuldsteendigt hvis og kun hvis enhver absolut konvergent
raekke > >° @, 1 E er konvergent. (Raekken Y >° | x, siges at veere absolut konvergent hvis
S22, fianl < o0,

Vi bemaerker afslutningsvist, at Lo([a,b]) er fuldsteendigggrelsen af C([a,b],C) mht.
det indre produkt givet i (0.1). Dette er et dybt resultat, som indeholder Theorem 3.4 og
nedenstaende ikke-trivielle approximationsresultat:
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Saetning 3.5 For ethvert f € Lo([a,b]) og for ethvert € > 0 findes g € C([a,b],C) sdledes
at ||f —gll2 <e.

Definer ¢: C([a, b],C) — La([a,b]) ved ¢(f) = [f]- Det er let at tjekke, at ¢ er linezer og at
(p(f),e(9)) = (f,g) for alle f,g € C([a,b],C). Hermed er ¢ isometrisk og derfor injektiv.
Thi ||f|I2 = (f, f) = {e(f), e(f)) = lle(f)]|5- Seetning 3.5 forteeller, at billedet af ¢ er en
teet delmeengde af det fuldsteendige rum Ly ([a, b]). Altsa er Ly([a, b]) fuldsteendigggrelsen
af rummet C([a, b], C).

4 Opgaver

Opgave 1. Benyt hgjresiden af (1.3) til at beregne integralerne fol e* dx og ffl 2 dt.

Opgave 2. Vis reglerne (B4) og (B5) (idet (B1), (B2) og (B3) antages at gaelde). [Vink:
Benyt de Morgan’s regler til at vise (B4).]

Opgave 3. Vis (et udsnit) af reglerne (m4)-(m8) (idet (m1), (m2) og (m3) antages at
geelde).

Opgave 4. Lad (f,)22, vaere en folge i C([a, b], C), som opfylder lim, ,, f,(¢) = 0 for alle
t € [a,b] og antag videre, at der findes L < oo sa |f,(t)| < L for alle n € N og for alle

t € [a,b]. Vis at
b
lim [ fu(t)dt = 0.

n—oo a

Er konklusionen ovenfor korrekt, hvis man ikke medtager antagelsen vedrgrende L7

Opgave 5. Vis at f € L(I,R) hvis og kun hvis f € B(I,R) og [, |f|dm < oc. Vis herefter,
at f € L(I,C) hvis og kun hvis f € B(I,C) og [;|f|dm < oc. [Vink: I det reelle tilfalde

benyt [f] = fi + f_]

Opgave 6. Lad (f,,)2, vaere en folge i Lo([a,b]) og lad f € Lo([a,b]). Betragt folgende
tre udsagn:

(i) fu — f uniformt pa [a, b] for n — oc.
(ii) fu(t) = f(t) for n — oo for alle t € [a, b].
(iii) fn — f mht. || - ||z for n — oo.

Vis at (i) = (ii) og at (i) = (iii). Vis at ingen af implikationerne (ii) = (iii) og (iii) = (ii)
geelder.

Opgave 7. Lad A € B(R). Visat 14 € L2(R) hvis og kun hvis m(A) < oo. Bestem (14, 15)
nar A, B € B(R) opfylder m(A) < oo og m(B) < oo. Find Ay, As,... i B(R) sa ([14,])nen
er et ortonormalt szt i Ly(R).
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Opgave 8. Lad |a,b] veere et abent interval i R. Vis at der findes en folge (f,)5°, i
C(R,R) saledes at f,(t) = 1j4((t) for n — oo for alle t € R. Benyt herefter Seetning 1.1
til at vise, at der til hver aben delmaengde U af R findes en fglge (f,)32; i C(R,R) saledes
at f,(t) = 1y(t) for n — oo for alle t € R.
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