Om de reelle tal — supplerende noter til 2AN

1 Supremum og infimum

I disse noter tazenker vi os, at vi har faet de reelle tal foraerende, og at de reelle tal er
et sakaldt ordnet legeme med supremumsegenskaben (se Aksiom 1.2 nedenfor). Man kan
faktisk bevise, at de reelle tal med disse egenskaber findes, f.eks. ved at tage udgangspunkt
i de naturlige tal, som man sa ma antage, at vi har faet forzerende...

At R er et ordnet legeme vil sige, at R er udstyret med regneoperationerne + og - samt
en ordning <, og at der gaelder en lang stribe af (naturlige og velkendte) aksiomer herfor.

Definition 1.1 (Begrzensede delmaengder af R) En delmangde A af de reelle tal R
kaldes opad begrenset, hvis der findes et reelt tal s sa x < s for alle z € A, og s kaldes i
givet fald en guvre grense eller en majorant for A. Tilsvarende kaldes A nedad begrenset,
hvis der findes et reelt tal m sa m < z for alle x € A, og tallet m kaldes da en nedre grense
eller en minorant for A. Hvis A bade er opad og nedad begranset, da kaldes A begrenset.

Ovenstaende definition af begraensethed stemmer overens med definition fra Metriske Rum
(s. 1.7 gverst), hvorefter A kaldes begreenset hvis der findes en kugle K(a,r) sa A C
K(a,r) =]la—r,a+r[. For hvis A Cla —r,a+ [, da gelder a —r < 2 < a+ r for alle
x € A, hvilket ggr A nedad og opad begraenset. Omvendt, hvis der findes reelle tal m og s
sam<z<sforaleze A daer AC K(a,r) nara= (m+s)/2ogr > (s—m)/2.

Aksiom 1.2 (Supremum) Enhver ikke-tom opad begrenset delmaengde A af R har en
mindste gvre graense som benavnes sup A. Med andre ord, sup A er et reelt tal som opfylder

(i) x <sup A for alle x € A, og
(ii) hvis s er et reelt tal, som opfylder x < s for alle x € A, sa er sup A < s.

Det fglger af Supremum Aksiomet, at enhver ikke-tom nedad begranset delmaengde A af R
har en stgrste nedre grense, som benavnes inf A; og at inf A er et reelt tal, som opfylder:

(i) inf A < z for alle z € A, og
(ii) hvis m er et reelt tal, som opfylder m < x for alle z € A, sa er m < inf A.

Hvis A ikke er opad begranset, da settes sup A = 00, og tilsvarende sattes inf A = —o0,
hvis A ikke er nedad begranset. Endelig saetter man sup ) = —co og inf ) = co.
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Eksempel 1.3 Der galder
sup [a,b] =sup[a,b[ =b, supZ = oo, infla,b]=infla,b]=a, infZ = —occ.

Bemszerkning 1.4 Det fremgar af Eksempel 1.3, at sup A og inf A ikke altid tilhgrer A.
Vi har derimod fglgende trgstepraemie: Hvis A er en ikke-tom opad begrzenset maengde, da
kan man til ethvert € > 0 finde z € A sa

sup A —e <z < supA. (1.1)

Benyt nemlig egenskab (ii) i Aksiom 1.2 til at indse, at der ikke kan geelde z < sup A—¢ for
alle x € A, og at der derfor findes x € A, sa sup A — e < z. Det folger af (i) i Aksiom 1.2,
at x < sup A.

Tilsvarende, hvis A er nedad begraenset, sa findes til hvert € > 0 et element z € A sa

infA<z<infA+e. (1.2)
En folge (z,)22, i R siges at vaere voksende hvis z1 < xo < 23 < ---, og den siges at veere
aftagende, hvis x1 > x9 > x3 > ---. Til enhver folge (2,)°, kan vi se pa den tilhgrende

delmangde {z1, o, x3, ...} af R. Denne mangde indholder mindre information end fglgen
selv, f.eks. er maengden af elementer i fglgerne

(1,2,1,2,1,2,1,2,...), (1,2,2,2,2,2,...), (2,1,1,1,1,1,...)

alle tre tilfeelde lig med {1, 2}.

Folgen (z,)%, siges at vaere opad begrenset, nedad begrenset, hhv. begrenset hvis den
tilhgrende maengde {z1, o, x3, ...} har denne egenskab.

De tre naste resultater er kendt fra Matematik 1.

Saetning 1.5 Enhver opad begrenset voksende folge (x,)5%, af reelle tal er konvergent.

Tilsvarende er enhver nedad begrenset aftagende folge (x,)2%, af reelle tal konvergent.

Bevis: Mengden {z, | n € N} er pr. antagelse opad begrznset og har derfor et supremum,
sa det reelle tal a = sup{z, | n € N} findes. Vi viser, at lim, ,. 2, = a. Lad € > 0 veere
givet. Ifglge (1.1) findes et naturligt tal N sa a — ¢ < zy < a. Da fglgen er voksende, har
via—e <zy <z, <aforallen > N, og dermed |z, — a|] < € for alle n > N. Dette viser
lim,, oo T, = a.

Beviset for den anden pastand er analogt. (Alternativt kan denne pastand indses ved
at benytte forste del af beviset pa den voksende faolge (—x,)2 ). O

Saetning 1.6 (Arkimedes’ princip) Til et hvert reelt tal = findes et helt tal n saledes at
z <n.

Denne sztning kan vises ved at benytte Supremum Aksiomet. Som korollar hertil har vi
bl.a.:

Korollar 1.7 For ethvert par af reelle tal a < b findes et rationalt tal v ¢ det abne interval
la,b].



2 Cauchyfglger i metriske rum
Vi samler her nogle begreber, som tages op i §5 1 “Metriske Rum”.

Definition 2.1 (Cauchyfglger) En folge (z,)%°, i et metrisk rum (M, d) siges at vaere
en Cauchyfolge hvis

Ve > 03N e NVn,m e N:inym > N = d(x,,2,) < €.

Det vises nedenfor, at alle konvergente fglger er Cauchy, og at det modsatte ikke (altid)
geelder. I en perfekt verden ville Cauchyfglger altid veaere konvergente, men det metriske
rum M kan i nogen tilfelde vaere mindre perfekt ved at have “huller”, sa den forventede
graensevaerdi for visse Cauchyfglger mangler.

Saetning 2.2 Enhver konvergent falge (x,)52, i et metrisk rum M er en Cauchyfolge.

Bevis: Antag (z,)5%, er konvergent med graensepunkt a € M. Lad € > 0. Find N € N sa
|z, —a| < e/2 for alle n > N. Da har vi

nm>N = |, —Tp|= |z, —a+a—2,| <|z,—a|l+|o—2, <ec/24+¢c/2=¢,
hvilket viser, at (z,)2, er en Cauchyfalge. O

Eksempel 2.3 De metriske rum ]0,1] og Q med den sadvanlige metrik d har ikke-
konvergente Cauchyfplger. I rummet |0, 1] er fglgen (1/n)22 ; Cauchy men ikke konvergent
(da 0 ¢ ]0,1]).

Man kan finde en fglge ()32, af rationale tal, si z,, — v/2. F.eks. kan man vzlge
i intervallet ]v/2 — 1/n,+/2 + 1/n[, jvf. Korollar 1.7. Men sa er (z,)>, en Cauchyfglge i
Q som ikke er konvergent (i Q).

Lemma 2.4 Enhver Cauchyfolge i et metrisk rum er begrenset.

Bevis: Lad (z,)5°, vaere en Cauchyfglge. Der skal findes en kugle K(a,r) i M, sa z, €
K(a,r) for alle n € N. Benyt Cauchy egenskaben til at finde N € N sa d(z,,z,) < 1 for
alle n,m > N. Saet a = x; og sat

r =1+ max{d(xe,z1),d(z3,21),...,d(xN_1,21),d(zN,21)} € R
Daer d(zp,x1) <r—1<rforn=23,...,N —1; og for n > N har vi
d(zp, z1) < d(Tn,zn) +d(zn,21) < 1+ d(zn,z1) < T
Alt ialt er z,, € K(a,r) for alle n € N. O

Definition 2.5 (Fortaetningspunkt) Lad (M, d) vaere et metrisk rum og lad (z,)%,
veere en fglge i M. Et punkt a € M siges at vaere et fortetningspunkt for (r,)3, hvis
mengden {n € N |z, € K(a,r)} er uendelig for alle r > 0.
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Det kan vises, at hvis a er fortaetningspunkt for mengden {x1,zs,zs,...}, sa er a fortaet-
ningspunkt for falgen (,)32 ;. Det modsatte geelder ikke: f.eks. er bade 0 og 1 fortaetnings-
punkter for fglgen (0,1,0,1,0,1,...), mens mengden {0,1} ikke har noget fortsetnings-
punkt.

Husk at udsagnene z,, € K(a,r) og d(z,,a) < r er skvivalente.
Saetning 2.6 Lad (x,)°, vere en folge i et metrisk rum M og lad o« € M. Da er ne-

n=1
denstaende tre betingelser ekvivalente:

(i) a er et fortetningspunkt for folgen (x,)S .
(ii) Vr >0VYN € Nan > N : z,, € K(a,r).
(iii) Der findes en delfplge (xn, )52 af (£,)52, $d Tn, — a for k — oo.

Bevis: (i) = (ii). Antag a er fortaetningspunkt for (z,)3,. Lad r > 0 og N € N vere

givet. Da gaelder
{neN|z, € K(a,r)} £ {1,2,...,N — 1},

da meangden til venstre pr. antagelse er uendelig. Derfor findes n > N i mengden til
venstre, og for dette n har vi z,, € K(a,r).

(ii) = (iii). Vi benytter (ii) til at finde ny < ne < ng < --- sa d(zy,,a) < 1/k: Find
forst ny > 1 sa d(x,,,a) < 1. Herefter, nar ny, ng,...,n,_1 er fundet, sa brug (ii) igen til
at finde ny > ny_1 + 1 opfyldende d(z,,,a) < 1/k. Da vil z,, — a for k£ — oo som gnsket.

(iii) = (i). Antag der findes en delfglge (z,, )%, sa ©,, — a for k — oco. Lad 7 > 0. Da
findes K € Nsa z,, € K(a,r) for alle £ > K. Men sa har vi

{nK,nK+1,nK+2, o } Q {n eN | Ty € K(a, ’I")},

hvilket viser, at maengden pa hgjre hand er uendelig, og dermed, at a er et fortaetningspunkt.
O

Graensepunktet for en konvergent fglge er et forteetningspunkt og det eneste fortaetnings-
punkt for fglgen. Cauchyfglger er konvergente hvis og kun hvis de har et fortaetningspunkt:

Lemma 2.7 Hvis a er et fortetningspunkt for en Cauchyfolge (x,)32, sd vil x, — a for
n — 00.

Bevis: Lad ¢ > 0. Find N € Nsa d(zp, zm) < £/2 for alle n > N. Benyt nu Saetning 2.6 (ii)
til at finde ng > N sa d(zp,,a) < £/2. For alle n > N gelder

(2, a) < d(Tn, Tng) + d(xny,a) <e/2+e/2=c¢,

og dette viser, at lim,_,, z, = a. O



3 Limes superior og limes inferior

Til enhver reel talfglge (x,,)%, knyttes stgrrelserne limes superior, limsup,,_, . ©,, og limes
inferior, liminf, _, x,, (som enten er reelle tal, eller som er lig med —oo eller o).
Betragt stgrrelserne

tn = ,gf xp = inf{xy, Tni1, Tnio,--- |, Sp = SUP T = SUP{Tn, Tni1, Tni2, .- - }-
>n k>n

Bemark at ¢, og s, tilhgrer R U {—o0, 00} og at
1 <te <t3<---<83< 89 < 51. (3.1)

(At (¢,)22, er voksende og (s,)>2, er aftagende skyldes, at vi tager infimum hhv. supremum
over mindre og mindre mangder; og for n,m € N har vi ¢, < z, < s, for alle £ >
max{n, m}.) Definer

def def
limsupz, = 1nf $p = inf sup xg, liminfz, = supt, = sup 1nf Tg- (3.2)
n—00 €N neN g>n n—00 neN neN k>

Da fglgerne (s,)%°, og (t,); er monotone, er de faktisk konvergente, hvis de tilmed er
begrensede (Saetning 1.5), og i det tilfzelde har vi

limsupz, = hm Sp, = lim sup xy, liminfz, = lim ¢, = lim inf x,.
n—00 n—=00 g>n n—00 n—00 n—00 k>n

Nogle gange benyttes den kortere skrivemade lim sup x,, hhv. lim inf z,,.

Eksempel 3.1

(1). Lad z, = n. Her er s, = sup{zy | k > n} = o0 og t, = inf{zy | £ > n} = n for alle
n, og altsa er limsup,,_,,, ¢, = o0 og liminf,, . z, = sup,yn = oo.

(2). Lad z,, = 1/n. Her er s, = sup{xzx |k > n} =1/nog t, =inf{zx | k > n} =0, og
dermed bliver lim sup,,_,, 1/n = inf,en1/n =0 og liminf,, , 1/n = sup,y 0 = 0.

(3). Lad x, = (—=1)". Her er s,, = sup{zy | k > n} =1ogt, =inf{zy | k > n} = -1

for alle n, og dermed har vi limsup,, ,, =, = 1 og liminf, , z, = —1.
(4). Lad z, = —n. Her er s,, = sup{zx | k > n} = —nogt, =inf{zy | £ > n} = —o0,
og dermed er limsup,,_,  x, = inf,en(—n) = —oo og liminf, ,, z, = —o0.

Det fglger umiddelbart af (3.1) og (3.2) at

t <ty <tz <-.--<liminfz, <limsupz, < - <83 <3, <5 (3.3)

n—00 n—00

for alle reelle talfglger (x,)%

Theorem 3.2 En reel talfolge (x,)5, er konvergent med grenseverdi a € R hvis og kun
huvis

liminfz, = limsupz, = a.
n—o0 n—00



Bevis: Som fgr sattes s, = supys,, Ty 0g t, = infy>, z4.

Antag forst, at ()2, er konvergent med graensevaerdi a € R. Til et vilkarligt & > 0
findes N sa |z, —a| < e for alle n > N. Dermed er a — ¢ < z, < a+ ¢ for alle n > N,
hvilket sammen med (3.3) implicerer

a—¢ <ty <liminfz,, <limsupz, < sy <a+e¢.
n—00 n—00

Specielt har vi |liminfz, —a| < ¢ og |limsupz, — a| < €. Da ¢ > 0 var vilkarlig, ma
limsup z,, = liminfz, = a.

Vi skal nu vise, at lighed af limes inferior og limes superior medfgrer konvergens. Lad
e > 0 vaere givet. Ifglge antagelse har vi a = sup,¢yt, = inf,en s,. Vi kan derfor benytte
(1.1) og (1.2) til at finde N; og Ny i Nsaa—¢ < tn, <aoga < sy, < a+e. St
N = max{N;, N»}. For alle n > N galder ty, < x, < $n,, 0g dermed

a—e<tn, <zp <5y <a-+g,
hvilket giver |z, — a| < €. O
De naeste to resultater giver nyttige beskrivelser af lim inf og lim sup.

Lemma 3.3 Huvis (z,)%°, er en begrenset talfslge, da er limsupz, og liminfz, begge
reelle tal (og altsa ikke —oco eller oo). Mere specifikt, hvis a < x, < b for allen € N, da er

a < liminfz, <limsupz, < b. (3.4)

n—00 n—00

Bevis: Hvis (z,)22; er begranset, sa findes reelle tal a og b sa a < z,, < b for alle n. Vi skal

derfor blot vise, at denne betingelse medfgrer, at (3.4) er opfyldt. Men hvis a < z, < b, sa
er
a <t,=inf z; <b, a < s, =supx; <b,
k>n k>n
for alle n, hvilket videre medfgrer

lim inf x,, = sup t, € [a, ], lim sup x,, = inf s, € [a, b].
n—00 neN n—»00 neN

Saetning 3.4 Lad (z,)2, vere en reel talfolge.

(i) Antag a =limsupz, er et reelt tal. Da gelder for ethvert € > 0 at

{n € N ||z, —a| <&} er uendelig og {n € N |z, >a+c} er endelig.

(ii) Antag b =liminfx,, er et reelt tal. Da gelder for ethvert € > 0 at

{n € N| |z, — b| < e} er uendelig og {n e N|z, <b—¢e} er endelig.



Bevis: (i). St s, = SUDy>, Tk, OF antag a = limsupz, = inf,cy s, er et reelt tal. Lad
e > ( vaere givet. Benyt (1.2) til at finde N € Nsaa < sy <a+e. Nuerz, <sy<a+e
for alle n > N, hvilket viser

{n€N|ana+€}g{172:"'5N_1},

og dermed, at maengden pa venstre hand er endelig.
Antag, for at na en modstrid, at {n € N | |z, — a| < €} er endelig. Sa er ogsa

{neN|z,>a—¢}={neN||z,—a|<e}U{neN|z,>a+¢e}
endelig, hvilket giver
MY max{n € N|z, >a—¢} < 0.

For n > M gealder x, < a — ¢, og dermed a < sp41 < a — ¢, hvilket er en modstrid. Vi
kan altsa konkludere, at {n € N | |z, — a| < €} er uendelig.
Pastanden vedrgrende lim inf kan vises pa en tilsvarende made. O

I tilfzeldet, hvor lim sup z,, og lim inf z,, begge er reelle tal (og forskellige fra hinanden), kan
resultatet fra Seetning 3.4 sammenfattes i tegningen:

ev\ch\inbx Euavwh\\ : em\a\uB cller uendili i 'U\th\l enduli
W\cmcj{ .‘,!r E menge X-\ U'- wo‘“’){ X“ er : Mc_“,,)t X“{r E Mcuf,ez,:tr
ot & 4§ & L € § »

\iMiV\‘Xv‘ \WWDV'P Xu ‘K

Det fglger umiddelbart af Sztning 3.4 (og Definition 2.5), at limsupz, og liminfz, er
forteetningspunkter for fglgen (,)$°; (nar limsup z,, hhv. lim inf z,, er reelle tal). Kombi-
neres dette med Seetning 2.6 far vi:

Korollar 3.5 Lad (xn) ° | veere en reel talfplge. Hvis lim sup,,_, . T, er et reelt tal, sa findes
en delfplge (xn, )52, sa
T, — limsupz, for k — oo.

n—oo

Der gelder tilsvarende, at liminf, ., =, er grensepunkt for en delfolge af (x,)0>, hvis
liminf,_, x, er et reelt tal.

Det indses endvidere fra Satning 3.4, at limsupzx, er det stgrste forteetningspunkt for
(n)5e, og liminfz, er det mindste fortaetningspunkt.



Theorem 3.6 (Bolzano—Weierstrass) Enhver talfslge i et lukket begrenset interval [a, b]
har et fortetningspunkt.

Bevis: Hvis (z,)2, er en fglge i [a,b], sa er fglgen begranset, og limsupz, er et reelt
tal ifglge Lemma 3.3. Vi kan nu bruge Korollar 3.5 og (og Saetning 2.6) til at indse, at
lim sup z,, er et forteetningspunkt for (x,)3 ;. O

Theorem 3.7 (Det almindelige konvergensprincip) Enhver Cauchyfolge i R er kon-
vergent.

Bevis: Lad (z,)22; veere en Cauchyfglge i R. Lemma 2.4 fortaller, at (z,)$2, er begreanset,
og vi kan derfor slutte af Theorem 3.6, at (x,,)22 , har et fortetningspunkt ¢ € R (som kan
tages til at veere limsupz,). Det fglger nu af Lemma 2.7, at (z,,)$%, er konvergent med
graeensepunkt c. U

4 Opgaver

Opgave 1. Vis, at limsup,,_, . (—z,) = — liminf,,_, z,, for enhver talfglge (x,)3 ;.
Opgave 2. Find lim sup og lim inf for fglgerne ((—1)”77,2)2021 og (cos(n%))zo:l.

Opgave 3. For hver af nedenstaende fglger gnskes sup, inf, limsup, og liminf bestemt.
Endvidere skal der i de tilfselde hvor lim sup hhv. liminf er et reelt tal (altsa ikke oo hhv.
—o0) findes delfglger af de givne fglger, som konvergerer mod lim sup hhv. lim inf.

() 42,7,7,7,7,.. .,
(i) 1,-1,1,-1,1,-1,...,

(iii) 2,—1,3/2,—1/2,4/3,-1/3,5/4,-1/4, ...,

)
)
)
(iv) 0,1,0,2,0,3,...,
(v) 1,1/2,1/4,1/8,1/16,. ..,
)

(vi) 1/2,1/3,2/3,1/4,2/4,3/4,1/5,2/5,3/5,4/5,1/6, . ...

Opgave 4. Find samtlige fortaetningspunkter for fglgerne i Opgave 3.

Opgave 5. Konstruer en reel talfglge (z,)%°; som opfylder
sup x, = 25, limsupz, =5, liminfz, = —oc.
neN n—»00 n—00



